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1. Moment bezwladnos$ci ¢

Ostrzegam: tytut tego tematu ,,Tensory” nie jest przypadkowy. Czeka nas duza
dawka matematyki. Rachunek na tensorach jest dla fizyki absolutnie
podstawowy. | nie chodzi tylko o zawansowang posta¢ kwantowej teorii pola czy
ogolnej teorii wzglednosci. Tensory sa powszechnie stosowane w mechanice
klasycznej. Jest ich rowniez pelno w klasycznej elektrodynamice. Krotko méwiac
bez tensordéw nie da si¢ glebiej wejrze¢ w fizyke. Na szczgscie tensory nie gryza.
Podstawy rachunku tensorowego nie sg wiele trudniejsze od rachunku na
wektorach. Zresztg tensory sa ich bliskim krewnymi, nieco bardziej
rozbudowanymi, a przez to mogacymi wigcej. Nie bedzie to jednak wyktad
wylacznie matematyczny. Na takg strat¢ czasu nie mozemy sobie pozwoli¢, wigc
spotkanie z tensorami begdzie biegato rownolegle z omowieniem kilku istotnych
tematow z fizyki. Zaczng od fizyki brylty sztywne;.

Do tej pory analizowali§my ruch punkt materialnego lub ruch cial, ktore
mozna sprowadzi¢ do punktu. Wiemy juz, Ze rozciagte cialo mozna podzieli¢ na
mniejsze fragmenty 1 kazdy z nich reprezentowac poprzez punkt. Wiemy rowniez,
ze podziat mozemy prowadzi¢ az do nieskonczenie malych kawalkow, pod
warunkiem, ze jesteSmy w stanie obliczy¢ pojawiajace si¢ wowczas catki. Istnieje
jednak wazna, z punktu widzenia modelowania zachowania cial rozciaglych,
klasa cial, kryjaca si¢ pod nazwg ,bryta sztywna”. O bryle sztywnej méwimy
wtedy kiedy ksztatt ciata nie zmienia si¢ w czasie ruchu. Nie oznacza to, ze
mozemy traktowac bryle sztywng jak pojedynczy punkt. Kiedy dziatamy sitg na
koniec sztywnego preta, to pret ten zaczyna si¢ obracaé. I cho¢ nie mozemy
w takiej sytuacji traktowac sztywnego preta jak punktu, to mozna zapisa¢ prawa
dynamiki tak, by mozna bylo bryle sztywng traktowaé jako zwartg catlos¢. To
bardzo ufatwia analiz¢ dynamiki konkretnych cial. Bardziej ogdlnym
przypadkiem jest ruch cial niesztywnych, czyli takich, w ktorych oddziatywania
migdzy czasteczkami sg za stabe aby utrzymac je w tym samym wzglednym
potozeniu. Dzieje si¢ tak na przyktad dla cieczy. Uwzglednienie tej wewngetrzne;j
dynamiki czgstek wymaga bardziej zlozonego modelu; sg to najtrudniejsze
zagadnienia fizyki cial materialnych. Co nieco bedzie na ten temat w temacie
(TXIV). Gdy czastki nie oddziatujg ze sobg inaczej jak tylko przez zderzenia
sprezyste (mamy wtedy tzw. gaz doskonaly), sprawa ponownie robi si¢ prostsza.
Nie jestesmy w stanie co prawda opisa¢ ruchu kazdej czastki z osobna (jest ich
stanowczo za duzo), ale opis statystyczny daje bardzo dobre wyniki. Zajme si¢
tym w temacie (TXIX).

Budujac opis dynamiki bryly sztywnej trafimy na obiekty matematyczne
bardziej ztozone od wektorow. Obiekty te to tensory. Nasza droge ku tensorom
zaczniemy od analizy ruchu obrotowego cienkiej obreczy, przy czym o$ obrotu
jest prostopadta do ptaszczyzny obreczy i1 przechodzi przez jej srodek (rys.1.1).
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To zapewnia wysoka symetri¢ catego uktadu, to jest obreczy i1 osi obrotu.
A wysoka symetria znacznie upraszcza analize.

Rysunek 1.1. Obracajgca sie
cienka obrecz, moze by¢
traktowana jako zbior
punktéw materialnych rowno
oddalonych od $rodka obrotu.

To, ze obrecz jest cienka sugeruje, ze mozemy uznac, iz jej wszystkie punkty sg
jednakowo odlegle od osi obrotu. Niech obrecz obraca si¢ wokét osi obrotu ze
stalg predkoscig katowa ®. Skoro kazdy punkt obreczy krazy wokot jej srodka, to
musi na niego dziatac sita dosrodkowa Fy, taka ze
Fd = —mpl‘a)z 11

My jest masg punktu; znak minus powoduje, ze Kierunek sity dosrodkowe;j jest
przeciwny do kierunku wektora r. Oblicze moment pgedu dowolnego punktu
obregczy. Warto$¢ predkosci liniowej takiego punktu wynosi

v, = [rXw|l=rw 1.2
Poniewaz wektory r i ® sg prostopadte ich iloczyn wektorowy wyraza si¢
W prosty sposob. Moment pedu punktu obreczy wylicze bezposredni z definicji
(TV 1.1.1)

K, =rXxm, (rxw)

Vp

P 1.3

Skorzystamy teraz z zaleznosci (DA 2.5.6) pozwalajacej zamieni¢ podwojny
iloczyny wektorowy na réznice iloczynow skalarnych. Po jej zastosowaniu
I uproszczeniu otrzymanych wyrazen moment pedu punktu obreczy wyrazi si¢
wzorem

K, =m,r*w 1.4
Jak nalezato si¢ spodziewa¢ wektor momentu pedu Kp jest rownolegly do wektora
predkosci katowe] ®. Zauwaz, ze dla kazdego punktu obrgczy moment pedu jest
dany doktadnie takim samy wektorem.

Gdybysmy zwigzek miedzy momentem pedu a predkoscia katowa chcieli
zapisa¢ w postaci takiej jak ma to miejsce dla pgdu i predkosci liniowej (droga
wiadra)

3
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p=mv 1.5
To musieliby$my przyjaé, ze wielkosé
_ 1.6
L, = m,r?
pehi role masy. Wtedy wzor (1.4) przejdzie w
1.7

Ky =L,w
Dla calej obreczy kret Ko jest suma kretow Ky wszystkich punktoéw. Poniewaz
obrecz jest ciggla sumowanie powinno zosta¢ zastgpione catkowaniem. W tym
jednak wypadku catkowanie jest trywialne. Suma stalych wyrazéw postaci (1.4)
jest po prostu rowna

K,=m,r*w

I
0

1.8

Troche si¢ jednak nad tym problemem musimy zatrzymac. ObliczyliSmy
moment pedu punktu materialnego bedacego czgscig obreczy. UznaliSmy przy
tym, ze punkt ma mas¢ m,. Ale masa punktu nie moze by¢ réwna m,. Punkt ma
zerowa objetos¢ 1 jezeli mialby niezerowa mase, to wtedy gestos¢ masy tego
punktu p, bylaby nieskonczenie wielka i mielibySmy czarng dziurg. Jednak
gestos¢ obreczy nie jest nieskonczenie wielka. Unikajgc skrotow myslowych
zastosowanych w powyzszym rozumowaniu, do sprawy powinnismy podejs¢ tak:
Z obreczy wyciaé bardzo, bardzo maty kawatek o skonczonej masie my (rys. 1.2)

Rysunek 1.2. Na obreczy
wybieramy bardzo maty
(najlepiej nieskonczenie
maty) fragment

Zrobmy teraz ten maty kawalek obreczy nieskonczenie matym. Przechodzac do
granicy nieskonczenie malego kawatka musimy przyjaé, ze kawatek ten ma
nieskonczenie matg mase dm i w efekcie nieskonczenie maty moment pedu dK.
Teraz mozemy obliczy¢ moment pedu catkujac po wszystkich takich
nieskonczenie matych kawaltkach z jednej strony rownosci beda to elementarne
wktady momentu pedu a z drugiej strony tejze rownosci elementarne wklady
masy.
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1.9
Kozdezjrzwdmzrzwfdm

C C Cc

Litera C oznacza granice catlkowania, w tym wypadku wzdluz obreczy. Ze
wzgledu na symetri¢ obrgczy (wszystkie punkty sg tak samo odlegle od osi
obrotu), r jest takie same dla kazdej elementarnej masy dm i mozemy je przenies¢
przed znak calki. W efekcie catkowanie staje si¢ trywialne i daje w wyniku mase
obregczy
K, = mr’w 1.10
W pierwszym podejsciu postuzylem si¢ skrotami myslowymi typu ,,punkt
materialny”, teraz obliczylem moment pedu obreczy jak nalezy.

Wielko$¢ (1.6) oznaczong jako ,I” bedziemy nazywali momentem
bezwtadnosci ciata.

A co bedzie, jezeli obraca¢ si¢ bedzie nie obrecz a dysk? Dysk mozemy
podzieli¢ na sumg bardzo, bardzo duzej liczby waskich pier§cieni, w granicy
nieskonczenie waskich pierscieni (rys. 1.3).

Rysunek 1.3. Ptaski dysk mozemy
podzieli¢ na nieskonczenie cienkie

pierécienie.

Masa pojedynczego nieskonczenie waskiego pierscienia to

dm = 2mordr 111

gdzie ojest gestoscig powierzchniowa dysku, r promieniem pierécienia, a dr jego
szerokoscig. Masa pierscienia jest nieskonczenie mata, gdyz pierScien jest
nieskonczenie cienki. Kret takiego pojedynczego pierscienia (obrgczy) to,
zgodnie z (1.10)

dK = r2wdm = 2nowr3dr 1.12

Musimy zsumowac krety wszystkich pierscieni. Mamy tu do czynienia z funkcja
typu

a=2mow, X=Ttr 1.13a



Jan Masajada © — 45 tematow z fizyki

Calkowity kret to pole powierzchni pod ta krzywa na przedziale [0, rq].

Td

1
21wwj r3dr = Enawro“ 1.14

0
rq jest promieniem dysku. Zatem dla dysku mamy

2 1
Kq = Znargw = Emdrjw 1.15

Skorzystalem z faktu, ze masa dysku m = zr4? o. Od razu bedziemy mogli zapisaé
wyrazenie na moment pedu (kret) walca. Walec to zbidr nieskonczenie wielu
nieskonczenie cienkich dyskow potozonych jeden nad drugim. Poniewaz kazdy
dysk jest taki sam 1 kazdy jest tak samo symetrycznie potozony wzgledem osi
symetrii walca, wystarczy, ze mase¢ dysku my zamieniamy we wzorze (1.15) na
mas¢ walca my,.

1

Ky = Emwrvﬁw 1.16

Oczywiscie moglibysmy to policzy¢ porzadnie, to jest catkujac po wszystkich
nieskonczenie cienkich dyskach; moze warto zebysScie sprobowali. Jezeli chcemy
nasze wzory napisa¢ w postaci (1.7), to wzér na moment bezwtadnosci dysku
I walca przyjmie postaé

1
Iy = Emdré 1.17a

1 1.17b
I, = Emwrmz,

Cho¢ wzory na moment bezwtadnosci dysku i walca sg takie same, to r6znig si¢
one od wzoru na moment bezwtadnos$ci obrgczy. Musimy si¢ liczy¢ z faktem, ze
dla r6znych ciat bedziemy mieli r6zne wzory na moment bezwiadnosci. Co wigce;j
dla tego samego ciala wzory na moment bezwladnosci beda zaleze¢ od wyboru
osi obrotu.

Wroémy jeszcze na moment do wzoru (1.11). Mamy tam wyrazenie 2 af,
ktore wyznacza dtugos¢ obwodu obreczy. Wyrazenie to mnozone jest przez dr,
ktore wyznacza szerokos$¢ nieskonczenie cienkiego pierScienia. Cato$¢ 2 zrdr
wyznacza zatem pole nieskonczenie cienkiego pierScienia, ktore przemnozone
przez gesto$¢ powierzchniowa o, daje nieskonczenie matg mase tego pierscienia.
Czy jednak mozemy tak oblicza¢ pole nieskonczenie cienkiego pier§cienia? Pole
kota wynosi zr2. Jak zmieni si¢ to pole, jezeli zwickszymy promieh kota o dr?

a(r+dr) —zr?= 7z(r2 +2rdr + (dr)z)— ar? =2zrdr +(dr)” 118
Zmieni si¢ o 2 zrdr plus wyraz dr do potegi drugiej. Jak wiemy, przy catkowaniu,

nieskonczenie mate w nadmiarowych potega odrzucamy (rys. (Tl 6.6)). Zatem
6
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pole kota mozemy policzy¢ sumujac pola nieskonczenie cienkich pierscieni, dane
wzorem 2 zrdr.

Wracamy do przypadku obreczy. Do obreczy przyktadamy sile F styczng
do jej obwodu. Zaktadamy, ze pod dziataniem tej sity ani obrgcz ani o$ obrotu nie
deformuje si¢. Zgodnie z drugim prawem Newtona stala sita dzialajaca w czasie
At skutkuje zmiang pedu

Ap = FAt
Bioragc pod uwage zwigzek miedzy predkoscia liniowg i katowa w ruchu po
okregu Av=Awr mamy

FAt 1.20
mrAw = FAt = Aw = —
mr

Z drugiej strony wartos¢ kretu dla obreczy wynosi (1.10)

1.19

K, = myrtw 121
Podstawiajgc tu wyrazenie na A® otrzymujemy wzOr na przyrost momentu pedu,
pod wplywem sity o wartosci F.

FAt
AK, = m,7r2— = rFAt = MAt 1.22
mr

Przez M oznaczylem warto§¢ momentu sity. To cO jest w tym wzorze istotne to
fakt, ze wyglada on tak samo jak wzor taczacy sile 1 przyrost pedu. Zatem
w przypadku obracajgcej si¢ obreczy otrzymaliSmy zalezno$¢ (1.21), ktdra
w zapisie wektorowym przyjmie postac¢

AK
=27 1.23a
Przechodzac do wielkosci nieskonczenie matych mozemy zapisac
dK
=— 1.23b

Wyrazenie (1.23b) jest ogodlng zaleznos$cig migdzy kretem a momentem sity.
W 0golny sposéb mozna je wyprowadzi¢ analizujgc moment pedu punktu
materialnego.

Obliczmy jeszcze energie kinetyczng obracajacej si¢ obreczy. Dla jednego
punktu obrgczy mamy wzor

1 1

Evp = Empv2 = Emprpwz 1.24
Poniewaz wszystkie punkty obreczy majg tg sama mase, predkos¢ katowa 1 sg tak
samo odlegte od osi obrotu, dla catej obreczy mamy taki sam wzdr, z tym, Ze mase
pojedynczego punktu zastepujemy masg catej obreczy.
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1 2 _ 1 2 _ 1 2
Ek0=§mov =§moroa) =§Ioa) 1.25

Tutaj dodatkowo skorzystaliSmy ze wzoru na moment bezwtadno$ci obreczy
(1.10). Gdy korzystamy z momentu bezwladnosSci, energia kinetyczna ruchu
obrotowego obreczy wyraza si¢ Wzorem o tej samej postaci co energia Kinetyczna
w ruchu postepowym punktu materialnego, dla dysku (kota) walca i innych bryt
obowigzuje taka sama zalezno$¢, tyle ze do wzoru (1.25) trzeba podstawic
wyrazenie na odpowiedni moment bezwladnosci

Skoro nam tak dobrze idzie to przyjmijmy nastepujacg definicje.

Definicja 1.1: moment bezwladnosci
Niech S wyznacza oS przechodzqcq przez pewien dowolny punkt O w przestrzeni,
Rtory przyjmujemy za poczqteR ukfadu wspofrzednych. Momentem bezwtadnosci
danej bryty sztywnej wzgledem tej osi nazywamy wielkos¢ okreslong wzorem; dla
dyskretnego rozkfadu mas

N
[ = Z r2m, 1.26
i=1

dla ciggtego rozkfadu mas

I = frz dm = frz p(r)dv 1.27
v v

WielkoS¢ 1i (rys. 1.4) jest odlegtosciq i tego punktu od osi obrotu (a nie od poczqtRu
ukfadu wspotrzednych). Podobnie wielkos¢ r jest odlegtosciq elementu dm od osi
obrotu.

ST Rysunek 1.4. Rysunek

r pokazuje trzy wybrane punkty

vy >y z jakiego$§ uktadu punktow

materialnych oraz ich

/ odlegtosci od osi obrotu, ktéra
pokrywa sie z osig z.
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Naszym celem byto znalezienie $ciezki dla zapisania momentu pgdu bryty
sztywnej w postaci (1.7). W tym celu zdefiniowali$my odpowiednik masy, czyli
moment bezwladnos$ci. Moment bezwtadnosci ma bogatsza strukture niz masa.
Zalezy od masy bryly ale réwniez od roztozenia tej masy wzgledem osi obrotu.
Tabela (1.1) zawiera przykladowe bryly wraz momentami bezwladnosci
obliczonymi z definicji (def. 1.1) dla r6znych osi obrotu. Wszystkie wybrane osie
przechodzg przez §rodek masy bryty i s jedng z osi symetrii przyktadowych bryt.
Niedtugo okaze si¢, ze taki wybor osi ma istotne znaczenie.

Gdy mamy obliczony moment bezwitadnosci wzglegdem osi symetrii
przechodzacej przez $rodek masy, to w prosty sposob mozna obliczy¢ warto$¢
momentu bezwladnosci wzgledem jakiejkolwiek osi réwnolegtej. Powiedzmy, ze
mamy ciato, o0 masie M, takie ze o$ obrotu przechodzi przez jego srodek masy.
Rozwazmy inng o$ obrotu, rownoleglta do tej pierwszej; przy czym nowa
réwnolegta 0§ niech bedzie przesunigta na odleglos¢ d wzgledem osi pierwszej
(rys. 1.5).

Rysunek 1.5. Gdy znamy wartosc¢
momentu pedu dla osi przechodzacej
przez S$rodek masy ciata, to tatwo
mozemy wyznaczy¢ moment
bezwtadnosci wzgledem dowolnej
innej osi przesunietej rownolegle
w stosunku do pierwotne;j.

Jezeli przez | oznaczymy moment bezwladnos¢ wzgledem osi przechodzacej
przez srodek masy, to moment bezwladno$¢ Iy wzgledem osi przesunigtej
rownolegle o d wynosi

Iy =1+Md?
Powyzszy fakt nazywa si¢ twierdzeniem Steinera lub twierdzeniem o osiach
rownolegtych. Jego dowod jest prosty. Przeprowadzimy go dla ciat sktadajacych
si¢ z dyskretnego rozktadu N punktow (rys. 1.6). Zgodnie z definicjg (1.1)

moment bezwladnosci takiego ciata, wzgledem danej osi przechodzacej przez
srodek masy wynosi

N
[ = Z myr? 1.29
i=1

Tutaj m; i rj, to odpowiednio masa i-tego punktu oraz odlegtos¢ i-tego punktu od
osi obrotu. Gdy przesuniemy o$ obrotu rownolegle o odcinek d, to wtedy zmienig
si¢ odnos$ne odleglosci

1.28



Jan Masajada © — 45 tematow z fizyki

OSyi ! L?
Syizzmm

05 x: im(b2 +c?)
T 12

0sy: . 2
Sy: pmec

08 2: ——m b
S Z: 12771

0$ ! 2
S§x:mmr

04 v i 1,
Syiz:zmr

0s = 2
§x:5ma

O$yiz: im(3az+L2)
" 12

, .. 2
Osxlylz:gma2

08 x: —m a?
S X: 1Oma

0$ gD 1 2 4 h?
sylz.5m<4a )

Tabela 1.1. Momenty bezwtadno$ci wybranych bryl, wzgledem osi obrotu
pokrywajacych sie z osiami symetrii tych bryt. Dla réznych orientacji osi
momenty bezwtadnos$ci mogg by¢ rozne.

1.30

1 — d
Wstawiajac to do poprzedniego réwnania mamy

10
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N N N N
Id=Zmi(ri—d)2=2miri2—2d2miri+d22mi 131
i=1 i=1 i=1 i=1 '

Rysunek 1.6. Mamy cialo
ztozone z N punktéw o masie mi

X kazdy. Czerwona o0$ obrotu
przechodzi przez Srodek masy
tego uktadu punktéw a o$ z
zorientowana jest zgodnie
z 0sig obrotu.

Poniewaz o$ obrotu przechodzi przez srodek masy to wyrazenie

N Ty =
Zl_lM Txi _ o, z S— 1.32
Oraz
ZNlmryl_ —>zmrw= 1.33

Przez M oznaczytem mase¢ catego ciata. Wynika z tego, ze

N
Z mr, = 0 1.34
i=1

a roOwnanie na moment bezwladnosci wzgledem osi przesunigte] przyjmuje
pozadang forme

N N
Id=Zmiri2+dZZmi=I+Md2 1.35

Podsumowujac ta cze$¢ wykladu proponuje przyjrze¢ si¢ analogii pomiedzy
wzorami uzyskanymi dla ruchu postgpowego a wzorami jakie mamy dla ruchu
obrotowego bryty sztywnej (tab. 1.2). Od strony technicznej wzorami z prawej
strony postugujemy si¢ doktadnie tak samo jak wzorami z lewej strony. Zilustruja
to na przyktadzie. Zanim to jednak zrobi¢ pozwole sobie na uwage. Mozna
spotkac si¢ z sformutowaniem, ze zaleznosci typu M=lg, to prawo Newtona dla
bryty sztywnej. Takie sformulowanie nalezy traktowac¢ jako skrot myslowy.
11
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Prawa dynamiki Newtona poznalismy w temacie (TVI). Prawa strona tabeli nie
wnosi do praw Newtona niczego nowego, jest po prostu zbiorem uzytecznych
wnioskow wyciagnietych z tych praw dla bryly sztywnej. A, ze cze$¢ tych
wnioskow ma taka samg posta¢ jak prawa dynamiki Newtona, to wcale nie
oznacza, ze s3 to prawa dynamiki Newtona; one sg tylko sformutowane
w analogiczny sposob (droga wiadra).

Poz. Ruch postgpowy Ruch obrotowy
1 r [0)

2 v = dr/dt ® = do/dt

3 a = dv/dt=d?r/dt & = do/dt=d?p/dt
4 m I

5 p=myv J=lw

6 F=ma M=1lg

7 F = m d?r/dt? M = | d%p/dt?
8 F = dp/dt M = dJ/dt

9 Ex = % mv? Ex=% lo?

Tabela 1.2. Analogia pomiedzy wzorami na ruch postepowych punktu
materialnego i ruch obrotowy bryty sztywnej

Tabela (1.3) zawiera dwa zadania, w lewej kolumnie mamy zadanie z ruchu
postepowego punktu materialnego, a z prawej z bryly sztywnej. Zadania te jak
réwniez ich rozwigzania sg analogiczne, w sensie analogii z tabeli (1.2). Jak
wida¢, w obu zadaniach, stosujemy doktadnie takg samg matematyke do
znalezienia rozwigzania. Réznica polega na tym, ze poszczegdélnym symbolom
nadajemy inng interpretacj¢ fizyczng. Na przyklad w ruchu postepowym mamy
mase¢ M i site F, a w ruchu obrotowym zastepujemy je momentem bezwtadnosci |
1 momentem sit M.

12
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Zadanie: ruch postepowy

Klocek o masie m=250kg §lizga si¢ z
predkoscia v=20m/s. Klocek ten
zatrzymuje si¢ przesuni¢ciu si¢ o
s=1000m. Oblicz wartos$¢ sity tarcia,
oraz czas ruchu klocka

Obliczamy przyspieszenie z jakim
klocek  hamuje.  Wykorzystamy
nastepujace dwie zalezno$¢ ruchu

liniowego jednostajnie
przyspieszonego.  t=v/a; s=at?/2.
Stad mamy s=av¥/2a’-s=v?/2a.

Obliczamy przyspieszenie liniowe a:
a=Vv?/2s. Zatem sita tarcia ma
warto$é: F=mv?/2s; F=50N.

Czas ruchu to: t?=2s/a—>t?=4s?/v?,
stad t=2s/v; t=100s.

Zadanie: ruch obrotowy

Koto zamachowe o momencie
bezwtadnosci 1=250kg m? obraca sie
z predkoscia  w=200br/sek. Koto
zamachowe zatrzymuje si¢ po
wykonaniu ¢=1000 obrotéw. Oblicz
warto§¢ momentu sit tarcia i1 czas
ruchu kota.

Obliczamy przyspieszenie katowe
z jakim koto zamachowe hamuje.
Wykorzystamy nastepujace  dwie
zalezno$¢ ruchu obrotowego
jednostajnie przyspieszonego. t=al
p=t?/2. Stad mamy
p=cafl2&—>p=afl2s.  Obliczamy
przyspieszenie liniowe & &=afl2¢.
Zatem moment sil tarcia ma wartos¢:
M=1?/2p; M=50Nm. Czas ruchu to:
t?=2¢ple>t?=4¢? of, stad t=2¢l o,
t=100s.

Tabela 1.3. Dwa zadania, z lewej z ruchu postepowego punktu materialnego,
zprawej z ruchu obrotowego bryly sztywnej. Od strony formalnej
rozwigzania obu zadan przebiegajg analogicznie.

Ponizej podaj¢ jeszcze trzy przyktadowe zadania

1.1. Zadania

Zadanie 1.1.1: Staczajacy sie walec

Walec stacza sig, bez poslizgu, po rowni pochylej o kacie nachylenia
o=n/6 1 dlugosci podstawy L=3m. Oblicz predkos¢ ruchu tego walca przy
podstawie rowni. Zaniedbaj opory ruchu.

Rysunek 1.1.1. Ilustracja
do zadania (1.1.1).
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Przy rozwigzywaniu zadania musimy uwzgledni¢ fakt, ze kazdy punkt walca
uczestniczy w dwoéch ruchach. Jeden z nich to zsuwanie si¢ w dot réwni
wynikajacy z ruchu postepowego w dot walca, a drugi to obrét wokot srodka
walca. Energia ruchu postepowego wyraza si¢ wzorem

Epp = mzvz 1.1.1
Energia kinetyczna ruchu obrotowego wynosi

Ey, = g 1.1.2
| jest tu momentem bezwtadnosci walca

1

I = Emr 1.1.3
Walec obniza swoj srodek masy o wysokos¢ rowni h

h = L tan(a) 1.1.4
Traci przy tym energi¢ potencjalng rowna

1.15

AE, =mgh=mgLtan(a)

Przy braku tarcia stracona energia zamienia si¢ w energi¢ kinetyczng ruchu
obrotowego i posuwistego

Eyo + Exy = AE, 116
Stad mamy rownanie
1 1
m g Ltan(a) = = mv? + = [w? 1.1.7

2 2

Poniewaz ruch jest bez poslizgu mamy prosty zwigzek migdzy predkoscia obrotu
a predkoscig v.

V=T w 1.1.8
Stad
1 1 v?
mthan(a)=Emv2+Elr—2 1.1.9
Wykorzystujac wzor na moment bezwladnosci walca mamy
1 1 v?
mthan(a)=§mv2+Z mr? = 1.1.10
Po przeksztalceniach mamy
Lt ()—1 2+1 223 1.1.11
gltan(a) =5 v "+ v°=_v 1.

14
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Szukana predkos¢ wynosi

v= 139 Ltan(a) = 4.76? 1.1.12

Gdyby nie byto ruchu obrotowego predko$¢ wynositaby

m
v=./2gLtan(a) = 5.82? 1.1.13

Jak wida¢ ruch obrotowy spowalnia ruch postepowy ciala. Nie ma w tym nic
dziwnego, gdyz czg$¢ energii potencjalnej zostaje zuzyta na zwigkszenie
predkosci obrotowej walca. Zauwaz roéwniez, ze wynik nie zalezy ani od masy
walca ani od jego promienia. Niezalezno$¢ od masy, w zagadnieniach gdy
zrodtem energii jest grawitacja nie jest niczym nowym. Niezalezno$¢ od
promienia dotyczy wszystkich bryt o symetrii kotowej i osiach obrotu zgodnych
z t3 symetrig.

Zadanie 1.1.2: Krazek

Z jakim przyspieszeniem a opada bloczek o masie m przewieszony przez
krazek 0 masie M (rys. 1.1.2). Nitka nie $lizga si¢ po bloczku. Przyjmij, ze
krazek ma ksztalt idealnego dysku. Pomijamy opory ruchu.

Rysunek 1.1.2. Ilustracja do
zadania (1.1.2)

Musimy zapisa¢ réwnanie ruchu dla bloczka. Korzystamy z drugiej zasady
dynamiki

ma =mg— N 1.1.14
Gdzie m jest masg bloczka, a N wartoscig sily naciggu nici. Skad si¢ bierze sila
naciggu nici? Ciezarek poprzez nitke ciggnie krazek, ktdry zaczyna si¢ obracac.
Sita wywierana przez ci¢zarek musi pokona¢ bezwtadnos¢ krazka, co oznacza, ze
krazek dziala na ni¢ z silg reakcji rowna co do wartosci I przeciwnie skierowang
do sity z jaka ciggnie bloczek. Poniewaz mamy do czynienie z obrotem krazka
wygodnie jest skorzystac¢ z analogu drugiego prawa Newtona dla bryly sztywnej
(tab. 1.2. poz. 6); dostajemy drugie rownanie ruchu
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Ie = NR 1.1.15

Gdzie | moment bezwladno$ci kragzka wzgledem osi obrotu, R promien krazka,
a ¢ przyspieszenie katowe krazka. Poniewaz nitka nie $lizga si¢ po kragzku mamy

W= R 1.1.16

Uktad rownan (1.1.14 i 1.1.15) zawiera dwie niewiadome a i N. Obliczamy
przyspieszenie bloczka a
mgR?
a=—-:-
I + mR?

O$ obrotu przechodzi przez $rodek krazka 1 jest prostopadta do powierzchni
krazka. Moment bezwladnosci dysku dla takiej osi obrotu zostal juz przez nas
obliczony (wzor 1.17a); korzystajac z niego mamy

1.1.17

mgR? _ mg 2m

= g 1.1.18
M+ 2m

=7 1

Zauwaz, ze gdy 1=0 to ze wzoru (1.1.17) mamy a=g, czyli bloczek spada
z przyspieszeniem ziemskim. Nie ma w tym nic dziwnego — jedynym oporem na
jaki zwracamy uwage przy analizie tego zadania jest opdér zwigzany
z bezwtadnoscig krazka. Gdy 1=0 opdr ten jest rowny zeru. Gdy 10 utamek
stojacy przed g z prawej strony (1.1.18) jest mniejszy od jednosci; opory zwigzane
z bezwladnos$cig zmniejszaja przyspieszenie z jakim spada bloczek.

Mozecie zarzuci¢ mi, ze prawdziwe krazki nie sg idealnymi dyskami. Maja
na przyktad, na swojej krawedzi rowek, dzigki ktoremu lina z nich nie spada. Maja
tez otwor na o$. To prawda, ale pamigtaj o sztuce tworzenia modeli (8TI 1).
Najpierw zaczynamy od mozliwie prostego modelu 1 patrzymy czy jest
wystarczajgco doktadny dla naszych celow, jezeli nie jest, to model
komplikujemy. Dla naszych celow ten pierwszy model krazka jest wystarczajacy,
gdyz celem zadania byto pokazanie, ze sam fakt przyspieszajacego obrotu bryty
sztywnej generuje bezwtadnosciowy opor. Gdyby$my mieli problem zwigzany
z konkretnym krazkiem uzywanym w praktyce wtedy za | we wzorze (1.1.17)
trzeba byloby podstawi¢ doktadniej obliczony, lub zmierzony moment
bezwtadnosci krazka, jezeli okazaloby sie, ze model krazka jako idealnego dysku
nie jest wystarczajacy. By¢ moze trzeba byloby réwniez uwzglednié sity tarcia.

Zadanie 1.1.3: Wahadto fizyczne

Rysunek (1.1.3) przedstawia wahadlo fizyczne. Ciato o masie m waha si¢
na osi zawieszonej w punkcie O. Odleglos¢ miedzy punktem zawieszenia
a punktem $rodka masy P wynosi L. Wyznacz czesto§¢ drgan wahadla.
Moment bezwtadno$ci wahadta wzgledem osi wahah wynosi |.

Moment sit dziatajacy na wahadlo wyraza si¢ wzorem
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M =mgXxL = N = —mgLsin(a) 1.1.19
Korzystajac z (1.23) mamy

1& = —mgLsin(a) 1.1.20

Dla matych katow korzystamy z przyblizenia sin( &)~c«, omowionego w (DB 3.3)
1 zastosowanego rowniez w zagadnieniu wahadla matematycznego (8TVIII 1.2)
L 1.1.21

. ., Mg
Ia=—mgLa=>a+T:0

Rysunek 1.1.3. Przyktad wahadta
fizycznego

Otrzymalismy rownanie ruchu dla oscylatora harmonicznego w postaci
(TVIII 1.9b). Czestos¢ drgan wiasnych tego oscylatora wyrazi si¢ wzorem

mgL 1.1.22
Wy = |——
I
Wahadto matematyczne o dtugos$ci danej wzorem
L, = ! 1.1.23
m - mL . .

Oscyluje z taka samg czestoscig (1.1.22) jak analizowane tu wahadto fizyczne.

19 mgl _ 1.1.24

Wielko$¢ (1.1.23) nazywa si¢ dtugoscig zredukowang wahadta fizycznego.

Definicja 1.1.1: Dlugos¢ zredukowana wahadla fizycznego
Dfugosé zredukowana wahadta fizycznego jest to taka dtugos¢ dla jakiej wahadto
matematyczne oscyluje z takg samq czestosciq jak dane wahadfo fizyczne

17



Jan Masajada © — 45 tematow z fizyki

1.2. Chwilowa o$ obrotu

W rozwigzywaniu probleméw z zakresu dynamiki bryly sztywnej waznym
pojeciem jest chwilowa 0§ obrotu (rys. 1.2.1). Przedstawiony na rysunku walec
toczy si¢ po rownej powierzchni. Osig obrotu jest o§ symetrii walca. Jezeli jednak
zadamy od osi obrotu aby byta zbiorem nieruchomych punktow ciata, to o$
symetrii walca jest osig obrotu w uktadzie zwigzanym z walcem. Gdy staniemy
na podtozu, to o§ walca przestaje by¢ nieruchoma. Warunek nieruchomosci
spetnia natomiast punkt styku walca z podtozem, gdzie predkos¢ zwigzana
Z liniowym przesuwem catego walca dodaje si¢ do zera z predkos$cig punktu styku
(przy braku poslizgu).

g >
s P 3

Rysunek 1.2.1. a) punkt styku walca toczacego sie bez poslizgu z podtozem
wyznacza chwilowg o$ obrotu tego walca. W momencie styku predko$¢ tego
punktu wynosi zero, gdyz predkosSci walca jako catosci (rézowa strzatka) znosi
sie z predkoscig punktu wynikajaca z obrotu walca (pomaranczowa strzatka).
Odcinek S prostopadty do chwilowej osi obrotu i konczacy sie na jakims punkcie
walca jest prostopadty do wektora predkosci tego punktu walca; b) Gdyby
wektor predkosci danego punktu walca nie byt prostopadty do odcinka S (tak
jak to pokazuje czarna strzatka), to wtedy jego rzut na odcinek taczacy go
z chwilowa osig obrotu miatby niezerowa sktadowa. Ruch tegoz punktu
w kierunku punktu styku z podtozem wymusitby ruch punktu styku,
w przeciwnym razie, wbrew zatozeniu bryta nie bytaby sztywna. Ale punkt
styku jest w danej chwili nieruchomy, zatem, dla bryty sztywnej, wektor
predkosci musi by¢ prostopadty do odcinka S.

Oczywiscie w kazdej nastepnej chwili dany punkt przestaje by¢ punktem styku.
Dlatego méwimy o chwilowej osi obrotu. Kiedy poprowadzimy prostag miedzy
wybranym punktem walca a chwilowg osig obrotu, tak aby prosta ta byla
prostopadtg do tej osi, to bedzie ona réwniez prostopadta do chwilowego wektora
predkosci kazdego punktu walca (rys. 1.2.1a). W przeciwnym razie bryla nie
bylaby brylg sztywna (rys. 1.2.1b). Chwilowa 0§ obrotu moze réwniez leze¢ poza
cialem. Zrobi¢ przykladowe zadania, w ktorych rozwigzaniu wygodnie jest
odwotac si¢ do chwilowej osi obrotu.
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Zadanie 1.2.1.

Cztowiek trzyma jeden koniec deski o dhugosci L. Drugi koniec deski

oparty jest o walec. Deska jest ustawiona poziomo do podtoza (rys. 1.2.2).

Jaka droge musi przejs$¢ cztowiek, aby zblizy¢ si¢ do walca? W ruchu deski

1 walca nie wystepuje poslizg.
Przeanalizujemy ruch punktu styku belki z walcem zaczepiajac uktad
wspotrzednych w punkcie P, przez ktory przechodzi chwilowa 0§ obrotu.
Z rysunku wida¢, ze gdy walec obroci si¢ o bardzo maly kat «, to §rodek walca
przesunie si¢ o odcinek ar (r, to promien walca), a punkt styku z belka o odcinek
a(2r). Oznacza to, ze gdy o$ walca przetoczy si¢ o odlegtosc¢ L, to czlowiek
I deska przesung si¢ o odlegtos¢ 2L.

Uwaga: 1.2.1:

Wyrazenie orr daje dfugos¢ fuku przy obrocie walca o Rgt . Ale dla bardzo matych Rgtéw
o jest ono réwne z dokfadnosciq do wielRosci proporcjonalnych do wyzszych poteg a,
przesunigciu rownolegtemu do podtoza. W granicy nieskoriczenie matych przesunigé te
dwie wielRosci sq sobie réwne. Z takich nieskoticzenie matych przesunied mozemy ztoZy¢
przesunigcie skoriczone. Jezeli teraz SrodeR walca przesunie sig o ds, to jego gorny brzeg
przesunie sig 0 2 ds. Sumujqc (catRujqc) takie nieskoticzenie mate przesunigcia dostaniemy

dla SrodRa droge As, a dla gornego punktu 2 As

Rysunek 1.2.2. [lustracja do zadania (1.2.1).
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Zadanie 1.2.2.

Na szpulce o zewnetrznym promieniu R 1 wewnetrznym I nawinigta jest
ni¢. Przeanalizuj ruch szpuli w zaleznosci od kata, pod ktérym ciggniemy
ni¢ (rys. (1.2.3).

Rysunek 1.2.3. llustracja do zadania (1.2.2). a) kat @ mniejszy od kata granicznego.
Szpulka jest ciggnieta poziomo a sita tarcia powoduje, ze zaczyna sie obracac zgodnie
z tukowatg strzatka; b) kat a rowny granicznemu. Ramie sity p (rzut wektora Rs na
kierunek prostopadty do kierunku sity F) wzgledem chwilowego punktu obrotu jest
réwne zeru, w efekcie moment sit jest réwny zeru i kulka nie obraca sie. Jezeli sita
tarcia statycznego jest mata, szpulka moze sie $lizga¢; c) kat a wiekszy od
granicznego. Ramie sily p (niebieski wektor) zmienia zwrot, przez co zmienia zwrot
moment sit i zmienia sie kierunek obrotu szpulki.

W kazdej chwili szpula obraca si¢ wokot chwilowej osi obrotu przechodzace;j
przez punkt P styku z podtozem. Sita F ciggnie za sznurek ustawiony do poziomu
pod katem «. Dlugo$¢ ramienia p tej sity, czyli rzut odcinka Rs na kierunek
prostopadty do kierunku sity, jest rowna

p = PA = Rcos(a) — 1

1.2.1
Wartos¢ momentu sity F wzgledem chwilowej osi obrotu jest rowna
M = pF = (Rcos(a) —1r)F 1.2.2
Gdy spetiony jest warunek
r
cos(a) = i 1.2.3

Moment sity jest rowny zeru. W tym przypadku, gdy sita tarcia jest wystarczajgco
mata szpula §lizga si¢ bez po podtozu bez obrotu. Gdy

r
cos(a) < 7 1.2.4

warto$¢ momentu sity jest ujemna, co oznacza, ze wektor momentu sity wchodzi
do kartki. Oznacza to obrét szpulki w kierunku dziatania sity, czyli ni¢ jest
nawijana na szpulke. Mozna to tatwo zaobserwowa¢ w domu, trzeba tylko
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uwazac, zeby kat a podczas nawijania pozostat staty, inaczej mozemy przej$¢ do

przypadku gdy

r
cos(a) > 7 1.2.5

Wtedy moment sily zmienia znak, co oznacza, ze szpulka obraca si¢ w druga
strong, czyli ni¢ si¢ odwija.

Pewne watpliwosci moze budzi¢ punkt przylozenia sity do szpulki.
Nawinig¢ta na szpulke ni¢ ciggnie na pewnej czeSci swojej dlugosci, ale
W pierwszym przyblizeniu przyjmujemy, ze sita dziata w punkcie styku nici ze
szpulkg (model kulistej krowy). Zrobie jeszcze proste zadanie, ktore jak wynika
z mojego doswiadczenia, moze sprawi¢ problemy.

Zadanie 1.2.3.

Na réwni pochytej o kacie «a stoi jednorodny walec o promieniu r
I wysokosci h (rys. 1.2.4). Wspodtczynnik tarcia walca o rowni¢ wynosi f.
Przy jakie warto$ci kata o walec nie przewroci sig?

Rysunek 1.2.4. Walec
Zsuwajacy sie z rowni;

Latwo jest okresli¢ warunek, kiedy walec zacznie si¢ zsuwacé. Warto$¢ sity tarcia
T musi by¢ mniejsza od wartos$ci sily Sciggajacej Fs. Stad mamy

T < F, = mgfcos(a) < mgsin(a) = f < tan(a) 1.2.6

Gdzie m jest masg walca. Gdy walec si¢ nie bedzie zsuwal warunek na to by si¢
przewrocit sprowadza si¢ do tego by moment sity $ciggajacej Fs byt wigkszy od
momentu silty nacisku Fn. Moment sity liczymy wzgledem osi obrotu
przewracajacego si¢ walca, czyli wzgledem osi przechodzacej przez punkt P.
Zgodnie z rysunkiem (1.2.4) mamy

h

2r
Emgsin(a) < rmgcos(a) = tan(a) > ™ 1.2.7

Sprawy si¢ zmieniaja gdy walec si¢ zsuwa z przyspieszeniem, czyli gdy spetniony
jest warunek (1.2.6). Na podstawie rysunku (1.2.5) moge napisa¢ wzdr na
zmniejszong, w wyniku ruchu przyspieszonego walca, site Sciggajaca. Gdy walec
zsuwa sie, to przy dzialaniu sity tarcia T przyspieszenie a walca wynosi
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F—T 1.2.8
- m

a

Rysunek 1.2.5. Walecjest ustawiony na wozku i opiera
sie o sprezyne przymocowang do sztywnej Scianki.
Powiedzmy, Ze sily tarcia wozka sg zaniedbywalnie
mate. Wtedy walec i wozek wraz ze sprezynkg zsuwajg
sie z przyspieszeniem rownym g =g sin(«). Walec nie
ma powodéw by naciska¢ na sprezyne. Gdy na wozek
dziala tarcie, wtedy jego przyspieszenie jest mniejsze
od g” Aby przyspieszenie walca bylo rowne
przyspieszeniu wozka walec musi by¢
powstrzymywany przez sprezyne. Dziala na nig sitg
réwng sile tarcia. Gdy sita tarcia bedzie tak duza jak sita
$ciggajaca (ruch jednostajny woézka), to przyspieszenie
walca spadnie do zera iwalec naci$nie na sprezyne
petng sitg Fs. Opisany tu efekt jest taki jaki
doswiadczamy w kabinie windy ruszajacej w dét. Gdy
przyspieszenie windy wynosi a, to wtedy nasz waga,
mierzona w windzie, wynosi m(g-a).

Zatem zredukowana sita §ciggajaca bedzie miata warto$¢
1.2.9

Fs

F,F—ma=F—m =T = mgfcos(a)

Tak jak to juz zostato powiedziane w podpisie rysunku (1.2.5) zredukowana sita
$ciggajgca ma wartos$¢ sily tarcia. Zatem warunek na zerowanie momentoéw sit ma
postac

h 1 r 1.2.10
TE — Fyr = 3 (f — 2 E) mghcos(a)
Gdy wyrazenie w nawiasie jest dodatnie, to moment
r 1.2.11
> 2—
/ h

I walec przewrdci si¢, w przeciwnym razie nie przewroci sie.

Rozwigzujac to zadanie w uktadzie nieinercjalnym (zwigzanym z walcem)
mamy prostsza droge. Zgodnie z regutami, w ukladzie nieinercjalnym musimy,
do sity $ciagajacej, dodaé site bezwladnosci réwng -ma. Otrzymamy taki sam
wynik na site (1.2.9), tyle ze bez podpierania si¢ przyktadem z winda. Prostota
rozwigzania tego zadania w ukladzie nieinercjalnym wynika z zaskakujacej cechy
sity grawitacji. Sila grawitacji ma wszelkie cechy sity pozornej. Zauwaz na
przyktad, ze cztowieka, ktory w kabinie stoi na wadze, a kabina przyspiesza do
gory z przyspieszeniem g wazy dwa razy wigcej niz przy braku przyspieszenia.
Cziowiek 0w czuje dodatkowy ciezar, ktorego nie sposob odrézni¢ od cigzaru
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wywotanego przez grawitacje. Ale ta wciskajaca na skutek przyspieszenia sita,
ktéra odczuwamy jest sila pozorng (zobacz rys. TVII 2.1.2). Jezeli w analizie
postugujemy si¢ jedng sitg pozorng, to powinniS§my konsekwentnie uwzglednic
roOwniez inne sity pozorne. Poniewaz jednak uwazam silte grawitacji za
rzeczywista (przynajmniej w mechanice klasycznej) to przy robieniu zadan
w uktadach inercjalnych mogg pojawi¢ si¢ trudnosci. Sprawe¢ prostuje zasada
d’Alemberta, ktérg omawiam w temacie (§TXV)

1.3. Tarcie toczne

W (8TVI 4) zapoznaliSmy si¢ z opisem tarcia statycznego i poslizgowego.
W przypadku toczacych si¢ ciat méwimy o dziataniu tarcia tocznego. Przedstawie
elementarny opis tego tarcia. Rysunek (1.3.1) pokazuje toczace si¢ koto (moze
by¢ tez walec). Niech na kolo dziata sita ciaggnaca F. Niech przy tym
wspotczynnik tarcia poslizgowego jest na tyle duzy, ze F<fN, gdzie N to wartos¢
sity nacisku. Stowem tarcie poslizgowe jest zbyt duze aby wystapit poslizg kota.
Na koto, wzgledem punktu styku P, dziala niezerowy moment pedu

M=rXxF

Moment ten powinien spowodowac obrét ciala, wokol chwilowej osi obrotu,
nawet gdy wartos$¢ sity ciggnacej jest bardzo, bardzo mata. Tak si¢ jednak nie
stanie. Koto w spoczynku wymaga sity o odpowiednio duzej wartosci, aby zaczac
si¢ toczy¢. Mozemy to wytlumaczy¢ efektem oddziatywania kota z podtozem tak
jak to miato miejsce w przypadku tarcia statycznego (S§TVI 4.1).

1.3.1

Rysunek 1.3.1. W obszarze styku
powierzchnia walca i podtoza uginajg sie.
W efekcie walec styka sie z podtozem wzdtuz
pewnego odcinka AB. Wewnatrz tego odcinka
styku mozemy znalez¢ punkt, w ktérym
przyktadamy wypadkowa site reakcji
podtoza -N na nacisk N walca. Odlegtos¢ tego
punktu od punktu stycznosci
nieodksztatconego walca oznaczona jest
literg d. Odlegtos$ci tej przypisujemy wektor
e przesuniecia d. W efekcie wypadkowa sita
A d B reakcji -N wytwarza niezerowy moment sit -
dxN, ktéry skierowany jest przeciwnie do
momentu sity wytworzonego przez site F.

7 doswiadczenia wiadomo, ze toczace si¢ kolo hamuje, co wskazuje na

wystepowanie oporéw ruchu. Oznacza to, ze w rzeczywistym uktadzie dziata

moment sit przeciwnie skierowany do momentu danego wzorem (1.3.1). Moment

ten wigzemy z silg tarcia tocznego. Gdy obszar styku jest punktem, czyli

w przypadku kuli i podtoza o idealnej sztywnosci, taki moment sit nie moze si¢

pojawié. Podobnie jest gdy styk jest linig tak jak ma to miejsce w przypadku
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walca. Wynika z tego, ze tarcie toczne zwigzane jest z odksztalceniem si¢ kuli,
(kota, walca) oraz podloza w obszarze styku. Obecnos¢ tego odksztalcenia
powoduje, ze toczace si¢ ciato, styka sie¢ zpodlozem wzdluz pewnego
skonczonego odcinka AB (rys. 1.3.1). Gdy koto toczy si¢ pod wplywem sity F,
nacisk kota ro$nie w punkcie B 1 maleje w punkcie A.

Niech -N oznacza wypadkowa site reakcji podtoza na nacisk ciata tocznego
kuli (walca) dziatajacg wzdluz powierzchni styku. Mozemy znalezé punkt
przylozenia wypadkowej sity, tak aby powodowat on ten sam efekt co rozktad sit
wzdluz odcinka AB. Punkt ten lezy migdzy punktami A i B. Moment sit reakcji
wzgledem punktu P (chwilowa 0§ obrotu) wynosi

M, =dx(—N) = —d x N 1.3.2

Cialo bedzie si¢ toczy¢ ruchem jednostajnym, gdy moment M wywolany przez
site ciggnaca bedzie rowny momentowi sit tarcia (1.3.2).

rxF=—-dxN 1.3.3
Gdy odpowiednie katy migdzy wektorami sg proste mamy W zapisie skalarnym
rF = dN 1.34
Stad mamy
rF
e =d = ~ 1.35

Wielko$¢ & nazywamy wspotczynnikiem tarcia tocznego. Jak widac,
wspotczynnik tarcia tocznego jest rowny wartosci przesunigcia punktu
przytozenia wypadkowej sity reakcji podloza w stosunku do punktu styku
idealnego kota z podtozem. Ten punkt idealnego styku wypada zawsze pod
srodkiem kuli lub osig walca czy kota. Zwigzek (1.3.5) mozemy uznac za definicje¢
wspolczynnik tarcia tocznego.

Definicja 1.3.1: Wspoélczynnik tarcia tocznego pi

Wspétczynnikiem tarcia tocznego W nazywamy wielkos¢ zdefiniowanq zalenoscig
(1.3.5)

Fakt 1.3.1.

Wymiarem wspétczynnika tarcia tocznego jest dtugosc.
Fakt 1.3.2.
W uktadzie S| jednostka wspdtczynnika tarcia tocznego jest metr

Przyktadowe wartosci wspotczynnika tarcia tocznego walca wykonanego
z roznych materiatow przedstawia tabela (3.1.1).
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Materiat walca Materiat podtoza
Drewno migkkie Drewno migkkie
Drewno migkkie Stal
Drewno twarde Drewno twarde
Guma Beton
Stal Stal
Hartowana stal Hartowana stal
Ebonit Stal

Wspolczynnik tarcia
tocznego w milimetrach

1.5
0.8
0.8
15-35
0.05
0.01
7.7

Tabela 1.3.1. Przyktadowe warto$ci wspoétczynnika tarcia tocznego. Zwraca
uwage duza warto$¢ wspotczynnika dla pary guma-beton, co w duzej mierze
odpowiada za wychamowywanie predkosci przez samochody. Oraz bardzo
mata wartos$¢ tego tarcia dla pary hartowana stal - hartowana stal.

W podobny sposdéb mozemy wyprowadzi¢ wzoér na wspotczynnik tarcia
tocznego wzgledem osi obrotu begdacej osig symetrii walca (rys. 1.3.2). Przy
zatozeniu, ze nie ma poslizgu, sila tarcia poslizgowego dzialajagca miedzy
podlozem a walcem musi by¢ taka sama co do wartosci jak sita ciggnaca, ale

przeciwnie skierowana F=-F.

Rysunek 1.3.2. Obliczanie
wspoétczynnika tarcia wzgledem
osi obrotu przechodzacej przez

punkt O.

Fr 3
Roéwnanie (1.3.3) przyjmie postac
—IrX(—F)=rXxF;=—-dxN

Co prowadzi do wzoru (1.3.5).

1.3.6

Podsumowujac: do zaistnienia obrotu potrzebujemy tarcia zwigzanego
Z poslizgiem. Jezeli jednak pomys$limy o idealnie sztywnej kuli toczacej si¢ po
idelanie sztywnej powierzchni (kto§ mogt ja popchnaé nadajac ruch obrotowy),
to przy nieobecnosci tarcia bedzie si¢ ona toczyta w nieskonczonos¢. Gdy
dodamy tarcie toczne, to znaczy, gdy kula i/lub powierzchnia ugng si¢ to, bedzie
to kosztem energii kinetycznej kuli. Poniewaz Zzadna powierzchnia nie jest
idealnie sprezysta to przy ugiecie nie bedzie rownowazne powrotowi do stanu
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pierwotnego i dojdzie do rozproszenia energii cieplnej, a w efekcie kula bedzie
hamowata. Efekt ten mozemy skutecznie opisa¢ wprowadzajac pewien punkt
(niebieski na rysunku (1.3.2)), do ktérego przyktadamy sit¢ odpowiedzi podtozna
na nacisk kuli (walca). Punkt jest zdefiniowany tak, aby zwigzany z odpowiedzig
walca moment sit dziatajacy na kule hamowat ja zgodnie z wynikami pomiarow
dla danej pary powierzchni kula-podtoze. Zrobimy przyktadowe zadanie

Zadanie 1.3.1:

Walec o promieniu r postawiony jest na rowni pochylej. Jaki powinien by¢
kat rowni « by walec, majacy pewna predkos¢ poczatkowa, staczat si¢
ruchem jednostajnym? Wspoélczynnik tarcia tocznego wynosi /.

Rysunek 1.3.3. Ilustracja do
zadania (1.3.1). Czerwona
strzatka oznacza wypadkowsg
site reakcji podtoza na nacisk
walca. Jest ona przesunieta
wzgledem linii styku idealnie
sztywnego walca o warto$¢ u
(wzor 1.3.5).

Znajdziemy kat réwni, przy ktérym moment sity sciagajacej Fs rOwnowazy si¢
z momentem sity reakcji N na nacisk walca na podtoze. Z (1.3.2) i (1.3.5) widac,

ze warunek rownowagi przybiera postac

uN —mgrsin(a) = 0 1.3.7

W osi y, prostopadtej do powierzchni rowni rownowazy¢ si¢ muszg sita nacisku
na rownig z sifg reakcji rowni

N —mgcos(a) = 0 = N = mgcos(a) 1.3.8
Wstawiajac (1.3.8) do (1.3.7) mamy
1 1.3.9
u—rtan(a) = 0 = tan(a) = -
Zatem graniczny kat a0
1.3.10

a = arctan (g)

Dla kata rowni « danego wzorem (1.3.10) walec bedzie si¢ staczat ruchem
jednostajnym.

Warto w tym miejscu poczyni¢ uwage. W ruchu ciala tocznego
wyrdzniamy kilka czynnikow. Gdy jest nieruchome a chcemy wprawic je w ruch
Musimy zmierzy¢ si¢ z tarciem statycznym. Dziata ono jednak zwykle inaczej niz
w przypadku $lizgania cial. Gdy tarcie statyczne jest bardzo mate, mozemy
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przyjac, ze cialo pod wplywem niewielkiej sily ciagnacej zacznie si¢ slizga¢ a nie
toczy¢. Wtedy sytuacja jest analogiczna do ruchu poslizgowego ciata. Kiedy
jednak sita tarcia statycznego jest duza (a wtedy wigksza jest tez sila tarcia
poslizgowego) cialo zacznie si¢ toczy¢ — stowem ruszy przy mniejszej sile niz
gdyby musiato si¢ §lizga¢. Podczas toczenia si¢ ruchem jednostajnym dziatajg
dwie sily. Sita tarcia poslizgowego powoduje, ze cialo toczy si¢. Bez tarcia
poslizgowego migdzy cialem a podlozem nie byloby obrotu ciata. Sila
napedzajaca nadaje ciatu predkosci liniowa. Gdy momenty generowane przez
obie sity rownowaza si¢ ciato toczy si¢ ruchem jednostajnym. Co si¢ stanie gdy
zwolnimy sil¢ napedzajacg. Cialo zacznie zwalnia¢. Jednak sita tarcia tocznego
nie powoduje hamowania ciala, tylko jego ruch obrotowy. Gdzie rozpraszana jest
energia kinetyczna ciata? Wszystko wigze si¢ ze zjawiskiem ugigcia podloza
I toczgcego si¢ ciala. W kierunku ruchu powierzchnia walca ulega ugigciu
(podobnie jak podtoza), a z tyt powierzchnia ta rozpreza si¢. Zatem powierzchnia
walca 1 podtoza zachowuje si¢, lokalnie, jak §ciskana i1 zwalniana spr¢zyna.
Podczas takiej pracy nieidealna sprezyna zawsze rozprasza energi¢ na ciepto
(dlatego drgania sprgzyny gasng). Podobnie jest z toczagcym si¢ walcem, kulg czy
kotem, jego powierzchnia pracuje jak sprezyna i rozprasza energi¢ kinetyczng na
cieplng. Dlatego ciato bedzie toczyto si¢ coraz wolniej. Dla cial takich jak stalowe
kule, ktore tocza si¢ po stalowej powierzchni ugigcie powierzchni jest bardzo
mate, a wlasciwosci sprezyste materiatu bardzo dobre, stad bardzo maly
wspotczynnik tarcia tocznego (tab. 1.3.1). Dlatego kule wykonane z takiego
materialu toczg si¢ dlugo, powoli zwalniajgc swoj obrot. W przypadku stalowych
kul, istotniejszg role w hamowaniu jej toczenia odgrywaja drobne nieréwnosci jej
powierzchni i powierzchni po ktorej si¢ tocza. Zauwaz, ze wysokiej jakosSci
tozyska wykonane s3a z stalowych kul (lub walcow), ktore tocza sie po
powierzchni stalowej zapewniajgc mate opory ruchu (rys. 1.3.4). Gdy
powierzchnia kul stanie chropowata, na przyktad na skutek korozji, jako$¢
tozyska szybko spada i trzeba je wymienic.

Rysunek 1.3.4. Lozysko kulkowe
zbudowane jest z dwoch stalowych
walcoéw, ktdre obracajg sie wzgledem
siebie opierajagc sie o uktad
stalowych  kul.  Toczenie  sie
powierzchni walca po kulach
skutkuje matym stratami energii.

Zagadnienie tarcia tocznego jest ztozone, bo zalezy od ztozonego uktadu
parametrow charakteryzujacych materiat 1 podtoze. Ciekawa informacje na ten
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temat mozesz uzyskaé¢ w pozycjach®. Z punktu widzenia mechaniki sprawa jest
arcywazna. Dalsze drazenie tematu tarcia tocznego nie doda nam wiedzy ogolnej
z fizyki, co jest gldwnym zadaniem tego wyktadu, wiec tu si¢ zatrzymam.
Przedstawi¢ jeszcze tylko jedno zadanie dotyczace tarcia tocznego.

Zadanie 1.3.2.

Walec o srednicy r=1m i masie m=100kg toczy si¢ z predkoscig v=10m/s
po poziomej powierzchni. Oblicz, korzystajac ze zwigzku migdzy energia
1 pracg zasieg toczenia si¢ walca. Przyjmij, ze podczas toczenia si¢ walca
dziata na niego sita oporu podtoza o wartosci F=100N.

Rysunek (1.3.5) ilustruje sytuacj¢ z zadania. Przyktadamy sit¢ oporu do $rodka
masy walca 1 liczymy prace wykonang przez tg sit¢ na drodze hamowania S. Praca
ta musi by¢ rowna poczatkowej warto$ci energii mechanicznej walca, stad mamy
rownanie

2 2 2

mv +lmr ! :F-S:}S:EEV2:75m
2 2 2 \r 4 F

Poszlo prosto, wigc mamy czas na rozwigzanie tego zadania inng metoda. Skoro

sifa oporu jest przytozona do $§rodka masy (bo tam jg przeniesliSmy), to mozemy
uznac, ze opoznienie liniowe walca jest rOwne

1.3.11

_F L m
=g 1.3.12a
Rysunek 1.3.5. Ilustracja do
V zadania (1.3.2)
T
Czas ruchu (do zatrzymania) wynosi
1.3.12b
t=2 =10s
a
Droga walca to
at’
SZVt—7=50m 1.3.12

Rzut oka na wzor (1.3.11) pokazuje, Zze co$ jest nie tak. Droga hamowania
policzona drugg metoda jest krotsza o 25 metrow. Aby uzyskaé ten sam wynik we
wzorze (1.3.11) warto$¢ sity F musiataby by¢ wieksza.

To zadanie stanowi pigkny przyktad na to, ze nawet z pozoru proste
problemy mogg zawiera¢ w sobie putapki. Co wigcej tego typu zadanie pojawito
si¢ na maturze z fizyki z 2008 roku, a rozwigzanie (1.3.11) bylo tym czego

1 Rod Cross, Origins of rolling friction, Phys. Educ. 52, 05501 (2017); Rod Cross, Coulomb’s law for rolling
friction, Am. J. Phys. 84, 221-230 (2016)
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komisja oczekiwata od ucznidw. Prawie dziesi¢¢ lat pdzniej pokazata si¢
krytyczna dyskusja rozwigzania uznanego przez komisj¢ za poprawne. Warto si¢
z nig zapoznac?. Przyklad ten pokazuje, ze i grupie ekspertow zdarza sie pomytka.
Nie wynika to z braku wyksztatcenia, ale raczej z tego, ze w fizyce stosunkowo
latwo trafi¢ na pozornie tatwy problem, ktory kryje w sobie subtelne kwestie,
ktore mozna przeoczy¢. W czym zatem tkwi problem z rozwigzaniem tego
zadania?

Mniejsza warto$¢ drogi policzonej druga metoda budzi podjerzenie, ze
W analizie problemu zgubliliSmy jaka$ site. RzeczywiScie umkneta nam sila
powodujaca spowolnienie obrotu walca (walec obraca si¢ bez poslizgu). Jest to
sita tarcia skierowana przeciwnie do sity oporu ruchu (rys. 1.3.4). Jej wartosc¢ jest
rowna

T-r 1

=z T =semr 1.3.13a

2
Wzér (1.3.13a) zostat obliczony dla osi obrotu przechodzacej przez srodek walca.
Przyspieszenie katowe &, jakie ta sita powoduje, obliczone wzgledem chwilowej
0si obrotu (czyli punktu styku walca z podtozem), ktorego zrédlem jest catkowita
sifa przytozona F¢, wyrazi si¢ wzorem

&

oe F-r 2F
mr® . 3mr 1.3.13b
+mr
2
Wyrazenie w mianowniku z prawej strony pierwszego znaku ,,=" to oczywiscie

moment bezwladnosci walca wzgledem chwilowej osi  obrotu. Cho¢
przyspieszenie (1.3.13a) obliczone bylo wzgledem s$rodka masy walca,
a (1.3.13b) wzgledem osi przechodzacej przez punkt P, to oba przyspieszenie
musza by¢ takie same (rys. 1.3.7). Wstawiajac (1.3.13b) do (1.3.13a) mamy

2 F, T-r 1

3mr 2 mr? =T :§F° 1.3.14a

Sita tarcia T jest odwrotnie skierowana do sity hamujacej umniejsza jej wartosc.
Poniewaz warto$¢ sity hamujacej wynosi F,=F=100N, to catkowita sila ciggnaca
F. to sita hamujgca plus to czego wymaga sita tarcia,zatem
F.=F+T 1.3.14b

Ze wzorow (1.3.14) wida¢, ze T=50N, zatem F.=F,+T=150N. Te dodatkowe 50N
sity to jest to czego potrzebujemy na przezwyci¢zenie tarcia. We wzorze (1.3.11)
powinniSmy zastapi¢ F—F;, co wwyniku da s=50m, tak jak (1.3.12). Sita
wyrazona przez wzor (1.3.12a) bedzie miata takg samg warto$¢ to jest 100N, dla
porzadku powinnismy tylko zamieni¢ oznaczenia F—Fp. Mozemy uznaé, ze
sytuacja jest analogiczna do zagadnienia pracy w polu grawitacyjnym. Aby

2 Quo vadis, maturalna beczko, Foton, 139, 2017, str. 23- 39.
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podnies¢ cigzar z pewnym przyspieszeniem musimy najpierw zrownowazy¢ site
grawitacji, co w naszym zagadnieniu odpowiada sile tarcia T. Sita nadajaca
podnoszonemu ciatu przyspieszenie musi by¢ wigksza od sity cigzenia, ta
nadwyzka odpowiada sile hamujacej Fp. Calkowita sita to sita rtwnowazgca plus
sita hamujgca. Sita tarcia T nie zmienia stanu ruchu, tylko utrzymuje obrét walca,
tak jak sita rownowazaca site cigzenia pozwala utrzymaé¢ dang mase na zadanej
wysokosci.

Rysunek 1.3.7. Predko$¢ liniowa
punktu C na obwodzie okregu jest
taka sama jak chwilowa predkos¢
liniowa punktu O (Srodek okregu),
gdy punkt P jest chwilowa osia
obrotu. Poniewaz okregi majg ten

sam promien to roéwne s3g tez
C predkosci katowe, jak i ich zmiany,
czyli przyspieszenia kagtowe

P

Wyznacze jeszcze warto$¢ wspotczynnika tarcia tocznego . Przy braku
poslizgu moge skorzysta¢ z wzoru (1.3.13b) na przyspieszenie katowe

mg - u 3 F
h_er=—2 7% r—=yu==_""r=0.075m
i~ —" ) H 2mg 1.3.15
R

Punkt przylozenia wypadkowe;j sity reakcji podtoza jest przesuniety wzgledem
linii styku idealnego walca o 7.5mm. To sporo nawet jak na walec o promieniu
jednego metra. Wynika z tego, ze tak szybko hamujacy walec, lub powierzchnia
rowni musi by¢ wykonany ze stosunkowo migkkiego materiahu.

Jak wida¢ z powyzszego zagadnienie tarcia tocznego jest bardziej ztozone
niz tarcia posuwistego. Zostato tez pdzniej opracowane. Prawo postaci (1.3.5)
podat Charles Coulomb (ten od prawa Coulomba w elektrostatyce) w rozprawie
z 1785 roku. Za pracg te dostat nagrode francuskiej Krolewskie Akademii Nauk,
co podkresla tylko wage problemu na nauki i techniki

1.4. Podsumowanie &
Zrobig¢ krotkie podsumowanie dotyczace zagadnien ruchu bryly sztywne;.
Rysunek (1.4.1) pokazuje uktad N czgstek 0 masach m; poruszajacych si¢
z predkoscia Vi wzgledem $rodka masy P tego ukladu. Ze s$rodkiem masy

zwigzany jest uktad wspétrzednych K'(x’ y’ z’). Srodek masy porusza sie
z predkoscig V wzgledem poczatku innego uktadu wspotrzednych K(x, y, z).
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A
y
Om2 y'
Om

=) ? Rysunek 1.4.1. Uktad punktéw
, X' materialnych opisywany z uktadu
r 2 odniesienia primowanego K’
m o m, ®m zwigzanego z S$rodkiem masy P
k ) R ) i z wybranego uktadu odniesienia K.
! Uktad S$rodka masy porusza sie
- wzgledem uktadu K z predkoscig V.

X

z

Wyrazenie na catkowity moment pedu w uktadzie srodka masy ma posta¢
N
K'=>r'xmyv; 141
i=1

Odejmiemy od powyzszego wyrazenia, wyrazenie (1.4.2), ktorego wartos¢ jest
rowna zeru (jako, ze zawiera wspotrzedne $rodka masy, ktéra wypada w poczatku
uktadu K")

Oz(imir{)xv :ZN:ri’x mV 1.4.2
i=1 i=1

—_—
=0

Po odjeciu dostajemy

N N N
K'=> rxmvi=>r'xmV=K'=>rxm(v-V) 1.4.3
=) i1 i=1 o

Ale w uktadzie K’ predkos¢ uktadu K wynosi — V, stad dla obserwatora w uktadzie
K’ mamy nastepujacg relacje pomiedzy predkosciami

Vi+(-V)=v,-V=v, 144
Gdzie vj jest predkoscig i-tej czastki w uktadzie K. Stad mamy
N N
K :iz_l:rixmivi:iz_l:rixmivi 145

Ze wzoru (1.4.5) wynika dos¢ zaskakujacy

Fakt 1.4.1:

Kret (moment pedu) uktadu punktéw materialnych liczony wzgledem uktadu srodka
masy ale z pedami okreslonymi w innym ukfadzie inercjalnym jest réwny kretowi tego
uktadu punktéw materialnych liczonemu wzgledem uktadu srodka masy z pedami
okreslonymi wzgledem tegoz srodka masy.
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Znajde zwiazek miedzy kretem wzgledem dowolnego uktadu odniesienia
a kretem wzgledem uktadu zwigzanego ze srodkiem masy. Z rysunku (1.4.1)
mamy

rn=r+R 146
Wyrazenie na kret ma postaé

N N N N
K = Zri XMV, = Z(ri'+ R)xmyv, = Zri’x myV, + R x Z:mivi
i=1 i=1 i=1 i=1

Pierwsze wyrazenie z prawej strony rowne jest, na mocy faktu (1.4.1), kretowi
w uktadzie srodka masy K'. Suma w drugim wyrazeniu przedstawia ped P uktadu
punktow w danym uktadzie wspotrzednych. Majgc na uwadze, ze relacja miedzy
predkosciami widziana w uktadzie K ma postac

V,=Vi+V 1.4.8a
Mamy

N N N N M d N N
Zmivi = Zmiv; +V2mi :Zmiv; +——Zmiri = Zmiv; +MR {438
i1 i1 i1 i1 M dt 3 i1 o

P
Gdzie ps to pedu uktadu czastek wyznaczony wzgledem $rodka masy.
Podstawiajac to do prawej strony (1.4.7) mamy

K:K’-|-R><pS 1.4.8
Otrzymali$my nastgpujacy

1.4.7

Fakt 1.4.2:

Kret (moment pedu) uktadu punktéw materialnych wzgledem poczatku dowolnego
inercjalnego uktadu wspdtrzednych K, réwny jest sumie kretu wyznaczonego
wzgledem srodka masy tego uktadu punktéw oraz momentu pedu srodka masy uktadu
tych punktéw liczonego wzgledem poczatku uktadu wspoétrzednych K, przy czym
Srodkowi masy przypisujemy mase réwng sumie mas uktadu punktdow.

Pochodna kretu po czasie jest rowna sumie momentow sit dziatajacych na
dany uktad punktow (1.23)
N
aK_ Z M. 1.4.9
dt =3

Podstawiajac do tego wzoru wyrazenie (1.4.8) otrzymujemy

d Kr + R N ’ N 1410
( ><IOS):Z:Mi:>d£+R><maS:ZMi
dt i=1 dt i=1
Gdzie skorzystatem z faktow
dR drR d 1.4.10a
— =V, =>—xmv, =0 oraz —v, =a,
dt dt dt

Korzystajac z (1.4.6) moment sit wzgledem poczatku uktadu wspédirzednych
mozna przedstawi¢ w postaci

32



Jan Masajada © — 45 tematow z fizyki

I\/Ii:rixFi=(|’i'+R)><Fi:MiC+R><Fi 1411
Gdzie Mic oznacza moment sit dziatajacy na i-t3 mase obliczony wzgledem
srodka masy uktadu punktow. Korzystajac z tego zwigzku wzér (1.4.10) moze
by¢ przeksztatcony do postaci

dK’ N N

& TR*F => M +RxD'F
i=1 i=1
Gdzie Fs=mas jest suma wszystkich sil zewnetrznych wyznaczonych w uktadzie
srodka masy. Biorac pod uwage, ze

1.4.12

N
F=>F 1.4.12a
i=1
Otrzymujemy
’ N , N
0K RxF =3 M, +RxF, =3 Sy 1413
dt i1 d 4=

Wynika z tego

Fakt 1.4.3:

Pochodna po czasie kretu (momentu pedu) uktadu punktéw materialnych
wyznaczonego wzgledem srodka masy réwna jest sumie wszystkich momentéw sit
wyznaczonych wzgledem tegoz srodka.

Bryta sztywna moze si¢ porusza¢ ruchem postgpowym liniowym (bez
obrotu). Jest to najprostszy przypadek. Gdy nie ma obrotu, to wypadkowy
moment sit dzialajacy na bryte sztywng musi by¢ rowny zeru. Gdy bryta sztywna
nie obraca si¢ site wypadkowa mozemy przytozy¢ do srodka masy; mamy wtedy

N
ma=>"F 1.4.14
i=1

Symbol a oznacza przyspieszenie $rodka masy. Jest tak rowniez w przypadku
obrotu wokot osi przechodzacej przez srodek masy. Mozesz pokazaé, ze

Fakt 1.4.4:

Ruch bryty sztywnej mozemy roztozyé na ruch obrotowy wzgledem osi przechodzacej
przez srodek masy i ruch postepowy srodka masy zachodzacy pod dziataniem sity danej
wzorem (1.4.14).

Wynika z tego, ze gdy bryla sztywna porusza si¢ tylko ruchem postgpowym, to
momenty sit muszg si¢ sumowac do zera. Oznacza to, ze Sity musza sumowac si¢
tak, aby ich wypadkowa lezata na prostej przechodzacej przez $rodek masy
uktadu punktéw materialnych (rys. 1.4.2).
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Rysunek 1.4.2. Gdy bryta sztywna
porusza sie ruchem postepowym,
sity  (czarne strzalki) musza
sumowa¢ sie do wypadkowej
(czerwona strzatka), ktora lezy na osi
przechodzacej przez punkt Srodka
masy P

Fakt 1.4.5:

Gdy bryta sztywna porusza sie ruchem wytgcznie postepowym, to sita wypadkowa
musi leze¢ na osi przechodzacej przez punkt srodka masy tej bryty.

Reasumujac, kiedy rozwigzujemy problemy zwigzane z brylg sztywnag
mamy dwie $ciezki postgpowania. Pierwsza z nich odwotuje si¢ do pojecia
chwilowej osi obrotu (§ 1.2). Korzystatem z niej rozwigzujac zadanie z belkg na
walcu (1.2.1) 1 ze szpulg (1.2.2). Druga korzysta z mozliwosci roztozenia ruchu
bryly sztywnej na dwie sktadowe — ruch postepowy wzgledem wybranego uktadu
wspotrzednych oraz ruch obrotowy wzgledem uktadu srodka masy. Z tej metody
korzystalem rozwigzujac zadanie (1.1.1) ze staczajagcym si¢ walcem.

W przedstawionej tu analizie odwotywatem si¢ do ukladu punktow
materialnych. Calg analize¢ mozemy powtorzy¢ dla ciaglego rozktadu masy,
zamieniajac w odpowiedni sposob sumy na calki. Przedstawione fakty nie
zmienig si¢. W temacie (TIl 6) wprowadzitem pojecie Srodka masy, zaznaczajac,
ze jest to ,,magiczny” punkt czesto pojawiajacy si¢ w mechanice. Teraz mieliscie
kolejne przyktady jego uzytecznosci.

Mamy trzydziestg trzecig stron¢ tematu ,,tensory” a nie widac jeszcze nawet
cienia tensora. Zaraz to si¢ zmieni, gdyz obrot bryly sztywnej daje doskonatg
okazj¢ tensorom do ujawnienia sig¢.
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2. Tensor momentu bezwladnosci &

Do tej pory analizowalem 0brot bryly sztywnej wzgledem osi przechodzacej
przez jej srodek masy, lub rownolegte; do takiej osi. Wiemy juz, ze symetria
potrafi wiele spraw uprosci¢ 1 mozemy si¢ spodziewac, ze w ogdlnym przypadku
(to jest mniej symetrycznym) obliczanie momentu bezwladnosci moze by¢
bardziej ktopotliwe. Rozwazmy nieregularng bryle sztywng obracajaca si¢ wokot
dowolnej osi. Wyznaczymy jej moment bezwtadnosci wzgledem tej osi. Zgodnie
z rysunkiem (2.1) przyjmujemy, ze katy o, oy I & s3 kosinusami kierunkowymi
(8DA 2.6) osi obrotu S w uktadzie OXYZ.

AZ

Rysunek 2.1. Nieregularna

> bryta sztywna obracajaca sie

X wokot osi narysowanej na
CZerwono.

Korzystajac z rysunku (2.1) mozemy zapisac
r? = R? sin?(¢p) = R? — (Rcos(go))2

Wyrazenie R cos (¢) jest rzutem wektora R na osi S i moze by¢ zapisane jako
iloczyn skalarny wektora R i wektora jednostkowego € lezacego wzdhuz osi S.

2.1.

R cos(p) =R-€=xcos(a,) +y cos(ocy) + z cos(a,) 2.2
Biorac pod uwage, ze
R? = x% + y? + 72 2.3a
mamy
2
r2 =R? — (x cos(ay) + y cos(ay) + z cos(az)) 2.3

Rozwinigcie nawiasu 1 pogrupowanie wyrazen ze wzgledu na wspolrzedne X, Y, z
prowadzi do wzoru
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r?2 =x2 (1 —cos?(ay)) + y? (1 — cosz(ay))
+ 22 (1 — cos?(a,)) — 2xy cos(a,)cos(ay)
— 2yz cos(ay )cos(a,) — 2xz cos(a,)cos(a,) 2.4

Korzystajac z faktu, ze suma kwadratow kosinusoOw kierunkowych jest rowna
jeden (DB 2.6.6) mamy zwigzki

1 — cos?(ay) = cos?(a,) + cos?(a,) 28
1— cosz(ay) = cos?(a,) + cos?(a,) 2:9b
2.5¢

1 — cos?(a,) = cos?(ay) + cos?(a,)
Wstawiajac te zaleznosci do rownania (2.4) i porzadkujac wyrazy mamy
r? = (y? + z%)cos?(ay) + (x* + z%)cos?(a,)
+ (x? + y?)cos?(a,) — 2xy cos(ay)cos(a,)
— 2yz cos(ay )cos(a,) — 2xz cos(a,)cos(a,) 26

Wyrazenie to wstawiamy do wzoru definiujacego moment bezwtadnosci (1.27).
Dla wigkszej czytelnosci wzoru zrezygnowalem z wypisywania granic
catkowania po objetosci bryty V.

I = cos?(a,) j(yz + z2) p(r)dv

+ cos?(ay) f(x2 + z2) p(r)dv

Lyy

+ cos?(a,) j(xz + y2) p(r)dv

I
ZZ 2.7
— 2 cos(ax)cos(ay)ny p(r)dv

S —
~ley==lyx

- 2 cos(ay)cos(az)fyz p(r)dv

—
~lyz=—lzy

- 2 cos(az)cos(ax)fzx p(r)dv
—Lez=—Izx

Korzystajac z wprowadzonego w powyzszym wzorze Symbolu loq mozemy go
zapisa¢ w postaci

36



Jan Masajada © — 45 tematow z fizyki

I = cos?(ay) Ly + cos?(ay) I, + cos?(a,) I,
— 2 cos(ay)cos(ay )l — 2 cos(ay)cos(a,)l,, 28
— 2 cos(a,)cos(a,)L,,

Jak si¢ nalezato spodziewac, w ogdlnym wypadku wzor na moment bezwtadnosci
bryly sztywnej istotnie si¢ komplikuje. Zauwaz, ze we wzorze (2.7) wielkosci Iy,
lyy, 1z odpowiadajg momentom bezwladnos$ci bryty odpowiednio wzgledem osi X,
Yy, z. Wielkosci | z indeksami mieszanymi (np. ly) nazywane s3 momentami
odsrodkowymi albo momentami zboczenia.

Z poszczegoOlnych wielkosci lqq mozemy utworzy¢ wielkos¢ o dziewigciu
sktadowych.

Ixx Ixy Ixz 29
I=|1Lx Ly Ly
Ly Izy L,

Taka wielko$¢ bedziemy nazywali tensorem?®; w naszym wypadku jest to tensor
momentu bezwladnosci. Wazna uwaga:

Uwaga: 2.1:

Tensor | nie jest macierza (3x3), tak jak wektor v nie jest trojka liczb (vx, vy, v2).
Natomiast macierz (2.9) jest reprezentacjg, w danym ukfadzie wspétrzednych, tensora
bezwtadnosci I.

Poszczegolne wyrazy |y nazywamy wspotrzgdnymi tensora. Wyrazy lezace na
przekatnej opadajacej w prawo nazywamy wyrazami przekatniowymi (rys. 2.2).
Przekatna nazywa si¢ tez diagonalng tensora (macierzy), a odpowiednie wyrazy
wyrazami diagonalnymi (przekatniowymi). Prawa strona wzoru (2.9) jest
macierzg 3x3.

Rysunek 2.2. Tensor drugiego rzedu,
w przestrzeni  trOjwymiarowej  moze  by¢
reprezentowany przez macierz 3x3. Na niebiesko
zaznaczone s3 elementy diagonalne tensora.
W fioletowym kotku znajduje sie jedna z dziewieciu
wspotrzednych tensora. Pomaranczowa strzatka
pokazuje dwie wspotrzedne wzajemnie
symetryczne, to jest takie, ktére rdznig sie
kolejnoscig indeksow. Wspotrzedne na diagonali sg
symetryczne same do siebie.

Zatem tensor drugiego rzedu w tréjwymiarowej przestrzeni reprezentowany jest
przez taka macierz (o macierzach jest wiecej w (§DE).

3 Scislej tensorem drugiego rzedu, ale o rzedach tensoréw bedzie pozniej
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Ze wzoru (2.7) wida¢, ze wyrazy pozadiagonalne sg symetryczne. To
znaczy, ze jezeli zmienimy kolejno$¢ indeksow, to otrzymamy ten sam wyraz

lgp=lpq
Definicja 2.1: Tensor symetryczny
Tensor jest symetryczny jeZeli reprezentujqca go macierz spefnia warunek,

2.10
lje = Iy;

Od razu zdefiniuje tensor antysymetryczny

Definicja 2.2: Tensor antysymetryczny
Tensor jest antysymetryczny jezeli reprezentujgca go macierz spefnia warunek,

2.11
lje = =1,

Przyjrze si¢ blizej wspotrzednym przekatniowym tensora momentu
bezwtadnosci czyli Iy, lyy, ;2. Wezmy na przyktad wspotrzedng lxy.

N N
Lo = ) mi (v +22) = ) mii? = x?) ) 1a
i=1 i=1 '

Wyrazenie w ostatnim nawiasie jest odlegloscig i-tej masy od osi x (rys. 2.3).

A

Rysunek 2.3. Obliczanie
wspotrzednej przekatniowej L

A\ 4

Podobnie wyrazg si¢ dwie pozostate wspotrzedne przekatniowe.

N N
hy= Y mi (e +22) = > mi(r? - y7) 2.12b
=1 i=1

N N
IZZ = Z m; (xlz + ylz) = Z mi(riz - le) 2.12c
i=1 i=1

OtrzymaliSmy wyrazenia 0 znanej postaci (1.30). Mozemy teraz stwierdzié, ze
w sytuacji gdy tensor momentu bezwladnosci ma tylko jedna niezerowa
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wspotrzedng (lezaca na przekatnej), czyli daje si¢ reprezentowaé przez jedng
niezerowg liczb¢, to mamy do czynienia z prostym przypadkiem podsumowany
w tabeli (1.2). W innych przypadkach analogie z tabeli (1.2) nie dziataja lub
kwestia ich uzycia moze by¢ delikatnej natury.

Fakt 2.2:

Analogie z tabeli (1.2) mozemy stosowa¢, wtedy gdy tensor momentu bezwtadnosci
ma jedna diagonalng wspotrzedna.

Nalezy pamigtac¢, ze moment bezwtadnosci bryty sztywnej wzgledem danej
osi jest liczbg dang wzorem (2.8). Oprocz tej wielkosci pojawita si¢ druga,
zwigzana z nig ale nie tozsama, to jest tensor momentu bezwtadnosci. Po co nam
w zasadzie ten tensor? OdpowiedZ na to pytanie wigze si¢ z nastgpujgcym
problemem. Jak, majac moment bezwtadnosci bryty, wzgledem danej osi obrotu
oraz jej predkos¢ katowa, mozna obliczy¢ moment pedu tej brylty? Czy dalej
mozemy stosowaé wzor (1.7), ktory si¢ dobrze spisywat w przypadku problemow
0 duzej symetrii?

Niech o bedzie chwilowg predkoscig katows ciata ztozonego z N punktow,
obracajgcego si¢ wzgledem osi przechodzacej przez poczatek ukladu
wspohrzednych. Moment pedu tego ciala to suma momentéw pedow
poszczegdlnych jego czesci

N N N
K:Zrixpi:Zmirixpizzmirix((’)xri) 2.13
i—1 i—1 i—1

Wykorzystamy zalezno$¢ wektorowg (DA 2.6), ktora pozwala przeksztatcié
(2.13) do postaci

2
rx(oxr)=or’-r (o)
Teraz moment pgdu wyraza si¢ wzorem

K:%:mi [coriz—ri(m-ri)} 2.15

Wypisze kolejno wsp(')lrzqdne Wektora momentu pqdu K(Kx Ky, Ky).

Kx =a)ximi -, Zm X - Zm, i y| -, Zm| xi Ui 2.16a
—a)yzm I’ —a)yzm yI — @, Zm| Xi y| -, Zml yi ZI 2.16b
, =0, Zm -, Zm Z — o, Zm' Xi y| Zm| yi i 2.16¢c

W tym wzorze ry; gd2|e qe{x,y,z} oznacza wspohzqdnq X, y lub z dla i-tej masy.
Zajme si¢ wspotrzedng Ky; pozostate wspotrzedne mozemy potraktowaé w taki
sam sposob. Wzor (2.16a) na Ky mozemy przepisa¢ w postaci

2.14
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Kx =, imi(ri2 _rxzi) yzml Xi -, Zml wi Ui 2.17
i=1

Wprowadzimy znane nam juz 0znaczenia

N
xxzzmi(riz_rxzi) :_Zml xi yl' x __Zml i Ui 2.18a
i=1

Dla wspélrzqdnych yiz dostajemy podobne wyrazema

N 2.18b
:_Zml yi XI’ IW :Zmi(riz_ryzi) :_Zm' yi Z'
2.18
:_Zml 2i i :_Zml zi Y" ZZ :Zmi(riz_rj) C
i=1
Pamlf;tajqc ze
=X E = Yo [ =2, 2.18d

Widag¢, ze (2.18a-c) wyrazajg wspotrzedne tensora momentu bezwiadnos$ci bryty
zdefiniowane réwnaniem (2.7); tyle, ze teraz dla dyskretnego rozktadu punktéw
materialnych. Wyrazenia na wspéirzedne wektora momentu pedu przyjmuja
postac

Ki=lgo+1,0,+1, 0, 2.19a
K,=l,o,+1,0,+1, o, 2.19b
K,=l,o,+1,0,+1, 0, 2.19c

Te trzy rownania mozna przedstawi¢ w postaci macierzowej (mnozenie wektora
przez macierz oméwione jest w (8DE 1.1.2))
K=lo 2.20

ZapisalisSmy zwigzek miedzy momentem pedu a predkoscig katowa w postaci
(1.7) - no prawie, w tej postaci. Réznica polega na tym, ze teraz moment
bezwladno$ci nie jest reprezentowany przez liczbe tylko przez tensor. Ma to
swoje powazne konsekwencje fizyczne, o ktorych opowiem za moment. Mam
nadzieje, ze teraz stalo si¢ jasne dlaczego zdefiniowalem tensor momentu
bezwladnoséci. Sam moment bezwladnosci (ktory jest reprezentowany przez
pojedynczg liczbe) 1 predkos¢ katowa bryty nie sg wystarczajace do wyznaczenia
kretu (momentu pgdu) bryly. Aby to zrobi¢ musimy mie¢ gltebsza wiedze na temat
momentu bezwladnosci — musimy zna¢ wspdlrzedne tensora momentu
bezwtadnosci.
Jeszcze uwaga techniczna, czy przyktadowo, wspotrzedna Iy, ze wzoru

(2.18a), to ta sama wspotrzedna co ze wzoru (2.7)? Zobaczmy jak to jest

I, = rjdv=|xydm=|rrdm

Y JW/@&&)—/ Jy J” 2.21
Gdzie skorzystalem z (2.18d). Otrzymalismy ta sama postaé, tyle ze zamiast
dyskretnego przypadku mamy przypadek ciagly; sume zamieniamy na calke.
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Dla tensora momentu bezwladno$ci zawsze mozna znalez¢ uktad
wspotrzednych, w ktérym jego macierz ma posta¢ diagonalng. Jest to sytuacja
analogiczna do wektora, dla ktérego mozna znalez¢ taki uktad wspotrzednych, ze
wszystkie wspolrzedne tego wektora oprocz jednej sg rowne zeru. W przypadku
tensora momentu bezwladnosci odpowiednio dobrany uktad wspotrzednych
zeruje jego wspotrzedne pozadiagonalne. Mozna zatem powiedziec, ze dla tensora
momentu bezwladno$ci istnieje uklad wspotrzednych, w ktorym jego
pozadiagonalne wspétrzedne sg réwne zeru. Osie takiego uktadu nazywamy
osiami gtownymi. Gdy uktad obraca si¢ wokot jednej i tylko jednej osi gtowne;,
to tensor momentu bezwladno$ci mozna traktowac jako liczbe.

Definicja 2.3: Osie glowne

Os obrotu jest osiq gtowng danego ciata, gdy postaé diagonalna macierzy tensora
momentu bezwtadnosci tego ciata reduRuje si¢ do jednej liczby na diagonali

Wynika z tego, ze dla danej bryly sztywnej mozemy tak wybra¢ uktad
wspotrzednych, aby jego osie pokrywaly si¢ z osiami glownymi jej tensora
momentu bezwtadnosci. MoOwimy, ze sa to osie gtdéwne danej bryly sztywnej. Dla
osi gtownych macierz tensora momentu bezwladnosci bedzie miat postaé
diagonalng

Fakt 2.3.
Gdy ukfad wspotrzednych zorientowany jest zgodnie z Kierunkiem osi gfownych
bryfy sztywnej, to macierz tensora momentu bezwtadnosci ma postac diagonalng.

Uwaga:

Wzory (2.18) wyprowadzitem dla dyskretnego rozRfadu punktéw materialnych. W ten sam
sposéb mozemy to jednak zrobi¢ dla ciggtego rozkfadu (tak jak wzory (2.7). Weedy sumy
zamieniamy na odpowiednie catki, jak to juz nieraz robilismy.

Czas na przyktady
2.1. Zadania

W pierwszym zadaniu wykorzystam wzér (2.8) do znalezienia momentu
bezwladnosci bryty wokot danej osi obrotu, gdy znane s momenty bezwtadnos$ci
wzgledem osi gtownych. W takim przypadku momenty dewiacji (pozaosiowe
sktadowe tensora bezwtadnos$ci) sg rowne zeru.

Zadanie 2.1.1. Moment bezwiadnosci stozka

Niech bedzie dany stozek o wysokos$ci h i promieniu r (rys. 2.4). Momenty

bezwladnos$ci stozka wzgledem osi gtownych dane sg wzorami (tabela
1.1).
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3 1 , , 2.1.1a
Ixx = Iyy =§m(zr +h )
3 2.1.1b
I,, = —mr?
10
2.1.1c

Liy=1L;=1,=0

Znajdz moment bezwtadno$ci wzgledem osi S bedacej tworzaca stozka.

Rysunek 2.1.1. [lustracja do zadania
(2.1.1).

Tworzaca stozka to (to prosta taczaca wierzchotek stozka z dowolnym punktem
jego podstawy). Niech miedzy tworzaca stozka a osig Z jest kat ¢. Z rysunku
(2.1.1) widac¢, ze

T 2.1.2a
a, = —
2
T 2.1b
ay = E —Q
2.1.2b
a, =@

Moment bezwladnosci  wzgledem tworzacej, obliczony w  ukladzie
wspotrzednych zgodnym z uktadem osi gtownych, uzyskamy ze wzoru (2.8)
I zwzorow (2.1.1)

I = sin®*(@) I, + cos®(¢) I,
3

1
=To™ (rzcosz(q)) + 2 (r? + 4h?)sin? ((p)) 2.1.3

Mamy jednocze$nie
h

COS(QD) = \/}12:4_7-2 2.1.4a
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r

sin(fp) = \/ﬁ 2.1.4b

Wstawiajac te wyrazenia do (2.1.3) otrzymujemy

BET h? + r? h? + r?
3 _r*+6h?
20 Ty R
Wyrazenie (2.1.5) pozwala wyliczy¢ warto§¢ momentu bezwladnosci stozka
wzgledem osi bedacej jego tworzacg w ukladzie wspodtrzednych zgodnym
Z uktadem osi gtownych.

Drugie zadanie pokaze co nowego wnosi tensorowa wersja wzoru na
moment pedu (2.20). Przypominam, ze w szczegdlnych przypadkach, gdy tensor
momentu bezwladnosci mozna wyrazi¢ przez pojedyczng liczbe, to moment pedu
(kret) rowny jest iloczynowi momentu bezwladnosci 1 wektora predkosci katowe;.
W innych przypadkach jest to iloczyn tensora bezwtadnosci 1 wektora predkosci
katowej. Aby zobaczy¢ jakie ma to konsekwencje zrobimy nastepujace zadanie.

3 h? 1 r2
I = <r2 +—=(r? + 4h?) )
2 215

Zadanie 2.1.2: Hantle

Hantle to dwie takie same kuliste masy m, zawieszone symetrycznie po
dwoch stronach preta o dhlugosci L. Wyznaczy¢é tensor momentu
bezwladnosci uktadu przedstawionego na rysunku (2.1.2), oraz wektor
kretu. Zaniedba¢ moment bezwtadnosci preta.

W uktadzie pokazanym na rysunku (2.1.2) o$ obrotu nie jest osig gldéwng. O$
obrotu jest na sztywno zaczepiona, tak ze nie moze zmienia¢ swojego polozenia.
Poniewaz kule obiegaja o$ obrotu po okregu na kazdg z nich bedzie dziatata sita
dosrodkowa, tak jak jest to pokazane na rysunku. Sita ta wywota
niezrownowazony moment sit. Musimy zapyta¢ o zrdédto tego momentu sit.
Zrédlem sa tu sity reakcji osi, dziatajace na hantle i na punkty zaczepienia osi. Jak
wyglada tensor momentu bezwtadnos$ci hantli wzgledem tak wybranej osi? Ze
wzgledu na to, ze o$ obrotu nie jest osig gtowng spodziewamy sie, ze tensor
momentu bezwtadnos$ci hantli nie da si¢ reprezentowac w postaci liczby. Musimy
policzy¢ poszczegdlne wartosci poszczegdlnych wspotczynnikow tensora
momentu bezwladnos$ci (2.9). Potraktujemy hantle jako uktad dwoch mas
punktowych odleglych od siebie o L.
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Rysunek 2.1.2. Hantle - uktad dwoch kul, kazda o masie m potaczonych pretem
o dtugosci L, ktorego mase (a zatem moment bezwtadnos$ci) zaniedbujemy.
Uktad obraca sie wokoét osi rownolegtej do osi z, ktora nie jest osig gtéwng hantli
(chociaz przechodzi przez $rodek masy hantli). Zielone strzatki zaczepione
z obu stron hantli reprezentuja site dosSrodkowa jaka musi sie pojawi¢, gdy ciato
porusza sie po okregu. Zrédtem tej sily jest zawieszenie hantli, poprzez o$
obrotu sita ta przenosi sie na o$ hantli a nastepnie na same hantle. Strzatki
zielone narysowane przy zawieszeniu pokazuja kierunek dziatania sit reakcji
zawieszenia.

Zaczniemy od obliczenia sktadowej Iy tensora momentu bezwtadnos$ci
(rys. 2.1.2). Korzystamy ze wzoru (2.12a). Odlegtos¢ srodka lewej kuli od osi x-
OW rx jest taka sama jak analogiczna odlegtos¢ rpy dla prawej kuli i wynosi

L
Ty =Tpy =Ty = Ecos(a) 2.1.1
Zgodnie z (2.12a) mamy
1
Ly, = mri, + mri, = 2mr? = Emchosz(a) 2.1.2

.| XI

Rysunek 2.1.2. Szkic do wyznaczenie wspoétrzednych tensora momentu
bezwtadnosci dla hantli
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Korzystajac ze wzoru (2.12b), w analogiczny sposdb wyznaczymy wspotrzedng
lyy tensora momentu bezwtadnosci. Z rysunku widag¢, ze

2.1.3
Ty =7Tpy =1, =0
Skad
2.1.4
Iy, =0

Korzystajac ze wzoru (2.12c) wyznaczymy wspotrzedng 1, tensora
momentu bezwladnosci. Odlegtosé srodka lewej kuli od osi z-OW r, jest taka sama
jak analogiczna odlegtos¢ rp; dla prawej kuli i wynosi

L 2.15

Tz =Tpz =17 = ESin(a)

Zgodnie z (2.10c) mamy
1 2.1.6
l,, = mrp, + mri, = 2mnr? = EmLzsin2 (a)

Sktadowe ly= lyx i ly,=l; tensora momentu bezwtadnosci sg rowna zeru, gdyz
wspotrzedne y-owe obu kul sg rowne zeru. Obliczymy sktadowe |,,= I, tensora
momentu bezwladnosci. Dla prawej kuli, zgodnie z rysunkiem (2.1.2) wktad do
obliczanej sktadowej tensora momentu bezwtadnosci jest taki sam jak wktad
lewej kuli i wynosi

L L? 2.1.7
L,=1,=2 —mzcos(a)zsin(a) = —mzsin(Za)

I'x ry

Tensor momentu bezwladnos$ci dla hantli obracajacych si¢ wokét osi pokazane;j
na rysunku (2.1.1) ma wspoétrzedne

1 L?
—mlL?cos?(a) 0 -m — sin (2a)

2
I= 0 0 0 218
L? 1 _
—m— sin(2a) 0 3 mL?sin?(«)

Majac dany tensor momentu bezwtadnos$ci oraz wektor predkosci obrotowej o,
mozemy obliczy¢ wartos¢ wektora momentu pedu (2.20).

! L% cos? 0 . 2
- mLcos () —mzsm( Q) wy =0
K=1w= 0 0 0 a)y_=0 919

2

1
=—mzsin(2a) 0 EmLZSinz(“)
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Mnozenie macierzy tensora momentu bezwladno$ci przez macierz
wspotrzednych wektora predkosci katowej daje
2

K, = —mzsin(Za)w 2.1.10a

K, =0 2.1.10b
1

K, = EmLzsin2 ()w 2.1.10c

Jezeli podzieli si¢ przez siebie wspotrzgdne Ky i K;, to okreslimy tangens kata
nachylenia f wektora momenty pedu wzgledem osi z.

2.1.11
K cos(a)
tan(p) = - = ——,

Widac¢ z tego, ze wektor momentu pedu nie jest rownoleglty do wektora predkosci
katowej (rys. 2.1.3). Gdyby tensor momentu bezwtadnos$ci byt liczbg oba wektory
musialby by¢ rownolegte (lub antyrownolegle) — wektor przemnozony przez
liczbg daje wektor o tym samym kierunku.

Moze Was niepokoi¢ chwilowy charakter uzyskanych rozwigzan.
Z rysunku (2.1.2) wida¢, ze y-owe skladowe potozenia kul sg rowne zeru tylko
W tym momencie gdy hantle lezg w ptaszczyznie Xz. Chwile p6zniej na skutek
obrotu pojawig si¢ niezerowe sktadowe y-owe dla obu kul. Ale wnioski jakie
wyciggam z tych chwilowych wspotrzednych tensora momentu bezwladnosci
hantli chwilowe nie sg. Symetria obrotowa uktadu zapewnia, ze warto$¢ kata
nachylenia wektora momentu pedu do wektora predkosci katowej jest przez caty
czas taka sama. Owszem chwil¢ potem wszystko si¢ obrdci, ale kat nachylenia
obu wektorow si¢ nie zmieni. Wniosek z tego jest taki, ze wektor momentu pedu
K obraca si¢ wokot osi obrotu tak jak obracajg si¢ hantle (z ta samg czestoscig ®)

A

Ny

Rysunek 2.1.3. Wektor momentu pedu obraca sie wokét osi obrotu hantli
z czestoscig rowna czestosci obrotu hantli.
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Obracajacy si¢ wektor momentu pedu, jest zmieniajagcym si¢ wektorem. Zgodnie
z rownaniem (1.23) w uktadzie musi dziata¢ niezerowy moment sit. Ale to, ze taki
moment dziata, stwierdzili$my juz na podstawie rysunku (2.1.1).

Obliczmy warto$ci wyznaczonych tu wielkosci dla przyktadowych danych.
Dla przyktadu przyjmijmy, ze L=1m, o=30°, m=0,5kg, o»=w=1 rad/s, wtedy

11 m?
= —— —gj ° ~ — _— 2112a
K, > 451n(60 )1 0,108kg .
11 m?
K, = = =sin?(30°) 1 ~ 0,062kg — 2.1.12b
2 2 S
tan(B) Ke 0108 0 174 60 2.1.12
- = ~ — et ~ — o
n(b) =5~ =5.062 ’ g L1z

Znak minus oznacza, z¢ kat S zorientowany jest przeciwnie do kata . Omdwiony
tu przyktad jest bardzo wazny z praktycznego punktu widzenia i z tego powodu
warto do niego podejs¢ w bardziej ogolny sposob.

Zadanie 2.1.3. Bryla sztywna na osi

Rozwazmy cialo umocowane na osi obrotu, ktora jest na sztywno
przymocowana tak, ze nie moze si¢ porusza¢. Wprawiamy ciato w ruch

obrotowy 1 pytamy o sity dziatajace na punkty, gdzie o$ jest zamocowana
(rys. 2.1.4)

Przy braku obrotu dziata tylko sita cigzkosci. Przyktad hantli (2.1.2) pokazat, ze
obrot moze by¢ zrodtem dodatkowych sit. Postaram si¢ okreslic te sity w bardziej
og6lny sposdb. Rozwaze element ciata o masie dm. W uktadzie zwigzanym
z ciatem (uktad nieinercjalny — NUO (8TVII 1.1)), przy obrocie ciata z predkoscia
®, wokot osi z, wprowadzamy sit¢ od$rodkowg (sita pozorna (§TVII 3.2)).

Fod(wzrxdm, wzrydm ,0) 2.1.13

Rysunek 2.1.4. Rysunek do zadania (2.1.3).
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gdzie r jest odlegloscia masy dm od osi obrotu. Dziatajace sity musza si¢
rOwnowazy¢, inaczej caty uklad, wraz z zawieszeniem musialby si¢ przesuwac
z przyspieszeniem wzgledem laboratoryjnego uktadu inercjalnego. Suma sit
odsrodkowych, liczona w sktadowych ma posta¢

w* f e dm 2.1.14a
74

2.1.14

wzfrydm b
74

Catki we wzorach (2.1.14) pozwalaja na przejScie w prosty sposob do
wspotrzednych X i Y. sSrodka masy ciata (Tl 6.6), wzgledem osi obrotu (poczatek
uktadu wspotrzednych lezy na osi obrotu (rys. 2.1.4)). Przyjmujac, ze masa ciata
wynosi M, wspotrzedne X. 1 Yc $rodka masy tego ciata wynosza

1 2.1.15a
Xe = T dm
14

1 2.1.15b
Ve = i r,dm
14

Wracajac do (2.14) wida¢, ze sktadowe wypadkowej sity odsrodkowej mozna
wyrazi¢ przez wspotrzedne srodka masy brylty wzorem

w2x,M 2.1.16a

w?y,M 2.1.16b
C
W stanie rownowagi sity reakcji ze strony zwieszenie muszg rownowazy¢ site
odsrodkowa, stad mamy

Fyx + Fgy + 0*x.M =0 21172

Fyy + Fpy + 0?*y.M =0
Ay T Tay T @ e 2.1.17b
Podobnie zerowaé¢ si¢ muszg skltadowe momentow sit. Momenty sit
odsrodkowych dziatajacych na element masy dm wynosza

—r,w*r,dm = —w?n,r,dm dla osi x 2.1.17a

r,w’r,dm = w?r,r,dm dla osi y 2.1.17b

Stad mamy dwa warunki na zerowanie si¢ skladowych momentu sit
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2.1.18a
—FgyL — w? f ryr,dm = 0

%4

2.1.18b
Fg, L + w? j r,r,dm = 0

14

Wyrazenie podcatkowe sg postaci takiej jak odpowiednie wspotczynniki tensora
bezwtadnosci

2.1.19a
L, = | np,r,dm
v
2.1.19b
Iy, = | n,r,dm
4
Wstawiajac te wyrazenia do (2.1.18) mamy
— — 2] =
Foyl = oty =0 2.1.18a
27 —
Foxl &%z =0 2.1.18b
Z uktadu rownan (2.1.16) 1 (2.1.18) otrzymujemy
I
Fg, = —wzf 2.1.19a
Fpy = 0?22 2.1.19b
By = —W T 1.
2 IXZ
Fpp = w A Mx, 2.1.19c
Fo—wt (2 y 2.1.19d
Ay W T — MYy, A,
Wartosci reakcji wynosza
I S| 2 2.1.20a
e () + (-

(1)2
Fp = /I,%Z + 12, 2.1.20b
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Sity dziatajace na zawieszenie (na przyktad na tozyska) sa proporcjonalne do
kwadratu predkosci katowej. Widac z tego, ze wraz ze wzrostem tej predkosci sity
te moga osiggng¢ znaczne wartosci. Gdy predkos¢ katowa jest rozna od zera sity
dziatajace na zawieszenie sg rowne zeru gdy spetniony jest warunek

_ _ 2.1.21

Iy, =1,=0

Zerowanie si¢ pozaprzekatniowych wspotrzednych tensora bezwladnos$ci
oznacza, ze 0$ obrotu jest osig gtowna bryly, wynik ktéry byt do przewidzenia na
podstawie analizy dynamiki hantli (zad. 2.1.2).

Z poruszonymi tu zagadnieniami spotykamy si¢ podczas wymiany opon.
Powinno temu towarzyszy¢ wywazenie kot samochodowych. Wywazenie kot
oznacza, ze koto spetnia warunki (2.1.21). W przeciwnym razie na zawieszenie
dziataja sity opisane wzorami (2.1.20). Sity te obracajg si¢ wraz z kotem
wprawiajac caly uktad w drgania. Gdy niewywazone sg kota na przedzie pojazdu,
kierowca odczuwa drgania Kierownicy. Przy niewywazonych tylnych kotach
moga pojawic si¢ wibracje karoserii 1 niestabilno$¢ samochodu na zakretach.
Wszystkie te efekty sa tym silniejsze im wigksze jest odstepstwo od warunkow
(2.1.21) 1 im wyzsza jest predkosci katowa kot. Na skutek dziatania sil,
spowodowanych niedostatecznym wywazeniem kot, szybciej zuzywa si¢
zawieszenie (np. tozyska), uktad kierowniczy oraz opony. Duze niewywazenie
kot jest zagrozeniem dla bezpieczenstwa ruchu. Podczas wywazania kot,
wieszane jest ono na specjalnej maszynie (rys. 2.1.5). Po wprawieniu kota w ruch
obrotowy czujniki rejestrujag drgania osi, na ktorej zawieszone jest koto
(wywazone nie powoduje drgan). Nastepnie komputer oblicza masy 1 punkt
przymocowania dodatkowych cigzarkéw na obregczy kota. Cigzarki te prowadza
do zmiany wspdlczynnikow tensora momentu bezwladnosci i docelowo do
redukcji pozaosiowych wspdtczynnikéw tegoz tensora do wartosci bliskich zeru.

Rysunek 2.1.5. Maszyna do

wywazania kot (wywazarka),
wraz z zamontowanym kotem

Warto jeszcze zatrzymac¢ si¢ nad wyrazeniami caltkowymi we wzorach
(2.1.18). Z przebiegu zadania wida¢, ze wyrazaja One, po przemnozeniu przez
kwadrat predkos$ci katowej, sktadowe momentu sity odsrodkowej. Wyrazenia
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Ly =1, :Irxrydm; 1, =1, =Iryrzdm; I, =1, :Iryrzdm; 2.1.22

jak juz wspominalemm, nazywamy momentami odsrodkowymi lub momentami
dewiacji (zboczenia).

Definicja 2.1.1: Momenty odsrodkowe (dewiacji, zboczenia)
Momentami odsrodRowe (dewiaci, zboczenia) nazywamy pozaprzekgtniowe
wspotrzedne macierzy tensora momentu bezwitadnosci (2.1.22)

Zatem momenty sit odsrodkowych, liczone wzgledem $rodka masy uktadu dane
s wzorami

_ 2
F,=-ol

F =—a?l _'F. =—a?l 2.1.23

yz? oy Xz ' oz Xy

2.2. Energia kinetyczna

Jak obliczy¢ energi¢ kinetyczng ruchu obrotowego w ogolnym przypadku? Gdy
mamy dang o$ obrotu i wyznaczony wzgledem niej moment bezwtadnosci to dalej

obowigzuje wzoér (1.1.2)
1 2.2.1

E, = —Ilw?
kzw

Korzystajac z oznaczen na rysunku (2.1) 1 wzoru (2.8) mamy

1
Ek = E (COSZ(ax)Ixx + COSZ(“J’) Iyy + COSZ(aZ) IZZ

- 2 cos(ocx)cos(ocy)lxy - 2 cos(ay)cos(az)lyz 2.2.2
— 2 cos(a,)cos(ay) ) w?
Wspotrzedne wektora predkosci katowej mozna wyrazi¢ wzorami
w, = wcos(a,) 2.2.5
2.2.3b
wy, = a)cos(ay)
w, = wcos(a,) 2.2.3¢c
Wspotrzedne te pojawia si¢ we wzorze (2.2.2), na przyktad
2 2.2.4a
Lew?cos?(ay) = Iy(w cos(ay))” = Lyw?
2 cos(ay)cos(ay ) Ly w?* = 21,0, w, 2.2.4
Stad mamy
_1 2 2 2 _ —
E, = 2 (Ixxwx + Iyywy + 1,07 leywxwy 21, 0y 0, 2.2.5

— Zlyza)ya)z)
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W uktadzie osi glownych wzor (2.2.5) redukuje si¢ do
1 2 2 2
Ee =5 (w2 + Lyw? + 1,w?) 2.2.6

Zatem, jezeli chcemy w ogdlnym przypadku obliczy¢ energie ruchu obrotowego,
to niezbedny staje si¢ tensor momentu bezwtadnosci.

W zadaniu (2.1.2) pokazatem, ze wektor momentu pedu obraca si¢ wokot
osi obrotu hantli. Jest to mozliwe gdyz na wektor ten dziata moment sit. Co si¢
stanie, gdy uwolnimy hantle z uwi¢zi? Wtedy na uktad nie bedzie dziatal moment
sil, co oznacza, ze wektor momentu pedu nie bedzie mogt si¢ obraca¢. W zamian
zacznie si¢ obraca¢ wektor predkosci katowej, a co za tym idzie o$ obrotu.
W ogdlnym wypadku wzory na energi¢ kinetyczng sa wyznaczone wzgledem
chwilowej osi obrotu. Jednak gdy uktad jest izolowany, zasada zachowania
energii gwarantuje, ze zmiana osi obrotu nie zmienia energii kinetycznej uktadu.
Przypadkiem, gdy o$ obrotu nie jest nieruchoma zajme si¢ w temacie (TXVI)

2.3. Krotkie podsumowanie

Pierwsze spotkanie z tensorami mamy za soba. Juz teraz moze zauwazy¢, ze
tensory uzupetniaja niepokojaca luke¢ w naszej matematycznej narzedziowni. Bez
nich prawa wigzace wielkosci wektorowe moglismy zapisywa¢ tylko w prosty
sposéb

wW=aV 2.3.1
Gdzie w to jedna wielko$¢ wektorowa, v to druga wielko$¢ wektorowa, a « to
liczba. Tak zapisywali$my na przyktad drugie prawo Newtona F=ma, lub zwigzek
mig¢dzy predkoscig katowa a momentem pedu, gdy obrdt ma miejsce wokot osi
glownej Iub rownoleglej do niej K=lew. Sam zapis (2.3.1) ogranicza nas do
przypadkow gdy oba wektory w i v sg rownolegle lub antyrownolegle (gdy a<0).
ZaleznoSci, przy ktorych oba wektory nie majg tego samego kierunku byty poza
naszym zasig¢giem. Teraz to si¢ zmienito. Jezeli T jest tensorem drugiego rzedu,
to zwigzek

w=Tv 2.3.2
Oznacza, ze w typowym przypadku wektory w i v nie sg rownolegle. Teraz po
prostu mozemy wiecej, wiec Z tej uciechy wprowadzmy sobie druga wielko$¢
tensoroway.
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3. Tensor naprezen &

Druga wazng dla mechaniki wielko$cig tensorowg jest naprezenie. Ciggle wiemy
malo o matematyce tensorow, ale na wyktadzie z fizyki dobrze jest zacza¢ od
podstawowych przyktadow ich wuzycia, a dopiero potem przejs¢ do
matematycznych szczegotow.

Rozwazmy kawatek ciala stalego. Cho¢ wiemy, ze ciala state sktadajg si¢
z atoméw, to atomy sg tak drobne, ze z makroskopowego punktu widzenia
mozemy poshuzy¢ si¢ przyblizeniem ciagglego rozkladu materii zatem -
przyjmujemy model ciala o ciggtym rozktadzie materii. Zanurkujemy do wngtrza
ciala, wytniemy tam, ale tylko myslowo, maty szeScianki. Jakie sity dziataja na
ten szeScianik (rys. 3.1)?

\ Rysunek 3.1. Maly sze$cianik
: wewnatrz  wiekszego  ciata.
Scianki niebieska iczerwona s3

/// : prostopadte do osi x-6w. Scianke
; g "-\.\_ﬁ niebieska traktujemy jako lezaca
\-f\\‘ Z T \‘\

po dodatniej stronie osi x-6w
aczerwong jako lezaca po
ujemnej stronie osi x-6w.

e

Czy w ogole jakie$ dziataja? Wyobraz sobie plaszczyzne przechodzacy przez
jakie$ ciato. Gdyby wzdluz tej plaszczyzny nie dziataly Zzadne sity, to mozna
bytoby pociagnaé za obie czeSci ciata w przeciwne strony i bez wysitku rozdzieli¢
je na dwie potowy. Jednak materia po obu stronach plaszczyzny jest ze sobg
powigzana sitami, ktore spajaja ja w catos$¢. Dziatajg one na poziomie atomowym,
ale my nie chcemy schodzi¢ do tak drobnych struktur jak atomy i opisujemy ciato
jako strukture ciagla. Oznacza to, ze nie bede wchodzil w nature sit wigzacych
czasteczki ciala, tylko skoro juz sg, postaram si¢ opisa¢ skutki ich dziatania.
Przypominam, ze opierajac si¢ na takich zatozeniach wyznaczylem cisnienie
wewnatrz banki mydlanej, wywotane przez napigcie powierzchniowe
(rys. Tl 2.3.5).

Zorientuj¢ uktad wspoétrzednych tak, aby jego osie byty prostopadie do
poszczeg6lnych $cian szescianiku. Powiedzmy, ze na niebieskg $cian¢ naszego
malego sze$cianu, dziata sita F.x, tak jak jest to pokazane na rysunku (3.2). Znak
plus oznacza, ze sita dziala na $ciank¢ znajdujaca si¢ po dodatniej stronie osi X.
Sile F.+x towarzyszy rowna jej co do wartosci sita Fx. Sita Fx przylozona jest do
czerwonej $cianki (tej po ujemnej stronie osi X) i pokazuje na zewnatrz sze$cianu.
Gdyby jej nie byto to niebieska $cianka przesuwataby si¢. Mamy zatem

3.1
F y=—-Fix
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Rysunek 3.2. Sity dziatajace na
jedng ze $cian matego sze$cianu.

Mozecie zapytac co to za sity dziatajg na $cianki sze$cianu? Myslowe moi
drodzy. Odciaggamy myslowo $ciankg¢ niebieska, a ta nie porusza si¢. Wnioskuje,
ze dzialajace sily spdjnosci powoduja pojawienie sie na S$ciancie czerownej
odpowiedniej sity reakcji.

W przyjetym modelu postugujemy si¢ sitg srednig. W kazdym matym
obszarze niebieskiej czy czerwonej Scianki dziala jakas mata sita. Zamiast tej
matej sity przyktadamy do kazdej Scianki site srednig (wypadkowa). Aby to miato
sens szescianik musi by¢ dostatecznie maty, tak aby sita wypadkowa dziatajaca
na dang Scianke byta proporcjonalna do wartosci pola powierzchni tej $cianki.
Przyktadowo, gdybySmy z naszej scianki wycieli ptat o dwa razy mniejsze;j
powierzchni, to wypadkowa sita dziatajgca na ten ptat musi mie¢ ten sam kierunek
1 zwrot co sita dzialajgca na calg Scianke, ale przy tym jej wartos¢ musi by¢ dwa
razy mniejsza. Przy bardzo matym szes$cianiku pomijamy rowniez fakt, ze materia
wewnatrz szescianiku ma pewng mase i przez to, na skutek grawitacji, wywiera
dodatkowy nacisk na jego dolng Sciankg. Sity grawitacyjne sg dla tak matej masy
duzo, duzo, duzo mniejsze od sit spajajacych szescianiki. Nadto mozemy przyjac,
ze szescianik jest calkowicie jednorodny, to znaczy ze jest tak maty, ze mozna
uzna¢ go za wewnatrznie catkowicie jednorodnym.

Dla trzech par scian w ramach przyjetego modelu mamy

3.2a
Fix =—F l:"+y = —F F.,=-F,

_y
Sit¢ dzialajaca na kazda ze Scianek rozktadamy na sktadowe: normalng i dwie
styczne do powierzchni $cianek. Przedstawia to rysunek (3.2). Przyjme
nastepujacg konwencje indeksowania wektorow sktadowych. Pierwszy indeks
bedzie wskazywat o8, do ktorej jest prostopadta dana Scianka, a drugi indeks
bedzie oznaczatl sktadowa wektora dla tej $cianki. Na przyktad sktadowa z-owa
wektora sily dla $cianki lezacej po ujemne;j stronie osi z ma zapis F.zz. Oczywiscie
wszystkie sktadowe muszg si¢ tez rownowazy¢, to jest musi na przyklad by¢

F+xx = _F—xx; F+yy = _F—yy; F.+zz = _F—zz 3.20
Wzor (3.2b) oznacza rownos$¢ odpowiednich sktadowych normalnych do
powierzchni.

3.2c
Fixze = —Fxz; Fixy = —F_yy
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Wzor (3.2c) oznacza rownos$¢ sktadowych rownoleglych dla $cianek
prostopadtych do osi x. Wynika on z faktu, ze dla ciala w réwnowadze suma
momentdéw sit musi si¢ zerowac. Podobnie jest dla pozostatych $cianek.

ZalozyliSmy, ze szescian jest tak maty, Ze sita jest proporcjonalna do jego
powierzchni. Korzystajac z tego warto uniezalezni¢ si¢ od warto$ci powierzchni
scianek szescianu; bedziemy postugiwali si¢ wielkos$cig sity dzielonej przez
warto$¢ matej powierzchni S, aw granicy S—dS. Wyglada na to, ze odwotalismy
si¢ do ci$nienia (sita na powierzchnig¢), ale nie jest to prawda. Zgodnie z definicja
(TH1 2.1) cisnienie jest wielko$cig skalarng. Teraz czas na mocniejszg wielkos¢ —
naprezenie. Naprezenie jest wielkoscig wektorowa zdefiniowang w nastepujacy
sposob

Definicja 3.1: naprezenie
Naprezenie s w dowolnym elemencie dS przeRroju danego ciata jest proporcjonalne

do sity dF jaka na ten element dziata i odwrotnie proporcjonalne do pola elementu
ds.

dF
—dS
W przeciwienstwie do ci$nienia naprezenie jest wielkosciga wektorowa, jednak

podobnie jak w przypadku cisnienia jednostka ta ma wymiar sity przez
powierzchni¢. W uktadzie SI jednostka napre¢zenia jest paskal.

S 3.3

Fakt 3.1:

W uktadzie Sl jednostka naprezenia jest paskal
Wektor naprezenia mozemy roztozy¢, dla kazdej Scianki na sktadowe, podobnie
jak to uczynilismy dla wektora sity (rys. 3.2). Jest oczywiste, ze dla Scianek
z dodatnimi (mozna tez wybra¢ ujemne) indeksami, napr¢zenie bedzie miato
dziewig¢ sktadowych, a to juz zaczyna pachnie¢ tensorem

dF,  _dR, _dE, 3.4a

Uxx:E' ny_d_sx; ze_d_Sx
3.4b
o. e % ' 0. e (“:'i 0. — %
yx dSy T Yy dSy »TYE dSy
_ dE, dF,, dF,, 3:4c
Ozx = ) = ) =

s, @ ~as,’ =7 gs,

Gdzie Sy, Sy, S; oznacza pole powierzchni na ktorg dziata sita odpowiednio Fx, Fy,
F..

Zdeformuje szes$cianik do postaci klina, tak jak to pokazuje rysunek (3.3).
Pytanie brzmi: ile wynosi wektor naprezenia wyznaczony dla pochytej $cianki
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klina? Dla $cianek +z i —z mamy zachowang symetri¢, stad (ciagle zaktadamy, ze
Klin jest tak maly, ze szeéian jest jednorodny i ewentulane wewnetrzne efekty
mozemy pomingc)

F,,=-F, 35

Rysunek 3.3. llustracja do wyznaczenia sktadowych tensora naprezenia.

Co oznacza, ze

Fpx = —F_ x5 By = —F_3y;

E,=—F, 3.5a
Niestety ani $cianka -X ani $cianka -y nie majag swojego ,,plusowego”
odpowiednika. Zostat on zastgpiony jedng pochylong powierzchnig klina. Jezeli
cialo jest stabilne, to niezaleznie od tego czy, myslowo, wytniemy z niego maty
sze$cian czy maty klin 6w kawalek nie powinien si¢ przesuwac¢. Oznacza to, ze
sity dziatajace wzdtuz kazdej osi X, Y, z, musze si¢ znosi¢. Dla osi X-Ow mamy

3.6
Foax +F yy +En=0=Fp = —F 0 — Fyy

Przez Fn(Fxn, Fyn, Fzn) oznaczylem silte dzialajaca na pochyla $cianke klina.
Pozostate sity to sktadowe x-owe dla Scianki prostopadtej do osi x-Ow i y-Ow, po
ujemnej stronie. Korzystajac z (3.2) moge zapisaé

En = —F _F—yx = Fyx +Fyx

3.7

W ten sposdb wyrazilem sile dziatajacg na powierzchnie klina przez sktadowe
sity jakie dziatatyby na brakujace $cianki sze$cianika. Korzystajac z definicji (3.1)
i wzorow (3.4) mamy

En = 0xxAyAzZ + 0y AxAz 3.8
Jednoczesnie, zgodnie z definicjg naprezenia (3.1), wektor naprezenia S dziatajacy
normalnie do sko$nej powierzchni klina musi wigza¢ si¢ z sitg Fn.
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Fn == SSk 39

Gdzie Sk jest powierzchnig pochytej powierzchni klina. W sktadowych moge
zapisac

3.10
En = SxSks Fyn = SySk; Fn = 5,5k
Porownujac (3.8) z pierwszym wyrazeniem (3.10) mam
OxxAYAZ + o, AxAz
SxSk = OxxAyAz + nyAxAz = S = = 5 24 3.11
k
Z rysunku (3.3) wida¢, ze powierzchnia klina jest rowna
3.12
Sk = Az, (Ax)? + (Ay)?
Wstawiajac to wyrazenie do (3.11) mam
OxyAX + Oy, A
== LA OxxCOS(@) + Oyysin(a) 3.13

T 0+ ()2

Korzystajac z faktu, ze cos(a) i Sin(a) to wspotrzedne jednostkowego wektora
normalnego do powierzchni klina wzor (3.13) przyjmie postac
3.14
Sy = OxxNy + OxyN,,
Sktadowa sy, jest w rozwazanym przypadku rowna zeru. Nie mniej latwo si¢
domyslac ze w ogdlnym przypadku wyrazenie (3.13) przyjmie w postac
3.15a
Sy = OxxNy + OxyNy + oy,
Co wigcej przez analogic mozemy, dla pozostalych dwoch wspédhrzednych
wektora naprezenia S, zapisac

3.15b

Sy = OyxNy + OyyNy + 0y,N,

3.15¢
Sz = OzxNy + OzyNy, + 04N,

Ogodlnie naprezenie S reprezentowane jest przez dziewie¢ wielkosci wypisanych
w trzech rownaniach (3.15). Te dziewig¢ wielkosci mozna zapisa¢ w postaci
tablicy (macierzy)

Oxx Oxy Oxz
o =|%x Oyy Oyz
Ozx Ozy Ozz

3.16

Wielko$¢ (3.16) nazywana jest tensorem naprezen. To drugi tensor, ktdry
spotykamy na naszej drodze.
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Definicja 3.2: Tensor naprezen
Tensor, Ktorego wspofrzedne, w zadanym uRfadzie wspéfrzednych, wyraZajq si
wzorami (3.4) nazywamy Tensorem napreZeti

Korzystajac z notacji macierzowej réwnanie (3.15) na naprezenie S
dzialajace na dang powierzchni¢ mozna zapisac tak

Oxx Oxy Oxz] [Ny
Ss=on=|%x Oyy Oyz||N, 317
Ozx Ozy Ozz]|n, '

Zatem tensor naprezen reprezentuje przeksztalcenie wektora normalnego do danej
powierzchni w wektor naprezen, ktory na tg powierzchni¢ dziata. Do napisania
zwigzku miedzy wektorem normalnym do powierzchni a wektorem naprezenia
potrzebujemy tensora, gdyz oba wektory zwykle nie sg do siebie rownolegte.
Z tego samego powodu, to jest braku rownolegtosci dwoch wektorow moment
bezwladnos$ci reprezentowany jest przez tensor momentu bezwladnosci (2.20).

Latwo jest pokazac, ze tensor naprgzen jest symetryczny, tak jak tensor
momentu bezwtadnosci. Korzystajac z tego faktu, wprowadze czgsto stosowane
oznaczenia dla sktadowych tensora napr¢zen

_ _ 3.18a
Oxx = Ox; Oyy =0

ys Ozz = Oy

_ _ 3.18b
Oxy = Oyx = Tz; Oyz = 0zy =Ty, Ozx = Oxz = Ty

Korzystajac z tych oznaczen tensor napi¢¢ przyjmie forme

Ox T, Ty
o=\t o T, 3.19
T, Ty Oy

Na przekatnej macierzy tego tensora znajdujg si¢ napig¢cia normalne, a poza
przekatng napigcia styczne, ktore powoduja, ze wektor naprezenia nie jest
prostopadly do powierzchni (rys. 3.4a). Na podstawie rysunku (3.4a) mozemy
lepiej zrozumie¢ indeksowanie wspolrzednych tensora napie¢. Wezmy
wspotrzedng 7. Wstepuje ona na dwoch Sciankach, gdyz zgodnie z (3.18b)
odpowiada dwom sktadowym oy I oyy. Zatem wskazuje ona $ciankg protopadta
do osi x, na ktorej lezy wektor wzdtuz kierunku y albo §cianke prostopadta do osi
y, an ktorej lezy wektor wzdhuz kierunku osi x.
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Rysunek 3.4. a) Sktadowe tensora naprezen na elementarnym sze$cianie;
b) ciato rozciaggte dzielimy na elementarne sze$ciany (najlepiej nieskonczenie
mate). Rozktad sit na kazdym elementarnym sze$cianie opisany jest przez
przypisany mu tensor naprezen, tak jak na rysunku (a).

Wezmy pod uwage nieskonczenie matly (infinitezymalny) szescian
wewnatrz jakiegos ciala (rys. 3.4b). Sktadowe tensora opisuja rozktad napieé dla
tego szeScianu. Jezeli podzielimy ciato na takie sze$ciany, a kazdemu z nich
przypiszemy odpowiedni tensor napi¢e¢ to otrzymamy pole tensorowe.
Uogolniajgc ten wniosek; pole tensorowe definiujemy jako odwzorowanie, ktére
kazdemu punktowi przestrzeni przyporzadkowuje tensor, co jest definicjg
analogiczng do definicji pola wektorowego (def. TII7.1) i skalarnego
(def. TI1 7.1).

Definicja 3.3: Pole tensorowe
Pole tensorowe jest przyporzqdRowaniem, Ktore RaZdemu punKtowi przestrzeni
przypisuje jeden i tylRo jeden tensor

Poniewaz od strony matematycznej tensor naprezen ma takg samg nature
co tensor momentu bezwladnosci musi mie¢ takie same wlasciwosci
matematyczne. W szczegolnosci istnieje taki uktad wspotrzednych, w ktorym
macierz tensora naprezen ma posta¢ diagonalng. Osie takiego uktadu nazywamy
osiami gléwnymi, a plaszczyzny prostopadte do tych osi ptaszczyznami
glownymi.

o, 0 O
s=|0 o 0 3.20
0 0 o

Trzeba pamigtac, ze zmiana uktadu wspotrzednych nie zmienia fizyki badanego
uktadu, a jedynie moze uprosci¢ posta¢ stosowanych wyrazen matematycznych.
Sktadowe oznaczane literami 7, na rysunku (3.4) sg dla narysowanego tam
sze$cianu sktadowymi sity §cinajacej (rys. 3.5a), to jest takimi, ktore z obu stron
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sze$cianu dziatajg W przeciwne strony ale wzdtuz stycznej do jej powierzchni.
Sita opisana sktadowymi o $ciska lub rozpre¢za szescian. Kiedy zmienimy uktad
wspotrzednych na pokrywajacy si¢ z osiami gtownymi, to sktadowe 7 znikaja.
Nie oznacza to jednak, ze na sze$cian przestaty dziata¢ sity $cinajace. Sktadowe
7 znikaja dla innego myslowego szes$cianu, ktorego Scianki sg prostopadie do osi
glownych. Czgsto korzystnie, jest z punktu widzenia obliczen, przej$¢ do uktadu
osi gltownych (jest to zawsze transformacja obrotu uktadu wspotrzednych
(8TV 3.2)), i oblicza¢ problem przy zdiagonalizowanym tensorze, a po
zakonczeniu obliczen, gdy jest taka potrzeba, przez obrot odwrotny powrdci¢ do
wyjsciowego uktadu wspotrzednych.

a b
I I
I I
I y I
o I L !
B |: X I
G, =T,

Rysunek 3.5. a) Sktadowe sit Scinajacych dziatajacych na Scianke szeScianu
powoduja jego zdeformowanie. Dla szeScianu tak matego, Ze mozna go uznac za
jednorodny mamy 7, = —7',; b) Na Scianke +x sze$cianu dziata sita naprezenia
(ré6zowa strzatka) ktéra mozemy roztozy¢ na sktadowa normalng ox oraz
sktadowe $cinajace 7 i z. Istnieje taki uktad wspétrzednych, w ktérym Scianka
+x bedzie normalna do wektora naprezen (zielony szeScian). Jednak nalezy
pamietad, ze zmiana uktadu wspotrzednych nie zmienia potozenia oryginalnego
szeScianu. Zielony sze$cian zostat wyrysowany tak by jego Scianki bytly
prostopadte do nowych osi X', y' i Z, ale nie jest on tym samym co wyj$ciowy
czarny szescian.

Czas na kilka przyktadow. Tabela (3.1) zawiera postac tensora naprezen dla
Kilku prostych przypadkow
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[lustracja przyktadu c

g, >0 0 O

- y > 0 0 0]

-F T*X’ F 0 0 O

Tensor naprezen dla rozciggania wzdtuz osi x

o, <0 0 O

— 't 0 0 0]

-F F 0 0 0

X

Tensor naprezen dla $ciskania wzdtuz osi x

-Fl y‘[? TF [Toz o 8]

0 0 O

Tensor dla $cinania Scianek prostopadtych do osi x wzdtuz osi y

— [—1 0 0]
0O -1 0
A

SzeScian jest zanurzony w wodzie, gdzie dziata na niego ci$nienie p. CiSnienie
to Sciska szeScian we wszystkich trzech osiach.

Tabela 3.1. Tensory naprezen dla trzech przyktadow dzialania na
elementarng kostke.

Sze$ciany pokazane w tabeli (3.1) muszg by¢ tak mate, aby zawarty w nich
material byl jednorodny i mozna bylo napisa¢ zaleznosci (3.5a). Pod tymi
warunkami stworzony zostaty nasz tensorowy model opisu naprezen. Uzywajac
tego modelu nie mozna o tych warunkach zapominac.

Zrobig¢ prosty uzytek z tensora naprezenia. Rysunek (3.6) przedstawia
Szescian z zaznaczonymi naprezeniami. SzeScian jest jednorodny 1 mozemy
skorzysta¢ z warunkéw (3.5a). Jakie naprgzenie dziala na mySlowo wycieta
sko$ng $cianke sze$cianu?
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A
a O, y b
T!’
S 54 +‘X
—> /’tﬂ
G

Rysunek 3.6. a) Na jednorodny szeScian (narysowana jest jego $ciana +z)
dziataja naprezenia okre$lone pokazanymi niezerowymi wspotczynnikami
tensora naprezen. Jakie naprezenie dziataj na sko$na Scianke (b) wewnatrz
szeScianu?

Zgodnie z rysunkiem (3.6) tensor napr¢zen bedzie mial postaé:

o 0 1,
s=|0 o, 0 3.21
7, 0 O

Jednostkowy wektor normalny do skosnej powierzchnie ma wspotrzedne
n(sin(a), cos(a),0) 3.22
Zgodnie ze wzorem (3.7) wektor naprezenia wyraza si¢ wzorem

g, O sm(a) o,sin(a)
s=on=|0 o cos(a)] gy cos(a) 393
7, 0 7,,sin(a)
Warto$¢ tego wektora wynosi
s| = \/(a,? + 72)sin?(a) + gZcos?(a) 3.24

Sita jest rowna iloczynowi wektora naprezenia 1 pola powierzchni skosnej Scianki.
ObliczyliSmy w ten sposob sity spojnosci wewnatrz kostki wzdluz wybranej
ptaszczyzny cigcia. Jest to sytuacja analogiczna do obliczania sit dziatajagcych na
Klin z rysunku (3.3), tyle ze teraz skorzystatlem z narzedzi, ktére pod rysunkiem

(3.3) dopiero definiowatem.

Warto jeszcze wskaza¢ na prosty fakt. Kazdy tensor naprezen mozemy

roztozy¢ na sumg dwoéch czynnikow

o, O, O c, 0 O O — 0, o

XX

¢=\o, o, o,|=|0 o, 0|+ o, o, — 0, o

o, O, O 0 0 o, o o o, —0,

X zy zz
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o,+o,+to, 1
o, = 3W :gTr(o) 3.25a
Pierwszy sktadnik sumy odpowiada ci$nieniu hydrostatycznemu (tabela (3.1)).
W efekcie ciato zmienia objetos¢. Drugi sktadnik odpowiada za sity $cinajace, co
oznacza, zmian¢ ksztaltu, bez zmiany ksztattu elementarnego szescianu.
Fakt 3.1:

Kazdy tensor naprezer moina roztozyc na sume skfadajgcq sie z tensora napreZet o

postaci diagonalnej (odpowiadajgca za cisnienie wywierana na Scianki probnego
szescianu) oraz dopetniajqcego tensora odpowiadajqcego za sify Scinajqce.

Poznalis$my kolejny tensor, bynajmniej nie ostatni. Jeszcze w tym temacie
spotkamy si¢ z tensorem odksztatcen. Tam gdzie mamy naprezenia pojawiajg si¢
rowniez odksztatcenia, ktore jak si¢ okaze nie chcg by¢ gorsze 1 tez domagajg si¢
do opisu tensorOw. Zanim to jednak nastgpi warto podsumowaé nasze
dotychczasowe tensorowe do$wiadczenia w bardziej ogdlny sposob.

3.1. Tensory pierwsza odstona

Spotkali$my si¢ juz z tensorem bezwladnosci 1 z tensorem naprezen. Czas na
pierwsze podsumowanie matematyczne. Ze wzoru (2.20) widaé, ze tensor
momentu bezwladno$ci transformuje wektor predkosci katowej w wektor
momentu pedu. Zapomnijmy przez chwile o interpretacji fizycznej
wystepujacych we wzorze (2.20) wektorow. Wtedy wzoér ten reprezentuje
transformacj¢ mi¢dzy dwoma wektorami. Przejd¢ do uogolnienia. Szukamy
odwzorowania T migdzy dwoma dowolnymi wektorami u i v nalezacymi do tej
samej przestrzeni wektorowej V.

u="T(w)
Zadamy przy tym by odwzorowanie to bylo liniowe, to znaczny
T(aw + Bv) = aT(w) + BT(v)

gdzie a i S to liczby, a u, v, w to wektory. Wektor v mozemy przedstawic
w zadanej bazie przez jego wspotrzedne (8TIV 3.1)

311

3.1.2

V =1v.ex +vye, + Ve, 3.1.3a

Wstawiajac (3.1.3a) do (3.1.1) i korzystajac z liniowosci (3.1.2) mamy
u =Tv) = v, T(ey) + v, T(ey) + v,T(e,) 3.1.3

Wynika z tego, ze wystarczy jak znamy wartosci przeksztatcenia T na trzech
wektorach bazowych. Odwzorowanie T przeksztalca kazdy wektor bazowy
w inny wektor, ktory zawsze mozemy wyrazi¢ we wspotrzednych

1.4
T(ey) = Tyxex + Tyxey + Tyxe, 3.14a
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3.1.4b
T(ey) = Toyex + Tyyey + Tpye,

T(e,) = Ty ex + Ty ey + Ty e, 3.14c

Podstawiajac te wyrazenia do (3.1.3a) i je porzadkujac ze wzgledu na wektory
bazowe mamy

u=TV) = (TexVx + TayVy + Tz, ) €4
+ (Tyavx + Tyyvy + Tz, )€y 3.14
+ (Tyav + Toyvy + Ty, )€y

Wyrazenie(3.1.4) mozemy przedstawi¢ w postaci macierzowej

Txx Txy sz 315
u=|Lux T,y Ty, |v o
Ty sz Ty,

Wyglada na to, ze liniowe odwzorowanie T przestrzeni V w przestrzen V jest
tensorem. Do tej pory takie liniowe odwzorowania wektora w wektor
realizowali§my za pomocg liczby. Mnozenie wektora przez liczbe dawato wektor
o tym samym kierunku. Aby poprzez liniowe odwzorowanie przej$¢ od jednego
wektora do innego nieréwnoleglego wektora mnozenie przez liczbg nie wystarczy
- potrzebujemy tensora.

3.1.1. Brakety i tensory
W tym miejscu dobrze jest zapisa¢ dziatania na tensorach z uzyciem braketu
( | )(8TV 3.4.1). Dziatanie tensora T na wektor v zapisujemy tak

u = T|v)
A iloczyn skalarny wektoréw w i u mozemy przedstawic tak

3.1.6

w-u = (W|T|v) 3.1.7

Zapis z prawej strony nalezy czyta¢ od strony prawej do lewej. Mamy wigc:
wektor v trafia na tensor T, ktory przeksztatca go w wektor u — ket u, nastepnie
obliczamy iloczyn skalarny wektora w i u.

(W|T|v) = (w]u)

lloczyn skalarny jest operacja liniowa co w notacji braketoéw oznacza, ze

3.18

(aw + fz|u) = a(w|u) + B(z|u) 3.1.9a
(Wlou + fz) = a(w|u) + (w]|z) 3.1.9b
Gdzie a i g liczbami rzeczywistymi.
Obliczmy wyrazenie postaci
3.1.10

(ex|Tley)
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Zakladamy przy tym, ze wektory bazy {eq} sa wzajemnie ortogonalne
I jednostkowe (baza ortonormalna). Korzystajac z (3.1.4) i z (3.1.9b) mamy

(exlTlex> = <ex|Txxex + Tyxey + szez)

3.1.11a
= Tyx (exlex> + Tyx (ex|ey> + T, <ex|ez> = Thx
=1 = =0
Analogicznie obliczamy
3.1.11b
<ey|T|ey) =Tyy
.11
(e lTle,) =T, 31l
Mamy przy tym
(eX|T|ey) = (ex|Tuyex + Tyyey + T,y€,) 3.1.12
= Txy (exley) + Tyy (exley> + sz (exle,) = Txy
-4—’=1 T —v—’=0

Analogicznie obliczajace pozostale iloczyny mieszane mozemy wyliczy¢
pozostale mieszane sktadowe tensora T. Wida¢ z tego, ze w zadanej bazie
ortonormalnej zwiazki (3.1.10) oraz zwiazki typu (3.1.11 i 3.1.12) zadaja
wszystkie dziewie¢ skladowych tensora T. Przy zmianie bazy na inng
ortonormalng baze zwiazki te dadzg inne sktadowe tego samego tensora T.

Zwracam waszg uwage na fakt, ze wyprowadzone tu zwigzki sg w mocy
tylko w bazach ortonormalnych. Zapewnia to nam dwie sprawy — pierwsza to fakt,
ze 1loczyn wektora bazowego przez siebie (czyli jego dlugos¢) jest rowny jeden,
druga to zerowanie si¢ iloczynu dwoch roznych wektorow bazy. Bazy przestrzeni
wektorowej nie muszg by¢ ortonormalne, ale wtedy rachunki si¢ komplikujg. Na
wlasne zyczenie gubimy mozliwosci analizy uktadu wzdtuz zadanego kierunku
(przez wektor bazy) niezaleznie od innych kierunkéw (zadanych przez inne
wektory bazy).

W og6lnym przypadku wyrazenia typu (u|T|w) sg nieprzemienne. Jezeli
jednak jest inaczej to tensor T jest symetryczny, mamy wigc druga, obok
(def. 2.1), mozliwa definicj¢ tensora symetrycznego | przy okazji
antysymetrycznego (def. 2.2)

Definicja 3.1.1: Tensor symetryczny
Jezeli dla pewnego tensora T'i dla Razdej pary wektorow w i w mamy

(u|T|w) = (W|T|u) 3.1.13
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To tensor T nazywamy tensorem symetryczmym.

Definicja 3.1.2: Tensor antysymetryczny
Jezeli dla pewnego tensora T'i dla Razdej pary wektorow u i w mamy

(u|T|w) = —(W|T|u) 3.1.14

to tensor T nazywamy tensorem antysymetrycznym. Ze zwiqzRu (3.1.11) widaé, Ze
jezeli tensor T jest symetryczny, to

Definicje (2.1 1 2.2) staja si¢ teraz faktami wynikajacymi z powyzszych definicji;
mozesz sprobowac je udowodnié

Fakt 3.1.1.
Dla tensora symetrycznego zachodzi
3.1.15a
Fakt 3.1.2
Dla tensora antysymetrycznego zachodzi
3.1.16a

Tij = —Tj

Wynika z tego, ze tensor symetryczny ma sze$¢ niezaleznych wspotrzednych: trzy
na przekatnej 1 trzy poza przekatng, a tensor antysymetryczny tylko trzy (lezace
poza przekatng). Wyrazy przekatniowe tensora antysymetrycznego sg rowne zeru
(zastanow si¢ dlaczego?). Przypomng, ze tensor momentu bezwtadnosci i tensor
napie¢ sg tensorami symetrycznymi.
Na zbiorze tensorow mozemy uog6lni¢ operacje dodawania
Definicja 3.1.1: Suma tensorow
Sumq dwéch tensorow T¢ i T nazywamy taki tensor I, Ze

Tlu) = T2[u) + T°[u) 3117

Latwo pokaza¢, ze dla danej bazy przestrzeni wektorowej V, na ktorej wektory
dziata tensor T wspélrzedne sumy tensordw wyraza si¢ przez sumy ich
wspotrzednych

3.1.18
Ty = T + T}

Podobnie mozemy zdefiniowac iloczyn tensora przez liczbg
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Definicja 3.1.2: Iloczyn tensora przez liczbe

Iloczynem tensora T liczby o. nazywamy taki tensor 1%, Ze

3.1.19

Ti(; = (XTl' j
Nasuwa to przypuszczenie, ze tensory tworzg przestrzen wektorowa. I tak jest;
nie trudno jest sprawdzi¢, ze tensory wraz z operacja dodawania 1 operacjg

mnozenia przez liczbg¢ speiniajg wymagania definicji przestrzeni wektorowe;j
(def. TIV 3.1).

Fakt 3.1.1.

Tensory tworzg przestrzen wektorowa.

Skoro tensory tworzg przestrzen wektorowa to mamy mozliwos¢
zdefiniowania bazy w tej przestrzeni (def. TIV 3.1.4). Intuicyjnic mozemy
stwierdzi¢*, ze jednostkowa baza przestrzeni wektorowej tensoréw, sa macierze,
ktore na jednej pozycji maja jedynke a na pozostatych zera, na przyktad:

0 1 O 3.1.20a
612 =10 0 O

0 0 0.

0 0 O 3.1.20b
623 =10 0 1

0 0 0.

Dowolny tensor T mozemy przedstawi¢ w postaci kombinacji liniowej tensorow
bazowych

3

e 3.1.21
T= z @ij€;)
i=1 j=1
Zauwaz, ze zgodnie z (3.1.11) 1 (3.1.12) mamy
(ejl€jle;) =1 3.1.22a
3.1.22b

(ejléxkle;) = 0,k # i

Ay

Co robig tensory bazowe? Zobaczmy na przyktadzie tensora €.,
reprezentowanego przez macierz (3.1.20b)

* Dla matematyka stwierdzenie ,,intuicyjnie mozemy stwierdzi¢” jest dopiero poczatkiem drogi do $cistego
dowodu danego stwierdzenia. Ale dla fizyka takie intuicyjne stwierdzanie zasad matematycznych jest do przyjegcia,
tym bardziej ze predzej czy pozniej jakis matematyk dowiedzie poprawnosci takich intuicji i ewentualnie wskaze
jej ograniczenia.
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0 0 Oy, 0
0 0 1)v, =V,
0 0 Ofly, 0

Wida¢, ze tensor €,, wybiera trzecia wspolrzedna wektora v i kladzie ja na

3.1.23

miejsce drugiej wspotrzednej. Pozostale wspotrzedne sg zerowane. Ogolnie
tensor bazowy €; wybiera j-ta wspotrzedna danego wektora i ktadzie jg na miejsce
I-tej wspOtrzednej tegoz wektora. Pozostate wspotrzedne wektora sg zerowane.
Tensory o postaci &, zeruja wszystkie wspohrzedne danego wektora oprocz i-tej,
ktora pozostawiajg na miejscu.

Tensor jest odwzorowaniem liniowym wektoréw. Zapis macierzowy to
jego reprezentacja, ktorej postaé zalezy od przyjetych wektoréw bazy. Jednak
konkretny tensor jest niezalezny od wybranej bazy, podobnie jak konkretny
wektor jest niezalezny od wyboru bazy, w ktorym go reprezentujemy. Jezeli
wektory reprezentujemy w okreslonej bazie to z (3.1.11-12) wida¢, ze determinuje
to baze, w ktorej reprezentujemy tensory bedace liniowymi odwzorowaniami tych
wektorow. Wida¢ réwniez, ze wymiarem przestrzeni wektorowej tensorow
dziatajacych na przestrzen wektorowa o wymiarze N jest N2

Fakt 3.1.2

Wymiarem przestrzeni wektorowej tensordw dziatajgcych na wektory z przestrzeni V,
gdzie dim(V)=N, jest N2.

Przy zmianie bazy, w ktorej reprezentujemy wektory z przestrzeni wektorowej V
musimy tez zmieni¢ bazeg, w ktorej reprezentujemy tensory odwzorowujace te
wektory. Poniewaz tensory reprezentujemy przez macierze to na ich reprezentacje
przenosza si¢ reguly rachunku macierzy omowione w dodatku (DE).
W szczegolnosci mamy dwa wazne niezmienniki macierzowej reprezentacji
tensorow: $lad (§DE 1.1.5) i wyznacznik (§DE 4) . Przypomneg tu je

Twierdzenie 3.1.1: Slad macierzy tensora
Slad macierzy tensora T jest niezmiennikiem ze wzgledu na zmiang bazy

Tr(T) = const 3.1.24
Twierdzenie 3.1.2: Wyznacznik macierzy tensora
Wyznacznik macierzy tensora T jest niezmiennikiem ze wzgledu na zmiang bazy

det(T) = const 3.1.25

Slad macierzy roéznych tensoréw maja swoje fizyczne znaczenie, tak ze fakt

(3.1.1) okazuje si¢ bardzo wygodny, gdyz wystarczy wyznaczy¢ $lad tensora

W jednej bazie 1 mamy pewnos$¢, ze w kazdej innej bedzie on taki sam. Z drugie;j
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strony nie jest to dziwne. Skoro $lad macierzy ma znaczenie fizyczne, to
wlasciwosci fizyczne nie powinny zaleze¢ do wyboru bazy.

Poniewaz tensory s3 odwzorowaniem mozemy je roztozy¢ na czesé
symetryczng 1 antysymetryczng

Twierdzenie 3.1.1: rozklad tensora na czes¢ symetryczng i
antysmetrycza

Kazdy tensor T moina przedstawié jaRo sume tensor symetrycznego T i
antysymetrycznego T¢

Zalézmy, ze tak jest, wtedy musi by¢
(u|T|w) = (u|T* + T¢|w) = (u|T*|w) + (u|T|w)
Korzystajac z (3.1.15) 1 (3.1.16) mozemy przepisac (3.1.19a) w postaci

3.1.26

(u|T|w) = (W|T*[u) — (W|T%|u) 3.1.27
Stad wynika, ze
(W|T*|u) = (u|T|w) + (w|T%|u) 3.1.28a
(W|T*u) = (W[TS|u) — (u|T|w) 3.1.28b
Nadto z (3.1.19b) mamy
(W|T%|u) = (W|T|u) — (W|T|u) 3.1.29a
(W|TS|u) = (w|T|u) — (u|T*|w) 3.1.290
wstawiajac (3.1.28a) do (3.1.27a) oraz (3.1.28b) do (3.1.27b) mamy
1
(WIT*lu) = 7 (uIT[w) + (W|T|u)) 3.1.30a
1
(WIT®u) = = ((WIT|u) — (u|T|w)) 3.1.300

Wzory (3.1.30a) i (3.1.30b) definiuja odpowiednio wspotrzedne tensora
symetrycznego i antysymetrycznego. Zgodnie z (3.1.26) sumujg si¢ one do
tensora T, skad wynika teza twierdzenia.

Jezeli za wektory w i u wstawimy do (3.1.30) wektory bazy ortogonalnej
to korzystajac z relacji (3.1.10) i (3.1.11) otrzymamy wzory na wspdirzedne
sktadowych symetrycznych i antysymetrycznych danego tensora T.
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1 1
Txx E (Tyx + Txy) E (sz + sz)
1 1
T = 2 (Ty + Tyx) Tyy 2 (Toy + Ty2) 3.1.30

1

E (sz + sz) (T + T, y) Tzz
1 1

/ 0 ( xy — yx) E (sz - sz)\

1 |
Tyx) 0 5 (Tyz — Tuy) | 3.1.31

Ta_ (Txy
\(sz L 5(T-T,) 0 )

Tyle naszego pierwszego matematycznego podsumowania na temat
tensorow. Ale to nie koniec calej matematyki tensoréw. Czeka nas jeszcze kilka
przygod. Aby jednak nie zatraci¢ si¢ w matematyce tensorow przejde do podstaw
teorii sprezystosci, W ktdrej tensory odgrywaja istotng role. Poznamy przy okazji
jeszcze jeden tensor, bynajmniej nie ostatni ;)
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4. Sprezystosc ¢

Najprostsze wyrazenie teorii sprezystosci juz bylo przez nas wykorzystane.
Obliczajac sile z jaka naciggnigta jest sprezyna przyjmowatem (8TIl 5.1), ze

F = kAx 4.1

Wzér (4.1) wyraza prawo Hooke’a. Prawo to wydaje si¢ nam dzi§ czyms$ prostym,
ale w czasach Hooke’a nawet proste niegeometryczne modele matematyczne
uktadéw mechanicznych miaty posmak metodologicznej nowosci.

Okreslenie 4.1: Prawo Hooke’a

OdRsztatcenie ciata Ax od stanu réwnowagi, pod wpfywem dziatajgcej sity F jest
proporcjonalne do tej sify (4.1)

Rozcigganiu 1 $ciskaniu podlegaja nie tylko sprezyny. Kazde cialo state,
w pewnym zakresie dziatajacych na nie sit, zachowuje si¢ jak sprezyna.
Rozwazmy pret o dlugosci |, ktory podlega rozcigganiu lub $ciskaniu. Przy
rozcigganiu dlugos¢ preta zwigksza sie o AlI>0, a przy $ciskaniu zmniejsza si¢
0 Al<0. Rozciagniecie preta, 0 danym przekroju, o dlugosé Al jest tym tatwiejsze
im dtuzszy jest pret. Pomysl, Zze do Sciany przyczepiona jest potaczona para takich
samych sprezyn, o statej sprezystosci K.

Rysunek 4.1. Dwie potaczone szeregowo sprezyny o takim samym
wspotczynniku sprezystosci k. Sita F przytozona jest do drugiej sprezyny (liczac
od $ciany). Poprzez drugg sprezyne ciagnie pierwszg sprezyne, zatem sita z jaka
naciggana jest druga sprezyna jest rowniez rowna F (zasada akgcji i reakgcji).

Jezeli za pierwsza sprezyne ciggniemy sitg F, to ciggnie ona drugg sprezyne tak,
ze ta druga, na mocy prawa akcji i reakcji, odpowiada sitg —F, co oznacza, ze sama
jest rbwniez naciggana sitg F. Obie sprezyny ulegng rozciggnigciu
4.2.
A&:E:sz =E:>AX:AX1+AX2 :ZAxizéF
Wynika z tego, ze dwie takie same, potaczone spr¢zyny mozna traktowac, tak jak
jedna sprezyne o statej sprezystosci k/2, ktora pod dziataniem sity F ulega dwa
razy wigkszemu rozciggnigciu niz pojedyncza sprezyna. Zatem podwdjna
sprezyna przy tym samym rozciggni¢ciu catkowitym (Co pojedyncza)
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zmagazynuje dwa razy mniej energii potencjalnej niz pojedyncza sprezyna.
Nawiasem moéwige uogdlniajgc wyrazenie (4.2) mozesz pokazaé, ze uklad N
polaczonych sprezyn o wspotczynnikach sprezystosci Ki,..., Ky dziata tak jak
jedna sprezyna 0 wspotczynniku sprezystosci k danym wzorem
1 i 1
k 45k

4.3

Wracajac do preta. Analogia ze sprezyng pokazuje, ze dwa razy dluzszy
pret powinien, pod wptywem tej samej sity ulec dwa razy wigkszemu wydtuzeniu,
stad moje stwierdzenie, ze im dtuzszy pret tym tatwiej go rozciagna¢ o Al. Ogolnie
oznacz to, ze

Al
—~F 4.4

Jezeli jednoczesnie chcemy rozciggac¢ dwa rownolegte prety 0 Al, to spodziewamy
si¢ koniecznos$ci uzycia dwukrotnie wiekszej sity, niz w przypadku pojedynczego
preta. Ponownie skorzystam z analogii ze sprezynami. Rysunek (4.2) pokazuje
dwie rownolegle sprezyny.

AAAAAAA— FI2

> F

AN NN AAA— FI2

Rysunek 4.2. Dwie takie same sprezyny potaczone rownolegle. Na kazdg z nich
dziata sita o wartosci potowy sity dziatajgce na caty uktad.

Gdy ciggniemy za nie z silg F to na kazdg z nich dziata sita F/2 i w efekcie kazda
z nich rozciaga si¢ dwa razy mniej niz pojedyczna sprezyna. Aby osiggnac to
samo rozciggnigcie co dla jednej sprezyny musimy podziataé sitg 2F. Sprezyny
potaczone rownolegle rozciaggaja si¢ o potowg mniej niz pojedyncza sprezyna
przy tej samej przytozonej Sile. Oznacza to, ze przy tym samym rozciggnieciu AX
podwadjna sprezyna potaczona rownolegle magazynuje dwa razy wigksza energig
niz pojedyncza. W prosty sposob mozesz pokazaé, ze kiedy potaczymy
rownolegle N sprezyn o wspotczynnikach sprezystosci Ky to uktad ten dziata tak
jak jedna spr¢zyna o wspotczynniku sprezystosci k danym wzorem

N
k=>k
i=1

Na tej podstawie mozemy si¢ spodziewaé, ze sila niezbgdna do rozciggniecia
preta jest tym wigksza im wigksze jest jego pole przekroju A. Dwie polaczone
réwnolegle sprezyny maja pole dwa razy wigksze od jednej, przy tej samej
dhugosci. Zatem (4.4) mozna zapisa¢ w postaci

4.5
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Al_ F_ 46
l—aA—as 0.

a jest statg proporcjonalnosci, nazywana wspotczynnikiem sprezystosci, a F/A to
znane nam juz naprezenie S (SciS$le warto$¢ naprezenia). Zwykle zamiast
wspotczynnikiem sprezystosci a postlugujemy si¢ jego odwrotnoscia

1 F [

B YRR 1

ktora nazywamy modutem Younga. Widaé, ze jezeli Al=Il, to wtedy I/Al=1
I w efekcie E=s, czyli modtu Younga jest rowny wartosci naprgzenia. Stad mamy

Definicja 4.1: Modul Younga (modul odksztalcalnosci liniowej)
Moduf Younga jest réwny wartosci naprezenia powodujqcemu podowojenie dugosci
danego ciata

Fakt: 4.1.

Wymiarem modutu Younga jest ci$nienie. W uktadzie Sl jednostka dla modutu Younga
jest Pascal.

W definicji modutu Younga (4.7) wystepuje wartoS¢ naprezenia, czyli sita
dzielona przez pole powierzchni przekroju preta (przy czym zaktadamy, ze sita
dziala w kierunku wyznaczonym przez pret). Wiemy, ze wspotczynnik
sprezystosci K zalezy liniowo od powierzchni przekroju preta. Dwa razy wigksza
powierzchnia oznacza dwa razy wigkszg site potrzebng dla uzyskania tego
samego rozciggniecia. Poniewaz modul Younga jest proporcjonalny do sity
dzielonej przez pole powierzchni jego wartos¢ jest niezalezna od pola przekroju
preta. Modut Younga charakteryzuje zatem tylko wlasno$ci sprezyste materiatu.
Przyktadowe warto$ci modutu Younga przedstawia tabela (4.1).

Materiat E [GPa] Materiat E [GPa]
Guma 0.01-0,1 Stal 190-210
Beton ($ciskany) >27 Wolfram 400-410
Miedz 110-135 Weglik Tytanu 450-650
(TiC)
Tytan 105-120 Nanorurka >1000
Weglowa

Tabela 4.1. Przyktadowe warto$ci modutu Younga

Podane w tabeli (4.1) warto$ci modutu Younga sg ogromne. Ale jak wiemy

z definicji (4.1) modut Younga jest rOwny warto$ci naprezenie przy ktorym pret

podwaja swojg dlugos$¢. Tylko niewiele materialdw moze nam na to pozwolic.
73



Jan Masajada © — 45 tematow z fizyki

Wigkszos$¢ z nich przed osiggnigciem takiego rozciagnigcia zerwala by si¢. Juz
rozciaggniecie stalowego preta, o dlugosci jednego metra, o Al=1cm, jest
powaznym wyzwaniem. W praktyce, jezeli nie chcemy doprowadzi¢ do
zniszczenia ciatla przyktadamy znacznie mniejsze naprezenia przez co
uzyskujemy male rozciagniecia niz podwojenie dtugosci (dotyczy to rowniez
Scisnigc).

Zgodnie z podanymi wzorami dlugo$¢ pre¢ta zmienia si¢ liniowo wraz
z przylozona sila, co wykazemy ponizej. Niech pret o dlugosci lo, ulegnie
rozciggnieciu o Al, pod wptywem naprezenia S,

[ =1, + Al 4.8
Zgodnie ze wzorem (4.6) mamy

Al =al,s 4.9
Co po wstawieniu do (4.8) daje szukang zalezno$¢ liniowa

[l =1,(1+ as) 4.10

Aby bezposrednio nawigzaé¢ do prawa Hooke’a (4.1) wykorzystam (4.7) mamy

E EA

Zwiazek (4.11), to w sumie prawo Hooke’a; sita rozciggajaca ($ciskajgca) pret
jest proporcjonalna do wydtuzenia. Zatem jezeli Sciskamy (wydluzamy pret), to
wykonana przy tym praca zostaje w nim zgromadzona w postaci energii
potencjalnej o wartosci (8Tl 5.1)

— ____A]2
Ep = 5—Al 4.12

Funkcja opisujaca wielko$ci naprezenia potrzebnego dla osiggniecia
wzglednego przyrostu dlugosci Al/l moze zostaé przyblizona liniowo (to jest
wzorem (4.6)), tylko w ograniczonym zakresie (rys. 4.3). W zakresie tym dziala
prawo Hooke’a. Poza obszarem liniowym zalezno$ci wyprowadzone wyzej
przestaja by¢ wystarczajaco doktadne. W koncu czasteczki ciata oddalajg si¢ na
odleglos¢, na ktorej oddzialywanie ustaje 1 pret ulega rozerwaniu.

Rozciaganiu preta towarzyszy efekt zmniejszenia si¢ pola powierzchni jego
przekroju, ktory do tej pory zaniedbywatem. Teraz czas to zmienié, czyli
przejdziemy do doktadniejszego modelu opisujacego proces rozciggania. Dla
pretow wykonanych z materiatow jednorodnych i izotropowych mozemy przyjac,
ze takie zwezanie zachodzi proporcjonalnie we wszystkich kierunkach (w danym
przekroju). Stad mozemy zapisac

Ad Al

i —O'T 4.13
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Tutaj d jest rozmiarem przekroju preta wzdhuz wybranego kierunku. Parametr o
nazywany jest statg Poissona 1 wyraza stosunek odksztatcenia poprzecznego do
odksztalcenia podtuznego. Stata Poissona jest bezwymiarowa. Znak minus
W (4.13) wynika z faktu, Zze stala Poissona jest dodatnia. Natomiast dla Al
dodatniego grubos¢ preta maleje, czyli Ad jest ujemne.

Rysunek. 4.3. Przyktad przebiegu zalezno$ci

A naprezenia od rozciggniecia wzglednego dla
F/A preta. Cze$¢ prawie liniowa, pomaranczowa
kreska, odpowiada zakresowi stosowalnosci
prawa Hooke’a. Poza tym zakresem zalezno$ci
przestaje by¢ liniowa. W pewnym obszarze
(rozowa kreska) wydtuzenie moze rosng przy
stalym naprezeniu. Nastepnie naprezenie
ro$nie wraz zwydtuzeniem az do punktu
zerwania (czerwony krzyzyk). Przedstawiona
krzywa oddaje typowy charakter zaleznosci
naprezenia w funkcji rozciggniecia. Doktadny

»  przebieg tej krzywej zalezy od materiatu

A/ i grubos$¢ preta.

Pret uwazamy za jednorodny, gdy wykonany jest z jednolitego materiatu.
Sam materiat moze mie¢ jednak wewnetrzng budowe o ztamanej symetrii. Tak si¢
dzieje w przypadku krysztatow, ktorych komorki moga mie¢ ograniczong
symetri¢. Materiat zbudowany z takich krysztaldéw nie jest izotropowy i moze
ulega¢ r6znym rozciggnigciom (zwezeniom) w zalezno$ci od kierunku dziatania
sity wzgledem orientacji komoérek krysztatu. W przypadku materiatow
izotropowych i jednorodnych stale E i o dobrze okreslaja wlasnosci sprezyste
wykonanych z nich elementow. Poniewaz zwigzki (4.13) i(4.11) sa liniowe
mamy dodatkowo zasad¢ superpozycji. To znaczy gdy mamy zbior sit
dziatajacych na dany element to efekty ich dziatania sumujg si¢. Gdy materiat
przestaje by¢ izotoropowy musimy przejs¢ do wielkosci tensorowych.

Zobaczymy, na prostych przyktadach, co daje przedstawiony wyzej model
w przypadku ciat jednorodnych 1 izotropowych. Powiedzmy, ze na element preta
wykonanego z materialu jednorodnego 1 izotropowego dziata cisnienie
hydrostatyczne p (rys. 4.4).
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L
= s

RERERR

Y

Rysunek 4.4. Na jednorodny pret dziata ci$nienie hydrostatyczne o wartosci p.
Pret moze by¢ na przyktad zanurzony na pewnej gtebokosci w cieczy. Nie mniej
w atmosferze dziata rowniez na niego ci$nienie atmosferyczne. Mozemy wiec
sobie wyobrazi¢, ze poczatkowo pret byt trzymany pod kloszem prézniowym,
do ktérego nastepnie wpuszczono powietrze.

Wzdluz kazdej z osi X, Yy , Z pret jest Sciskany. Rozsadng rzeczg jest zatozy¢, ze
dla jednorodnego i izotropowego preta skutki sit dziatajacych wzdtuz os X, y i z
sg niezalezne. Zgodnie z tym zalozeniem bedg je analizowal niezaleznie.
Cisnienie dziatajace wzdtuz osi x-Ow spowoduje jego Sci$nigcie, ale temu
$ci$nieciu bedzie towarzyszyto zwickszenie dtugosci preta wzdtuz osi z-tow. Aby
to wydluzenie wyliczy¢, musz¢ policzy¢ SciSnigcie wzdtuz osi X-OW i y-Ow.
Liczymy je tak jak dla osi z-0w. Pr¢t ulegnie $ci$nieciu wzdhuz osi X-0w 0
Al p

L E 4.14
Jednocze$nie zgodnie z (4.13) temu SciSnigciu wzdhuz osi x-Ow bedzie
towarzyszyto rozciagniecie wzdtuz osi z-Ow réwne

Al Al
== —g—= 4.15
L, Ly
Podstawiajac (4.14) do (4.15) mamy
AlZZ p
L o 4.15

Jak wida¢ znak minus we wzorze (4.13) skompensowal si¢. Teraz Sciskaniu preta
wzdhiz osi x-Ow odpowiada jego rozcigganie wzdhuz osi z-tdw. Podobnie dla
ci$nienia dziatajacego wzdtuz osi y-Ow mamy

My, _ _p _ Al 4.16
L, E L,
Calkowite wydluzenie jest rowne, zgodnie z zasadg superpozycji, sumie
przyczynkow. Stad mamy
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Alz Allz AlZZ p p
] = ] + 2 ] ——E-I‘ZO'E 4.17

= —%(1—20)

Al, = Aly, + 2Al,, =

Wszystkie trzy kierunki traktujemy to tak samo, wigc dla dowolnego promienia
przekroju mamy réwniez

Al p
T=—E(1—20) 4.18
Mozemy wyznaczy¢ zmiane objgtosci preta pod wptywem cisnienia p. Mamy
AV p
v = —3E (1-20) 4.19
Zalezno$¢ (4.19) zapisuje si¢ rbwniez w postaci
AV
p=-K 2 4.20
E
K = m 4.20a

Parametr K jest nazywany modutem $cisliwosci. Jeszcze dwie uwagi: pierwsza to
fakt, ze zwigzek (4.20) jest zwiazkiem liniowym podobnie jak prawo Hooke’a.
To oczywiscie nie jest prawo Hooke’a, bo dotyczy objetosci, ale nalezy jak prawo
Hooke’a do klasy zwigzkow liniowych. Druga uwaga wynika z rownania (4.20a).
Stata Poissona musi by¢ mniejsza od % , w przeciwnym razie modut $cisliwosci
K bylby mniejszy od zera. Wtedy z (4.20) wynika, ze dla K<0O ciato pod
cisnieniem p zwigkszatoby swojg objetos¢. To ciekawy efekt, ale wigzalby si¢
z mozliwoscig ztamania zasady zachowania energii, wigc go odrzucamy.

Poszto nam catkiem gtadko. Ale to dopiero poczatek. Trudnosci zaczng sig
teraz, gdy wezmiemy si¢ za ciala niejednorodne lub/i nieizotropowe.

4.1. Tensor przesuniec

W pierwszym kroku zobaczmy czy do rozwigzania problemu z rysunku (4.4)
mozemy uzy¢ rachunku tensorowego. Dla cisnienia hydrostatycznego tensor
naprezen przyjmie postac (tabela 3.1)

-1 0 0

c=p [ 0 -1 0 ] 41.1
0 0 -1

Na kazda ze $cianek preta sity dziatajg tak samo 1 prostopadle do powierzchni nie

ma wiec pozadiagonalnych sktadowych. Prawde mowigc nie wiadomo co dalej.
Jak powigza¢ tensor naprezen z odksztatceniem preta? Znalezienie powigzania
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wymaga wysitku zwigzanego z uogolnieniem opisu odksztatcenia ciata. Do tego
celu zdefiniujemy jeszcze jeden tensor - tensor odksztatcen.

Definiowanie tensora opisujacego odksztatcenie zaczne od czegos tatwego.
Rozpatrzmy niejednorodny pret (rys. 4.1.1a). Jego niejednorodnos¢ polega na
tym, ze obszar wyrdzniony na szaro rozcigga si¢ bardziej niz pozostale,
oczywiscie pod dzialaniem tej samej sity. Niech wspolczynnik A opisuje
rozciggliwosci preta, tak ze dla i-tego kawatka mamy

L 4.1.2
A=—

Loi
Gdzie L; jest dlugoscig i-tego kawalka po rozciagnieciu, a Lo przed
rozciggnigciem. Dhugo$¢ preta po rozciggnieciu jest rOwna Sumie rozciggnigé
kazdego kawatka

N N 4.1.3
L= le L = 21131 Ly,

Mozemy tu odwota¢ si¢ do przyktadu spr¢zyn potagczonych szeregowo (rys. 4.1).
Gdy jedna z nich jest stabsza musi si¢ mocniej naciggng¢ aby zrownowazy¢ sity
oddziatywania przez sasiadow (prawo akcji i reakcji)

a i-ta czesé

/
LI T T T T T I T 111

x=0 X=X, x=L, >

Rysunek 4.1.1. a) Dzielimy pret na kawatki, jeden z nich (szary) ma inng
warto$ci wspétczynnika A, niz pozostate. Taki pret jest niejednorodny, szary
kawatek pod dziataniem tej samej sity rozcigga sie inaczej niz pozostate;
b) w tym przyktadzie pret jest niejednorodny na catej swojej dtugosci, co jest
symbolizowane przez spadajacy stopien szarosci. Wspo6tczynnik rozciggliwos$ci
A staje sie funkcja zmiennej x. Przyktadowy przebieg takiej funkcji pokazuje
przerywana linia. Wybrany nieskonczenie maty kawatek preta dx w potozeniu
xw pokazuje ciemna kreska. Kazdy taki kawatek, pod wptywem tej samej sity
rozciaga sie inaczej - to jest zgodnie z lokalng wartoscia funkcji A(x).

Jezeli z dlugoscig kawalkow przejdziemy do wielkosci nieskonczenie matych, to

mamy

lo 4.1.4
L= | a(x)dx

x=0

Przypominam co oznacza ten zapis. Lokujemy pret tak, ze jego poczatek jest
W potozeniu x=0. Wyrazenie A(X) jest wartoscig wspotczynnika A dla przekroju
preta o wspoOtrzednej x. Wielko$¢ A(X)dx jest rozciggnigciem nieskonczenie
matego kawatka, ktory zawiera punkt X (rys. 4.1.1b). Granice catki oznaczaja, ze
nalezy wysumowac¢ wszystkie takie rozciagniecia od x=0 do x=Lo. Jak widzisz
przy zapisie (4.1.4) pret moze mie¢ rozng warto$¢ wspotczynnika A dla roznych
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X-O6w, stad A przestaje by¢ liczbg a staje si¢ funkcja zmiennej X (rys. 4.1.1b), przy
czym zmienna X identyfikuje kolejne przekroje preta.

Wspotrzedne punktéw na nierozciggnigtym precie oznaczytem przez X. Na
rozciggnigtym precie punkty zmieniajg swoje potozenie. Wprowadze nowa
zmienng ¢, ktéra bedzie okreslata potozenie punktow na precie rozeciagnigtym.
Mozemy réwniez okresli¢ funkcje.

= (p( x) 4.1.5
ktora taczy punkty przed (o wspotrzednej X) i po (o wspdirzednej &) rozciggnieciu
preta (rys. 4.1.2). Rozpatrzmy dwa bliskie sobie punkty A i B na nierozciggnigtym
precie. Niech ich wspotrzedna X-owa bedzie rowna X 1 X+AX. Dhugosé¢ odcinak AB
jest rowna Ax. Po rozciggnieciu wspotrzedne tych punktow beda rowne {pa=o(X)
I {g=@(X+AX), adlugos¢ rozciagnictego odcinak AB wynosi @(X+AX)- ¢(X).
Pewnie domyslasz si¢ co si¢ teraz stanie — obliczmy pochodna

im ¢(X+Ax)—o(X) _o(x) _do

A0 AX dx

4.1.6

X, Xg
e ° |
N\ x
c °
CA CB _5

Rysunek 4.1.2. Wspéirzedne punktoéw na precie nierozciggnietym oznaczamy
przezx a na precie rozciggnietym przez ¢. Po rozciggnieciu zmienia sie odlegtos¢
miedzy wybranymi punktami co pokazuje zielony odcinek.

Zauwaz, ze obliczam réznice wartosci funkcji ¢ (potozenia dwoch punktdéw po
deformacji) i dzielg ja przez réznice wspotrzednej x-owej tych punktdw, ale przed
deformacja. Z (4.1.6) wynika, ze dla bardzo matych Ax, dtugos$¢ rozciggnigtego
kawatka preta jest, z dobrym przyblizeniem, funkcjg liniowg roznicy
wspotrzednych AX, przed rozciggnigciem
o(X+AX)—(X) = ¢'(X)Ax 4.1.7
Lewa strona (4.1.7) opisuje dtugos¢ odcinka AB po rozciggnigciu. Na mocy
(4.1.2) wida¢, ze w granicy nieskonczenie malych rozciggni¢¢ wspotczynnik A
jest rdwny pochodnej (4.1.6). Stad majac (4.1.4) mozemy napisac
x=Lg
AM(X)=¢'(X)= L= I @'(x)dx 418
x=0
Funkcja A(x) pozwolita na lokalizacj¢ opisu deformacji preta. Wyrazenie (4.6)
dotyczylo catego preta, naktadato to wysokie wymagania na jego jednorodnos¢.
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Wraz z lokalizacja opisu wlasnosci mechaniczne prgta moga si¢ zmienia¢ od
punktu do punktu.

Uwaga 4.1.1.

Mozesz miec zastrzeZenia co do funRcji (4.1.5). Wydaje sig, Ze rozciggniety pret ma wigcej
punktéw niz nierozciggniety. Ale od stromy matematycznej jest to nieprawada.
Przypominam, Ze nie operujemy na realnym precie tylRo na jego matematycznym modelu,
w postaci odcinka na osi liczb rzeczywistych. Kazdy taki skoticzony odcinek ma takq samq
liczbe punktow jak cata os liczb rzeczywistych, przynajmniej w tym sensie, Ze istnieje
odwzorowanie 1<>1 (bijeRcja) takiego odcinka w cafq prostq. Jako przykfad podam
funckje tangens, Rtora punkty z odcinka od -m/2 do /2 odwozrowuje na os -0, +o0 i jest
to bijekcja. Jak ten model ma si¢ do rzeczywistosci? Bardzo dobrze, przynajmniej w tym
sensie, ze Swietnie stosuje si¢ do duzej liczby praktycznych probleméw z mechaniki.
Patrzqc mikroskopowo przy rozcigganiu preta zmieniajq sig odlegfosci miedzy atomami.
W obrazie mikorskopowym funkcja (4.1.5) moze by¢ zdefiniowana tak by opisywac
przesunigcia poszczegolnych atoméw. Ale taki mikrosRopowy obraz jest niemozliwie
skompliRowany. Wiec jesli model ciqgly zachowuje sig poprawnie od strony fizycznej
i matematycznej, to niech Zyje model ciggty.

Przejde¢ do trojwymiarowego obrazu. Rysunek (4.1.3) przedstawia brylte,
ktora ulega deformacji. By znalez¢ si¢ mozliwie blisko przyktadu z pretem
z rysunku (4.1.2) wybratem krzywa nalezaca do bryly (nie musi leze¢ na jej
powierzchni), ktorej deformacje bedziemy $ledzi¢. Bryla przed odksztalceniem
opisana jest w ukladzie (X1, X2, X3) a po odksztalceniu w ukladzie (&1, &2, &3).
Krzywa na bryle sparametryzuje przez jej dlugos¢. Przypomne, ze krzywa
mozemy rozprostowac zachowujac odlegtosci pomigdzy jej punktami i na takiej
prostej wprowadzi¢ parametr S. Jeden koniec krzywej uznajemy za jej poczatek,
a drugi za jej koniec. Na poczatku parametr s=0, a na koncu s=L, gdzie L jest
dhugoscig krzywej. W kazdym punkcie parametr S méwi nam jak daleko jesteSmy
od poczatku krzywej. W tym momencie sytuacja staje si¢ analogiczna do tej z
rysunku (4.1.2). Jak widzisz, gdzie si¢ da id¢ drogg wiadra. Funkcja x(s) powie
nam jakie sg wspotrzedne (X1, X2, X3) dla punktu krzywej o parametrze s. Po
deformacji wzajemne potozenie punktow zmienia si¢. Zdeformowang krzywa
opisujemy w uktadzie (1, &2, ¢3), a funkcja (s’) powie nam jakie sg wspotrzedne
(&1, &, &) dla punktu krzywej o parametrze s”. Znak prim przy s oznacza, ze na
zdeformowanej krzywej dany punkt moze mie¢ inng warto§¢ parametru S,
w stosunku do warto$ci tego parametru na nierozciggnietej krzywej. Funkcja ¢(x)
okresla deformacje bryty, w szczeg6lnosci wybranej krzywe;.
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P(X)

Rysunek 4.1.3. Odksztatcenie bryty przedstawiamy w dwéch uktadach
wspoétrzednych. W jednym przedstawiona jest bryta przed odksztatceniem,
w drugim po odksztatceniu. Odksztatcenie opisane jest funkcja ¢. Wybieramy
krzywa biegnac przez wybrane punkty bryty przed odksztatceniem. Okreslamy
wektor styczny do wybranego punktu tej krzywej. Po odksztatceniu bieg
krzywej ulega zmianie. Zmianie ulega rowniez wektor styczny do wybranego
punktu.

Oczywiscie, gdy ograniczymy si¢ do krzywej funkcja ¢ jest rowniez zalezna od
parametru s: ¢@(x(s)). Pochodna dx/ds okresla jednostkowy wektor styczny do
krzywej w punkcie o parametrze s. lle wynosi pochodna d{/ds? Zauwaz, ze chce
obliczy¢ pochodng po ds, a nie po ds'. Czyli ponownie bior¢ rdéznice potozenia
(mierzong wzdtuz krzywej) miedzy dwoma punktami na krzywej zdeformowanej
i dziele ja przez roznice wartosci parametru S dla tych punktow, ale przed
deformacja, tak jak we wzorze (4.1.6). Ta zmiana parametryzacji spowoduje, ze
pochodna d¢/ds nie bedzie rowna jednosSci, tylko wartosci przeskalowania
odlegtosci migdzy punktami, czyli funkcji A(S), tak jak to mialo miejsce we
wzorach (4.1.6-8).
Iim|§(s +As') =< (s)
As—0 AS
Tego typu ,,machlojka” ze zmiang zmiennej, po ktorej liczmy granice nie jest
grozna, gdyz S jest jednoznacznie zwigzane z S’ oraz gdy As'—0, to As—0.
Nastepuje tylko przeskalowanie wartosci pochodnej, ktorego miarg jest wiasnie
A(s). Warto$¢ bezwzgledna bierze si¢ z tego, ze wspdtczynnik przeskalowania
uznajemy za dodatni. Znak wspoétczynnika nie niesie potrzebnej informacji. Na
podstawie rysunku (4.1.3), oraz wiasnosci funkcji zdefiniowanych na
wielkosciach wektorowych mozemy zapisa¢ funkcje na poszczegdlne
wspotrzedne punktu po odksztatceniu

5(5)=0(x:(5)%2(5)-x4(9)) 4110
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Z reguly obliczania pochodnej funkcji ztozonej mamy
d¢; ia(pi dx; 4111
ds 4o, ds

Zbierzmy pochodne ¢; w tablicg &

op, Op Op
OX,  OX, OX

_| 99, 0@, OJop, 4.1.12
OX,  OX, OX

O0p; 0@, Op;
| O OX, OXg
Stad wynika, ze
dg(s') - dx 4.1.13
ds  ds
Rozpisze to wyrazenie

[
I

op, Op  0p, dx,

OX,  OX, OX ds
dg“(s') op, 0p, O, ) dx,

ds 0%, OX, OX, ds
Op; Op;  Og; %
| Ox, Ox, OX | L ds |
Tensory okreslalismy jako przeksztatcenia liniowe wektorow w wektory. Jak
wida¢ ze wzoru (4.1.14) macierz Z mnozy wektor styczny do danej krzywej
utworzonej z punktow bryty przed deformacja i przeksztatca go na wektor styczny
do tej krzywej po deformacji, czyli zachowuje si¢ jak tensor. Po przemozeniu
macierzy reprezentujacej tensor = przez kolumne reprezentujaca wektor dx/ds
mamy

4.1.14

i O, dX; N O, dX, N Op, dX, |
Ox, ds Ox, ds Ox, ds
dé’(s,) _| 99, dx, 4 Op, dx, " Op, dx,

ds ox, ds oOx, ds  Ox, ds

Op, dx, N Op, dx, N O, dx,
| 0% ds 0Ox, ds 0x; ds |
Jest to kolumna reprezentujgca wspotrzedne wektora stycznego do danej krzywej
po deformacji bryty. Z drugiej strony kazdy wiersz tej macierzy reprezentuj¢
sume (4.1.11) dla danej funkcji oi.

4.1.15

82



Jan Masajada © — 45 tematow z fizyki

Fakt 4.1.1.

Deformacje bryty w danym punkcie opisalismy poprzez relacje okreslajgcy zwigzek
miedzy wektorem stycznym krzywej przechodzacej przez ten punk przed i po
deformacji.

Definicja 4.1: Tensor przesunieé¢

Tensor przesunigé ciata statego jest tensorem, Rtdrego macierzowa reprezentacja ma
postaé (4.1.12)

4.1.1. Przykiad 1

Poddajmy prostg bryle deformacji polegajacej na jej rozciggnieciu wzdhuz osi x-
ow (rys. 4.1.4).

a b
A A
y -

P(X,Y)
=

> >
X &

Rysunek 4.1.4. Przeksztatcenie bryty polega na jej rozciagnieciu wzdtuz osi x.
Wspéirzedne y i z bryly pozostaja niezmienione, to jest =y oraz ¢z =z.
Wspélirzedna x zmienia sie zgodnie z zaleznoS$cig (i=x+fx. Odcinek lezacy
wzdhtuz osi x-6w (czerwony) ulega tylko rozciggnieciu (skurczeniu jezeli f<1).
Odcinek lezacy pod katem do osi x-6w (zielony) ulega rozciagnieciu

(skurczeniu) i obréceniu. Odcinek prostopadty do kierunku rozciggniecia
(niebieski) nie ulega zmianie.

Odwzorowanie ¢ we wzorze (4.1.10) zalezy tylko od x-Ow, zatem nie musimy

jawnie wypisywaé zaleznosci od parametru S. Dla naszego przypadku ma ono
postac

o(r)=((1+B)x.y.2) 4.1.16
Jak wida¢ rozciggnigcie jest tym wigksze im wigksze jest X, co nie dziwi, biorgc
pod uwage, ze dochodzi do kumulacji rozciggnie¢; im dalej od poczatku odcinka
tym wicksza kumulacja. Dla przyktadu, jezeli punkt przed deformacja miat

wspotrzedne r(2,1,1), to po rozciggnigciu mamy r'(2+2f,1,1). Tensor przesunigc,
obliczony ze wzoru (4.1.12), ma postaé

B 00
==|0 1 0 4.1.17
0 01
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Zgodnie z (4.1.14) wida¢, ze wektor styczny do krzywej w danym punkcie
transformuje si¢ w wektor stycznych do krzywej po deformacji, ktéry ma
przeskalowang [ razy wspéirzedng X. Stowem wektor styczny nie zmienia
kierunku, tylko warto$¢. Dla rozciggania wektor bedzie miat zwigkszong warto$¢,
a dla $ciskania jego warto$¢ bedzie zmniejszona.

4.1.2. Przykiad 2
Poddamy teraz nasza bryle przeksztatceniu nazywanemu $cigciem (rys. 4.1.5)

a b
A A
y -

o(X,Y)

—> /

[ [/ /]]]]
[ [ /][] ]]
[[ [ ]]

»
»

>
X -

Rysunek 4.1.5. Pod wplywem $ciecia przesuwajg sie miedzy sobg ptaszczyzny
prostopadte do kierunku $ciecia. Odcinek rownolegty (czerwony) do kierunku
Sciecia nie ulega zmianie. Odcinek prostopadta (niebieski) do tego kierunku
zmienia kat nachylenia i dtugos$¢. Odcinek idacy pod katem ostrym do kierunku
przesuniecia (zielony) ulega rozciggnieciu i pochyleniu.

Odwzorowanie ¢ dane jest wzorem
o(r)=((x+8Y).y,2) 4.1.18

Jak wida¢ rozciagnigcie w kierunku osi X-Ow jest tym wigksze im wigksze jest Y.
Przypomina to rozsunigcie talii kart (rys. 4.1.6).

Dla przyktadu, jezeli punkt przed deformacja miat wspotrzedne r(1,3,1), to
po rozciggnieciu mamy r’(1+3p,3,1). Tensor przesuni¢¢ ma postac

4.1.19

Rysunek 4.1.6. Odksztatcenie
poprzeczne (Sciecie) w danym
kierunku odksztatca ciato tak, jakby
sktadato sie z szeregu cienkich
£ 7 wzajemnie poprzesuwanych
ptaszczyzn.
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4.1.3. Przykiad 3
Nastepny przyktad obejmuje zlozenie rozciagnigcia i $cigcia wzdtuz osi X-Ow
(rys. 4.1.7).

ayA b CyA
a4
o(X,y) JLTT T
= VA
/7777777
N /777777
X &

Rysunek 4.1.7. Pod wptywem S$ciecia i przesuniecia przesuwajg sie miedzy
sobg ptlaszczyzny prostopadte do kierunku S$ciecia. Odcinek réwnolegty
(czerwony) do osi x-6w ulega wydtuzeniu (skurczeniu gdy f<1). Odcinek
prostopadty do tego kierunku (niebieski) zmienia kat nachylenia i ulega
wydtuzeniu. Odcinek idacy pod katem ostrym do kierunku przesuniecia
(zielony) ulega rozciggnieciu i pochyleniu.

Odwzorowanie ¢ dane jest wzorem
o(r)=((1+pxzy),y,2) 4.1.20

Jak widac rozciagnigcie w kierunku osi X-Ow jest tym wigksze im wieksze jest 1 X
I 'y. Wspotczynnik rozciggnigcia przy X Wynosi S, a przy y wynosi ¢. Jezeli punkt
przed deformacja mial wspotrzedne r(2,3,1), to po rozciggnigciu mamy
r'(1+65¢,3,1). Tensor przesuni¢¢ ma postaé

pey  pPex 0
==| 0 1 0 4.1.21
0 0 1

4.2. Tensor przesuniecia wzglednego %

Przy rozwigzywaniu zagadnien praktycznych czgsto uzywa si¢ tensora
przesunigcia wzglednego. W tym przypadku ciato przed 1 po deformacji
rozpatrujemy w jednym uktadzie wspotrzgdnych, tak jak to jest przedstawione na
rysunku (rys. 4.2.1). Parze punktow PQ mozemy przypisa¢ wektor Ar (tak jak to
czynili$my przy definicji przestrzeni afinicznej (§TIV 3.2))

PQ — Ar
Tak, ze

421
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Niech teraz ciato ulega deformac;ji tak, ze punkty P 1 Q zmieniajg polozenie —
punkty w nowym polozeniu oznaczmy jako P’ 1 Q'; wprowadze wektory
przesunigcia

- __ 423
PP — p; QQ — pg

Rysunek 4.2.1. Podczas
odksztatcenia ciala punkty P i Q
przemieszczajg sie do nowych
potozen P’ i Q'. Jezeli wektory
przemieszczen nie s sobie
réwne p#pq, to réznice miedzy
nimi mozemy reprezentowac
przez  wektor przesuniecia
wzglednego & Gdy p=pq, wtedy

£=0.
z
Z rysunku (4.2.1) wida¢ nadto, ze
P'Q' — Ar' = Ar+dp 4.2.4
Jezeli teraz
4.25

|Ar| # |Ar'|
To méwimy, ze ciato uleglo odksztatceniu. Zauwaz, ze w (4.2.5) porownujemy
dhugosci wektorow. Gdyby ciato ulegto obrotowi jak bryta sztywna, to wektory
Ar i Ar', byltyby rdzne, ale mialby tg samg dtugos¢. Obroét nie jest odksztatceniem
ciala, gdyz nie zmienia wzajemnego roztozenia punktow wewnatrz ciala.
Porownujac dlugosci eliminujemy wptyw obrotu.

Wektor przemieszczenia p jest rozny dla roznych punktow P (inaczej ciato
ulegnie przesunieciu a nie odksztatceniu). Aby go wyznaczy¢ ustawie w punkcie
P lokalny uktad wspoétrzednych (&, &, &) (rys. 4.2.2). Niech w tym lokalnym
uktadzie wspotrzedne wektora przemieszezen p punktu P wynosza

0(£:.8,,5,) 4.2.6
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Rysunek 4.2.2. Przemieszczenie
wzgledne punktéow  bliskich
punktowi P opiszemy
w lokalnym uktadzie
wspoétrzednych  zaczepionym
w punkcie P; Dla dostatecznie
bliskich  punktow  mozemy
przyja¢, ze funkcja opisujaca
przemieszczenie wzgledne jest
liniowa.

z

Oczywiscie dla réznych wyboréw poczatkowego punktu P wspotrzedne (&, &,
&) reprezentujace jego wektor przemieszczenia beda na ogodt rézne; czyli beda
funkcjami wspoétrzednych punktu P(x,y,z).

$x = &(x,y,2); Sy = Ey(xJYJ z); & =%(xy,2)

Poniewaz kazdy punkt ciata ma wektor okreslajacy jego przemieszczenie, zbior
tych wektorow nazywamy polem przemieszczen. Pole przemieszczen jest polem
wektorowym. Wspohrzgdne wektorOw pola przemieszczen opisane sg
w lokalnych uktadach wspolrzednych, zwigzanych z punktem przed
przemieszczeniem. W zasadzie kazde pole wektrowe ma taki charakter. Pokazuje
to rysunek (4.2.3). My jednak chcemy opisa¢ w lokalnym uktadzie wspotrzednych
zwigzanych z punktem P ruch punktéw w jego bliskim otoczeniu. Przy
niewielkim odksztalceniu ciata wektor przesunigcie punktu Q powinien r6zni€ si¢
niewiele od przesunigcia punktu P i wektor po powinien daé si¢ opisac
zalezno$cig liniowa postaci (rys. 4.2.2)

Qq = @t de
Biorac pod uwage (4.2.6) mamy
de = (d¢y, d¢,, d¢;)

Uwzgledniajac (4.2.7) 1 reguly rozniczkowania funkcji ztozonej mamy

4.2.7

4.2.8

4.2.9

_ 0% 0%y 0%y
dSZx —ad +Edy+a—dz 4.2.10a
9%y %y a8y
—_— 4.2.1
g, = Z2dx+ 52 dy + 57 dz Ob
_ 0%, 0%, 0%,
dEZ = adx-l'gdyi'gdz 4.2.10c
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Rysunek 4.2.3. Pola wektorowe na powierzchniach; a) na ptaskiej powierzchni
definiujemy wektory opisujac je w lokalnych uktadach wspotrzednych
zaczepionych w poszczego6lnych punktach. W przypadku ptaskiej powierzchni
sytuacja jest o tyle prosta, ze do wszystkich punktéw mozemy skopiowac¢ uktad
zielony, przez proste przesuniecie w ramach ptaszczyzny. Wtedy wszystkie
wektory sg opisane w kopii tego samego ukitadu wspotrzednych i tatwo je
poréwnywac. Kiedy przejdziemy do powierzchni krzywych sytuacja jest
bardziej skomplikowana. Opisanie wektoréw zaczepionych w poszczego6lnych
punktach sfery, w uktadach wspoétrzednych, ktére mozemy uznac za te same,
przestaje by¢ prostym zadanie. Dla poréwnania wektor6w potrzebna nam jest
operacja przesuniecia rownolegtego (to bedzie w temacie TXV). JesteSmy na
dobrej drodze do sformutowania pojecia rozmaitosci ré6zniczkowej, ktéra jest
zbiorem lokalnie zdefiniowanych uktadéw wspoétrzednych (tzw. map),
tworzacych tzw. atlas, wraz ze zbiorem regut na przechodzenie od uktadu do
uktadu. Ale na dojscie do pojecia rozmaitosci rozniczkowej mamy jeszcze czas.

Rézniczka dp (4.2.9) nazywana jest wektorem przesunigcia wzglednego i opisuje
na ile r6znig si¢ od siebie nieskonczenie mate przesuniecia bliskich sobie punktow
PiQ. Wyrazenia (4.2.10) mozna zapisac jako iloczyn macierzy Y o rozmiarach
3x3 i wektora dr

06 08 0&]

Ox 0Oy 0z 4211
Ll 9 o

dx 0dy 0z

08, 0§, 0%,

[ 0x Jdy 0z
do = Ydr 4.2.12

Jak sie pewnie domyslasz tablica (4.2.11) reprezentuje tensor, ktory nazywamy
tensorem przesunig¢cia wzglednego.
88



Jan Masajada © — 45 tematow z fizyki

Definicja 4.2.1: Tensor przesuni¢cia wzglednego
Wielko$¢ zdefiniowanq wzorem (4.2.11) w zadanym ukfadzie wspdtrzednych
reprezentuje tensor przesunigcia wzglednego

Dziata on na wektor dr (Ar dla przyblizenia skonczonych ale bardzo matych
przyrostow), ktory okre$la przemieszczenie miedzy punktem P i bliskim
punktem Q. W wyniku jego dziatania na wektor dr powstaje wektor przesunigcia
wzglednego dp (Ap), ktory mowi o ile roézni si¢ przesunigcie punktu Q wzgledem
przesuni¢cia punktu P. Wida¢ réwniez, ze wektor elementarnego przesunigcia
wzglednego pq (4.2.8) jest wyrazony jako suma wektora przesuni¢cia p punktu P
I iloczynu tensora przesuni¢cia wzglednego 1 wektora dr.

Qg = @+ Ydr 4.2.13

Trzeba pamigta¢, ze mnozenie przez tensor jest operacja liniows, co
oznacza, ze nie daje poprawnych rezultatow dla efektow nieliniowych. Dlatego
we wzorze (4.2.13) operujemy na wielko$ciach nieskonczenie matych, dla
ktorych przyblizenie liniowa jest doktadne. Gdy punkty P i Q sg sobie bliskie
wyrazenia nieskonczenie male mozemy zamieni¢ na mate ale skonczone
przyrosty. Wtedy popelniamy btad, ktory zwykle jest wystarczajagco maty by go
pomingc.

Wzér (4.2.12) pokazuje, ze wektor przesuni¢cia wzglednego nie jest na
ogot rownolegly do wektora dr, pokazujacego przesuniecie mi¢dzy punktem
PiQ (rys. 4.2.2), czego mozna si¢ byto spodziewa¢. Ponownie wida¢, ze gdy
wchodzi w gre postawienie znaku rownos$ci miedzy dwiema wektorowymi
wielko$ciami, to w ogdlnym przypadku potrzebny jest tensor.

Tensor przesunigcia wzglednego mozemy roztozy¢ na cze$¢ symetryczng
I antysmetryczng (3.1.30, 3.1.31). Cz¢$¢ symetryczng zapiszemy w postaci

E Yz Vy
Y® = [Vz Ey Vx] =T
Vy Vx &
Sktadowg symetryczng tensora przesuni¢¢ wzglednych bede oznaczat literg T. Na
mocy (3.1.30) mamy

4.2.14

9%, a%y d%,
_0%, % | _% 4.2.15
Ex ax ) gy ay v €z 62 a
1/0%, 0%,
_1(% , %% 4.2.15b
Vx 2(62 + ay)
_ l(@ N %) 4.2.15¢
Yy =2\6x " a2 -
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1/08 0%
_1(0% 0% 4.2.15d
Y2=5 <6y e

Cze$¢ symetryczna tensora przesuni¢cia jest tensorem, ktéry nazywany jest
tensorem odksztatcen.

Definicja 4.2.2: Tensor odksztalcen T
Cze$¢  symetryczna tensora przesunigcia wzglgdnego nazywamy tensorem
odksztatceti

Nietrudno jest wskaza¢ na znaczenie sktadnikow diagonalnych tensora
odksztalcen. Przyktadowo skladowa & jest pochodng wspohrzednej < po
zmiennej x. Mamy zatem

& (x + Ax) = & (x) + %Ax =& (x) + g, Ax 4.2.16

Im mniejsze AXx, tym lepiej pracuje to przyblizenie; najlepiej w granicy Ax—dx.
Zatem sktadowa & wyznacza wspotczynnik kierunkowy dla stycznej w punkcie
x funkcji &(x). Niech teraz tensor przesuni¢¢ ma jedng niezerowg wspotrzedna -
&. Korzystajac z (4.2.12), dla odksztatcenia skierowanego prostopadle do $ciany
yz szeScianu mamy
¢, 4.2.17
do = Ydr = anex = g, Axey

Trzeba pamigtac, ze AX, jest sktadowa wektora p oznaczajacego przesunigcie
punktu odniesienia P w wyniku deformacji (rys. 4.2.1). Natomiast dp jest r6znica
takiego przesunig¢cia migdzy punktem P 1 Q. Zatem przesunigcie punktu Q po
deformac;ji, zgodnie z (4.2.13) wynosi

Ax + g,Axe, = Ax(1 + g,)e, 4.2.18

Wspotezynnik & okresla, wzdluz osi X, wzgledng zmiang¢ odlegtosci (po
przesuni¢ciu) migdzy dwoma bliskimi sobie punktami.

Sktadowe pozadiagonalne tensora odksztalcen wyznaczaja odksztalcenia
Scinajace, w zakresie, w ktorym te odksztatcenia mozna uzna¢ za liniowe.
Odksztatcenie $cinajace analizowatem w  przykladzie (4.1.2). Wida¢, ze we
wzorze (4.1.18), ze wspotrzedna x-owa zalezy od wspotrzednej y-owej. To
wlasnie robig pozadiagonalne sktadowe tensora - mieszaja wspotrzedne.

Dla cze$ci antysymetrycznej, na mocy (3.1.31), mamy
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100§, 05\ 100§ 05,
[ z(a‘ﬂ 235
y@ — | 1(9%x _ 9% 0 1/08, 094,
[ 2\dy ox 2\ 0z 0y 4.2.19
1005, 0g\ 1(9& 9§
G- (325 o

Majac to na uwadze wektor przesuni¢cia wzglednego (4.2.12) mozemy zapisac
W postaci

dp=@dr+¥<a)dr=1{£sjdr+wxdr
T T

Gdzie o jest wektorem predkosci katowej z jaka punkt Q obraca si¢ wzgledem

osi przechodzacej przez punkty P (rys. 4.2.4). Ze wzoru (4.2.20) wynika, ze
4.2.21

4.2.20

Y@dr = @ x dr
Z uzasadnieniem wzoru (4.2.21) poczekam do tematu (TXV), tu go po prostu
przyjmijmy.

Rysunek 4.2.4. Antysymetryczna
czesc tensora przemieszczen
wzglednych odpowiada za opis
przesuniecia punktu Q wzgledem
punktu P na skutek obrotu wokédt
chwilowej osi obrotu przechodzacej
przez punkt P. Nie wyznacza zatem
rzeczywistego odksztatcenia ciata.

Ponize; podaje kilka przykladow tensora odksztalcenh. W pierwszym
przykladzie rozwazmy rozciggany maly szes$cian (rys. 4.2.5). Niech szes$cian
bedzie zaczepiony, w ukladzie wspolrzednych o poczatku w punkcie P. Po
rozciggnieciu tak, ze punkty A, B i C przejda w punkty A’, B’, C' dlugosé
krawedzi szescianu wyniesie
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Rysunek 4.2.5. Tensor odksztatcen pozwala

powiedzie¢ jak przesuwaja sie punkty w matym
y otoczeniu danego punktu P. Przez mate otoczenie
rozumiemy tu maty obszar ciata (mate otoczenie
punktu P), dla ktérego odksztatcenie jest liniowa
funkcja wspotrzednych. Na rysunku wyro6zniono
trzy punkty szes$cianu odlegte o I od punktu P.
Punkty te oddalajg sie od punktu P o wielkosci
proporcjonalne do I, przy czym dla trzech osi
wspoétczynniki  proporcjonalnosci  wynosza
odpowiednio &, & i & W efekcie szeScian zostaje
zdeformowany, a jego nowe rozmiary wynosza
Iy, Iy i I, ktore sg dane wzorami (4.2.22).

L=+ e = (1 + &) 4.2.22a
L=l+egl=1(1+e,) 42220

L=1+el=1(1+¢) 4.2.22¢
Wspotczynniki &, & | & sa diagonalnymi wspotrzednymi tensora odksztalcen,
ktore opisujg wzgledne wydtuzenie wzdtuz osi, odpowiednio X, y i z. Przy takim
odksztalceniu 1 tak zorientowanym uktadzie wspotrzednych tensor odksztatcen
ma postac

& 0 0

T=[0 & 0 4.2.23
0 0 ¢
Dla matych odksztatcen objgtos¢ szescianu mozna wyrazi¢ wzorem
4.2.24

Vi=Lll,~B(1+e+e +e)=V(1+e+e +¢,)

Dlaczego wyglada to tak prosto? Dla matych odksztatcen pomingtem wszystkie
wyraz sktadajace si¢ z wielokrotnych iloczynow wspoétczynnikoéw &, na przyktad
ez, lub &a&), lub g&. Albo méwige inaczej odksztatcenie uznajemy za mate, kiedy
mozemy uznac, ze wszystkie wartosci, oprocz liniowych sg wystarczajgco mate
by mozna je byto poming¢. Stad obliczamy wzgledny przyrost objetosci szescianu

V=V AV

v v =& + &, + &, = Tr(T) 4.2.25

Co si¢ stanie ze wzorem (4.2.25) gdy zmienimy uktad wspotrzednych na
obrocony? Nic si¢ nie zmieni, gdyz $lad macierzy Tr nie zmienia si¢ przy zmianie
uktadu wspotrzednych (Tw. 3.1.1). Suma po prawej stronie (4.2.25) to slad
macierzy reprezentujacej tensor odksztatcen. Oznacza to, ze §lad macierzy tensora
odksztatcen reprezentuje odksztatcenie objetosciowe ciala.
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Tutaj dotarlismy czg¢$ciowo do celu okreslonego na poczatku sekcji (4.1).
Opisali$my z uzyciem tensora odksztatcen wzgledng zmiane objgtosci ciata, jaka
moze zaj$¢ na przyktad na skutek dziatania ci$nienia hydrostatycznego. Dalej
jednak nie mamy powigzania migdzy tensorami opisujagcymi ci$nienie
hydrostatyczne, a tensorami opisujacymi odksztatcenie. W tym temacie do
takiego zwigzku jeszcze nie dojdziemy. Wida¢ ile wysitku kosztuje
sformutowanie og6lnego formalizmu do opisu odksztalcenia.

Popatrzmy na odksztatcenie sze$cianu raz jeszcze, w kontekscie rownania
(4.2.13) i rysunku (4.2.1). Na rysunku (4.2.6) pokazane jest rozciaggnigcie
szeSciennego klocka wzdluz osi X-Ow. Zobaczmy jak wyglada przesunigcie
punktu Q wzglgdem punktu P. Punkt P pozostaje w miejscu, zatem jego
przesunigcia p jest rowne zeru. Punkt Q przechodzi w punkt Q’, zatem zgodnie
z (4.2.13) mamy

0q = 0+ de 4.2.25

yA

________

Y

P QQ : X
Rysunek 4.2.6. Gdy punkt P jest w poczatku uktadu wspdtrzednych, to jego
wektor przesuniecia p=0 jest rowny zeru. Wtedy pe=dp. Wektor pq taczy
punkt Q (bliski punktowi P) przed przesunieciem z punktem Q" wskazujgcym
miejsce, do ktérego punkt Q zostat przesuniety w wyniku rozciggniecia. Inny
przyktad punktéw wyrozniony jest zielonymi oznaczeniami. Punkty P i Q leza
na jednej prostej prostopadtej do osi x-6w. W wyniku rozciaggniecia przechodza
do pozycji P' i Q" rowniez lezacych na jednej prostej prostopadtej do osi x-6w,
poniewaz rozciggamy tylko wzdluz osi x-6w. Teraz wektor p przesuniecia
punktu P (fioletowy odcinek) jest rézny od zera, ale wektor wzglednego
przesuniecia jest réwny zeru dp=0, gdyZ oba punkty przesuwajg sie tak samo
inie ma miedzy nimi wzglednego przesuniecia. Kolejny przyktad pary
punktéw wyrdzniony jest niebieskimi oznaczeniami. Punkty P i Q nie leza na
jednej prostej prostopadtej do osi x-6w. W tym przypadku punkt Q przesuwa
sie o wiekszy odcinek i wzgledne przesuniecie punktéw Q i P jest rowne
wektorowi dp o poczatku w punkcie zéttym, a koncu w punkcie oznaczonym
jako niebieskie Q'.
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Wynika z tego, ze gdy punkt P nie ulega przesunieciu, to wzor (4.2.13) jest
wzorem na przesuni¢cie bezwzgledne, bo tylko wtedy przesuni¢cie bezwzgledne
jest rdwne przesunieciu wzglednemu.

dog = de

Z rysunku (4.2.6) wida¢, ze tylko sktadowe x-owe powyzszych wektorow sg rozne
od zera, stagd mamy

4.2.26a

dog.x = do, = &,dx 4.2.26b

Catkowity przyrost dlugosci otrzymujemy przez zsumowanie wszystkich
przyczynkow postaci (4.2.26b)
4.2.26¢

L
AQg.x = j &dx = ¢, L
x=0

Jezeli do przyrostu dodamy dtugosé poczatkowsg to otrzymamy wzor (4.2.22a).

Przypadki gdy punkt P nie lezy w poczatku uktadu wspotrzednych rozpatrzone sg

rowniez na rysunku (4.2.6). Opisane tu rozciggni¢cie ciata odpowiada

przypadkowi z punktu (4.1.1), gdzie do analizy postuzyt tensor przesuniecia E.
Przyjme teraz, ze wektor p (rys. 4.2.7) ma postac.

p(ﬂgxy,yX,O] 4.2.27

S gy Cr
W osi x-0w odpowiada to przyktadowi (4.1.3), w ktorym analiza opierata si¢ na
tensorze przemieszczen E. Wz0r (4.2.27) usadawia w kazdym punkcie ciata jego

wektor przemieszczen, definiuje przez to wektorowe pole przemieszczen
(rys. 4.2.7). Zgodnie z (4.2.10) mamy

d{, = Peydx + fexdy + 0dz

4.2.28a
d¢, = ydx + 0dy + 0dz 4.2.28b
d¢, = 0dx + O0dy + 0dz 4.298¢
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1 Rysunek 4.2.6. Odksztatcenie
zdefiniowane polem wektora
przesunie¢ (4.2.27) rozciagga i Scina
szeScian wzdtuz osi x-6w oraz $cina
wzdtuz osi y-6w. Wzdtuz osi z-6w nic
sie nie dzieje. W efekcie szeScian
rézowy przeksztatca sie
w réwnolegtobok. W punktach P, P2
iPs pokazane sg przykladowe

L/DE s sktadowe x-owe (czerwony kolor)

z FJ’L’ ’ / X iy-owe (niebieski kolor) wektoréow
2

y

\
-4

\
\
N

\
\
N

\
N

—‘

N o -

\\
LN

-
-
-

s
~

D
v

_L- przesuniecia przyporzadkowanych
- tym punktom. Wektory narysowane
na czarno to wektory wypadkowe.

z

tensor odksztatcen (4.2.14) ma postac

Bey Pex 0O
Y=y 0 0] 4.2.29
0 0O O
Zgodnie z (4.2.16) wektor przesuni¢cia wzglednego ma sktadowe
d{, = bdy; d{, = adx; d{, =0 4.2.30
Majac na uwadze (4.2.13) mozemy napisac
0, = {, + feydx + Pexdy 4.2.31a
0y = ¢y tydx 4.2.31b
0z = ¢, +0 4.2.31c

Wprowadzone tu tensory napiec i odksztalcen nabiorg peilnej wartosci, gdy
znajdziemy miedzy nimi zwigzki. Bedziemy wtedy mogli, majac dany tensor
napie¢ obliczy¢ powodowane przez te napigcia odksztalcenia. Niestety zwigzki
migdzy wspotrzednymi tensordw nie sg proste. Pelne wylozenie odnosnej teorii
zajeloby objetos¢ osobnego tematu. Na taka rozrzutno$¢ nie moge sobie pozwolic.
Ale przynajmniej pewng prosta posta¢ tych zwigzkow jeszcze nakresle. Tyle, ze
nie teraz. Teraz masz prawo by¢ zmgczony tymi wszystkimi tensorami.
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