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1. Fala harmoniczna ¢

Fale harmoniczne sg podstawowym pojeciem teorii fal. Powdd jest taki sam jak
w przypadku drgan harmonicznych — analiza fourierowska, dla ktorej fale
harmoniczne sg klockami, z ktorych budujemy matematyczny opis innych
rodzajow fal. Co wigcej, model fali harmonicznej mozemy zbudowaé z zbioru
oscylatorow harmonicznych. Wynika z tego, ze najbardziej podstawowa cegietka
w teorii fal jest oscylator harmoniczny.

Jednowymiarowa fal¢ harmoniczng mozemy traktowa¢ jako zbidr
oscylatorow harmonicznych roztozonych wzdhuz prostej. W kazdym punkcie tej
prostej ustawiony jest jeden oscylator (rys. 1.1). Wzdhuz prostej biegnie, ze statg
predkosciag o wartosci V krasnal z czarodziejska r6zdzka. Magiczne wilasnosci
r6zdzki powoduja, ze oscylator, przez ktory przebiegnie krasnal zaczyna drgac.

krasnal

—

t=t, t=t,
X=x,=vt, X=x,=vt,

Rysunek 1.1. Wzdluz prostej ustawione sa oscylatory harmoniczne, tu
przedstawione w postaci ciezarkdw na sprezynach. Po prostej biegnie krasnal
z czarodziejska r6zdzka, ktéra wprawia kazdy z oscylatorow w ruch drgajacy
z czestoscig w. Ten zbior drgajacych oscylatorow tworzy fale harmoniczna.

Drgania oscylatora harmonicznego mozemy roéwniez reprezentowac za
pomoca fazoréw (wirujagcych wektorow) (8TVIII 2.3). Zamiast oscylatorow,
w kazdym punkcie, ustawiamy fazor. Krasnal biegnac wprawia w wirowanie
z czestoscig @ kolejno mijane fazory, jak to jest pokazane na rysunku (1.2).
Przyjme dla wygody, ze w momencie kiedy biegnacy krasnal jest w punkcie x=0,
na osi czasu mam wspotrzedng t=0. Majac to na uwadze, dla punktu w poczatku
uktadu wspotrzednych, ruch oscylatora harmonicznego reprezentowany jest przez
fazor, ktorego obrot opisany jest wyrazeniami (8TVIII 2.3).

u(x =0,t) = A el®t 11

A oznacza amplitude drgan oscylatora (jest to zarazem dtugo$¢ fazora). Aby
z wyrazenia (1.1) dosta¢ réwnanie oscylatora postuze si¢ funkcja Im.

u(x = 0,t) = AIm(e™?) = A sin(wt) 1.2a
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Cho¢ réwnie dobrze mozna by si¢ postuzy¢ funkcja Re

u(x=0,t)=A4 Re(ei“)t) = A cos(wt) 1.2b

Trzeba pamig¢tac, ze faza fali wyrazonej wzorem (1.2a) jest przesunigta w fazie
0 /2 wzgledem fali wyrazonej wzorem (1.2b).
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Rysunek 1.2. Wzdtuz promienia roztozone s3g fazory. Biegngc krasnal, mija
kolejnej fazory puszczajac je w ruch obrotowy z czestosScia .

Do punktu o wspotrzednej x;1 krasnal dobiegnie po czasie

X1

h=7 1.3
W chwili t; oscylator w punkcie x; zacznie drga¢ (fazor zaczyna si¢ obracac), tak
jak zaczal drga¢ oscylator (obracaé¢ si¢ fazor) w punkcie x=0 w chwili t=0.
Pomysl, czekam do chwili t; i w punkcie x; mamy drgania opisane rownaniem
(1.2a). Ale niec mozemy wstawi¢ do (1.1) czasu t3, gdyz chodzi nam doktadnie
o takie drgania, jakie w chwili t=0 miaty miejsce w punkcie x=0. Mozemy to
osiggna¢ przez zamiang w roéwnaniu (1.2a) t na: t—t-t;

u(xy, t —ty) = Alm(e™®=t) = 4Asin(w(t — t;)) 14

Gdy czas t osiggnie wartosci ty, to wyrazenie t-t;=0 a wzor (1.4) zachowa si¢ tak
jak (1.2) w chwili t=0 i w punkcie x=0. Wstawiajac (1.3) do (1.4) mam

X
u(x,,t —t;) = Asin (w (t — 71)> 15

Ostatnie wyrazenie moge przeksztatci¢ w nastepujacy sposdb



Jan Masajada © — 45 tematow z fizyki

u(x,,t —ty) = Asin (a)t — a)ﬁ) = Asin(wt — kx,)
1 1 v 1 1,6

gdzie,

w 2 27m

k=S =0 =7 1.7a

Wielko$¢ k ma wymiar odwrotnosci dlugosci i nazywa si¢ liczbg falowa.
Definicja 1.1: Liczba falowa

Dla fali harmonicznej o dtugosci A, liczba falowa ma wartosé wyrazong wzorem

_2m
k== 17
Poniewaz punkt X; moge wybra¢ zupelnie dowolnie bede po prostu pisat

u(x, t) = Asin(wt — kx) 1.8

Powyzsze rownanie opisuje jednowymiarowa falg harmoniczna, czyli zbior
oscylatorow harmonicznych drgajacych z tg samg czgstoscia, roztozonych wzdhuz
prostej. Jednak oscylatory te nie drgaja tak samo. Powiedzmy, ze fala biegnie
zgodnie z kierunkiem osi x-Ow. Niech x; jest wicksze od X,. Wtedy oscylator w
punkcie X, jest opozniony W czasie 0 (X2-X1)/v w stosunku do oscylatora w punkcie
X1, gdzie v jest predkos$cig krasnala. Moze nie wypada za dtugo zaprzegaé do pracy
krasnala. Nazwijmy zatem krasnala impulsem pobudzajagcym. Impuls
pobudzajacy, zupeknie jak krasnal, wedruje wzdtuz osi X-O0w, a gdzie dojdzie tam
oscylator harmoniczny zaczyna drgaé. Predkos¢ v tego impulsu jest zarazem
predkoscig fali; Scislej jest to predkosc fazowa fali. Czym doktadnie jest predkosc
fazowa wyjasni¢ za moment. Korzystajac z (1.8) moge obliczy¢ moment czasu,
w ktorym zaczyna drgaé oscylator umieszczony w punkcie x.

f—kx=0= =
—_ = - = —
wt = kX o 1.9

Ustalmy chwile czasu t=t,s. Dla tak ustalonej chwili czasu réwnanie fali (1.8)
przyjmuje postac

U(tyse, x) = A sin(wtyge — kx) 1.10

Wyrazenie (1.10) jest funkcja tylko jednej zmiennej, to jest zmiennej X.
Oznacza to, ze wzdtuz osi Xx-OW wychylenia poszczegdlnych oscylatoréw uktadaja
si¢ tak, ze cato$¢ wyglada jak przestrzenny oscylator harmoniczny (rys. 1.3.). To
znaczy idac wzdluz osi x-Ow z jednostajng predkoscig widzimy, ze potozenie
punktu drgajacego zmienia si¢ tak, jak w przypadku, gdy obserwujemy, stojac
W miejscu, zmiang w czasie potozenia punktu na normalnym oscylatorze.



Jan Masajada © — 45 tematow z fizyki

Jezeli zatrzymamy si¢ w jednym wybranym punkcie Xystaione t0 ZObDaczymy,
pojedynczy oscylator harmoniczny (rys. 1.4). Odcinek czasu pomigdzy
sgsiednimi szczytami oznacze przez liter¢ T — jest to oczywiscie okres drgan
oscylatora harmonicznego znajdujacego si¢ w punkcie o wspotrzednej Xustalone.
Sensowne jest zatem stwierdzenie, ze fala harmoniczna to nic innego jak ruch
harmoniczny w czasie z czestoScig w i przestrzeni z ,,czestoscig” K. Z powodow
historycznych nie nazywamy wielkosci K czestos$cig przestrzenna, cho¢ w peini
na to zashuguje. Porownajmy choéby wzory na czgsto$¢ w1 na liczbg falowa k.

_27r_ k_27t 1.11
=T Ty

\/

- \\/x

t=ustalone

Rysunek 1.3. Wyobrazmy sobie prosta x, przez ktéra przebiegt impuls
pobudzajacy kolejne oscylatory harmoniczne. Wszystkie punkty na
interesujacym nas odcinku tej prostej wykonuja ruch harmoniczny. Zrébmy
zdjecie punktow drgajacych w wybranej chwili tustalone. Czarna linia pokazuje
potozenie punktow w tej wybranej chwili. Niektore z nich zostaty zaznaczone
na czerwono wraz zstrzatkami pokazujacymi, w ktérg strone bedzie sie
poruszat punkt w nastepnej chwili. Niebieskie odcinki majg dtugo$¢ rowna
dtugosci fali 4 i pokazuja przyktad par sgsiednich punktéw, ktére sa w tym
samym wychyleniu.

Ze rysunkow (1.3) 1 (1.4) wida¢, ze diugosci fali A, pelni dla wspotrzednej
przestrzennej tg samg rolg co okres fali T dla wspoirzednej czasowej, nadto wzor
(1.11) daje nam identyczng zalezno$¢ miedzy w i k a odpowiednio T i A.

Powiedzmy, ze w chwili t=0 fala harmoniczna ma w punkcie x=0
maksimum wychylenia. Pierwszy problem polega na tym, ze takiej fali nie
uzyskamy ze wzoru (1.7). Z tego wzoru wynika, ze w chwili t=0 i w punkcie x=0
wychylenie fali jest rowne zeru. Wiemy jednak jak sobie z tym problemem
poradzi¢. Do argumentu funkcji sinus, we wzorze (1.7) musimy dodac
poczatkowe przesunigcie fazowe.

u(x, t) = Asin(wt — kx + §) 1.11
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x=ustalone

Rysunek 1.4. W ustalonym punkcie prostej, drgania fali sg drganiami
oscylatora harmonicznego. Zauwaz, ze zamieniajgc na rysunku (1.3) t naxa x
na t oraz A na T, otrzymujemy takie same rysunki.

Roéwnanie (1.11) jest ogdlnym wyrazeniem na jednowymiarowg fale
harmoniczng. Jezeli przyjme 6=2, to w chwili t=0 i w punkcie x=0 fala bedzie
miata maksymalne wychylenie 1 sinus mozna zamieni¢ na kosinus, ktadac przy
tym ©6=0. Przy okazji rozstrzygne kwesti¢ kierunku ruchu fali. W chwili
poczatkowej t=0 ustawie uktad wspotrzednych w jednym z maksimow funkcji, co
oznacza, ze¢ 0=m2. Gdzie znajdzie si¢ maksymalne wychyleniec w chwili nieco
pozniejszej 6t>0? Oczywiscie, maksimum znajdzie si¢ tam, gdzie argument
funkcji sinus bedzie miat wartosci 772. Stad mam rownanie

T T _w&

Zatem, x jest dodatnie i grzbiet fali przesunie si¢ w prawo. Mozemy stwierdzi¢,
ze fala biegnie w kierunku zgodnym ze zwrotem osi X. Nic w tym dziwnego,
w koncu wiasnie w tym kierunku biegl krasnal na rysunku (1.2). Nie ma jednak
powodow by krasnal nie biegt w drugg strong. Wystarczy wzor (1.11) napisaé w
postaci

u(x, t) = Asin(wt + kx + &) 1.13

A znak przy x we wzorze (1.12) zmieni si¢ na ujemny i fala bedzie biegta w strong
przeciwng do kierunku osi X. Piszac

u(x,t) = Asin(—wt + kx + §) 1.14

Uzyskamy ten sam kierunek biegu fali co z réwnania (1.11) ale z czasem
biegnagcym do tyt jako§ nam nieswojo, wigc poki co zostanmy przy wyrazeniu
(1.11). Popatrz jeszcze na rysunek (1.5). Po przestudiowaniu rysunku (1.5). wiesz
juz, ze predkos¢ fazowa fali, rowna predkosci impulsu pobudzajacego, wyraza si¢
wzorem

v=T 1.15
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Wida¢ réwniez jak fazory reprezentujg fale. Kat fazora, czyli jego faza odpowiada
fazie fali. Przyjmiemy, podobnie jak w teorii drgan harmonicznych, ze dlugos¢

fazora odpowiada amplitudzie fali.

u(x, t) = é sin (a)t —kx + 6)
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Rysunek 1.5. Na osi przestrzennej kat fazowy fazora powtarza sie co odcinek
A, a na osi czasow co odcinek T. Czerwone kropki pokazuja fazory o tej samej
fazie. Mozemy sie zapytac: jak szybko biegnie czerwona kropka czyli wybrany
kat fazowy. Jak widac¢ z rysunku, w czasie T kropka przebywa droge A, zatem jej
predkos¢ wynosi 4/T. Wielko$¢ ta to predkos¢ fazowa fali. Predkosci fazowa fali
mowi rowniez jak szybko przesuwa sie szczyt fali. Dlaczego? Dlatego, ze szczyt
fali mamy doktadnie dla ustalonego kata fazowego fazora.

Rysunek (1.5) wyjasnia pojecie predkosci fazowe;.
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Defincja 1.2: Predkos¢ fazowa fali harmoniczne;j
PredRos¢ fazowa fali harmonicznej jest to predRos¢ z jakg przesuwa sig punkt
reprezetujqcy wybrang faze fali.

Faza fali jest pojeciem abstrakcyjnym. Jak wida¢ na rysunku (1.1) zaden kawatek
materii nie biegnie zgodnie z kierunkiem biegu fali. Cho¢ rysunek ten przedstawia
prosty model fali, a nie samg fale, to doktadniejsza analiza pokaze, ze w realnej
fali zadna czastka materii nie porusza si¢ zgodnie z kierunkiem biegu fali.
Niewatpliwie natomiast przesuwa si¢ punkt maksymalnego wychylenia, podobnie
jak punkty o innym stopniu wychylenia, ale maksimum najtatwiej jest nam
obserwowac. Dlatego pojecie predkosci fali wigzemy z tym ruchem. Podkreslam,
ze cho¢ powiedzialem ,,punkt maksymalnego wchylenia”, to nie mozemy z nim
wigza¢ zadnej czastki, gdyz jest to punkt abstrakcyjny. Konczac tg czgs¢ podam
definicje wprowadzonych wielkosci

Definicja 1.3: dlugos¢ fali harmonicznej
Dfugosciq fali harmonicznej nazywamy odlegtos¢ migdzy dwoma najblizszymi
punktami, mierzonymi wzdtuz Rierunku rozchodzenia sig fali, takimi, Ze w ustalonej
chwili czasu, na Roticach tego odcinka mamy fazory tej fali w tej samej fazie

Definicja 1.4: predkos¢ fazowa fali harmonicznej
PredRosciq fazowq fali harmonicznej nazywamy predRos¢ z jaRq przesuwa sig
wybrany grzbiet tej fali.

1.1. Fale harmoniczne w wyzszych wymiarach

Naszg konstrukcje fali mozemy rozszerzy¢ na dwa lub wigcej wymiarow. Niech
kazdy punkt ptaszczyzny ma swoj oscylator harmoniczny lub wirujacy wektor.
W momencie kiedy przychodzi do niego impuls pobudzajacy oscylator zaczyna
drgac (rys. 1.1.1).

Rysunek 1.1.1. Niech w kazdym punkcie ptaszczyzny umieszczony bedzie
oscylator harmoniczny. Pod wptywem kontaktu z generatorem drgan,
poszczegblne oscylatory zaczynajg drgac. Cato$¢ tworzy dwuwymiarowg fale.

Zabawa z biegngcym krasnalem staje si¢, W przypadku fali dwuwymiarowej,
ktopotliwa. Krasnal moze biec wzdtuz linii, a my potrzebujemy krasnala, ktory
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bieglby wzdtuz wielu linii naraz. Zrezygnujmy z ustug krasnali na rzecz obrazka
przedstawionego na rysunku (1.1.2).

nie moze przesuwac sie jak punkt. Impuls pobudzajacy musi rozchodzi¢ sie jak
linia. Na rysunku (a) okrgg o rosngcym promieniu reprezentuje przyktadowa
linie pobudzajaca. Kazdy nastepny okrag przedstawia miejsca gdzie impuls
generujgcy dotart w kolejnej chwili czasu. Rysunek (b) generator
przedstawiony jest jako biegnaca linia.

Mamy jeszcze jeden problem. Spojrz na rysunek (1.1.3). Fala harmoniczna
rozchodzaca si¢ na powierzchni moze to robi¢ w rozne strony. Sprawia to klopot
przy napisaniu réwnania takiej fali w postaci (1.11), gdzie wspotrzedna X byta
mnozona przez liczbe falowg k. Teraz mamy dwie wspotrzedne x iy — i pytanie
jak i przez co je mnozy¢? Zanim to rozstrzygng wprowadzg bardzo wazne pojecie
powierzchni falowej. Ustalmy chwile czasu t=const. Dla ustalonej chwili czasu
fala harmoniczna jednowymiarowa ma znany nam juz przebieg (rys. 1.1.4).
Zapytajmy o punkty, w ktérych fala, w ustalonej chwili czasu, osigga szczyt
grzbietu. Punkty te beda sie oczywiscie powtarzaty co dtugos¢ fali A. Zbior tych
punktow nazwiemy ,,powierzchnig” falowa. Oczywiscie w nastepnej chwili czasu
te wybrane punkty przesung si¢ ale ,powierzchnia” zachowa swoj ksztalt.
W jednowymiarowym przypadku powierzchnia falowa to zbior punktow, czyli
zadna powierzchnia, ale gdy fala rozchodzi si¢ w trOjwymiarowej przestrzeni, to
takie punkty utworza powierzchni¢ — stad nazwa. Czas na definicje

Definicja 1.1.1: Powierzchnia falowa
W ustalonej chwili czasu tus powierzchnia falowa fali jest zbiorem punktow, dla
Rtorych faza tej fali przybiera wybrang wartos¢ statq
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20 v 20 "
Rysunek 1.1.3. Przyktad (a i b) - fala ptaska dwuwymiarowa w dwéch réznych
chwilach czasu. Fala rozchodzi sie w kierunku réwnoleglym do osi y,
w przeciwng strone do zwrotu tej osi, jak pokazuje biata strzatka. Czerwony
odcinek ze strzaltkami wskazuje potozenie wybranego grzbietu w dwoéch

chwilach czasu réznigcych sie o T/4; (cid) - kierunek rozchodzenia sie fali nie
jest r6wnolegty do osi y.

Przyjeta definicja oznacza, ze w ustalonej chwili czasu mozemy podzieli¢ fale
harmoniczng na zbior powierzchni réwnej fazy (rys. 1.1.6).

Rysunek 1.1.4. Czerwone kropki zaznaczajg punkty, w ktérych fala, w ustalonej
chwili ¢, osigga swoje maksimum.

10
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Dla fali dwuwymiarowej ,,powierzchnie” falowe beda liniami odleglymi od siebie
0A(rys.1.1.511.1.6).

Rysunek 1.1.5. Przyktady dwdéch dwuwymiarowych fal harmonicznych
rozchodzacych sie w dwoch kierunkach. Czerwone linie znacza punkty
o maksymalnym wychyleniu. Utworzone z tych punktéw linie oddalone s3g od
siebie o dtugos¢ fali.

Rysunek 1.1.6. Oprdécz linii réwnej fazy
zwigzanych z grzbietem fali (czerwone
linie) mozemy wyr6zni¢ inne linie
rownej fazy (narysowane innymi
kolorami). Kazdej wartoSci fazy
mozemy  przyporzadkowa¢  linie
(powierzchnie dla fali wtrzech
wymiarach) réwnej fazy. W efekcie fale
mozemy podzieli¢ na zbiér linii
(powierzchni) rownej fazy

Dla réznych fal dwuwymiarowych linie rownej fazy moga by¢ rdznie
zorientowane. We wzorze na fale harmoniczng jednowymiarowa (1.11)
wspotrzedna X byta mnozona przez wartos¢ liczby falowej k=24 1. Mozna to ujaé
jeszcze inaczej, to nie wspotrzedna X byla mnozona ale odcinek od poczatku
uktadu wspotrzednych do danego punktu x. Na ptaszczyznie taki odcinek mozemy
zamieni¢ na wektor. A co z liczbg falowa? Z liczby falowej tez zrobimy wektor,
nazywany wektorem falowym. Wektor falowy ma wartos¢ |K|=244 |
jest prostopadty do powierzchni (linii) falowej (rys.1.1.7). Zwrot wektora
pokazuje kierunek biegu fali.

11
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Rysunek 1.1.7. Na rysunku zaznaczone sg linie réwnej fazy dla dwoch
dwuwymiarowych fal harmonicznych. Niebieskie linie pokazujg linie réwnej
fazy jednej fali harmonicznej, a linie czerwone pokazuja linie réwne fazy innej
fali harmonicznej. Na ptaszczyZnie ,powierzchnie falowe” moga by¢ réznie
zorientowane, w efekcie fala rozchodzi sie w rézne strony. Aby to uwzgledni¢
z liczby falowej robimy wektor falowy prostopadly do powierzchni falowej
i o wartosci 2z/A. Zwrot wektora jest zgodny z kierunkiem propagacji fali.
Zatem fala czerwona porusza sie w kierunku osi x-0w i zgodnie ze zwrotem tej
osi. Fala niebieska porusza sie na skos w stosunku do osi x-6w i y-6w.

We wzorze (1.14) mnozenie kX, zastgpimy przez iloczyn skalarny wektora
falowego i wektora wodzacego: k-r = kyx+kyy. Zobacz na rysunku (1.1.8), Ze takie
wyrazenie mowi ile grzbietow fali miesci si¢ w odcinku o dtugosci r, przy czym
liczba ta jest powigkszona 27 razy. To jest dokladnie to samo co ,mowi”
wyrazenie kX W przypadku fali jednowymiarowe;j. Jak wida¢ z rysunku (1.1.8)
réwnanie fali mozemy zapisa¢ w postaci

u(x, t) = Asin(wt — k7 + 6) 1.1.1

Iloczyn kr, jest rowny iloczynowi skalarnemu wektorow k-r, stad mamy

u(x, t) = Asin(wt + kK- r + 8) 112

W zapisie zespolonym (8TVIII 2.3) rownanie fali (1.1.2) ma postac

u(x, t) = ARe(el@t+kr+o) 1.1.2a
Réwnanie (1.1.2) opisuje falg harmoniczng w dwoch wymiarach. Bez trudu
mozemy réwnanie fali napisa¢ dla trzech wymiarow. Sprowadzi si¢ to do
przepisania rownania (1.1.2) i stwierdzenia, ze wektory K i r mieszkajg teraz
W trojwymiarowej przestrzeni. Na szczescie czas ma tylko jeden wymiar, wiec
nie ma obawy, ze z wielkosci t I o, bedziemy musieli zrobi¢ wektory.

12
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Rysunek 1.1.8. Chcemy wyznaczy¢ parametry fali w punkcie P. Przez punkt P
przechodzi jaka$ powierzchnia falowa; narysowana niebieska linig przerywana.
Faza na tej linii jest inna niz na liniach narysowanych kreska ciggtg, ale ta inna
wartos$¢ fazy jest taka sama wzdtuz catej linii kreskowanej. Oznacza to, ze
wyznaczenie parametrow fali w punkcie P mozna sprowadzi¢ do wyznaczenia
tych parametrow w ktérymkolwiek punkcie na niebieskiej linii przerywanej.
W tej sytuacji zamiast wektorem r mozemy zaja¢ sie jego rzutem na linie
prostopadta do linii réwnej fazy, czyli wektorem r). Idac wzdtuz linii
prostopadtej sprowadzamy wszystko do przypadku jednowymiarowego (nasza
ulubiona droga wiadra (§TI)), czyli rownanie fali ma postac¢ (1.1.1). Aby policzy¢
ile grzbietow fali miesci sie w wektorze r nalezy obliczy¢ rzut r|| tego wektora
na prostg rownolegta do wektora falowego K, a nastepnie pomnozy¢ dtugos¢
tego rzutu przez warto$¢ wektora falowego. Operacja ta jest rOwnowazna
obliczeniu iloczynu skalarnego wektora r i K, co prowadzi do rownania (1.1.2)

Nie ma roéwniez przeszkod, aby uogolni¢ nasz model fazorowy fali na trzy
wymiary. Teraz kazdy punkt przestrzeni ma swoj wlasny fazor (lub oscylator
harmoniczny). Impuls pobudzajacy musi przyja¢ posta¢ powierzchni. Gdy
chcemy wygenerowa¢ fale harmoniczng powierzchnia generujaca fale musi
przesuwac si¢ w zadanym kierunku. Oscylatory w punktach, do ktérego dotarta
powierzchnia generujaca zaczynajg drgac¢. Oznacza to oczywiscie, ze geometria
powierzchni falowej jest taka sama jak geometria linii (powierzchni)
pobudzajace;.

Dla fali rozchodzacej si¢ w przestrzeni zbior punktéw, w ktoérych fazory,
w ustalonej chwili czasu, majg taka samg faze tworzy uktad powierzchni. Dla fali
harmonicznej jest to zbior rownoleglych ptaszczyzn oddalonych od siebie o A
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(rys. 1.1.9). W trzech wymiarach powierzchnie falowe staly si¢ wreszcie
powierzchniami. Fala harmoniczna w trzech wymiarach nazywana jest falg
ptaska, wlasnie ze wzgledu na ksztalt powierzchni falowych.

Definicja 1.1.2: Fala plaska
Fala harmoniczna trojwymiarowa nazywana jest falg ptaskg

Wektor falowy pokazuje, w przypadku fali plaskiej, kierunek przesuwania si¢
powierzchni falowych.

}

f——=

Rysunek 1.1.9. W przypadku
fali harmonicznej w trzech

wymiarach punkty
maksymalnego wychylenia
tworza  zbiér  ptaszczyzn
oddalonych o A.

Pokaze, ze z rdbwnania (1.1.2) dla fali w trzech wymiarach rzeczywiscie
wynika, ze powierzchnie falowe s3 zbiorem rownolegltych ptaszczyzn.
W pierwszym kroku ustale chwile czasu na powiedzmy t,. Na powierzchniach
falowych, w ustalonej chwili czasu, faza fali musi by¢ stata (def. 1.1.1)

wt, —K-r+ 6 = const + 2mm 1.1.3

Aby utatwi¢ sprawe przenios¢ si¢ do uktadu wspoétrzednych, w ktorym wektor
falowy k jest rownolegly do osi z-et. W tym nowym uktadzie wspotrzgdnych
wektor falowy ma wspotrzedne k(0O, 0, k’7=|Kk|), a wektor wodzacy r(r%, ry, r?).
W nowym uktadzie wspotrzednych rownanie (1.1.3) przyjmie postaé

wt, —k',-r',+ 8 = const + 2mm 1.1.4

Obliczam zetowa wspotrzedng wektora r
., 0+ wt, —const — 2mm
r, = -
z k', = |K|) 1.1.5
Biorgc pod uwagg (1.6) mam

, 6 + wt, — const
r z = A 21_[ - /‘lm 1.1.6

Rownanie to mowi nam, ze dla ustalonego m, warto$¢ wspotrzednej z” punktow,
w ktorych faza, w ustalonej chwili czasu, ma warto$¢ const modulo 27, jest stata.
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Zbior punktow o stalej wartosci z” wyznacza ptaszczyzne prostopadiyg do osi z”.
Gdy zmienimy m o jeden to warto$¢ z” zmieni si¢ 0 A, co wyznaczy nam drugg
ptaszczyzne prostopadla do osi z”. PokazaliSmy zatem, ze w trzech wymiarach
powierzchnia falowa fali opisanej wzorem (1.1.2), jest zbiorem plaszczyzn
prostopadtych do kierunku wyznaczonego przez wektor falowy k (wektor falowy
jest réwnolegly do osi z7), przy czym kolejne plaszczyzny sg odlegle od siebie o
A (rys. 1.1.8).

Powierzchnie falowe obliczane sg przy ustalonej chwili czasu t. Gdy czas
ptynie powierzchnie przesuwajg si¢ (rys. 1.1.9).

Yy Rysunek 1.1.9. Szare plaszczyzny
o wyznaczajq powierzchnie falowa fali
\ ptaskiej w pewnej chwili t. W chwili
‘ t+T/2, wszystkie te powierzchnie
przesune sie o A/2 - powierzchnie
zOtte.

Wzor (1.1.2) moze opisywaé fale harmoniczng w dowolnej liczbie
wymiaréw. Na przyklad w czterowymiarowej przestrzeni euklidesowej mamy
czterowymiarowe wektory K i r. Jak si¢ mozna domysle¢, powierzchnie falowe
fali ptaskiej beda zbiorem trojwymiarowych przestrzeni odlegtych od siebie o A.
My jednak nie bedziemy wykraczali poza trzy wymiary.

Warto roéwniez zauwazy¢, ze nie jestem w stanie narysowac
trojwymiarowej fali, tak jak fali dwuwymiarowej (rys. 1.1.5). Na wyrysowanie
fali dwuwymiarowej potrzebuje dwoch wymiardw przestrzennych i jednego
wymiaru na warto$¢ wychylenia — w sumie trzech wymiarow. Na wyrysowanie
fali tréjwymiarowej potrzebuje trzech wymiaréw przestrzennych i1 jednego
wymiaru na wyrysowanie wychylenia — w sumie czterech wymiarow. Przyznam,
ze nie opanowatem jeszcze rysowania obiektéw czterowymiarowych. Wobec
tego geometri¢ fali trojwymiarowej bede reprezentowal przez powierzchnie
falowe, co zupehie wystarczy.

1.2. Fale bardziej ogoélnie

Nie chce aby$s myslal, ze fale moga by¢ tylko ptaskie. Jak juz na wstepie
zaznaczytem fale harmoniczne proste sg elementarnymi cegietkami, z ktorych
budujemy opis fal o bardziej ztozonej naturze. Przyktad koncentrycznych
,prawie” kregow ponize] pokazuje, ze powierzchnie fal moga przybierac
najrozniejsze ksztalty. Jak ogolnie mozemy okresli¢ falg? Sprobujmy tak:
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Definicja 1.2.1: Fala klasyczna
Fala Klasyczna to zaburzenie rozchodzqce si¢ w osrodku materialnym lub préini,
Rtoremu towarzyszy transport energii, bez eRwiwalentnego transportu masy.

Dlaczego fala klasyczna? Bo w mechanice kwantowej mamy rowniez fale, tyle
Ze nie niosg one zadnej energii, a rozktady amplitud prawdopodobienstwa. Nie
mozemy przez zle sformulowang definicj¢ zamyka¢ sobie drogi do mechaniki
kwantowej. Do fal klasycznych zaliczamy rowniez fale elektromagnetyczne,
gdzie sprawa jest subtelniejsza niz w mechanice (ale nie tak subtelna jak
W mechanice kwantowej), gdyz fale te rozchodzg si¢ w prozni.

Rysunek 1.2.1. Fala na
powierzchni wody nie jest
ptaska ale quasi-kotowa. Widac,
ze  punkty maksymalnego
wychylenia tworza linie
o geometrii zblizonej do kota.

Co oznacza 6w brak ekwiwalentnego transportu masy? Wyjasnia to rysunek
(1.2.2). Gdy porusza si¢ czastka, energia przez nig przenoszona jest zwigzana
z ruchem tej czastki. Mamy jasny zwigzek miedzy transportem masy i energii.
Fala oznacza, ze czastki osrodka, owszem lokalnie poruszajg si¢, ale nie biegng
wraz z energig. Energia jest przekazywana przez popychanie kolejnych sasiadow,
ktorzy uzyskujg przez to energi¢ kinetyczng, po to by biega¢ tam 1 z powrotem w
niewielkim obszarze 1 popycha¢ kolejnych sgsiadow.

Powierzchnia falowa nie musi by¢ ptaska (fala nie musi by¢ harmoniczna).
Rysunek (1.2.3) pokazuje fale o geometrii sferycznej. Chol geometria
powierzchni falowych jest sferyczna, falg takg nazywamy falg kulista.

Rownanie fali o powierzchniach falowych innych niz ptaskie wyrazaja si¢ innymi
zalezno$ciami. Na przyktad wzor na falg kulista ma postac

A
u(r,£) = osin{ot — [Klr| + 8} 122

W zapisie zespolonym réwnanie fali (1.2.2) ma postaé
1.2.2a

A .
u(r, t) = mRe(el(wt—llq|r|+5))
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a b
°® °®
Y P LY P

Rysunek 1.2.2. a) grupa czastek przemieszcza sie¢ w przestrzeni, przenoszac
jednoczes$nie i mase i energie; b) sie¢ ciezarkéw potagczona sprezyng. Gdy
$ciSniemy pierwszg sprezyne i jg puscimy pierwszy ciezarek zacznie oscylowac
pobudzajac do oscylacji drugi, drugi pobudzi trzeci i tak dalej. W uktadzie
ciezarkow pojawi sie fala. Gdy ostatni ciezarek zacznie oscylowa¢, bedziemy
mogli powiedzie¢, Ze cze$¢ energii pobudzenia zostata przeniesiona na koniec
uktadu ciezarkdw. Nie jest to jednak zwigzane z przeniesieniem masy
z poczatku na koniec tancucha ciezarkéw. Poniewaz kierunek oscylacji
poszczegblnych ciezarkoéw jest zgodny z kierunkiem przenoszenia energii przez
fale, mamy tu do czynienia z falg podtuzona.

Rysunek 1.2.3. Powierzchnia falowa
fali kulistej to, zbiér wspo6tsrodkowych
sfer. Kolejne sfery majg promien o A
wiekszy od poprzedniej. Sfery sa
wyznaczone w ustalonym czasie. Gdy
czas ptynie sfery zwiekszajg swdj
promien, jednak wkazdej chwili
zachowujg wzajemne odlegtosci A.

Szeroka klase fal, interesujacych z punktu widzenia praktycznego mozna opisac

wzorem

u(r,t) = A(r,t) sin (a)t —(r) + 6) 1.2.2

dtugosc fazora faza fazora

W zapisie zespolonym réwnanie fali (1.2.2) ma postaé

u(r,£) = A(r, t)Re(l@t-0M+®) 1.2.2a
Dla fali harmonicznej mamy

A(r,t) = const 1.2.3

1.2.3b

o(r)=k-r

Dla fali kulistej danej wzorem (1.2.1) mamy
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rt)=——
|r|
o(r) = |K]|r| 1.2:4b

Dla fali niecharmonicznej, takie parametry jak dtugos¢ fali, czgstos¢, okres moga
nie by¢ dobrze okreslone (rys. 1.2.4). Jednak dla fal okre§lonych wzorem (1.2.2)
dalej dobrze okreslona jest powierzchnia falowa. Majac wzory (1.2.2)
powierzchni¢ falowg moge zdefiniowac tak
Definicja 1.2.1: Powierzchnia falowa
Dla fali danej wzorem

u(r, t) = A(r, t)sin(wt + @(r) + )
1.2.5
powierzchnia falowa jest zbiorem punktow, Rtore dla ustalonej chwili czasu tus
spetniajq rownanie

wtys + @(r) + 6 = const 1.2.6
£
A
& A ﬂ ﬂ ﬂ 1 “ Rysunek 1.2.4.  Wykres
% przebiegu przyktadowej
= 1t jednowymiarowej fali
K2 nieharmonicznej, w ustalonej
o chwili czasu. Czesto$¢ drgan
1 3 x roénie wraz z wsp6étrzedng x
przy statej ich amplitudzie.
1t W takiej sytuacji trudno jest
“ podaé warto$¢ dtugosci fali.
i ”

Powréce jeszcze na moment do wektora falowego. Moze on by¢ okreslony,
tak jak dla fal ptaskich, dla tych fal, dla ktérych mozemy tatwo zdefiniowac
dlugosci fali. Przykladem takiej nieptaskiej fali jest fala kulista. W takim
przypadku wektor falowy ma dobrze okreslong warto$¢ poprzez dlugosc fali
(1.10) i jest prostopadty do powierzchni falowej i pokazuje kierunek rozchodzenia
si¢ fali. Wektor falowy moze by¢ zdefiniowany rowniez w bardziej ogolnym
przypadku, ale do tego jeszcze dojdziemy.
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Uwaga 1.2.1:

W osrodkach optycznie anizotropowych wektor falowy zwykle nie jest prostopadty
do powierzchni falowej. O tym doktadniej powiem w temacie poswieconym
polaryzacji Swiatta (TXIII)

1.3. Fale jeszcze bardziej ogélnie

Sprobujmy do problemu fal podej$¢ jeszcze bardziej ogdlnie. Zaczniemy do
przypadku jednowymiarowego. Pomy$lmy o impulsie rozchodzacym si¢ na
rozciggnigte] strunie, wodzie czy w innym osrodku, z predkos$cig v. Zaktadamy
przy tym, ze posta¢ impulsu opisana przez funkcje f(X,t) nie zmienia si¢ podczas
propagacji. Mamy zatem réwnanie

u(x,t)="f(x—vt) 1.3.1
Obliczmy drugg pochodna czgstkowa tego wyrazenia po potozeniu X.

0 0 X —vt 0 1.3.2a
—f(x,t)=———Ff(x—vt = f(x—wt

OX (xt) o(x—vt) (x=v1) ox  O(x—vt) (x=v)

2 2f(x — 1.3.2b

a_2u(x’t): ‘ 2f(x Vt)

OX 0% (x—vt)
Obliczmy druga pochodng czastkowa tego wyrazenia po czasie t.
éu(x,t):if(x—vt)x_w :_Vﬁf(x—vt)

ot d(x—vt) o(x—vt) 1.3.3a

o° _ L0 (x—wt)

et x)=v % (x—vt) 1.3.30
Kombinujgc rownania (1.3.2b) 1 (1.3.3b) mamy

02 1 0° 1.3.4
yu(x,t):v—zyu(x,t)

Rdéwnanie to nazywamy roéwnaniem falowym. Dla wigkszej liczby wymiardw
bedziemy mieli

2 2 2 2 1.3.5
52+ 82"’ 62 u(r’t):iza_zu(r’t)
ox® oy~ oz v ot
Wprowadzimy nast¢pujace oznaczenia
2 2 1.3.6a

T a
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2
. iza_z_vz 1.3.6b
v ot
Pierwszy symbol (odwrocony trojkat) nazywany jest laplasjanem (operatorem
laplasjan), drugi symbol (kwadrat) to operator d’ Alemberta. O operatorach bedzie
wigcej w temacie (TXIV). W tym momencie symbole te sg dla nas sposobem na
krétki zapis rownania falowego (1.3.5).

Cu(r,t)=0 1.3.7

Latwo jest pokaza¢, Zze rownania opisujgce fale plaskie harmoniczne s3
rozwigzaniami réwnania falowego. Zatem (1.3.7) jest rOwnaniem rézniczkowym,
ktorego rozwigzaniem sg fale plaskie. Poniewaz jest to rowanie liniowe, to
roéwniez suma rozwigzan fal ptaskich jest rozwigzaniem tego réwania. Dla ruchu
falowego rownanie (1.3.7) jest tym czym dla ruchu punktow materialnych sg
rowaniania ruchu Newtona.
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2. Zasada Huygensa ¢

Z holenderskim fizykiem Christiaanem Huygensem spotkali$my si¢ juz przy
okazji omawiania zegara wahadlowego (8TVIII 1.3). Huygens jest autorem
zasady lezacej u podstaw naszego rozumienia zjawisk falowych. Zasada te
sformutowal w oparciu o obserwacje rozchodzenia si¢ fal na wodzie. Wedlug
koncepcji Huygensa, kazdy punkt osrodka, do ktérego dochodzi zaburzenie
(czoto fali) sam staje si¢ zrodlem zaburzenia, ktore rozchodzi si¢ w postaci fali
kulistej (w trzech wymiarach) lub kotowej (w dwoch wymiarach) (rys.2.1).
A obwiednia tych wszystkich fal wtornych jest powierzchnig fali wypadkowej
(rys.2.2).

Okreslenie 1.3.1: Zasada Huygensa

Kazdy punkt osrodka, do Rtérego dociera fala, staje sig Zrodtem fali wtornej. Jezeli

osrodek_jest jednorodny i izotropowy fala wtdrna jest falg Rulistq (kofowq w dwich

wymiarach). Obwiednia fal wtérnych wyznacza powierzchnig frontu falowego
w chwili poZniejszej.

przyktadowy punkt, do
ktérego dotarto zaburzenie
staje sie zrodtem wtornej fali
kulistej

Zrodio punktowe

Rysunek 2.1. Ze Zr6dta punktowego rozchodzi sie fala. Po pewnym czasie fala
ta dociera do pewnego punktu i pobudza go do drgan. Pobudzony punkt sam
stat sie punktowym zZrodtem fali, tzw. fali wtorne;j.

Wynika z tego, ze czolo rozchodzacej si¢ fali pelni role impulsu
pobudzajacego drgania. Docierajac do kolejnych punktéw osrodka pobudza te
punkty do ruchu drgajacego. Tak pobudzony punkt staje si¢ zrédtem kotowe;j
(w dwoéch wymiarach) lub kulistej (w trzech wymiarach) fali wtornej. Przypomina
to konstrukcje z rysunkéw (1.1.11 1.1.2), z tg rdznicg, ze teraz nie potrzebujemy
krasnala jako impulsu pobudzajgcego, gdyz jego role petni sama fala. Potrzebne
jest tylko zrodto pierwszego pobudzenia. Na przyktad, dla fal wodnych moze to
by¢ cyklicznie uderzajacy o powierzchni¢ wody rysik, a dla fal dzwieckowych
drgania strun gltosowych, czy membrany w glosniku. Fala jednowymiarowa
przedstawiona na rysunku (1.2.2a) jest dobrg ilustracjg samowzbudnosci fali.
Kolejne cigzarki pobudzaja do ruchu swoich sgsiadow bez koniecznos$ci
angazowania krasnala.
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Huygens zapostulowal, ze $wiatlo jest rowniez falg rozchodzaca si¢
zgodnie z jego zasadg. Dzi§ mozemy stwierdzié, ze byta to prorocza wizja. Jednak
w XVII wieku nie miala ona wielkich szans powodzenia, do czego za chwile
powroce. Co powodowato Huygensem? Zapewne intrygujace obserwacje
zatamania, odbicia, a nade wszystko ugiecia (dyfrakcji) fal wodnych na
przeszkodach skierowaly jego uwage na zjawiska falowe. Zjawiska odbicia
| zalamania Swiatla byly znane od czaséw starozytnych. Zjawisko ugiecia
(dyfrakcji) §wiatta przejawia si¢ w naszym zyciu w subtelny sposob. Zwykle go
nie postrzegamy, a kiedy juz je zauwazamy to nie przykuwa ono naszej uwagi.
Dzi§, ze wzgledu na powszechno$¢ sztucznego oswietlenia ze zjawiskiem
dyfrakcji mamy okazje spotkac si¢ znacznie czgscie] niz w dawnych czasach.
Przyktad efektdw dyfrakcyjnych pokazuje rysunek (2.2). Pierwsze, znane nam,
uwazniejsze obserwacje zjawiska dyfrakcji sg autorstwa Wlocha Francesco
Grimaldiego (1665). Grimaldi odnotowat miedzy innymi, ze wigzka Swiatta
przechodzaca przez kolowy otwdr, za otworem traci swoj pierwotny ksztalt
I rozchodzi si¢ w objetos¢ stozka. Grimaldi zaproponowat tez nazwa ,,dyfrakcja”
do tacinskiego ,,diffringere”, co mozna tlumaczy¢ jako rozbicie na kawaiki.
Nazwa odnosila si¢ do faktu, ze wigzka §wiatta ulegajaca dyfrakcji rozszczepia
si¢ (rozbija si¢) na rézne kierunki. Jednak w czasach, gdy ilosciowy opis $wiatta
byt w powijakach; nie zwracano na te zjawiska wigkszej uwagi. Byto to co$ zbyt
subtelnego, by mialo istotny wplyw na bieg zdarzen, na ktérych koncentrowano
wowczas uwage. Sytuacja zmienila si¢ wraz z rozwojem geometrycznej teorii
propagacji Swiatta. Teoria geometryczna data nam narzedzia do iloSciowej
analizy zjawisk optycznych. Jej orgdownik Newton musial si¢ juz zmierzy¢
I z dyfrakcja i z interferencjg fal, co na tym wczesnym etapie dalo si¢ jeszcze
opisa¢ w ramach teorii promienia?,

Rysunek 2.2. Dyfrakcja Swiatla latarni ulicznej na firance utkanej
z przeplatajacych sie pod katem prostym nitek; Z pracy inzynierskiej Agnieszki
Juszczyk: ,Obrazy dyfrakcyjne wokot nas”. Praca wykonana, pod kierunkiem
J. Masajada, w Instytucie Fizyki Politechniki Wroctawskiej w 2012

1 Scislej rzecz biorgc byta to teoria korpuskularna, to znaczy $wiatto bylo traktowane jako zbior
czgsteczek, a promienie Swietlne byty sladem toréw tych czgsteczek.
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Druga przyczyna, dla ktérej zasada Huygensa musiat swoje odczeka¢ byta
jej ztozono$¢ obliczeniowa. Byta ona zbyt duza jak na mozliwosci XVII 1 XVIII
wiecznej matematyki. Powiedzmy, ze w pewnej chwili czolo fali tworzy okrag
(np. na powierzchni wody). Kazdy punkt, do ktérego dotrze to czoto zaczyna
drga¢ 1 emitowa¢ wilasng fale wtorng. Mozliwie krotkg chwile potem nalezatoby
wyznaczy¢ obwiedni¢ wszystkich fal wtornych (rys. 2.3). Obwiednia
wyznaczylaby geometri¢ czota fali (frontu falowego) chwil¢ p6zniej. To nowo
wyznaczone czoto fali pobudzitoby kolejne punkty do drgania i zabawa zacze¢taby
si¢ na nowo. Na szczgscie w jednorodnym (izotropowym) srodowisku sprawy sie
mocno upraszczaja. Srodowisko jest jednorodne kiedy predkosé rozchodzenia sie
fali nie zalezy od kierunku. Fakt ten znamienicie uprasza prowadzenie analizy.
Jezeli w pewnym momencie mamy kotowe (kuliste) czoto fali, to po chwili At
bedziemy mieli dalej kotowe (kuliste) czolo fali, tyle ze jego promien bedzie
0 VAt, gdzie v jest predkoscia fali, wigkszy.

Fakt 2.1:

Z zasady Huygensa wynika, ze w srodowisku izotropowym i jednorodnym
fala kulista (kotowa) zachowuje swojg geometrie, zmienia sie tylko promien
sfery (okregu).

Rysunek 2.3. Niebieski okrag przedstawia zbior
punktow, do ktorych doszta, w wybranej chwili, fala
wyemitowana z zrodta punktowego. Kazdy punkt
niebieskiego okregu staje sie zZrodtem fali wtdrnej -
fale te wyrysowane sg jako czarne okregi i powinny
by¢ mozliwie mate, tak aby czas, po ktoérym
wyznaczamy obwiednie fal wtornych byt mozliwie
krétki. Obwiednia, czyli linia styczna t3czaca
poszczegoblne fale wtorne wyznacza ksztatt czota fali
chwile poézniej. Tutaj obwiednia wyrysowana jest
linig czerwona. Jak wida¢ w o$rodku jednorodnym
fala kotowa (kulista) zachowa swojg geometrie.

Podobny wniosek mozemy wysnu¢ dla fali ptaskiej. W srodowisku jednorodnym
fala ptaska pozostaje falg ptaska, a jej czoto przesuwa si¢ z predkoscia v.

Fakt 2.2:

Z zasady Huygensa wynika, ze w srodowisku izotropowym i jednorodnym
fala ptaska zachowuje swojg geometrie, a jej czoto przesuwa sie
z predkoscig fazowa.

Powyzsze dwa fakty znacznie utatwiajg korzystanie z zasady Huygensa. Gdy fala
z punktu zrodlowego Z kieruje si¢ na szczeling, lub inng przeszkode to
W przestrzeni miedzy zrodlem a przeszkoda nie musimy obliczaé, krok po kroku,
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propagujacej si¢ fali. Wiemy, ze do przeszkody zachowa ona ksztatt kotowy
(kulisty). Rachunku zaczynajg si¢ dopiero w plaszczyznie przeszkody (rys. 2.4).

Y

Rysunek 2.4. Z punktu Zrédtowego P emitowana jest fala kulista. Zadanie
polega na wyznaczeniu geometrii frontu falowego za otworem. Pomiedzy
otworem a punktem Zrédlowym Srodowisko jest izotropowe. Ksztatt fali na
wejsciu do otworu powinniSmy wyznaczac, krok po kroku, rysujgc kolejne serie
fal wtérnych wygenerowanych na kolejnych frontach, przy czym kroki powinny
by¢ bardzo, bardzo drobne. Rysunek pokazuje dwa przyktadowe kroki. Na
szczeScie majgc fakt (2.2) mozemy od razu narysowac ksztatt powierzchni
falowej na wejsciu otworu (czerwona linia). Dopiero tu musimy wykresli¢ zbior
fal wtornych, aby na podstawie jego obwiedni okresli¢ ksztatt frontu falowego
za otworem.

Z zasady Huygensa wynikaja wazkie wnioski. Gdy na drodze fali
postawimy przeszkode w postaci matego otworu, czy grupy matych otworoéw, to
za tymi otworami bedzie si¢ rozchodzita fala prawie kotowa (lub prawie kulista)
(rys. 2.5). Dlaczego prawie? Idealne fala kotowa (kulista) wymagataby otworu
punktowego, a przez otwér punktowy przechodzi nieskonczenie mato energii,
wiec taki przypadek jest niepraktyczny?. Wynika z tego, ze dla malego otworu, to
czy fala padajaca jest ptaska, kulista czy inna nie ma duzego znaczenia. Gdy otwor
poszerzymy do szerokiej szczeliny sprawy ulegaja zmianie (rys. 2.6). Zaraz za
szczeling fala plaska odtwarza geometrie swojego frontu, podobnie jak fala
kulista. Jednak w poblizu granic szczeliny geometria fal ulega zaburzeniu.
Przyktadowo, przy brzegach szczeliny fala plaska ugina si¢. Poniewaz energia
rozchodzi si¢ prostopadle do powierzchni falowej, wida¢, ze zmieni si¢ rowniez

2 Oczywiscie dochodzg wszelkie inne problemy z czyms co staje sie nieskonczenie mate. To jest tak jak
z problemem stotu (Tl 2.1), od pewnego momentu pewne pojecia i teoria tracg sens, wiec jezeli chcemy
stosowac¢ zasade Huygensa to otwér musi by¢ sensownie duzy.
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kierunek rozchodzenia si¢ energii fali (jest to wiasnie zjawisko dyfrake;ji
(ugigcia)).

) )
) D

Rysunek 2.5. Z lewej strony. Ptaska fala wpada na dwa bardzo mate otwory.
Zgodnie z zasadg Huygensa otwory te stajg sie Zrédtem dwdch fal wtérnych.
Poniewaz otwory sg mate, fale pojawiajgce sie poza otworem sg falami prawie
kotowymi. Z prawej strony. Zamiana fali padajacej z ptaskiej na kotowg lub inng
niewiele zmienia, gdyz wewnatrz matych otworéw fale ptaskie i kuliste
wygladaja bardzo podobnie.

Rysunek 2.6. Gdy mamy szeroki otw6ér geometria powierzchni fali ptaskiej lub
kulistej odtwarza sie w centralnej czeSci otworu. Przy jego brzegach geometria
fali przechodzacej zalezy od geometrii fali padajace;j.

Dygresja 2.1:

Zauwaz, ze zrodfa fal wtérnych sg wyrysowane wzdtuz linii rownej fazy fali kulistej.
Linia ta dotyka brzegu szczeliny, ale w jej wnetrzu wychodzi nieco do przodu — nie
lezy doktadnie w linii szczeliny. Jest to zgodne z zasadg Huygensa. Linia rownej fazy
wyznacza te punkty do ktorych, w danej chwili dotarto zaburzenie. Z drugiej strony
dopodki linie rownej fazy nie ,dotkng” brzegu szczeliny dopdty zgodnie z faktem
(1.3.1) fala bedzie sie odtwarzata jako idealna fala kulista. Rzecz sie zmieni dopiero
wtedy kiedy cze$c frontu falowego dotrze do obszaru, gdzie zmieniajg sie warunki.

Gdy to sie zdarzy nie mozna skorzysta¢ z faktu (1.3.1) itrzeba wyrysowac fale
wtdrne oraz ich obwiednie.
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Z zasady Huygensa mozemy wyprowadzi¢ prawo zatamania i odbicia dla
ruchu falowego, ktore sg $ci§le zwigzane z odnosnymi prawami dla promienia
w optyce geometrycznej. Zwigzek powierzchni falowych z promieniami jest
w przypadku $rodowiska optycznie izotropowego prosty. Promienic s3
prostopadte do powierzchni falowych.

Fakt 2.3:

W srodowisku optycznie izotropowym promienie sg prostopadte do
powierzchni falowych i pokazujg kierunek biegu energii fali.

Wyprowadze prawo zatamania 1 odbicia dla prostego przypadku ptaskich
powierzchni famigcych (odbijajacych). Przy wyprowadzeniu postuze si¢ metoda
geometryczng. Wyprowadzenie prawa odbicia ilustruje rysunek (2.6).

Rysunek 2.6. Powierzchnia falowa fali padajgcej reprezentowana jest przez niebieska
ciagta linie (jest to fala ptaska) lub przez promienie wyrysowane jako niebieskie linie
przerywane. Gdy fala dochodzi do punktu A powierzchni odbijajacej, to punkt ten staje
sie Zzrodtem kotowej (kulistej) fali wtornej. Gdy fala dojdzie do punktu C na powierzchni
odbijajacej to fala kotowa (kulista) wyemitowana z punktu A bedzie miata promien AD,
a fala kotowa (kulista) wyemitowana z punktu B bedzie miata odpowiednio mniejszy
promien (zostata wyemitowana p6Zniej niz w punkcie A, a wcze$niej niz w punkcie C).
Rysujac styczng taczaca dwa kota reprezentujaca fale wtorne z punktéw A i B oraz
punkt C, w ktérym fala wtdérna jest wtasnie emitowana, dostaniemy nowg powierzchnie
falowa (linia ciggta czerwona). Promienie beda do niej prostopadte (linie czerwone
przerywane). Jak wida¢ promienie fali padajacej iodbitej tworza ten sam kat
znormalng do powierzchni odbijajacej (normalna to prostopadta do danej
powierzchni), tak jak wymaga tego prawo odbicia: kat padania rowny jest katowi
odbicia.

Podobnie mozemy sformutowac prawo zalamania. Zatamanie fali zachodzi
na granicy oddzielajacej obszar, w ktoérym fala porusza si¢ z r6zng predkoscia.
Dla fal wodnych moze to by¢ granica migedzy obszarem ptytkim i glgbokim
(uskok na dnie). Prawo zatamania wprowadza rysunek (2.7). Warto rozwazy¢
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jeszcze jedng sytuacje. Niech fala przechodzi z os$rodka o wspdiczynniku
zatamania n; do osrodka o wspdlczynniku zatamania ny, przy czym np<n; (rys.
2.8). Niech ponadto spetniony jest warunek

AB = 1BC
T n, 2.1

Warunek ten oznacza, ze gdy fala padajaca dochodzi do punktu B, to wtorna fala
wyemitowana z punktu A rowniez dociera do punktu B. Fale wtorne sg styczne w
punkcie B. Wyglada to tak jakby fala zatamana biegta po powierzchni granicznej
mig¢dzy osrodkami. Gdy spetniony jest warunek (rys. 2.9)

AB > 1B
n, 2.2

Rysunek 2.7. Gdy fala padajaca (linia
niebieska) dochodzi do powierzchni bedacej
granicg pomiedzy oSrodkami, w ktérych fale
rozchodzg sie r6znymi predkos$ciami, to kolejne
punkty tej powierzchni stajg sie Zrodtem
wtérnych fal kulistych. Ale w osSrodku
wolniejszym promienie odpowiednich sfer
rosng wolniej (czerwone wycinki két) niz w
osrodku szybszym (niebieskie wycinki két). Na
rysunku przedstawiono dwie przyktadowe fale
wtérne rozchodzace sie z punktu A i B. Fale
v, niebieskie to fale odbite aczerwone to fale
przechodzace. Wida¢, Ze dla fal przechodzacych
zmienia sie kierunek powierzchni falowe;j.
Odpowiednio jeZeli promienie padajace tworza
z normalng do powierzchni granicznej kat ¢, to
promienie zalamane tworza kat S Na bazie
elementarnej geometrii mozna pokazaé, ze
iloraz sinuséw tych katéw jest rowny ilorazowi
predkosci fal w tych oSrodkach, co jest trescia
prawa zatamania.

to zanim fala padajaca dotrze do punktu B, fala wtorna z punktu A bedzie juz poza
punktem B. Jak w takiej sytuacji narysowa¢ obwiedni¢ fal wtérnych? Popatrzmy
co wynika z prawa zatamania, w pierwszym kroku dla warunku (2.1)

n,sin(i) = n,sin(i") 2.3

Gdzie I’ jest szukanym katem zalamania. Nadto z rysunku (2.8) mamy
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... BC
Sln(l)=ﬁ 2.4

Wstawiajac do (2.4) wyrazenie (2.1) otrzymujemy

M
sin(i) = " 25

Wstawiajac (2.5) do (2.3) mamy

1 = sin(i") 2.6

Rysunek 2.8. Fala pada na granice

oSrodkéow pod katem i od strony
n, osrodka gestego. W punkcie A
emitowana jest fala wtorna, ktéra po
stronie os$rodka rzadszego jest
szybsza niz fala propagujaca sie
w o$rodku gestszym. Przy
odpowiednio  dobranych  katach
padania fala zalamana moze dotrze¢
do punktu B réwnie szybko jak fala w
osrodku gestszym. Wtedy wszystkie
fal wtérne bedg miaty punkt wspélny
w punkcie B.

Rysunek 2.9. Gdy spetniony jest warunek
(2.2) fale  wtérne  wyemitowane
w punktach AiD, w rzadszym Srodowisku,
dotrg do punktu B  szybciej niz fala
padajaca. Gdy fala padajaca dotrze do
punktu B, odpowiednie fale wtérne beda
poza nim. Jak wida¢ z rysunku nie da sie
wyrysowac obwiedni fal wtornych.

Zatem kat zalamania jest katem prostym co zgadza si¢ z wnioskami
wyciagnietymi z zasady Huygensa. Co si¢ stanie gdy spelniona jest relacja (2.2).
Latwo mozesz pokazaé, ze lewa strona (2.6) stanie si¢ wigksza od 1. Ale sinus
,Hhie potrafi” by¢ wigkszy od 1, przynajmniej w dziedzinie liczb rzeczywistych.
W takiej sytuacji musimy przyjac¢, ze promieni zalamanych nie ma 1 fala odbija
si¢ od granicznej powierzchni. Zjawisko to nazywamy zjawiskiem catkowitego
wewnetrznego odbicia, w skrocie TIR (od angielskiego: total internal reflection).

28



Jan Masajada © — 45 tematow z fizyki

Zwracam jeszcze raz wasza uwage na to, ze odeszliSmy w jednym istotnym
punkcie od konstrukcji fal pokazanych na rysunkach (1.1. 1 1.2). Realne fale nie
potrzebuja krasnala. Same dla siebie sg krasnalem. Gdy fala dzwigkowa rozchodzi
si¢, to czgsteczki powietrza z czota fali popychaja czasteczki powietrza znajdujace
si¢ przed czolem fali. W wyniku zderzenia czasteczki czota fali cofajg sie, a te
nowo uderzone propaguja si¢ do przodu tworzac nowe czoto fali, itd. W efekcie
lokalnie oscyluje gestosé czasteczek powietrza. Patrzac na oscylacje tej gestosci
w wybranym punkcie widzimy oscylacje harmoniczne. Patrzac na zmiany
gestosci, w ustalonej chwili czasu, wzdtuz wybranej prostej widzimy, ze gestos¢
zmienia si¢ zgodnie z przebiegiem funkcji harmonicznej. Dlatego tez ruch fali
mozemy opisywac tak jakby to byt ruch zbioru niezaleznych oscylatorow
harmonicznych. Daje to dobry obraz ruchu fali. Zasada Huygensa jest wazkim
krokiem w kierunku ilosciowego opisu propagacji fal.

Teoria falowa $wiatta powrocita na dobre z poczatkiem wieku XIX.
Dlaczego przez prawie dwiescie lat koncepcje falowa pozostawaty w uspieniu?
Cze¢sciowo na to pytanie juz odpowiedzialem. Zasada Huygensa jest trudna od
strony technicznej. Wyznaczanie obwiedni rodziny krzywych w czasach, gdy
analiza matematyczna dopiero zaczela si¢ rozwijaé, nie zachecata do stosowani
teorii falowej. Obwiednie potrafiono wyznaczy¢ metodami graficznymi dla
niezbyt ztozonych przypadkow. W optyce dominowata teoria korpuskularna —
teorie promienia, ktorg wzmacniat olbrzymi autorytet Newtona. Newton w Swym
dziele ,,Optica” opisat swoje liczne 1 wazkie osiggnigcia stosujac konsekwentnie
teori¢ promienia. Potrafit rowniez w zadowalajacym wowczas zakresie zmierzy¢
si¢ z dyfrakcja §wiatta, a nawet ze zjawiskiem interferencji. Optyka geometryczna
postugiwala si¢ znacznie prostszym aparatem matematycznym, za pomoca
ktorego odniesiono w wieku XVIII wiele wazkich sukcesow na gruncie optyki
instrumentalnej. Nie bylo wiec Zadnej istotnej presji by zwrocic si¢ w kierunku
trudniejszej falowej teorii Swiatta.

2.1. Efekt Dopplera

Migdzy ruchem fali, a ruchem czastki istnieja zasadnicze roznice (rys. 1.2.2).
Pierwsza jaka si¢ narzuca to fakt, ze ruch czastki jest zlokalizowany. Czastka
w kazdej chwili czasu zajmuje dobrze okreslong cze$¢ przestrzeni. Klasycznie
rozumiana fala jest uporzadkowanym pobudzeniem ogromnej liczby czastek na
duzej przestrzeni (duzej w poréwnaniu z rozmiarami czgstek). Ruch fali jest
przemieszczaniem si¢ tego pobudzenia. Gdy kibice unosza i opuszczajg rgce
tworzac tzw. meksykanska fale na stadionie pitkarskim, to zaden z nich nie
przemieszcza si¢ wokot stadionu. Obserwator widzi jednak wyrazne
przemieszczanie si¢ zaburzenia. Ruch ciata materialnego moze odbywac sig
w prozni. Fala mechaniczna potrzebuje osrodka, w ktérym moglaby si¢
rozchodzi¢. Osrodkiem tym moze by¢ gaz, ciecz czy ciato state. Roznice te
powoduja, ze dla ruchu falowego zachodzi efekt Dopplera, ktory nie jest obecny
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w przypadku ruchu czgstki. Sprawe naswietlajg dwa kolejne rysunki. W dwoch
narysowanych wyzej przypadkach predkos¢ wystrzelone; kuli wzgledem
powierzchni ziemi jest inna. W pierwszym przypadku predkosé¢ kuli, mierzona
przez obserwatora zwigzanego z ziemia, jest rOwna predkos¢ kuli mierzonej
wzgledem armaty. W drugim przypadku do predkosci kuli wzgledem armaty
nalezy doda¢ predkos¢ wozka, na ktorym armata stoi.

o

Rysunek 2.1.1. Dla obserwatora stojacego na ziemi predko$¢ wystrzelonej
z armaty kuli stojacej na ziemi jest mniejsza od predkosci wystrzelonej kuli
z armaty ustawionej na ruchomej platformie.

Sprawy majg si¢ inaczej w przypadku fali dzwigkowej. Predkos¢ dzwieku
emitowanego przez dzwonek w rekach woznego, ktory stoi na ziemi jest taka
sama jak predkos¢ dzwieku emitowanego przez tenze sam dzwonek w rgkach
tegoz woznego, ale stojacego na ruchomej platformie (rys. 2.1.2). Dzieje si¢ tak
poniewaz, o predkosci fali decyduje sprezystos¢ osrodka, w ktorym fale te sig
rozchodza, a nie predkos¢ zrodia fali.

Rysunek 2.1.2. Predko$¢ dzwieku generowanego przez dzwonek w rekach
woznego stojacego na ziemi jest taka sama jak predkos¢ dzwieku w przypadku
gdy i dzwonek i woZny sg na ruchomej platformie. Predkos$¢ dzwieku zalezy od
wilasnosci sprezystych osrodka.

Kazde zrédto fal ma swojg charakterystyczng czgsto$¢ na ktorej ,,nadaje”. Moze
to by¢ na przyktad czgsto$¢ drgan rysika na sprezynujacej belce (rys. 2.1.3). Niech
rysik uderza w powierzchni¢ wody wzbudzajac na niej fale podobne do fal
powstajacych na skutek wrzucenia do wody kamienia. Kazde uderzenie rysika
odpowiada wrzuceniu w to samo miejsce kolejnego kamyczka. Oznaczmy
czestotliwo$¢ zrodla (mierzong w hercach) przez fo. Podkreslam, ze czestosc
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emisji jest wlasnos$cig zrodia. Po uderzeniu rysika na wodzie zaczyna rozchodzi¢
si¢ fala kotowa. To jak szybko to pobudzanie rozchodzi si¢ zalezy od whasnosci
sprezystych wody, a nie zrédta. Dla juz wzbudzonego zaburzenia nie ma
znaczenia czy rysik porusza si¢ wzgledem wody czy nie. Dlatego méwimy, ze
whasnos$ci osrodka. Oznacze wartos¢ predkosci fali przez v. Zaloze ponadto, ze
zrodlo (czyli rysik) porusza si¢ wzgledem srodowiska (w naszym przyktadzie jest
to woda), w ktorym rozchodza si¢ fale z predkoscia o wartosci Vs. Niech
obserwator, ktory mierzy czgsto$¢ fali jest nieruchomy wzgledem tego
srodowiska (czyli wody). Jaka czesto§¢ wyemitowanej przez zrodto fali mierzy
obserwator?

a
e grzbiet fali przesunat e ‘ .
g fali przesunat s
A o
: 14
! . ! i
M2 P N
t=t. t=t, T t=t+T/2 t=t4T
b
pojawia sie pierwszy grzbiet fali przesunat pojawia sig drugi pierwszy grzbie
grzbiet fali sie o &2 w czasie T/2 grzbiet fali fali przesunat s
zrodito przesungto sie o P
0 A6
/‘ zrodio przesunelo sie )
i [N N K
! ! : I
' RN e {r
o tst, 7 =42 RTY ¢
' t=t+T

Rysunek 2.1.3. a) Zrédto fal wzbudzanych na wodzie jest nieruchome
wzgledem wody. W chwili t1 zrodto generuje pierwszy grzbiet fali wodnej. W
chwili t1+T/2 grzbiet ten oddalit sie od miejsca powstania o 1/2. W chwili t1+T
grzbiet ten oddalit sie 0 4, a Zrédto wygenerowato drugi grzbiet. b) Zrédto fal na
wodzie porusza sie w prawo z predkoscig rowna jednej trzeciej predkosci fal na
wodzie. W chwili t1 zrodto generuje pierwszy grzbiet fali wodnej. W chwili
t1+T/2 grzbiet ten oddalit od miejsca powstania o 1/2, a Zr6édto przesuneto sie
o A/6. W chwili t1+T grzbiet ten oddalit sie o 4, a Zrédto przesuneto sie o 1/3
i wygenerowato drugi grzbiet. Teraz odlegto$¢ miedzy grzbietami wynosi A-
A/3. W kierunku ruchu Zrédta na wodzie pojawiaja sie fale o mniejszej dtugosci
fali (mniejszej odlegto$ci miedzy grzbietami).

Zatozmy, ze zrodlo zbliza si¢ do obserwatora. Skupmy uwage na grzbietach
fal. Niech z punktu zrodtowego wyjdzie w pewnej chwili grzbiet fali. Po czasie
To (To- to okres fali To=1/fy) zrédlo wyemituje nastgpny grzbiet fali. Ale
jednoczesnie po czasie Tp zroédto przesunie si¢ w kierunku obserwatora o droge
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VsTo. Wobec tego odleglosci pomigdzy sgsiednimi grzbietami fali bedzie wynosita
(rys. 2.1.3)

A= 1o — vsT, 211

Ao - jest dlugoscig fali jakg mierzy obserwator w przypadku, gdy zrodlo jest
nieruchome, a A jest dlugoscig fali jaki mierzy obserwator, gdy zrodlo jest
ruchome. Biorac pod uwage, ze 1o=vT, mamy
1 1 2T 21T
A=vTy—vTg=—v——-v=—vV——1; 21.2

fo f Wo W

Mierzona czestotliwos¢ fali wyrazi si¢ wzorem

% 1
f=3=1 1 =/ =hm 2.1.3a
Rl TTY v
Poniewaz zatozylismy, ze zrodto zbliza si¢ do obserwatora mierzona przez niego
czestos¢ fali rosnie wraz z predkoscia zrodta, czyli f>fy. Zaktadamy réwniez, ze
predkos¢ zrodta jest mniejsza od predkosci fali vs<v. Gdy zrédto oddala si¢ od
obserwatora nalezy przyja¢ ujemng warto$¢ predkosci zrodlta wzgledem
obserwatora vs<0. Wzor na mierzong cz¢stos¢ fali ma teraz postaé

1

Us
1+v

f=o 2.1.3b

W tym przypadku mierzona czgsto$¢ jest mniejsza od czestosci zrodta: f<fo.

Otrzymany wynik jest zgodny z intuicjg bazujacg na fakcie, ze predkos¢
fali nie zalezy od predkosci zrodta wzgledem §rodowiska. Jak zroédto goni grzbiet
fali, poruszajacy si¢ z predkoscia v, z predkoscig Vs, to oczywiscie nastgpny
grzbiet zostanie wygenerowany blizej tego uciekajgcego niz miatoby to miejsce
przy zrodle nieruchomym. Gdy zrodio fali oddala si¢ od grzbietu efekt jest
odwrotny (rys. 2.1.4).

Inaczej wyglada sprawa, gdy zrodio jest nieruchome wzgledem osrodka,
w ktoérym rozchodzg si¢ fale, a porusza si¢ obserwator z predkosciag Vop. Niech
obserwator zbliza si¢ do zrodta. Jezeli w pewnej chwili t obserwator mingt grzbiet
fali, to sgsiedni grzbiet znajduje si¢ w odleglosci Ao. Grzbiet ten przesuwa sig
wzgledem $rodowiska z predkoscig v. Obserwator réwniez przesuwa si¢
wzgledem srodowiska z predkoscia V. Zatem catkowita predkos$¢ ruchu grzbietu
wzgledem obserwatora jest roOwna V+Vg,. Stad okres obserwowanego ruchu
falowego wynosi
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1 Ao _ v
_f_v‘l'vob _fo(v‘l'vob) 2.1.4
Mierzona przez obserwatora czestos¢ wynosi
fO (v + vob) Vob
f=— =y (147 2.15a

Rysunek 2.1.4. Zrédto porusza sie
w lewg strone. Skutkiem tego fala traci
swoja symetrie ( w réznych
kierunkach rozchodzi sie ré6zna
czestoscig). W kierunku ruchu Zrédia
fala staje sie krétsza, aw kierunku
przeciwnym dluzsza.

Obserwator poruszajacy si¢ wzgledem srodowiska, w ktorym rozchodzi si¢ fala
w kierunku Zrodta mierzy wigksza czestos¢ drgan niz czesto$¢ zrodia. Kiedy
obserwator ten oddala si¢ od zrodta wtedy jego predkos¢ w powyzszym wzorze
mnozymy przez -1.

f=1 (1 - %) 2.1.5b

W takim przypadku obserwator rejestruje mniejsza czgstos¢ drgan niz wynosi
czestos¢ zrodta. Zwro¢ uwage na fakt, ze w pierwszym przypadku, to jest gdy
porusza si¢ zrodto, fale generowane w osrodku majg krétsza lub wickszg dtugosc.
W drugim przypadku, gdy porusza si¢ obserwator, fale w osrodku maja we
wszystkich kierunkach takg samag dtugos$¢ — zrodlo jest nieruchome. To, ze
obserwator widzi odlegto$ci miedzy grzbietami fal jako mniejsze lub wigksze
wynika z faktu jego ruchu wzgledem osrodka.

Gdy wzgledem o$rodka porusza si¢ i zrodlo i odbiornik, to musimy
polaczy¢ wyrazenia opisujace oba te przypadki. Otrzymujemy wtedy wzor

_ vivob
f_fO v¢vs 216

7 dotychczasowych rozwazan wynika, ze przy analizie ruchu falowego
wygodnym uktadem wspotrzednych jest uktad zwigzany z osrodkiem, w ktorym
rozchodzg si¢ fale. Osrodek stanowi dla ruchu falowego rodzaj bezwzglednego
uktadu odniesienia. Oczywiscie ruch kazdej czastki osrodka nie czuje obecnos$ci
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takiego bezwzglednego uktadu odniesienia, co wiemy z zasad dynamiki. Jednak
w przypadku fali obserwujemy nie tyle ruch czastki, ile ruch zaburzenia czastek
osrodka. Taki ruch zaburzenia jest $ciSle zwigzany z wilasnosciami o$rodka,
ktorego czastki ulegaja zaburzeniu. Stad szczegdlna rola osrodka dla ruchu
falowego. Kiedy zatem podajemy predkos¢ fali, nie méwimy wzgledem jakiego
uktadu wspotrzednych zostala owa predkosci wyznaczone; domySlnie
przyjmujemy, ze chodzi o predkos$¢ mierzong wzgledem o$rodka w ktorym ta fala
si¢ rozchodzi.

Efekt Dopplera pozwala za pomoca fali odbitej mierzy¢ predkosé
poruszajacego si¢ obiektu. Niech obiekt porusza si¢ wzgledem systemu
pomiarowego z pewng predkoscig. Dla ustalenia uwagi przyjmijmy, ze zrodtem
jest sonar okretu, ktory mierzy predkos$¢ innego okretu. Gdy uktad pomiarowy
emituje fale ta, po pewnym czasie, dobiega do obiektu i si¢ od niego odbija.
Dhugos¢ fali liczymy ze wzoru (2.1.6). W momencie odbicia obiekt staje si¢
zrodlem fali odbitej o czestosci obliczonej w pierwszym kroku. Teraz sytuacja
odwraca si¢. Obiekt jest zrédtem a zrodto obiektem (odbiornikiem). W sposob
podobny do poprzedniego mozemy obliczyé, ze wzoru (2.1.6) czestos¢ fali
odbieranej przez okrgt z sonarem. Mierzac tg czesto$¢ 1 znajac wlasng predkose
wzgledem osrodka mozemy wyznaczy¢ predkos$¢ drugiego okretu.

Podobnie dziala pomiar predko$¢ pojazdéw z uzyciem radaru. Fale
elektromagnetyczne nie s3 jednak falami mechanicznymi. Wzory na efekt
Dopplera nieco si¢ modyfikuja, co wynika z konieczno$ci uwzglednienia efektow
relatywistycznych. Nie mniej sama idea pomiaru opiera si¢ 0 zmian¢ czgstosé
mierzonej dla poruszajacych si¢ zroédet 1 obserwatorow.

Innym przyktadem zastosowania efektu Dopplera jest ultrasonografia
dopplerowska. Dla ukltadu zrodlo-detektor ultradzwieki propaguja —si¢
W poruszajacym si¢ plynie w inny sposob niz w plynie stacjonarnym. Mierzac
zmian¢ czestosci i/lub przesunigcie fazowe fali mozna okreslic parametry
przeptywu krwi w naczyniach krwionosnych (rys. 2.1.5). Technika ta odbiega
w swych szczegotach od prostego schematu pomiaru przedstawionego dla sonaru,
ale u jej podstaw lezy efekt Dopplera.
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- o L TR At Rysunek 2.1.5. Widok ekranu
- 1 podczas pomiaru przeptywow
w tetnicy szyjnej wspdlnej z uzyciem
aparatu dopplerowskiego. Tego typu
badanie nie obcigza pacjenta i pozwala
precyzyjnie okreslic stan naczyn
krwiono$nych oraz serca; Zrodto
Wikipedia. Creative Commons
Attribution-Share Alike 2.5 Generic

2.2. Fala uderzeniowa

Przejdzmy jeszcze raz do wzoru (2.3a). W kierunku ruchu zrodta fale zageszczaja
si¢ (ros$nie czestos¢ fali); ten wniosek zostal wyciagnigty gdy predkos¢ zrddia
wzgledem osrodka byla mniejsza od predkosci fali rozchodzacej si¢ w tym
osrodku. Co sig¢ stanie gdy Vs>V, to znaczy, zrodto porusza si¢ z predkoscig rownag
lub wigksza od predkosci fali. W normalnych warunkach wzbudzona czasteczka
uderza w czasteczke ja poprzedzajaca odbija si¢ od niej powraca wstecz odbija
si¢ od czasteczki bedacej za nig, itd. Jezeli jednak zrodto ma wiekszg predkos¢ od
predkosci dzwieku to pobudzone czgsteczki nie majg czasu na pobudzenie
czasteczek poprzedzajacych zanim dotrze do nich ruchome Zrédlo. Kolejne
czastki pobudza zrédto 1 w efekcie powstaje waski obszar silnego wzrostu
ci$nienia, ktory nazywamy falg uderzeniow3.

Fale uderzeniowe kojarza si¢ z przelotem naddzwickowych samolotow.
Ale to nie jedyne ich zrodto. Powstajg rowniez na skutek wybuchow. Szczegdlnie
niszczycielskie fale uderzeniowe wywoluja wybuchy jadrowe. Gwattowny
podmuch towarzyszacy takim wybuchom jest skutkiem przej$cia fali
uderzeniowej. Fale uderzeniowe towarzysza wyladowaniom atmosferycznym,
wybuchom wulkanoéw, wywotuja je uderzenia wigkszych meteorytow. Na
mniejsza skale falg uderzeniowg mozemy wywolaé trzaskajagc z bicza.
W momencie ,.trzasni¢cia” koniec bicza porusza si¢ szybciej od dzwigku. Trzask,
ktory styszymy wywotlany jest przez falg uderzeniows.

Zobaczmy jak rzecz cala wyglada z punktu widzenia zasady Huygensa.
Obwiednia fal wtornych tworzy powierzchni¢ stozka (rys. 2.2.1). Prosta analiza
geometryczna pokazuje, ze kat @tego stozka spetnia zalezno$¢:

Vg
(o) = 24
sin(0) = 7 221
Rysunek (2.2.2) pokazuje stozki fali uderzeniowej zarejestrowane w tunelu
aerodynamicznym, w ktorym bada si¢ optyw powietrza wokot kadluba
naddzwigkowego samolotu. W tunelu z predkoscia wieksza niz dzwiek porusza
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sie, wzgledem samolotu, powietrze. Ale w przypadku ruchu ciat (a nie fal) nie ma
znaczenia czy wzajemng predkos¢ wigzemy z ruchem samolotu czy powietrza.

Rysunek 2.2.1. Na rysunku mamy Zrédto fali w postaci czerwonego punktu,
ktére porusza sie z predkoscia vs w prawo. Zgodnie z zasadg Huygensa,
w kazdym punkcie Zrédto emituje wtérng fale kulistg, ktéra rozchodzi sie
z predkosciag fali vi. W przedstawionym przypadku predkos$¢ Zrodta jest cztery
razy wieksza od predkosci fali. Gdy zrodto dotrze do drugiego wyr6znionego
czerwong kropka punktu fala wyemitowana w pierwszym punkcie bedzie miata
cztery razy mniejszy promien (czarny okrag) w stosunku do odlegtosci
pomiedzy dwoma zaznaczonymi potozeniami Zrédta. W kazdym potozeniu,
a wiec réwniez drugim wyrysowanym, Zrédto emituje kolejng fale kulistg. Gdy
Zzrodto znajdzie sie wtrzecim wyrdznionym czerwong kropka punkcie
(odlegto$¢ miedzy pierwszym a drugim punktem jest taka sama jak miedzy
drugim a trzecim) fala wyemitowana w pierwszym punkcie osiggnie dwa razy
wiekszy promien (zielony okrag), a wtdérna fala wyemitowana w drugim
punkcie osiggnie taki promien, jak fala wyemitowana w pierwszym punkcie
w momencie, gdy zZrodto byto w drugim punkcie. GdybySmy wyrysowali
odpowiednie fale wtorne od kazdego punktu, to wida¢, ze linia styczna do tych
wszystkich fal wtoérnych (obwiednia) bylaby powierzchnig stozka (linia
niebieska). Stozek ten stanowi powierzchnie falowa fali uderzeniowe;.

Rysunek 2.2.2. Strugi powietrza
optywajace sylwetke modelu samolotu.
Wyraznie  wida¢ krawedzie fali
uderzeniowej; Zzrodto Wikipedia

Cho¢ fale uderzeniowe kojarzg si¢ nam z falami akustycznymi, to zjawisko
to jest charakterystyczne dla samego ruchu falowego; czyli moze ujawnié si¢
w wszystkich typach fal. Przyktadowo fale uderzeniowe mogg powstawac: na
wodzie (rys. 2.2.3) w skorupie ziemskiej na skutek trzgsien ziemi, W ciatach
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stalych, w gazie miedzygwiezdnym, i wielu innych okolicznos$ciach. Fizyka fali
uderzeniowej jest trudna, jak kazdego gwaltownego zjawiska zachodzaca w
ztozonym $rodowisku, ale wazna ze wzgledu na wiele zwigzanych z nig aspektow
technicznych i naukowych.

Rysunek 2.2.3. Pancernik
USS Ilowa strzela peitna
salwg burtowg w czasie
manewréw na Pacyfiku
w lipcu 1984. Gwattowny
podmuch wzbudza na
powierzchni wody fale
uderzeniowa. Wyraznie
widac jej granice
i charakter przesuwajacej
sie ,$ciany” wody; zrédto
Wikipedia
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3. Interferencja fal ¢

Zjawisko nakladania si¢ fal ma swoja wilasng nazwe — interferencja fal.
Interferencja fal jest dla wspodlczesnej fizyki zjawiskiem podstawowym. Szeroko
obecna jest w teorii fal elektromagnetycznych, w tym rowniez w optyce. Stanowi
chleb powszedni w mechanice kwantowej, z tym ze w mechanice kwantowej
interferujg abstrakcyjne fale ,,amplitudy prawdopodobienstwa”. | cho¢ fale sa
abstrakcyjne, to obliczanie ich interferencji prowadzi do weryfikowalnych
doswiadczalnie wynikoéw. Jak z tego widaé, ze do interferencji fal musimy
podejs$¢ bardzo powazanie. Jak zwykle zaczng od prostego przyktadu.

Rozwazmy dwa punkty zrodtowe Z; i Z;, , ktore generuja dwie fale kolowe
(rys. 3.1). Jaki jest wynik nakltadania si¢ obu fal w odleglym punkcie P. Punkt
uwazamy za odlegly, gdy jego odlegtos¢ od zrodet jest duzo wigksza od
odleglosci migdzy zrodtami

Rysunek 3.1. Z punktow Z1i Z2 rozchodza sie fale kotowe. W chwili poczatkowej
fazy drgan tych punktow sa rozne, dlatego roze sa katy fazoréow
stowarzyszonych z tymi punktami. W punkcie P odlegtym o r1 od punktu Z:i o
rz od punktu Z2 fazy odpowiednich fazorow sa rdwniez inne. Zmiana kata fazora,
na drodze od punktu Zrédtowego do punktu obserwacji, jest r6wna wrazeniu,
odpowiednio kr: i kr2. Efekt natozenia sie fal w punkcie P obliczamy sumujac,
w tym punkcie, fazory tych fal.

Rozwigzemy ten problem uzywajac fazorow. Zgodnie z fazorowa
reprezentacja fal, w kazdym punkcie przestrzeni umieszczamy fazor, ktory wiruje
z czestoscig w. Analize przeprowadzimy w pewnej wybranej chwili tys. Przyjme,
ze w te] wybranej chwili fazor fali drugiej w punkcie zrédlowym ma faze
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poczatkowg & = 772 wzgledem osi poziomej (0$ X-0w). Fazor fali pierwszej ma
faze poczatkowa o = 5/47z. To s3 nasze warunki poczatkowe. Wiemy, ze co
odcinek, o dtugosci rownej dtugosci fali A, w ustalonej chwili czasu, faza fazora
powtarza si¢. Czerwone kotko na rysunku (3.1) oznacza sgsiedztwo punktu
obserwacji P. Z lewej strony odcinek zawarty w sgsiedztwie jest powigkszony.
Wida¢, ze miesci si¢ w nim kilka odcinkéw o dlugosci A i jeszcze polowa takiego
odcinka. O tym jaki kat begdzie mial fazor w punkcie P decyduje ten ostatni
kawatek. Kat ten liczymy tak: obliczamy dtugos¢ odcinka r,=Z,P. Nast¢pnie
dhugos¢ ta dzielimy przez dlugos¢ fali 4. W ten sposob obliczamy ile dlugosci fal
miesci si¢ w odcinku o dtugosci r, a nastgpnie przeliczamy tak otrzymang liczbe
na miar¢ kagtowa w radianach, to jest mnozymy przez 2z i dodajemy wartos$¢ kata
poczatkowego &,. W ten sposob otrzymamy kat fazora drugiej fali w punkcie P,
w ustalonej chwili czasu ty;.

7, 21T 3.1a
(pp2=27'[7+52=77'2+52=k7‘2+52
Podobnie obliczamy, w punkcie P, faze fazora od pierwszego zrodia
7 2T 3.1b
g0p1=27'[7+51=77’1+61=k7‘1+61

Amplitudg fali wypadkowej obliczamy sumujac oba fazory w punkcie P. Dtugos¢
fazora wypadkowego jest rowna amplitudzie fali wypadkowej. Zauwaz, ze
iloczyn kr ma zwykle postaé

kr=2nM+ 8 3.2

Gdzie M jest bardzo duzg liczba naturalng, a f katem z przedziatu [0, 27). Dzieje
si¢ tak dlatego, ze zwykle r jest, duzo, duzo wigksze od dlugosci fali A. Zatem
odcinek, ktorego dlugos¢ jest rowna dlugosci fali miesci si¢ bardzo wiele razy
w odcinku r. Kazdy taki raz daje jedno 27z, czyli jeden pelny obrot fazora. O tym
jaki bedzie kat # decyduje ostatnia czesé¢ odcinka r (rys. 3.1). Korzystajac z (3.2)
mozemy zapisac, ze fazy obu fazorow w punkcie P sg rowne

3.3a
@p2 = P2 + 6,
¢p1 = P1+ 61
Kiedy w punkcie P otrzymujemy maksymalng amplitud¢ fali wypadkowej?
Oczywiscie wtedy, kiedy fazy obu sktadowych fazoréw sg sobie rowne; czyli

wtedy, kiedy réznica tych faz jest rowna calkowitej wielokrotnosci 2 7. Mamy
warunek

3.3b

3.4
@py — Pp1 = 27N

Gdzie n jest liczba catkowitg. Wstawiajac (3.1) do (3.4) mamy
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3.5
@p2 — @p1 = k(r, — 1) + 6, — 6, = 2mn

Minima amplitudy wypadng tam, gdzie oba fazory sg przeciwnie skierowane,
czyli roznica ich faz jest wielokrotno$cig 2 7+ 7, czyli (2n+1) z

Qpy —@p1 = k(r —1)+6, -6, =2n+ Drn 3.6
Stad mamy warunKi
_ _ 27l'n - 62 + 61
T‘Z—T1 -_ COTlSt -_ k 3.7a

Dla maksimow, a dla minimow
k 3.7b

Warunki (3.7) wyznaczaja rodzing hiperbol (rys. 3.2), a w trzech wymiarach
rodzine hiperboloid obrotowych, co przedstawia rysunek (rys. 3.3).

r,—1; = const =

Rysunek 3.2. Dwa Zr6dta oddalone od siebie
0 6 i 2/3 dtugosci fali. Dla kazdego Zrddia
wyrysowane s3 powierzchnie o fazach:
@o+2/m  jasny odcien (zielonego lub
czerwonego), @o+27/3+27m (zielony lub
czerwony) oraz @o+4m/3+27n ciemny odcien
(zielonego lub czerwonego). Czarne kropki
pokazuja, Ze przechodzac na sasiadujace
przeciecia linii o kolejnych odcieniach koloru
poruszamy sie po hiperboli (czarna) linia.
Odcinki rézowe i niebieskie sa
przyktadowymi odcinkami o dtugosci A
wyrysowanymi miedzy sasiednimi liniami
réwnej fazy koloru czerwonego i zielonego,
prostopadle do powierzchni falowych. Petng
hiperbole = uzyskamy rysujac  kolejne
przeciecia linii réwnej fazy dla wszystkich
mozliwych wartoSci fazy.

i

TS

i

(i

\ U 25
N

\ |

NRARLIN
RS

N

Opisz¢ interferencje fal z dwodch punktow zrodlowych, w trzech
wymiarach, za pomoca wzoréow (1.2.1a) na fale kuliste. Mamy zatem dwie fale
kuliste, o tej samej czestosci @i amplitudzie A, wychodzace z dwdch punktow
zrodtowych 74 1 Z, z fazami poczatkowymi o1 & (rys. 3.1)

A )
~ — -k 1)
ul(rli t) - |l'1| (el(wt Illra+ 1)) 38&
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A .
i, (rp, t) = E (el(wt—|k||r2|+62))

3.8b

Rysunek 3.3. Powierzchnie maksiméw dla
dwéch  Zrédet  punktowych  lezacych
w plaszczyznie z=0, w potozeniach y=-d/2,
y=d/2, przy d=10A, A=1m, dla n=1 (niebieska
powierzchia) i n=2 (czerwona powierzchnia);
(wzér 3.7a ). Powierzchnie sg hiperboloidami.
W ptaszczyznie zp=30 narysowana jest druga
szara ptaszczyzna. Moze to by ptaszczyzna
detektoréw na przyktad fal dzwiekowych.
Detektor zarejestruja najwieksze natezenie
dzwieku w punktach przeciecia
z hiperboloidami. Przy duzych zp imatych
rozmiarach detektor6w przeciecia utworza
linie prawie proste. Pomiedzy powierzchnia
niebieska aczerwong jest jedna para
hiperboloid na ktorej fale dodajg sie
destrukcyjnie. Na przecieciu tej powierzchni
z plaszczyzng detektora natezenie dZwieku
bedzie rowne zeru.

Gdy fale majg te same czgstosci to majg rowniez te same liczby falowe |k|. Jak
widzisz posluguje si¢ zapisem zespolonym, gdyz zapis zespolony utatwia
obliczenia (wykazalem to w §TVIIIl 2.3). Mozesz si¢ sam o tym przekonac
wykonujace obliczenia z uzyciem wzoru (1.2.1). Aby uprosci¢ wzory (3.8) obroce
wszystkie fazory o kat -0;. Obrot fazorow o ten sam kat nie zmieni ich kata
wzglednego. Oznacza to, ze suma obrdéconych fazorow jest bedzie taka sama jak

nie obréconych.

A .
i, (ry, £) = o (ei@e-IKrsD)

A
(ry, t) = lr_zl(el(wt—|k||rz|+6>)

6:62_61

3.8a

3.8b

3.8c

Przyjmijmy, ze odlegto$¢ d migdzy zrodtami jest duzo mniejsza niz odleglosci 1y
I 2, co w typowych do$§wiadczeniach interferencyjnych jest dobrze spetnione.

Wtedy mozemy uznaé, ze amplituda w punkcie P jest, z dobrym przyblizeniem,

rowna
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A A A

Iry|  Irp| vl 3.9a
_ Irq + Iy

Ter =7 3.9b

Suma fal (3.8) dana jest wzorem

_ B . 1k K 5
fi(rg, t) = l_érleuut(eu 1l 4 gilklIrz|+52)) 310
Dokonam podstawienia
3.11a
It rp—r o6 6 6 rH—-r, 6
n=—  tT YTyt T 3
r=r1+r2_r1—r2+§+§=r, +§_r1—r2 § 3.11b
2 2 2 2 2 72 2 2
Po wstawieniu do (3.10) mam
N A i(we-Iirgl+3) [ i(i|f152]-3
li(rge, t) = o gilorthinaiez) ( {1af15-3) 3.12a
. —ry| .6
N el(—|k||r12r2|+7)>
Stad
y A i(wt-lklirgl+5 rp—ry ¢
fi(ry, t) = zfel<” ' ) (Ikl | | - —) 3.12b
| Ty | 2
Powracam do zapisu rzeczywistego
u(r, t) = Re(li(ry, t))
A o) | ' i)
=2 P Icos (a)t — |K]||rg| + )cos(lkl | |
Sr
_ g) 3.13

Powyzszy wzor ma posta¢ wzoru dla fali kulistej przemnozony przez czynnik
modulujacy amplitude (drugi cosinus). Fala ma najwickszg amplitude gdy

rh—n

l‘l—r2| 6

)
| 2) +1=>|k|| —Eznn 314

cos(lkl |

Fala ma najmniejszg amplitude gdy
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rp—r o6 rH—r 6 2n+1

cos(|k|| > |—§>—O:>|k|| > |—§—Tn 3.15

Jak wida¢ spelniony jest warunek (3.7) stalo$ci roéznicy dwodch wektorow
wodzacych, co wyznacza w przestrzeni powierzchni¢ hiperboliczng. Rysunki
(3.4) pokazujg wykresy uzyskane dla wzorow (3.13 i 3.14) jako funkcji kata
obserwacji ¢ (rys. 3.1). Wyraznie wida¢, ze dla pewnych katéw sygnaty z dwdch
zrodet wzmacniajg si¢, a dla innych kasujg si¢.

Rysunek 3.4. Z lewej: okrag ilustrujacy orientacje dwdch punktowych Zrédet.
Kolorowymi kreskami zaznaczone sg katy ¢=0 (czerwony), p=7/2 (zielony), p=7
(niebieski), p=37/2 (fioletowy). Odpowiednie kreski zaznaczone sg rowniez na
osi katow rysunkow (a) i (b); a) wykres wypadkowego natezenia dla dwdch
zrodet odlegtych o A. Zrédta emituja fale o tej samej amplitudzie i réznicy faz 5=0.
Réznymi kolorami narysowany jest rozkitad natezenia fali dla réznych chwil
czasu; b) wykres wypadkowego natezenia dla dwéch zrédet odlegtych o A. Zrédta
emitujg fale o tej samej amplitudzie irodznicy faz o=z W obu wypadkach
natezenie policzone jest ze wzoru (3.13). W obu przypadkach dla chwili ¢=0,
mamy maksimum natezenia fali wypadkowej. Rysunki sg wykonane dla fali
o dtugosci A=1m. Punkty obserwacji utozone s3 na okregu o Srodku
pokrywajacym sie ze S$rodkiem odcinka 1gczacego oba punkty zrodtowe
iopromieniu r=100m (rysunek zlewej). Oznacza, to ze odlegto$ci miedzy
punktami Zrédtowymi a punktami obserwacji jest okoto sto razy wieksza od
odlegtosci miedzy punktami Zrédtowymi. Mozemy wiec stosowac przybliZzenie
(3.13)

Z rysunku (3.4a) wida¢ wzmocnienie sygnalu dla katow ¢=0, =72, ¢p=x
| p=37/2. Przy czym maksima dla katow ¢@=a2, ¢=r sa szersze (lagodnie]
opadajg) niz dla dwoch pozostatych katow. Natezenie wypadkowe policzone jest
dla pigciu wybranych chwil czasu. Najwigkszg warto$¢ przyjmuje dla t=0.
Najmniejszg, zerowa, przyjmuje dla t=T/4. Wida¢, ze dla kazdego kata obserwacji
natezenie fali oscyluje. W punktach gdzie mamy maksima oscylacje te maja
najwickszg amplitude, a w punktach gdzie mamy minima amplituda oscylacji jest
rowna zeru. Na rysunku (3.4b) pokazany jest ten sam przypadek, z tg roznica, ze
jedno zrodio spoznia si¢ w fazie wzgledem drugiego o 6=7. Zmienity si¢ katy, dla
ktorych mamy maksima 1 minima nat¢zenia drgan wypadkowych. Zmienit si¢
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réwniez ich charakter, nie ma juz tak szerokich maksiméw jak na rysunku (3.4a).
Zmiana odlegtosci miedzy punktami zrodtowymi réwniez zmienia rozkiad
katowy minimOw i maksimow (rys. 3.5)

i

1
1
b
A\
N w
1]
fd3°
o B O
N w

=
—_

1 2 3 4 5 8

b 4 '5 6

olrad] 1 2 3 plrad]

Rysunek 3.5. Z lewej: orientacja dwéch punktowych zrodet; opis na rys. (3.4);
a) wykres wypadkowego natezenia dla dwéch zrédet odlegtych o A/2. Zrédta
emituja fale o tej samej amplitudzie i r6znicy faz 6=0, dla réznych chwil czasu;
b) wykres wypadkowego natezenia dla dwéch zrédet odlegtych o A/2. Zrédia
emitujg fale o tej samej amplitudzie i réznicy faz o=z dla réznych chwil czasu.
Pozostate parametry jak na rysunku (3.5)

Rysunki (3.4) i (3.5) wykonane zostaly z wykorzystaniem przyblizonego wzoru
(3.13). Jak pamigtamy mozna go stosowaé, gdy odleglosci miedzy punktami
zrodlowymi jest duzo mniejsza od odlegtosci tych punktow od punktu obserwacji.
W pokazanych przyktadach stosunek tych dwoéch odlegtosci wynosi 1:100.
Rysunek (3.6) pokazuje rozklada nat¢zenia Swiatlta wyrysowany ze wzoru
przyblizonego i1 doktadnego (3.17).

i(r, ¢) = [Re(y (ry, £) + Uy (1, 1))’ 3.17

Wida¢, ze wzor przyblizony spisuje si¢ bardzo dobrze.

Rysunek 3.6. Czarna ciagla linig
narysowany jest rozktad
natezenia obliczony ze wzoru
4 doktadnego  (3.17). Rozktad
obliczony zostat dla uktadu
3 dwéch punktow dla jakich
narysowany zostaty rysunek
2 (3.6a). Czerwona przerywang
linia narysowany jest rozkiad
1 natezenia obliczony, dla tego
samego przypadku, ze wzoru
przyblizonego (3.13). Wida¢, ze
1 2 3 4 5 6 ¢lrad] oba rozkltady pokrywajg sie,
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w granicach doktadnosci
rysunku.

Co si¢ stanie, gdy dodamy kolejne Zrdodta, tak aby otrzymac¢ rownomiernie
roztozony uktad zrodet punktowych (rys. 3.7)?

Rysunek 3.7. Dodawanie fal od wiekszej liczby rowno oddalonych Zrddet nie
zmienia kata pod jakim widzimy kolejne maksima i minima. Powiedzmy, ze dla
Punktu obserwacji P, z6tta i pomaranczowa droga réznig sie od siebie o A.
Oznacza to, ze z0tty i pomaranczowy fazor dojda do punktu P majgc ten sam kat
fazowy. Jezeli odlegto$¢ miedzy Zrédtem r6zowym a pomaranczowym jest taka
sama jak odlegto$¢ miedzy Zrédtem pomaranczowym a zo6ttym, to droga liczona
wzdtuz promienia r6zowego jest o A dtuzsza od drogi liczonej wzdtuz promienia
pomaranczowego io 24 od drogi liczonej wzdtuz promienia zoéitego. To
oznacza, ze fazor rézowy bedzie mial w punkcie P tg samg faze co fazor
pomaranczowy i zéity. Uwaga bedzie to prawdg, wtedy gdy odlegto$¢ do punktu
P jest duzo wieksza od odlegtosci miedzy zrodtami. W przyktadzie zaktadamy,
ze wszystkie Zrodta ustawione s3 w tej samej fazie, to znaczy, Ze przesuniecie
fazowe ¢ miedzy nimi jest rowne zeru. Jednak nawet gdy miedzy kolejnymi
sasiednimi Zrédtami bedzie to samo przesuniecie fazy & to dalej potozenie
katowe maksiméw i minimoéw nie bedzie zalezato od iloSci Zrodet.

Rozktad maksimow nie powinien si¢ zmieni¢. Jednak wraz ze wzrostem liczby
zrédet maksima beda coraz szczuplejsze, zmieni si¢ rowniez rozktad minimow,
co obrazuje rysunek (3.8).
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Rysunek 3.8. W punkcie P mamy maksimum, wszystkie fazory majg ten sam
kat - dodaja sie w fazie. W punkcie A (zielony) drogi wzdtuz promieni liczonych
do tego punktu nie r6znig sie o wielokrotno$¢ dtugosci fali, w efekcie fazory nie
sa w fazie. Stosunek dtugosci fazora wypadkowego a, liczonego w punkcie P do
fazora c liczonego w punkcie A wynosi 1,95. Kwadrat tego stosunku jest rowny
3,8. Stosunek dtugosci fazora wypadkowego b, liczonego w punkcie P (jako
suma tylko dwoch fazoréw pomaranczowego i rézowego), do fazora d liczonego
w punkcie A (jako suma dwéch fazoréw pomaranczowego i r6zowego) wynosi
1,3. Kwadrat tego stosunku jest rowny 1,7. Dla sumy dwdch fazoréw stosunek
natezen w punkcie P i A jest ponad dwa razy mniejszy niz dla pieciu fazorow.
Oznacza to, ze natezenie $wiatta dla pieciu punktéw Swiecacych, spada przy
odchodzeniu od maksimum, szybciej niz dla dwoch fazoréw. Jest to zwigzane
z tym, Ze z kolejnych punktéw Swiecacych fazory w punkcie A beda wchodzity
z coraz mniej zgodnymi fazami, podczas gdy w punkcie P caly czas bedg sie
dodawaly w fazie.

Rysunek (3.9) pokazuje przyklady rozktadu natezenia $wiatta w chwili, gdy
amplituda drgan osigga maksimum, dla r6znej liczby zrodet. Co si¢ stanie gdy
amplitudy interferujagcych fal nie beda rowne. DodawaliSmy juz drgania
0 roznych amplitudach (rys. TVIII 2.1.5) 1 nic wielkiego si¢ nie stato. Roznica
dtugosci fazorow nie zmieni ich katow fazowych w punktach obserwacji.
Maksima pozostang maksimami. Zmiana dtugosci fazorow skomplikuje
natomiast kwestie minimow, co obrazuje rysunek (3.10).
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p[rad]

Rysunek 3.9. rozktad natezenia dla réznej liczby Zrédet w przypadku: a) gdy
odlegto$¢ miedzy sasiednimi Zrodtami wynosi A4, b) gdy odlegto$¢ miedzy
Zzrodtami wynosi 4/2. Odlegto$¢ miedzy ptaszczyzng ze Zrodtami sferg na ktorej
obliczamy rozklady natezenia wynosi 100000mm, a A=1000. Wida¢, ze
dodawanie kolejnych zZrodet nie zmienia potozenia maksiméw, powoduje
jednak, Ze maksima staja sie szczuplejsze.

»

¢[rad]

6

Rysunek 3.10. Przyktad interferencji fal emitowanych z trzech Zrddet o takich
samych amplitudach (zo6tta linia) i o amplitudach réwnych, kolejno 1, 1/3, 2/3.
Maksima wypadaja dla tych samych katéw, ale minima sg wzgledem siebie
przesuniete. Sasiednie Zrdédta odlegte sa o A. Pozostate parametry jak na
rysunku (3.6). Rysunek jest unormowany tak, ze najwieksza warto$¢ jest
réwna 1.

Do tej pory rysowalem przyktady, w ktorych sasiednie zrodta byly
oddalone od siebie 0 A, lub mniej. Dla porzadku na rysunku (3.11) pokazane sg
przyktadowe wzory interferencyjne w przypadku gdy odlegto$ci miedzy zrodtami
sa wieksze niz dlugo$¢ fali. Pojawiajg si¢ woéwczas dodatkowe maksima
roztozone wokoét katow ¢=0 i p=r.

Jak widzisz uzywajac fazoréw w prosty sposdéb mozemy sporo powiedzie¢
na temat interferencji fal. Zaletg fazoréw jest to, ze pewne sprawy po prostu
wida¢. Gdybysmy si¢ postugiwali wylgcznie wzorami, do wnioskéw mogliby$my
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doj$¢ po analizie dos¢ ztozonych wyrazen matematycznych. Rysowanie daje
szybszy i1 przyjemniejszy wglad w tajniki interferencji fal. Czas na podsumowanie
tego wstepu do interferencji. Interferencja pojawia si¢ tam, gdzie najpierw
sumujemy wyrazenia opisujace fale, a potem sume¢ podnosimy do kwadratu (w
celu obliczenia natezenia $wiatla). Taki sposob obliczania daje nam oprdcz sumy
kwadratow wyrazen sktadowych dodatkowy czton mieszany (tzw. czton
interferencyjny).

iW = (u1 + uz)z = u%‘l‘u% + 2u1u2 = il + iz + Zuluz 318

Rysunek 3.11. a) Interferencja fal z dwdch Zrédet oddalonych od siebie o 34,
przesuniecie fazowe miedzy zrodtami 6=0; b) Interferencja fal z dwoch zrodet
oddalonych od siebie o 34, przesuniecie fazowe miedzy Zréddlami o=7x/2.
Pozostate parametry jak na rysunku (3.6).

Ten mieszany czton 2u;U; powoduje pojawienie si¢ ztozonych oscylacji nat¢zenia
wypadkowego dwoch interferujacych fal. Gdyby$Smy najpierw obliczali kwadraty
(natezenia) a potem sumowali czlon interferencyjny nie pojawiatby sie.

by = wlHuE = iy + iy 319
Sumowanie fazorow jest rownowazne procedurze, w ktorej najpierw sumujemy a
potem podnosimy do kwadratu. Po tych wstepnych rozwazaniach przejde do
konstrukcji waznej klasy fal — fal stojagcych — jako wyniku interferencji fal
harmonicznych.

3.1. Fale stojace

Powiedzmy, ze chcemy pobudzi¢ fale w strunie rozpietej miedzy dwoma
$ciankami. Czy mozemy wzbudzi¢ w strunie dowolng fale? Skupmy uwagge na
fali harmonicznej. Gdyby w strunie udato si¢ wzbudzi¢ taka fale, to repezentujacy
ja oscylator harmoniczny przy lewym jej koncu miatby amplitud¢ réwng zeru
(przyyjmujemy, ze struna jest zamocowana na sztywno). Poniewaz dla fali
harmonicznej wszystkie oscylatory musza mie¢ takg samg amplitudg, to w strunie
mozemy wzbudzi¢ fal¢ harmoniczng jedynie o zerowej amplitudzie, czyli Zadna.
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Fali harmonicznej w strunie nie mozemy wzbudzi¢. Zwigzane jest to z wigzami
jakie na strun¢ nakladajg punkty zamocowania (rys. 3.1.1). Inaczej mowigc
wlasnosci tych zamocowan ograniczaja liczbe mozliwych fal, jakie mozemy
wzbudzi¢ w strunie. Z doswiadczenia wiemy jednak, ze struny mogg drgaé. Jaka
jest podstawowa posta¢ mozliwych do wygenerowania w strunie drgan?

ten punkt nie bedzie “podskakiwat”
L

Rysunek 3.1.1. Préba pobudzenia punktu przy $cianie do drgan
harmonicznych nie powiedzie sie, gdyz jest on na sztywno zwigzany ze $ciana.

Wiemy, ze ztozone fale mozna rozilozy¢ na fale harmoniczne (analiza
fourierowska). Wynika z tego, ze najprostsza nie harmoniczna posta¢ drgan
struny opisana jest przez sum¢ dwoch fal harmonicznych. Sposrod interferujacych
dwach fal najcikawszym przypadkiem jest suma dwoch fal o tej samej czestosci,
ale rozchodzacych si¢ w przeciwne strony.

u(x,t) = Acos(wt —kx + @) + A cos(wt + kx + ¢,) 3.11

Znak minus przy k oznacza, ze fala rozchodzi si¢ przeciwnie do kierunku fali, we
wzorze ktorej przy Kk stoi znak plus. Korzystajac ze wzoru na sume cosinusOw
mamy:

- +
u(x, ) = 24 cos (kx + w) cos (wt L2 ! <p1) -

Oczywiscie, ze wzgledu na obecno$¢ wiezdéw przy koncach struny muszg by¢
spelnione warunki

_ P2 — P1 P2t P1\ _
u(0,6) = 24 cos () cos (wt + 22) = 0 3.13a
B P2 — P1 P2t P1\ _
u(L,t) = 2A cos (kL + — )cos (a)t + > ) =0 3.1.3b
Warunki te musza by¢ spelnione dla dowolnego t, stad mamy
Q2 — ¢
— )1 =0
oS ( > ) 3.14a
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P2 — P1
kL =0
cos (kL +=5—) 3.1.4b
Pierwszy warunek oznacza, ze
P2 ¢ _ T
2 2™ 3.15
Wstawiajac to wyrazenie do drugiego warunku mamy
sin(kL) =0 = kL =nm 3.1.6
Biorac pod uwagg, ze k=27/1, mamy
A
L=n> 3.17
Warunek (3.1.7) ogranicza mozliwe czestosci sktadowych fal do zbioru
T
@ 3.1.8

Gdzie v jest predkoscig przeciwbieznych fal harmonicznych. Zobaczmy jak
wyglada wzbudzona w ten sposob fala w strunie (rys. 3.1.2).

Rysunek 3.1.2. Trzy kolejne
przyktady fal
odpowiadajacych
wzbudzanych ~w  strunie,
ktoérej oba konce sg sztywno
zamocowane.: géra) n=1;
$rodek) n=2 i dét) n=3. Rézne
kolory pokazujg stan struny
w réznych chwilach czasu.

Przyjrzyjmy si¢ nieco blizej na przyktad fali dla n=3 (rys. 3.1.3). Charakter takiej
fali mozna réwniez odgadna¢ z jej rOwnania (3.1.2). Pierwszy cosinus zalezy
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tylko od wspotrzednych przestrzennych. Zatem jezeli wykreslimy wykres fali
wzgledem osi X, to w miejscach gdzie pierwszy cosinus przyjmie wartos$¢ zero
wychylenie punktow bedzie w kazdej chwili réwne zeru — w tych punktach beda
wezly fali stojacej. W punktach, gdzie cosinus przyjmie wartos$¢ jeden, beda miaty
miejsce najwigksze oscylacje. Sam przebieg oscylacji jest opisany jest przez
zmienny w czasie drugi cosinus. Pierwszy cosinus naktada na amplitude drgan
granice w ramach, ktorych przebiegaja drgania opisane przez cosinus zalezny od
czasu. Poniewaz punkty o zerowej 1 maksymalnej amplitudzie nie poruszajg sig,
falg¢ taka nazywamy falg stojaca.

Rysunek 3.1.3. Rysunek pokazuje potozenie struny, dla n=3, w r6znych chwilach
czasu. Wida¢, ze jest n+1 punktéw (pomaranczowe koétka), w ktérych struna jest
caty czas w potozeniu rownowagi. Punkty takie nazywamy punktami weztowymi
fali stojgcej (krdotko: weztami fali stojgcej). Sa réwniez punkty, w ktorych
amplituda drgan jest najwieksza (strzatki). Punkty te nazywamy strzatkami fali
stojacej. Samg fale, ze wzgledu na istnienie takich statych, charakterystycznych
punktéw nazywamy falg stojgca. Odlegtos¢ miedzy weztami lub strzatkami
wynosi oczywiscie 1/2.

Opisane wyzej drgania podstawowe nazywane sg modami drgan struny.
W ogolnym przypadku drgania struny dajg si¢ roztozy¢ na superpozycje modow.

Fale stojace mogg rowniez pojawiac si¢ w uktadach wielowymiarowych.
Analiza takich drgan jest znacznie trudniejsza od strony technicznej, wigc w tym
miejscu jedynie zasygnalizuj¢ problem (rys. 3.1.4).

Rysunek 3.1.4. MozZemy sie na
przyktad domysle¢, ze kwadratowa
membrana bedzie mialy na przemian
obszary amplitud dodatnich
iujemnych, zaznaczone tu dwoma
réznymi kolorami. W centrach tych
obszaréw bedziemy mieli strzatki a na
ich skrzyzowaniach wezty (czerwone
koétka). Nie bedzie to oczywiscie
jedyna mozliwa postac fali stojace;j.

51



Jan Masajada © — 45 tematow z fizyki

4. Paczki falowe ¢

Pozostajemy dalej w bogatym temacie sktadania drgan. W jednym wymiarze fale
stojace powstaja na skutek interferencji dwodch przeciwbieznych fal
harmonicznych o tej samej cz¢stosci. Kolejny ciekawy przypadek wigze si¢ z
pytaniem: jak wyglada suma wielu fal harmonicznych, biegngcych w ta sama
strong, o niewiele réznigcych si¢ czestosciach? Wiemy juz, ze dwa drgania
harmoniczne o niewiele roznigcej si¢ czestosci daja, po zlozeniu, zjawisko
dudnien (8TVIII 2.1). Jak wygladaja dudnienia w przypadku fal? Poniewaz fala
harmoniczna zachowuje si¢, W kazdym punkcie przestrzeni jak oscylator
harmoniczny, to w wyniku zlozenia dwoch fal o prawie takich samych
czestosciach, w kazdym punkcie przestrzeni otrzymamy zjawisko dudnien. Co si¢
stanie przy zsumowaniu wigkszej liczby fal?

Bede sumowat N fal harmonicznych, ktorych czgstosci sg rownomiernie
rozmieszczone w przedziale od an do an. Przedziat czestosci Aw wynosi

Aw = wy — wq 4.1

Kolejne sgsiednie funkcje harmoniczne, opisujgce kolejne fale harmoniczne,
r6znig si¢ od siebie o tg samg wartos$¢ przyrostu czestosci.

_ Aw
dw =~—— 4.2

Czestosc k-tej funkcji harmonicznej wynosi

Zdefiniuje nastgpujace wielkosci charakteryzujace zbior fal, ktérych czestosci
zmieniajg si¢ kolejno o takg samg wartos$¢ d .

Definicja 4.1: Czestos$¢ Srednia zbioru fal (czestos¢ gléwna)
Czestos¢ Srednia zbioru fal harmonicznych (czestos¢ gfowna) wyraZa sie wzorem.

(4.4), przy czym zakfadamy, Ze g wyraza si¢ wzorem (4.3)

1
Wy = E(wl + wy) 4.4
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Definicja 4.2: Czesto$¢ modulacji zbioru fal
Czestos¢ modulacfi zbioru fal harmonicznych wyraza sig wzorem, przy czym

zakfadamy, Ze g wyraza si¢ wzorem (4.3)

1
Wmod = E (wy — wyq) 4.5

Definicja 4.3: Srednia liczba falowy zbioru fal (gtéwna liczba falowa)
Jezeli wektory falowe Ry, ..., Ry sq wspotliniowe to Sredni liczba falowa Ry (gfdwna
liczba falowa) wyraza si¢ wzorem (4.6)

1
ko = E(kl + kN) 4.6

Definicja 4.4: Liczba falowa modulacji
Jezeli wektory falowe Ry, ..., Ry sq wspétliniowe to liczba falowa modulacji Ryos
wyraza si¢ wzorem, (4.7)

1
kmod = E (kl + kN) 4.7

Przy zmaganiu z sktadaniem N fal harmonicznych, pomocny bedzie efekt

stroboskopowy.
4.1. Efekt stroboskopowy

Gdy mamy trzy fale o czestosciach @i, a», @z, rd6znigcych si¢ o wartosé dw, to ze
wzoru (4.4) otrzymam @,= an. W danym punkcie obserwacji trzy fale
harmoniczne bed¢ reprezentowal przez trzy fazory. Obliczajagc warto$¢ sumy
funkcji harmonicznych w wybranym punkcie przestrzeni musimy zaczepi¢ w tym
punkcie odpowiadajace im fazory. Fazory te beda obracaly si¢ z r6oznymi
predkosciami katowymi, o wartoSciach odpowiadajacych poszczegdlnym

czestosciom fal sktadowych (rys. 4.1.1).
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pierwsza druga
chwila chwila

.

Rysunek 4.1.1. Trzy fazory obracajg sie z trzema réznymi predkosSciami
katowymi, reprezentujg trzy fale o réznych czestosciach. Wzgledne fazy (katy
miedzy fazorami) zmieniajg sie w czasie.

Niech w pewnej chwili czasu wszystkie fazory majg kat fazowy rowny zeru.
Zalozmy, ze uklad oswietlony jest cyklicznie powtarzanymi krotkimi blyskami
(oswietlenie stroboskopowe). Niech czestos¢ blyskéw odpowiada czestosci
sredniej an, ktora jest rowna, w analizowanym przypadku, czestosci a,. TO O

zobaczmy w takim migajagcym S$wietle (Swietle stroboskopowym) ilustruje
rysunek (4.1.2)

I N
R R E S s
(2 Ve N
N\,

=O<=<<

Rysunek 4.1.2. Trzy fazory reprezentuja, w wybranym punkcie, trzy
naktadajace sie fale harmoniczne. Przyjatem nastepujace parametry uktadu:
av=25rad/s, wmoa=1rad/s, dw=1rad/s; Aw=2rad/s

Kiedy miga lampa stroboskopu, widzimy fazor niebieski jako nieruchomy, gdyz
kazdy btysk ma miejsce doktadnie w momencie, gdy niebieski fazor powraca
W potozenie poczatkowe (jest to efekt dopasowania czestosci tego fazora
I czestosci blyskow stroboskopu). Fazor czerwony spdznia si¢ wzgledem
niebieskiego, a fazor zielony wyprzedza fazor niebieski. W efekcie obserwujemy
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pozorny bezruch fazora niebieskiego, ktoremu towarzyszy pozorny obrot fazor
zielonego (zgodnie z ruchem wskazowek zegara) oraz pozorny obrét fazora
czerwonego przeciwnie do ruchu wskazowek zegara. Wrazenie tych pozornych
ruchow i bezruchow nazywamy efektem stroboskopowym.

W oswietleniu stroboskopowym wydaje si¢, ze fazory krecag sie z inng
predkoscig katowa niz ma to miejsce w rzeczywistosci, lub nawet w kierunku
przeciwnym do rzeczywistego obrotu. Dla wygody zdefiniuje przesunigcie
stroboskopowe. Przez przesuniecie stroboskopowe rozumiem kat o jaki przesuwa
si¢ fazor obserwowany w momencie nastgpujacych po sobie blyskOw
stroboskopu. Przesunigcie stroboskopowe fazora niebieskiego wynosi zero, gdyz
w kazdym btysku obserwujemy go w tym samym potozeniu. Czas jednego btysku
wynosi

2m 4.1.1
s wo
W czasie jednego btysku fazor zielony zmieni potozenie o kat
dw

Wy

Wzor (4.1.2) wyraza przesunigcie Stroboskopowe, fazora zielonego.
W analizowanym przyktadzie przesunigcie stroboskopowe fazora zielonego jest
rowne okoto 0,25 radiana, a fazora czerwonego -0,25 radiana; przy czym czgstos$¢
stroboskopu wynosi okoto % sekundy. Oznacza to, ze na kazdy petny obrot fazora
niebieskiego przypada jeden obrot plus jedna czwarta radiana dla fazora zielonego
i jeden obrot pomniejszony o jedng czwartg radiana dla fazora czerwonego. lle
trzeba czasu, by fazory wrocity do wyjSciowego porzadku? Fazor zielony
potrzebuje czterech blyskoéw na przesunigcie si¢ o jeden radian, czyli ponad 24
btyski na wykonanie pelnego obrotu. Podobnie fazor czerwony (ktéry obraca si¢
w przeciwng strong). Mozemy to obliczy¢ ze wzoru

2 2mw, Wy
8¢ 2mw Sw
Zatem powrét do potozenia poczatkowego nastgpi W czasie dwudziestego pigtego
btysku. Przyjmujac, Zze na poczatku mamy btysk numer zero, wida¢ z rysunku

(4.1.2), ze tak wlasnie si¢ dzieje. Dwudziesty piagty blysk zaznaczony jest
czerwonym kotkiem.

=25 413

Réwnie tatwo jest znalezC moment kiedy fazory dodadza si¢ do zera.
Fazory musza ulozy¢ si¢ symetrycznie, czyli fazor zielony musi osiggnac kat
2/3m, a fazor czerwony kat -2/3w. Numer btysku, przy ktorym to nastgpi wynosi:
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2 wq
38 38w

Czyli gdzie$ pomigdzy 6smym a dziewigtym blyskiem. Btyski te zaznaczone s3,
na rysunku (4.1.2) zielonym kotkiem. Nastepne minimum pojawi si¢

= 8.33 4.1 .43

4t 4wy
38¢p 38w

czyli gdzie$ pomigdzy szesnastym a siedemnastym btyskiem stroboskopu. Blyski
te zaznaczone s3 niebieskim kotkiem. Wyglada na to, ze uzywajac fazorow
catkiem zgrabnie udato si¢ przeprowadzi¢ analize zlozenia trzech drgan
harmonicznych. Sprobuj to zrobi¢ z uzyciem wzordéw a od razu docenisz zalety
fazorow.

Trzy fale, ktorych suma reprezentowana jest na rysunku (4.1.2), dodatem
roéwniez w sposob ,,normalny” to znaczy sumujac wyrazenie

N
u(t) = Z A cos(w;it + kiXystaione + ) 4.1.5
i=1
Wykres sumy (4.1.5) dla N=3, @ takich jak na rysunku (4.1.2) oraz KiXystatone+ 0=0
przedstawia rysunek (4.1.3). Zmiana warto$ci wyrazenia KiXustalonetd 0zNacza

tylko przesuni¢cie catego wykresu w lewo lub w prawo i nie zmienia charakteru
drgan, tak jak to zwykle bywa z poczatkowym przesunigciem fazowym.

Amplituda

| } [ +—t NERAE S—-—
I| _l | |‘ 8 “ | ‘l [ | |‘ Vo ! 24 ‘ \‘ ‘ IJ mlngCIa
) o N stroboskopu

Rysunek 4.1.3. Wykres drgan wypadkowych dla trzech fal dodanych do siebie
w wybranym punkcie przestrzeni Xustalone. Fale te sa reprezentowane przez
fazory na rysunku (4.1.2). Punkty zaznaczone kolorowymi koétkami
odpowiadajgca mignieciom stroboskopu, ktére na rysunku (4.1.2) ujete sa
w okregi o tych samych kolorach.
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Wida¢, ze pierwsze minimum pojawia si¢ zaraz po 6smym migni¢ciu. Nastepne
pojawi si¢ po szesnastym mignigciu stroboskopu. Maksimum amplitudy
odtworzy si¢ w czasie dwudziestego pigtego mignigcia. Punkt pomaranczowy
pokazuje potozenia lokalnego maksimum amplitudy. Ma ono miejsce miedzy
dwunastym a trzynastym migni¢ciem stroboskopu. W tym czasie dodadza si¢
w fazie fazory czerwony i zielony, tak jak to wida¢ na rysunku (4.1.2)
(pomaranczowy okrag). Oba te fazory beda maksymalnie wspotpracowac
przeciwko niebieskiemu, stad lokalne maksimum amplitudy.

Rysunek podobny do tego powyzej juz ogladali$my przy okazji omawiania
zjawiska dudnien (8TVII 2.1). Dudnienia powstaja wtedy, gdy sumowane sa
drgania dwoch oscylatorow o bliskich, ale nie jednakowych czestosciach.
Rysunek (4.1.3) pokazuje takie sumowanie w przypadku trzech oscylatoréw
harmonicznych (pamigtaj ze jest on wyrysowanym w ustalonym punkcie, gdzie
fale sprowadzaja si¢ do oscylatorow). W dwodch roznych punktach drgania majg
taka samg og6lng postac ale sag wzgledem siebie przesunigte w fazie, Co pokazuje
rysunek (4.1.4).

Amplituda

Hi ||||
!.l,j‘!lml},.a!:HH!.,l
UL ,
]

migniecia
stroboskopu

Rysunek 4.1.4. Ztozenie trzech fal takich jak na rysunku (4.1.3). Wykres
niebieski narysowany jest dla punktu x=0, a czerwony dla punktu x=500m,
przyjatem, ze fala porusza sie z predkoscig v=100m/s

Rysunek (4.1.5) pokazuje obraz ruchu fazoréw dla dwoch naktadajacych
si¢ fal harmonicznych (co odpowiada analizowanemu wczesniej przypadkowi
dudnien). Poniewaz liczba fazordéw jest parzysta nie ma fazora, ktorego predkos¢
stroboskopowa bytaby rowna zeru. Pierwsze zero obwiedni amplitudy bedzie
miato miejsce gdy czerwony 1 zielony fazor ustawig si¢ przeciwnie. Poniewaz
predkosci stroboskopowe obu fazorow sa przeciwne bedzie to miato miejsce gdy
oba fazory przebeda, z predkoscig stroboskopows, kat 772.
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Rysunek 4.1.5. Dwa fazory

N N R \ reprezentuja, w  wybranym
punkcie, dwie naktadajgce sie

.l / / / fale harmoniczne. Przyjalem
nastepujgce parametry uktadu:
av=25rad/s, wmod=1rad/s,

—
Vv Sw=1rad/s; Aw=1rad/s

O—-___\\\

Wz0or na przesunigcie Stroboskopowe w przypadku parzystej liczby
fazorow jest inny niz dla ich nieparzystej liczby (4.1.2). W czasie kazdego
migni¢cia stroboskopu zielony fazor obroci si¢ o pelny kat 1 jeszcze potowe kata
dw. Przesunigcie stroboskopowe wyrazi si¢ wzorem.

60) ow

Pierwsze minimum pojawi si¢, gdy fazory obrocg si¢ (w Swietle stroboskopu)
0 /2. Postepujac tak jak we wzorze (4.1.3) mamy

T Wy Wy _ 12 1

2m8w 28w 2 4.1.7
We wzorze tym przyjatem dane liczbowe z rysunku (4.1.5). Minimum powinno
przypas¢ pomiedzy dwunastym a trzynastym mignigciem stroboskopu, tak jak to
pokazuje rysunek (4.1.5). Maksimum bedzie miato miejsce gdy oba fazory obroca
si¢ o kat 7. Stad otrzymujemy

Wo Wo
=—=25

Tw  dw 4.1.8
Zatem spodziewamy si¢, ze nastgpi to w czasie dwudziestego pigtego mignigcia
stroboskopu, co zgadza si¢ z rysunkiem (4.1.5). Rysunek (4.1.6) pokazuje
przebieg w czasie sumy dwoéch fal w wybranym punkcie przestrzeni. Widac, ze

potozenie minimum 1 maksimum zgadza si¢ z wartoSciami wyznaczonymi we
wzorach (4.1.714.1.8) i z rysunkiem (4.1.5).
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Amplituda

nywigniecia
stroboskopu

Rysunek 4.1.6. Wykres dwoch
fal dodanych do  siebie
w wybranym punkcie
przestrzeni. Fale te sa
reprezentowane przez fazory
z rysunku (4.1.5). Punkty
zaznaczone kolorowymi kétkami
odpowiadajaca tyknieciom
stroboskopu, ktoére na rysunku
(4.1.5) ujete sa w okregi o tych
samych kolorach.

Przygladnijmy si¢ obrotom czterech fazoréw reprezentujacych cztery
sktadowe harmoniczne (rys. 4.1.7)

Przesunigcie stroboskopowe i-tego fazora wynosi

5 —+(8w+'5 )r —+(6w+'5 )2“
Qi =T 5 low | 1g = x > wa

—t—
-~

Rysunek 4.1.7. Cztery fazory
reprezentuja, w wybranym
punkcie, cztery naktadajace sie
fale harmoniczne. Przyjgtem
nastepujace parametry uktadu:
av=25rad/s, Wmod=1,5rad/s,
ow=1rad/s; Aw=3rad/s

= F(mw+2 ')&U
T A, 419

Wz0r (4.1.9a) nalezy czytac tak. Jezeli mamy parzystg liczbe fazorow, to dla
najwolniejszego z nich, poruszajacego si¢ przeciwnie do ruchu wskazowek zegara
bierzemy i=0 i znak ,,+”. Najwigksza warto$ci 1 jest rowna potowie liczby
fazorow. Dla kazdego szybszego zwigkszamy i 0 jeden. Dla wolnych fazorow
obracajacych si¢ przeciwnie do wskazowek zegara robimy tak samo, tyle ze
wybieramy znak ,, - 7. Przy okazji warto napisa¢ ogolny wzor na przesunigcie

stroboskopowe przy nieparzystej liczbie fazorow.

, , dw
0p; = ti dwT; = i 2m -

4.1.9b

59



Jan Masajada © — 45 tematow z fizyki

Wzor ten czytamy podobnie jak poprzedni, z tym ze teraz indeks i zmienia si¢ od
zera do liczby rownej liczbie fazorow pomniejszonej o jeden i podzielonej przez
dwa.

Wracajagc do przypadku czterech fazoréw z rysunku (4.1.7) widaé, ze
pierwsze minimum nastgpi, kiedy wolniejsze 1 szybsze fazory ustawig si¢ pod
katem 7wzgledem siebie. Nastapi to na przyktad wtedy kiedy wolny fazor zielony
(obracajacy si¢ z wyprzedzeniem) obroci si¢ o kat /4, a szybszy czerwony
(obracajacy si¢ z opdznieniem) obrdci si¢ o kat -¥. Bedzie to miato miejsce

Tl 1w, 1

480 46w 4 4.1.10
Migdzy szostym a sibdmym mignigciem stroboskopu, co zgadza si¢ z rysunkiem
(4.1.7), gdzie mignigcia, miedzy ktorymi nastgpuje pierwsze minimum
zaznaczone sg niebieskimi okregami. Nastepne minimum pojawi si¢ gdy fazory
szybkie 1 wolne ustawig si¢ naprzeciw siebie na co bedzie trzeba dwa razy wigce]
czasu. Nastgpi to zatem pomig¢dzy dwunastym a trzynastym migni¢ciem
stroboskopu, na rysunku migni¢cia te zaznaczone sg pomaranczowymi okregami.
Na trzecie minimum trzeba bedzie czeka¢ kolejne nieco ponad sze$¢ migniec
| wystgpi ono mi¢dzy osiemnastym a dziewi¢tnastym migni¢ciem stroboskopu,
na rysunku migniecia te zaznaczone sa zielonymi okregami. Powrdt do
maksimum bedzie mial miejsce po kolejnych szesciu 1 ¢wier¢ obrotach kiedy
wszystkie fazory wykonaja potowe albo poéttora obrotu. Zatem powrdt do
maksimum be¢dzie mial miejsce w czasie dwudziestego piagtego mignigcia
stroboskopu, co zaznaczone jest czerwonym okregiem. Rysunek (4.1.8) pokazuje
efekt dodawania czterech fal o parametrach danych na rysunku (4.1.7).

Mam nadzieje, ze wiesz juz jak oblicza¢ za pomoca fazorow czas, po
ktorym nastapig kolejne minima obwiedni sumy fal, lub powrot do gtownego
maksimum. Z rozwazan tych wynika, ze powrot do glownego maksimum
nastepuje wtedy, gdy w przypadku nieparzystej liczby fazorow, fazory
0 najmniejszej predkosci stroboskopowej wykonaja pelny obrot, a w przypadku
parzystej liczby obrotoéw, gdy ten obrot bedzie rowny potowie kata petlnego.
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Amplituda
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Rysunek 4.1.8. Wykres przebiegu czterech fal dodanych do siebie w wybranym
punkcie przestrzeni. Fale te sg reprezentowane przez fazory z rysunku (4.1.7).
Punkty zaznaczone kolorowymi koétkami odpowiadajaca mignieciom
stroboskopu, ktére na rysunku (4.1.7) ujete sg w okregi o tych samych kolorach.

Mozemy wysnu¢ rowniez ogolniejsze wnioski. Gdy zmniejszamy o potowe
warto$¢ parametru ow, t0 czas powrotu do maksimum powinien wzrosngé
dwukrotnie. Na rysunku (4.1.9) pokazany jest przyktad taki jak na rysunku
(4.1.8), z tym ze teraz dw=0.5rad/s, a przesuni¢cie stroboskopowe obliczone ze
wzoru (4.1.2) wynosi 0.125rad/s. Widaé, ze cho¢ ksztatt obwiedni drgan jest taki
sam, w szczegolnosci jest tyle samo miniméw pomiedzy dwoma maksimami
gléwnymi, to ilo$¢ mignig¢ miedzy minimami 1 maksimami jest wieksza.
Zwigksza si¢ roéwniez 1lo$¢ pojedynczych cykli pomigdzy kolejnymi maksimami
I minimami obwiedni. Zwigkszanie liczby fazoréw, przy zachowaniu wartosci d @
zwigksza natomiast liczbe lokalnych miniméw obwiedni. Rysunek (4.1.10)
pokazuje co si¢ dzieje dla siedmiu fazordéw, przy zachowaniu wartosci d w=1rad/s,
i czestoSci Sredniej ap=25rad/s. Co si¢ stanie gdy bedziemy zmniejszaé dw, tak ze
dw—>0? Wtedy czas potrzebny do obrotu najwolniejszego fazora o kat 7 begdzie
r6st do nieskonczonos$ci (méwimy o ruchu w o$wietleniu stroboskopowym) i na
ponowne pojawienie si¢ maksimum glownego przyjdzie nam czekaé
nieskonczenie dlugo. W takiej sytuacji bedziemy mowili o paczce falowej. Paczka
falowa ma to do siebie, ze maksimum gtowne pojawia si¢ tylko raz.
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Rysunek 4.1.9. Gdy w przyktadzie z rysunku (4.1.8) zmniejszymy o
dwukrotnie, do d®w=0,5rad/s, to liczba mignie¢ stroboskopu po ktérych
wystapia kolejne minima i maksima wydtuzy sie dwukrotnie. Poniewaz czas
pojedynczego migniecia nie zmienit sie rowniez czas liczony w sekundach
wydtuza sie dwukrotnie.

Maksimum to przemieszcza si¢ w czasie z predkoscia, ktorg bedziemy musieli
wyznaczy¢. Oblicze ksztalt paczki falowej sumujac kolejne fale harmoniczne,
0 amplitudzie a, w zadanym przedziale czestosci [an; @y], przy nieskonczenie
matym przyroscie czestosci miedzy kolejnymi falami. W takim przypadku
sumowanie oznacza oczywiscie calkowanie. Ale uwaga — sprawy nie mozemy
potraktowac tak

! sin(wyt — kx)
u(t,x) = j a cos(wt — kx)dw =
o @ 4.1.11
sin(wgt — kx)
Wq

E-
Ll s st otthto aAlAs Ll
A e

SIronbosKopu
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Rysunek 4.1.10. Tak wyglada wykres sumy siedmiu fal dodanych do siebie
w wybranym punkcie przestrzeni. Parametry dw i aw sg takie same jak na
rysunku (4.1.9). Zauwaz, Ze cho¢ liczba mignie¢ miedzy sgsiednimi maksimami
gléwnymi jest taka sama, to liczba miniméw obwiedni wzrosta z trzech do
szesciu.

W ten sposob policzymy pole pod funkcja cos(wt-kx) w przedziale od ay do ay.
Do sprawy trzeba podjes¢ inaczej. Powiedzmy, ze chcg dodac¢ N fal o amplitudzie
p, takich, ze te o sgsiednich czgstosciach rdznig si¢ wartosciami 0 ow. Sume fal
zapisze korzystajac z notacji zespolone;j.

N-1
u(t,x) = Re[ B z oi((@ot—kox)+j(Bwt~5kx)) 4112

=0

= B Re(e!@ot=koX)g)

N-1

S = z piiGwt-8k0)) — | 4 pi(1(6wt=6kx)) 4 ... 4.1.123
=0
S jest sumg¢ szeregu geometrycznego o postaci

S=14b+b2+ -+ b1 p = gil6wt-8kx) — ,i¢ 4.1.13

{ = Swt — Skx 4.1.13a

Wyrazenie to moge obliczy¢ korzystajac ze wzoru na sume¢ skonczonego szeregu
geometrycznego

s pN —1 c etN¢ — 1 e%iw e%iw — e_%iNZ
= - = - — .
b-1 et —1 e%i( e%iz - e_%i( 4.1.14
. (1
_ e%m( > (7 N() _
. (1 ’
(3
Al =(N—-1){ = (N—-1)(dwt — Skx) = Awt — Akx;
4.1.14a
Wstawiajac powyzsze wyrazenie do (4.1.12) mamy
1
1. Sin(sN
u(t,x) = fRe| ei@ot=kox)g3z!A —(21 )
sin (57) 4.1.15
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Przyjme teraz, ze liczba drgan sktadowych rosnie do nieskonczonos$ci N—oo,
w efekcie
dw — 0; Néw «— (N —1)éw = Aw 4.1.16a

8k — 0; N8k «— (N — 1)6k = Ak
Na podstawie (4.1.13a), mamy

NC = N(Swt — 8kx) ~ Awt — Akx 4.1.17
Nadto mamy
j (1 ) i (18 { 18k> L (6wt — skx) 18
—_ e —_ —_—— —_ — I
sin > C sin > w > X > w X
lloraz sinuséw w (4.1.15) przyjmie postaé
. (1 . (1
sin (% NZ) sin <7 N(Swt — 8kx)> sin (7 N(Swt — 8kx)>
= =N
. (1 1 1
sin (7 Z) 5 (bwt — 8kx) 5 N(Swt — 8kx)
. (1
sin <7 (Awt — Akx)) Awt — Ak 4119
— N 1 = N sinc (2—)
5 (Awt — Akx) T
| sin(1x) 4.1.19b
sinc(x) =
X
Funkcja sinc opisana jest w (DD xx). Przy warunku
Awt — Akx = 0 4.1.20a
Mamy
- [Awt — Akx 4.1.20
Nsinc (—) =
2m

W wyrazeniu (4.1.11) wszystkie cosinusy przy warunku (4.1.20a) sumujg si¢
w fazie. Mamy wtedy najwickszg warto$¢ amplitudy, mozemy wigc przyjac, ze

2(0) = BN 4121
Stad, dla N—c0 mamy

a(0) a(0)
p= N — Aw 6w 4.1.22

Teraz sume (4.1.12) mogg zapisa¢ w postaci
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u(t,x) = Re (— Sw Z H(wot= kox>> 4.1.23
a(0) §
= e kz cos(wot — k,x) Sw
=0

Suma (4.1.23) ma postac z ktorej tatwo przejs¢ do catkowania. Bierzemy warto$c¢
funkcji dla czgstosci ax 1 mnozymy przez szeroko$¢ przedziatu w dziedzinie
czestosci. Ostatecznie otrzymujemy pole powierzchni pod funkcja schodkowg
(rys. 4.1.11). Gdy 6 ®—0, to sum¢ zamieniamy na catke

Wg

a(0
u(t,x) = A(_a)) j cos(wot — kyx) dw 4.1.24

Wq
W gruncie rzeczy wyrazenie (4.1.24), z dokladnos$cig do statego czynnika

mnozacego, jest takie same jak wyrazenie (4.1.11). Nie mniej teraz mamy
pewnosc¢, ze taki zapis jest poprawny.

a(O)

cos(®,+380)

| >
>

|
o, 0400  ©4200 04300 04400 04500 o

Rysunek 4.1.11. Warto$¢ sumy we wzorze (4.1.23) mozna przedstawic
graficznie jako pole pod czerwona linig.

Mozemy rowniez skorzystac z reprezentacji zespolonej.

g
a(o .
u(t, x) ZA(_a)) f el(wot=koX) 4.y 4.1.25
wd

Trzeba tylko pamigtaé, ze przejscie do wzoru (4.1.24) wymaga uzycia funkcji Re
(lub Im, gdy postugujemy si¢ funkcjami sinus).
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4.2. Nareszcie paczki

Bez przesady moge stwierdzi¢, ze caly dotychczasowy wysilek zwigzany
z tematem fale, podjatem po to by dotrze¢ do miejsca, w ktorym bede mogt
omoéwi¢ paczki falowe. Temat paczek falowych pojawi sie w akustyce, optyce
I na koniec jak si¢ okaze paczki falowe sa kluczowym elementem mechaniki
kwantowej. Nie ma co zwlekaé, czas na pierwsze spotkanie z paczkg falowa. Jej
pierwsza posta¢ uzyskamy obliczajgc wyrazenie (4.1.24) w punkcie x=0.

u(t,0) = % f cos(wt) dw = aA(S)) sin(wyt) ; sin(wqt)
oy sin(apt) = sinwat)
=a

(wg — wq)t 421

Roéznice dwoch sinusdéw mozna sprowadzi¢ do iloczynu funkcji sinus i COSINUS

sin(wyt) — sin(w,t)

u(t,0) = a(0)
(g = wa)t 422
sin (ATw t) cos(wyt) o
= 2a(0) Aot
Aw

= a(0)sinc (% t) cos(wyt)
Aw = w, — wg 4.2.2a
won = (,l)g + (OF]

Wida¢, ze paczka falowa zawiera czynnik cos(ant) opisujacy drgania
harmoniczne z czgstoscig Srednig, jednak czynnik ten jest modulowany zalezng
od czasu i czestosci modulacji funkcja sinc, ktora zanika dla t—+co. Rysunek
(4.2.1) przedstawia przebieg obliczonej paczki falowej w punkcie x=0, wraz
z upltywajacym czasem. Dla chwili t=0 paczka osigga maksimum swojej wartosci,
a potem amplituda drgan §rednio rzecz biorgc opada i nigdy nie wraca do warto$ci
maksymalnej. Patrzac na ten rysunek mozemy uznaé paczke falowa jako zbior
zgrubien. Jedno z nich ma najwigksza warto$¢, wartos¢ kazdego nastepnego jest
coraz mniejsza. Te zgrubienia teoretycznie nigdzie si¢ nie konczg, ale w koncu
stajg si¢ tak mate, ze nie majg zadnego praktycznego znaczenia. Nie kazda paczka
ma taki przebieg jak ten pokazany na rysunku (4.2.1), ale kazda sktada si¢ z serii
zanikajacych zgrubien.
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0.02

-0.02 ¢

-0.04 F

Rysunek 4.2.1. Obwiednia amplitudy paczki falowej, obliczona dla punktu x=0,
ze wzoru (4.2.2), przy parametrach: «y=1000rad/s, @=950rad/s, A(0)=1.
a) wykres obliczony od chwili =0 do chwili t=1s; b) wykres obliczony od chwili
t=1s do chwili t=2s. Zauwaz, ze skala warto$ci na wykresie (b) jest 25 razy
mniejsza niz na wykresie (a)

Rysunek (4.2.1) pokazuje prawa potowe przebiegu paczki. Paczka falowa
wyliczona ze wzoru (4.2.1) jest symetryczna, co pokazuje rysunek (4.2.2).
Komentujac rysunki (4.2.1) 1 (4.2.2) méwitlem o obwiedni amplitudy paczki
falowej. Sama amplituda zmienia si¢ tak szybko, ze jezeli chcemy zobaczy¢ jej
przebieg to, ze wzgledu na rozdzielczo$¢ rysunku, mozemy wyrysowac, tylko
niewielki fragment paczki (rys. 4.2.3). Na rysunku tym pokazane zostaty jeszcze
dwa efekty. Jeden bardzo istotny. W obszarze gtownego maksimum przebieg
oscylacji paczki falowej jest taki sam jak przebieg oscylacji funkcji harmonicznej
zachodzacych z czgstoscig $rednia an. W zasadzie, w granicach gltownego
maksimum mozemy uwazac paczke za falg harmoniczng o malejacej amplitudzie,
co bardzo utatwia postugiwanie si¢ paczkami falowymi. Drugi efekt polega na
tym, ze w obszarze minimum amplitudy nastepuje przesuni¢cie fazy miedzy
paczka a falg harmoniczng o z. Znamy juz ten efekt z analizy dudnien
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(rys. TVIII 2.3.12) Zwykle oscylacje poza pierwszym maksimum mozemy
zaniedbac, gdyz maksymalne amplitudy w kolejnych zgrubieniach paczki sg duzo
mniejsze od maksimum gltownego. Kiedy bierzemy pod uwage energie fali,
proporcjonalng do kwadratu amplitudy, to réznice miedzy wielkoscig maksimum
gléwnego a pierwszego bocznego sg jeszcze wigksze. W przyktadzie z rysunku
(4.2.3) przedzial czestosci Aw jest stosunkowo duzy w porownaniu z warto$cig
@i o [Aw=19.5.

Rysunek 4.2.2. W chwili wcze$niejsze niz t=0 obwiednia amplitudy paczki
falowej narasta. Z obu stron centralnego maksimum paczka wyglada tak samo

Rysunek (4.2.4) pokazuje przyktad dla ktérego stosunek: ax/A@=199,5,
czyli jest dziesie¢ razy wigkszy niz dla przypadku z rysunku (4.2.3). Od razu
wida¢, ze w granicach gléwnego maksimum paczki miesci si¢ znacznie wigcej
oscylacji. Obszar tego maksimum liczony mi¢dzy pierwszym lewym 1 prawym
minimum obwiedni jest dluzszy, a predkosci opadania amplitudy od jednego do
drugiego maksimum amplitudy drgan jest wolniejsza.
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Rysunek 4.2.3. Przebieg drgan paczki falowej z rysunku (4.2.1), wyrysowanych
w mniejszym przedziale czasu (czerwona linia). Wida¢ pojedyncze oscylacje
o zmniejszajgcej sie amplitudzie. Wykres niebieski przedstawia przebieg
oscylacji harmonicznych zachodzacych z czestoscia wx=975rad/s. Zauwaz, ze
w pierwszym zgrubieniu punkty maksymalnego wychylenia amplitudy paczki
pokrywaja sie z punktami maksymalnego wychylenia amplitudy fali
harmonicznej. W punkcie, w ktéorym amplituda obwiedni drgan spada do zera
nastepuje przesuniecie fazowe. Zaraz potem w obszarze nastepnego wzrostu
amplitudy maksymalnym wychyleniom w paczce falowej odpowiadajg punkty
minimalnego wychylenia fali harmonicznej (przykiad pokazujg strzatki
czerwona i czarna).
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Rysunek 4.2.4. drgania paczki falowej (czerwona linia) na tle drgan
harmonicznych z czestoscig $rednig (niebieska przerywana linia), obliczone dla
punktu x=0, ze wzoru (3.2.1), przy parametrach: ay;=1000rad/s, @=995rad/s,
A(0)=1.a) wykres obliczony od chwili t=0 do chwili t=0,3s; b) wykres obliczony
od chwili t=0.3s do chwili t=0,7s.

Wszystkie powyzsze rysunki pokazywaty przebieg paczki falowe;j
w punkcie x=0. Jak paczka falowa wyglada w innych punktach? Zauwaz, ze
paczka falowa jest sumg fal harmonicznych. Jezeli wszystkie te fale
przemieszczaja si¢ z ta samg predkoscia v to nie mamy klopotu ze znalezieniem
odpowiedzi na to pytanie. Korzystamy z faktu, ze
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W
cos(wt — kx) = cos| wt — k;t’ = cos(w(t —t") 4.2.3

——
X

Gdzie t’jest czasem doj$cia sygnatu do punktu X. Wyrazenie (4.2.3) przejdzie w

sin (wg (t— t’)) — sin(wgy(t — t)

u(t,t’) = a(0) (wg )= 0)
sin <A7w (t — t’)) Cos(wo(t — t’)) 4.2.4
= 2a(0) Awt

_ Aw , .
= a(0)sinc <E (t—t )) cos(w,(t — t1)

Korzystajac ponownie z (4.2.3) mamy

_ - /Aw Ak
u(t,x) = a(0)sinc <Et — %x) cos(wot — kox) 495
4.2.4
Ak =k, — kg a
kg + kg
ko = —— 4.2.4b

Rysunek (4.2.5) obrazuje paczke, pokazang na rysunku (4.2.2), tyle ze teraz
ustalona jest chwila czasu t=const. Wida¢, ze szczyt amplitudy paczki przesuwa
si¢ wzdhuz osi X z predkoscig 1m/s. Stowem paczka przemieszcza si¢ w Kierunku
zgodnym z kierunkiem przemieszczania si¢ fal sktadowych 1 z predkoscig rowna
predkosci fazowej fal sktadowych.

Biorgc pod uwage symetri¢ wyrazen na fal¢ harmoniczng, jezeli chodzi
0 czas i przestrzen paczke falowa mozemy liczy¢ jako funkcje zmiennej X, ze
wzoru

a(0
u(t,x) = A(_k) cos(awt — kx) dk
o 4.2.5

Po obliczeniu tego wyrazenia otrzymamy ponownie wzor (4.2.5)
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Rysunek 4.2.5. Niech predkos¢ fazowa paczki falowej wynosi v/=1m/s. Wykres
paczki falowej z rysunku (4.2.2). jako funkcje potozenia przy t=0 pokazuje
rysunek (a). Maksimum paczki wypada w punkcie x=0. Rysunek (b) pokazuje ta
samg paczke w chwili t=1s. Jak mozna byto sie spodziewaé, maksimum fali
przesuneto sie o metr na prawo.

Przyjmowalismy do tej pory, do$¢ beztrosko, ze wszystkie sumowane fale
mialy taka samg amplitude. Stowem wykres widma (8TVIII 3.0.1) sumy fal
wyglada tak jak na rysunku (4.2.6a). Rownie dobrze mogloby si¢ zdarzy¢, ze
widmo sygnatu wyglada tak jak na rysunku (4.2.6b). Prawde mowiac ten drugi
przypadek jest zdecydowanie bardziej realistyczny. Suma (4.1.5) przyjmie wtedy
postac

N
u(t) = Z a; cos(w;t + kixXystaione + ) 4.2.6

i=1
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AA a AA b

»

o[rad/s] o[rad;

Rysunek 4.2.6. a) Widmo paczki falowej dla ktérej w pewnym obszarze Aw
amplitudy poszczeg6lnych sktadowych (poszczeg6lnych fal harmonicznych) sa
state. Poza tym obszarem wszystkie sktadowe majg amplitude réwng zeru;
b) Widmo dla bardziej realistycznego przypadku, gdy w obszarze Awamplitudy
rosng do wartosci maksymalnej stopniowo, a nastepnie spadaja do zera.

Jeszcze bardziej praktyczny przypadek mamy wtedy, gdy amplitudy
poszczegblnych czestosci zmieniajg si¢ w sposob ciggly. Niech amplituda A(w)
bedzie funkcjg czestosci w (liczby falowej k), wtedy wyrazenie (4.1.14 i 4.2.3)
przyjma postaé

o

u(t,0) =C j A(w)cos(wt) dw 4.2.7a

— 00

(e0)

u(0,x) =D f B(k)cos(kx) dk 4.2.7b

Gdzie C i D sg statymi. Zwrd¢ uwage na granice powyzszej catki. Jak widzisz
rozciggnatem je na pelen zakres liczb rzeczywistych. Moge tak zrobié, gdyz
funkcje A(w) 1 B(K) okreslajg amplitude z jaka poszczegolne czestosci lub liczby
falowe wchodzg do tej catki. Zatem wszystkie czgstosci, ktore nie dajg wkiadu
mnozone sg przez zero, co pozwala na rozciggniecie granic catkowania. Jest to
0 tyle wazne, ze wyrazenie (4.2.3) w pelni przypomina tzw. cosinusowg catke
Fouriera. W ten sposob wkraczamy na dobrze znany grunt analizy fourierowskie;.
No, dla was grunt analizy fourierowskiej, to moze by¢ ziemia nieznana, ale dla
nauki 1 techniki to swojskie podworko. A my bedziemy musieli nadrobi¢ braki w
tej materii.

4.3. Transformaty Fouriera &
W (8TVIII 3) oméwitem szeregi Fouriera. Kazdg funkcj¢ okresowa, przynajmnie;
ze zbioru tych funkcji, ktore nas interesuja, mozemy przedstawi¢ w postaci sumy
funkcji sinus i cosinus postaci (TVIII 3.1). Takg sume¢ nazywamy szeregiem
Fouriera. Gdy interesowata nas funkcja nieokresowa to dla ograniczonego
przedzialu mozna ja bylo zamieni¢ na funkcje okresowa (TVIII 3.7). Mozna
jednak postgpi¢ inaczej, to jest uogolni¢ szereg Fouriera tak aby mozna bylo
pracowac rowniez z funkcjami nicokresowymi bez dodatkowych sztuczek. Takie

73



Jan Masajada © — 45 tematow z fizyki

uogolnione szeregi nazywamy transformatami Fouriera. Nie bed¢ prowadzit tu
scistych wyprowadzen, a ogranicze¢ si¢ do podania wzordw na transformaty

Fouriera. Transformata Fouriera F(&) funkcji f(x) nazywamy funkcje
zdefiniowang wzorem

Definicja 4.3.1a: Transformata Fouriera
Transformatq Fouriera funkgji f(x) nazywamy funkcje, o ile istnieje, zdefiniowang

wzorem.
F(§) = f f(x)e 2mxé dx 4.3.1a

Definicja 4.3.1b: Odwrotna transformata Fouriera
Odwrotnq transformatq Fouriera do transformaty (4.3.1a) nazywamy funkcje, o ile
istnieje, zdefiniowanq wzorem:

(00]

f(x) = f F(&)e?™xdé 4.3.1b

—00

Widag¢, ze postac transformaty jest podobna do szeregu Fouriera zdefiniowanego
wzorem (TVIII 3.1.6), z tym ze dyskretna suma zastgpiona jest catkg. Jest jeszcze
jedna réznica. Catkowanie kasuje zalezno$¢ funkcyjna od zmiennej, po ktorej
catkujemy. Jezeli calkujemy po zmiennej X to transformata Fouriera jako wynik
tego calkowania nie moze by¢ zalezna od zmiennej Xx. W transformacie pojawia
si¢ nowa zmienna oznaczona przez grecka litere &

W dwoch wymiarach wzoér (4.3.1) ma postac

Definicja 4.3.2a: Transformata Fouriera funkcji f(x,y)
Transformatq Fouriera funkgji f(x,y) nazywamy funkcje, o ile istnieje, zdefiniowang
wzorem:

F(§,0) = f ff(x,y)e‘zm(x“y“)dxdy 4.3.2a

—00 —00
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Definicja 4.3.2b: Odwrotna transformata Fouriera
Odwrotng transformatq Fouriera do transformaty (4.3.2.a nazywamy funkgje, o ile
istnieje, zdefiniowanq wzorem:

f(x,y) = f f F(&, 0)e?™x¢+yo)déde 4.3.2b

—00 —00
Dalsze vogoélnienie powyzszego wzoru na wyzsze wymiary nie powinno sprawic
ktopotu.

Transformata Fouriera ma szereg uzytecznych wtasnosci. Po pierwsze jest
liniowa, co wynika z tego, ze operacja catkowania jest liniowa (tw. DC 1.1).

Twierdzenie 4.3.1. Liniowos$¢ transformaty Fouriera
Transformacyi Fouriera Rombinacji liniowej, dwdch funRgji f(x,y) i g(x.y) gdzie a i b
sq liczbami rzeczywistymi (ub zespolonymi jest réwna

j j[af(x, y) + bg(x,y)]e 2™ xE+y0) qxdy

= aF(§,0) +bG(§,0)
Gdzie F(&,0) i G(& 0) sq transformatami Fouriera funkcji, odpowiednio f i g.

4.3.3

Dla wygody wprowadz¢ osobny symbol literowy dla transformaty Fouriera

Fl{f(x,y)} = F{f} = J jf(x,y)e‘zni(xf"y")dxdy 4.3.4

—00 —00

Uzywajac nowego symbolu twierdzenie (4.3.1) mozna zapisa¢ w postaci wzoru

Flaf(x,y) + bg(x,y)} = aF{f(x,y)} + bF{g(x,y)} 4.35

Drugim bardzo uzytecznym twierdzeniem jest twierdzenie o przesuni¢ciu. Mowi
ono, ze

Twierdzenie 4.3.2: o przesunieciu
Transformacji Fouriera f(x-a,y-b), gdzie a i b sq liczbami rzeczywistymi jest rowna

F{f(x — a,y — b)} = F{f(x, y)}e~2mi(ai+bo) 4.3.6

Czyli przesuniecie funkcji oznacza przemnozenie jej transformaty przez czynnik
typu €. Ostatnie twierdzenie jakie tu podam to twierdzenie o podobienstwie
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Twierdzenie 4.3.3: 0 podobienstwie
Transformacyi Fouriera f(x/a,y/b) gdzie a i b sq liczbami rzeczywistymi jest réwna

Fif(axby)} = ——F (%,2)

DY |ab| a'b 4.3.7
Gdzie F jest transformata Fouriera funkcji f. Gdy bedziemy korzystali
z transformat Fouriera szybko okaze si¢, ze powyzsze trzy twierdzenia bardzo
utatwiajg rachunki.

Warto zwroci¢ uwagg na fakt, ze jezeli zmienna X i y ma wymiar [dlugo$¢],
to zmienne £i omusza mie¢ wymiar odwrotnosci dtugosci. Wynika to z faktu, ze
wyktadniki potegowe sa bezwymiarowe, zatem iloczyny x& 1 yo musza by¢
wielkosciami bezwymiarowymi. Podobnie jezeli bedziemy obliczali transformate
Fouriera funkcji zaleznej od czasu f(t)

o

F(v) = jf(t)e‘zni“’dt 4.3.8

—o0

To zmienna v musi mie¢ wymiar jeden przez czas. Wielkosci o wymiarze jeden
przez czas nazywamy czesto$cig. Zatem jezeli mamy funkcje czasu to jej
transformata Fouriera jest funkcja czgsto$ci. Generalnie transformaty Fouriera
przenosza nas do dziedziny czestos$ci. Konsekwentnie zmienne £ i o bedziemy
nazywali czgsto$ciami przestrzennymi

Definicja 4.3.3: czestoS¢ przestrzenna
Wielkosci o wymiarze odwrotnosci dtugosci nazywamy czestosciq przestrzenng

Czas na policzenie prostego, a przy tym waznego przyktadu. Obliczymy
transformate Fouriera funkcji prostokatnej (§DG xx) zdefiniowanej wzorem

) = I (x ; a) 4.3.9

Podobne zadanie robilismy w (§TVIII 3.1), tyle ze dla okresowej funkc;ji
prostokatnej. Teraz funkcja sktada si¢ tylko z jednego prostokata, tak jak to
pokazuje rysunek (4.3.1) i nie jest okresowa.
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oo,

Rysunek 4.3.1. Pojedynczy
impuls prostokatny

' —
-1 1X

Zaczne od liczenia transformaty Fouriera funkcji

g(x) = 11(x) 4310
Korzystam ze wzoru (4.3.1)
G(&) = j M(x)e 2m*¢ dyx 43.11

Jedyne co robi funkcja prostokatna Il to mnozenie przez jeden lub zero. Tam
gdzie mamy mnozenie przez zero cala funkcja podcatkowa staje si¢ rowna zeru
I w efekcie calka jest rowna zeru. Niezerowe sa tylko te wklady funkcji
podcatkowej, dla ktorych funkcja podcatkowa jest rowna jeden. Mozemy zatem
napisac

1
r | F 4.3.12
G(&) = fH(x)e‘Z’”xfdxz je—mede
—00 1

2

Wida¢, ze dziatanie funkcji prostokatnej przeniostem w granice catki. Otrzymana
catka jest juz prosta do wyliczenia. Korzystajac ze wzoru Eulera (DD xx) oraz
lintowosci catki mam

1

2

1 1
c 7 4313
fe‘z’”xfdx = fcos(—anE)dx+i fsin(—anf)dx

1

2 2 2

Druga catka sumy jest réwna zeru (sam mozesz to sprawdzi¢), pierwsza catka jest
rowna
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2

2 4.1.14

sin(rm
= ﬁ [sin(té) — sin(—né)] = 7;, $) = sinc(§)
Funkcja sinc opisana jest w (DG xx). Korzystajac z twierdzenie o podobienstwie
(tw. 4.3.3) oblicze transformate funkcji prostokatnej o szerokosci d.

F {n (g)} = d sinc(d¢) 43.13

Rysunek (4.3.2) pokazuje widmo policzonej funkcji prostokatnej (4.3.10), to jest
takiej, ktorej szerokosci jest rowna jeden 1 widma poszerzonej oraz zwezonej
funkcji prostokatnej. Korzystajac z twierdzenia o przesunieciu (tw. 4.3.2)
I wyniku (4.3.10) mogge obliczy¢ transformatg¢ Fouriera funkcji (4.3.9)

1
2 1 1

cos(—2mx&)dx = Jcos(anf)dx = ﬁsin(anf)li1
1

|
NI R =

0

F{n (- = )= j (= = %) e 2ty = d sinc(d)e 2o 4.3.14

— 00
Wida¢, ze widmo przesunigte] szczeliny ma niezerowg cze$S¢ urojong
(i rzeczywistg tez).

Uge(§) = Re(d sinc(d€)e™?™%) = d sinc(d§)cos(2ma&) 4.3.15a

U (8) = Im(d sinc(d€)e~2™%) = —d sinc(dé)sin(2ra&) 4.3.15b

Rysunek 4.3.2. Widomo
dsin(d &) funkcji prostokatnej dla
jej trzech szerokosci d.
Zauwaz, ze sinc jest
funkcja czestosci
przestrzennych & Im
wezsza jest  funkcja
prostokatna tym szersze
jest jej widmo.
Jednoczes$nie nizsza jest
maksymalna amplituda.

Rysunki (4.3.3 1 4.3.4) pokazuja rzeczywista i urojong czes¢ widma funkcji
(4.3.9).
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Rysunek 4.3.3. Cze$¢ rzeczywista widma przesunietej funkcji prostokatnej
o szerokoSci d=1.

Réwnie prosto mozemy obliczy¢ dwuwymiarowg transformat¢ Fouriera
funkcji prostokatne;.

X — ay X —a,
f(x,y) = H( i )H a 4.3.16
Transformata Fouriera tej funkcji wyrazi si¢ wzorem (4.3.4)
j j I (x _ ax> P e e~ 2mi(X+yo) dxdy 4.3.17
d, d,

owyzszg calke mozemy tatwo sfaktoryzowac

d, dy

— 00 —00

w efekcie mamy iloczyn dwodch catek postaci (4.3.10). Wystarczy zatem
przemnozy¢ rozwigzania tych calek

()

= d,d, sinc(dxf)sinc(dya)e‘Z"i(“xf”y") 4.3.19
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Rysunek 4.3.4. Cze$¢ urojona widma przesunietej funkcji prostokatnej
o szerokosci d=1.

Kolejny przyktad dotyczy funkcji statej f(x) =c. Cho¢ funkcja jest
najprostsza z mozliwych to jej transformata Fouriera przysparza klopotow

(00]

] ce 2mixX dy =7 4.3.20

— 00

Obliczenie tej transformaty wymaga odwotania si¢ do dziwnego tworu jakim jest
tzw. delta Diraca.

4.3.4. Delta Diraca

Ile wynosi pole pod funkcjg h(x) ktora jest rozna od zera tylko w jednym punkcie
(rys. 4.3.5)? Pole to jest oczywiscie rowne zeru. Zatem zgodnie z geometryczng
interpretacja catki mamy

(00]

f h(x)dx =0 4321

Podobnie jest dla kazdej funkcji hh(x) ktora jest rozna od zera w wielu
izolowanych punktach (rys. 4.3.6). Na poczatku XX wieku fizycy zatesknili za
funkcja (oznacze jg przez 0(x)), ktora bylaby rozna od zera tylko w jednym
punkcie a ponadto

f S(x)f(x)dx = £(0) 4.3.22
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Uzyteczno$¢ takiej funkcji byta tak duza, ze Paul Dirac powotal ja do zycia,
zdajac sobie sprawe z jej wysoce podejrzanego status. Jak mozna bylo sig¢
spodziewa¢ delta Diraca wywotata protesty matematykdw. Fizycy to jednak ludek
matematycznie niefrasobliwy 1 gdy jaki§ matematyczny twor jest uzyteczny, to
zaczynaja go stosowaé niezaleznie od protestOw matematycznych purystows, W
przeszto$¢ wiele podejrzanych tworow zyskato z czasem obywatelstwo w $wiecie
matematyki, dobrym przyktadem sg tu liczby zespolone, czy tez rachunek
rézniczkowy.

h(x) 1 ,h(X) Rysunek 4.3.5. Pole pod
v funkcja rowna zeru poza
Jh(x)idx ~0 jednym punktem jest

- i rowne zeru.

Co wigcej bez tych onegdaj podejrzanych bytéw dzi§ nie wyobrazamy sobie
matematyki. Matematycy w koncu skapitulowali i nadali delcie Diraca
petlnoprawne obywatelstwo matematyczne. Stalo si¢ to w péznych latach 40-tych
XX wieku a gtownym sprawczym byl matematyk francuski Laurent Schwarzt.
Schwartz uogolnit pojecie funkcji wprowadzajac tzw. dystrybucje (funkcje
uogodlnione). Dystrybucja jest klasa odwzorowan liniowych, ktore
przyporzadkowuja funkcjom z danego zbioru funkcji testowych liczby
rzeczywiste. | tak dystrybucja delta Diraca zdefiniowana jest wzorem (4.3.22).
Czasem zapisujemy ja tak

3 Wczesniej pojawiaty sie prace zwigzane z rozwojem teorii transformat Fouriera, w ktérej wyrazenia
typu delta pojawiaty sie w niejawny sposob.
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hh(x)
!

i Th h(x)idx =0

hh(x) |

e e T =T I=T-I=T1=1-=0

L e -

s

v

Rysunek 4.3.6. Pole pod funkcjg, ktora jest rézna od zera w izolowanych
punktach jest rowniez réwne zeru.

Symbol (...|...) wprowadzony zostal przez Diraca i nazywa si¢ braketem
(nawiasem). Sam si¢ powoli przekonasz, ze brakety sg bardzo wygodne w uzyciu.
Cze$¢ z lewej strony to bra, a z prawej to ket. Wracajac do wzoru (4.3.23). Z lewej
strony braketu mamy bra zawierajagcy symbol dystrybucji. Ket jest miejscem w
ktorym umieszczamy funkcje¢, na ktorg dziata dystrybucja. Delta Diraca nie jest
funkcja, tylko dystrybucja, ktorej dziatanie na funkcje sprowadza si¢ do
obliczenia warto$ci tej funkcji w zerze. Ze wzoru (4.3.22) i z faktu, ze calki sg
liniowe (tw. DC 1.1) wynika, ze delta Diraca jest liniowa

(8laf, + Bfy) = a(5|f(0)) + B(5If(0)) 4.3.24

Wzoér (4.3.22) mozna potraktowac jako postulat. Istnieje taka, dystrybucja,
ze spelnione jest (4.3.22). Trzeb jeszcze udowodnié, ze postulat jest sensowny.
Jedng z metod jest konstrukcja delty Diraca jako granicy ciggu. Istnieje wiele
takich konstrukcji, ponizej przedstawi¢ jedng z nich. Niech bg¢dzie dana funkcja

Odlax < —a
Ea(x) = {h da —a<x<a 4.3.25
Odlax >a

Ponadto spetniony jest warunek (rys. 4.3.8)

f &.(x)dx =2ah =1 4.3.26

82



Jan Masajada © — 45 tematow z fizyki

A
LX)
2ah=1
Rysunek 4.3.8. Wykres funkcji
Ca(x)
h
>
-a a X
Dla ciagtej funkcji f(X) oblicze¢ catke
f &, ()f(x)dx =? 4.3.27

Z rysunku (4.3.8) widac¢, ze funkcja & zaweza obszar catkowania do przedziatu [-
a,al.

j a(X)f(x)dx = f &, () f(x)dx 4.3.27

Poniewaz f jest ciggta moge skorzysta¢ z twierdzenia o wartos$ci Sredniej dla catki
oznaczonej (tw. DC 2.1). Twierdzenie to mowi, Ze istnieje taki argument Xp, Ze

f €, (Of(x)dx = f(x,) f Ea(x)dx = f(x,) 4.3.28
—a<x,<a 4.3.28a

Ostatnia rownos¢ wynika z (4.3.26). Gdy a—0, to i x,—0 i wtedy

a a
. ) dx
lim f(x,) f fa(x)dx = lim f(x,) j = f(0) 4.3.29
—-a -a

Jak wida¢, warto§¢ f(0) uzyskujemy jako granice ciggu. Delta Diraca jest
skonstruowana jako przejécie graniczne. Jest to jedna z konstrukcji pokazujaca,
ze taki twor moze zosta¢ sensownie zdefiniowany.

Dla delty Diraca mozna udowodni¢ wiele uzytecznych twierdzen. Na
przyktad
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f S8(x — x)f(x)dx = f(x) 4.3.30
8(—x) = 6(x) 4.3.31

1
S(ax) = — 86(x)

la| 4.3.32

Dla funkcji dwoch lub wiecej zmiennych definiujemy wielowymiarows delte
Diraca. Dla przyktadu pokaze jak to wyglada dla dwdéch wymiaréw, rozszerzenie
na wigksza liczbe wymiarow biegnie analogicznie

j j S(x, y)f(x,y)dxdy = £(0,0) 4.3.33

— 00 —00

Wzo6r (4.3.30) ma postac

j j S(x — xo, v — yo)f(x, y)dxdy = f(xq, yo) 4.3.34

—00 —00

Moge teraz odpowiedzie¢ na pytanie ile wynosi transformata Fouriera
funkcji statej f(x)=c. W tym celu zt6zmy transformate Fouriera z odpowiadajaca
jej transformatg odwrotng

(0.0]

el

Jezeli formalnie zamienimy kolejno$¢ catkowania to otrzymamy

(00]

f e ~2mixig dx'>e2nixf dé 4.3.35

— 00

c=c f(jezni(x'x’)fdgf)dx’ 4.3.36

Patrzac na wzor (4.3.22), widaé, ze wyrazenie w nawiasie musi by¢ dystrybucja
delta Diraca

e}

j e?mx=xNEqE = §(x") 4.3.37

— 00

Podstawiajac to wyrazenie do (4.3.36) mamy
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(00]

C j S(xNdx'=cl1=c 4.3.37a

Zatem transformata Fouriera funkcji statej jest dystrybucjg delta Diraca
przemnozong przez wartos¢ funkcji.

fc e~ 2™ dx = ¢ 8(x) 4.3.38
N Rozwazmy transformat¢ Fouriera
F(v) = f f(t)e 2™Vtdt 4.3.39
Niech f(t) ;)O;dzie funkcjg czasu opisujaca przebieg pewnego sygnatu. Wyrazenie
—2mivt 4.3.39a

e
reprezentuje wirujacy z czestoscig v fazor. Funkcja F(v) opisuje widmo sygnatu
f(t) (8TVII 3.01). W przypadku sygnatu okresowego widmo byto dyskretne, a za
pomocg szeregu Fouriera mogliSmy odtworzy¢ caty sygnal. Teraz widmo jest

ciaggte (ale f(t) nie jest okresowa). Z widma ciggtego mozemy rowniez odzyskaé
pierwotny sygnat poprzez odwrotng transformate¢ Fouriera

(00]

f(t) = jF(v)eZ"“’tdv 4.3.40

Z wzoru (4.3.40) wida¢, ze sygnat f(t) zostal przedstawiony jako ciggta suma
(catka) wyrazen (4.3.39a), czyli jako suma fazoréw wirujacych z réznymi
czestosciami. Wyrazenie F(v) pokazuje z jakg amplitudg wchodzg do tej sumy
poszczegblne fazory. Transformata Fouriera daje zatem, podobnie jak szereg
Fouriera, rozktad sygnatu na fazory. Wzor (4.3.40) mozemy réwniez zapisaé za
pomoca czestosci wyrazone w radianach

dw 4.3.41a

w =21ty = dv = —
2T

Po wstawieniu do (4.3.40) mamy

1 [ .
f(t) = — jF(w)e“"tdw 4.3.41
2T

Transformata prosta (4.3.39) przyjmuje postac
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(00]

F(w) = j f(t)e~iwtdt 4.3.42

— 00

Pisatem, Zze szeregi Fouriera mozna analizowa¢ w jezyku nieskonczenie
wymiarowych funkcyjnych przestrzeni wektorowych (8TVIII 3.3). Wektorami
tej przestrzeni sa funkcje, a bazami nieskonczone zbiory funkcji ortogonalnych.
Przyktadem takiego zbioru jest zbior funkcji {cos(nkx), sin(nkx)}. Podobnie
mozemy podej$¢ do transformat Fouriera. Ale fakt, Ze sumy zostaly zamienione
na catki ma dalekg idgce konsekwencje. Mamy przestrzen wektorowa, w ktorej
kombinacja wektoréw bazy wyrazona pierwotnie jako suma jest wyrazona jako
catka. Do tej pory wektorow bazy bylo N<oo, lub co najwyzej tyle ile jest liczb
naturalnych (bazy nieskonczone). Teraz wektorow bazy jest tyle co liczb
rzeczywistych. Jak pokazal Cantor, nie mozna znalezé jednoznacznego
odwzorowania miedzy liczbami rzeczywistymi i naturalnymi®. Oznacza to, ze
nieskonczono$¢ zbioru liczb rzeczywistych jest wigksza od nieskonczonosci
zbioru liczb naturalnych. Matematycy mowig, ze moc zbioru liczb rzeczywistych
jest wigksza od mocy zbioru liczb naturalnych. W efekcie nieskonczenie
wymiarowe przestrzenie wektorowe o mocy zbioru liczb rzeczywistych majg
swoje wilasne unikalne wlasnos$ci, o ktorych jeszcze co nieco pojawi si¢ w
przysztosci.

4.3.5. Przeksztalcenie Fouriera cosinusowe i sinusowe
Pierwotnie transformata Fouriera byta zapisywana bez odwotywania si¢ do liczb
zespolonych

(0.0]

f(t) = j [F.(w)cos(wt) + Fy(w)sin(wt)] dw 4.3.43
0

Catkowanie od zera do nieskonczonosci (a nie od minus nieskonczonosci)
pozwolito unikna¢ ktopotliwych w interpretacji fizycznej wyrazéw o ujemnych
czestosciach. Wspotczynniki rozkladu wyrazajg si¢ wzorami

F.w) = %j f(t) cos(wt)dt 4.3.44a
0
F(w) = %j f(t) sin(wt)dt 4.3.44b

0

4 Ale miedzy liczbami naturalnymi i wymiernymi takie odwzorowanie istnieje. Zbior liczb naturalnych
i wymiernych jest tej samej mocy.
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Obie postacie transformat Fouriera (4.3.1) i (4.3.43) sa do siebie podobne ale nie
tozsame. W transformacie (4.3.1) funkcje rozktadamy w bazie funkcji e®t
a transformacie (4.3.43) w bazie funkcji cos(at) i sin(at). Wybor transformaty
zalezy od konkretnych zastosowan. W literaturze mozna znalez¢ nico inne
definicje transformat, r6éznigce si¢ stalymi wspotczynnikami, ktére mogg by¢
wygodniejsze w uzyciu w konkretnym zastosowaniu. Podobnie jak transformatg
Fouriera, przeksztalcenia cosinusowe i sinusowe mozna uogolni¢c na wyzsze
wymiary.

4.4. Wracam do paczek

Poréwnujac wzory na paczki falowe (4.2.3) ze wzorami na transformaty Fouriera
(4.3.1) wida¢, ze transformaty same si¢ narzucaja, jak narzedzie do obliczania
paczek falowych. Wykorzystanie transformat do obliczania paczek o bardziej
fizycznym rozktadzie widma pozostawi¢ na inng okazje. Tutaj chciatem, w prosty
sposob, zwroci¢ waszg uwage na daleko idgce konsekwencje naszych rozwazan
dla telekomunikac;ji.

Powiedzmy, ze chcemy nadawaé audycj¢ radiowg 1 wybieramy czg¢stosé
fali 1000kHz. Ktos inny rowniez chce mie¢ radio 1 wybiera czgstos¢ 1001kHz.
Czestosci obu stacji r6znig si¢ wigc nie powinny one sobie przeszkadzac. Problem
polega na tym, ze nie mozemy nadawac¢ fali harmonicznej. Fala harmoniczna jest
nudna i jedyne co mogtaby spowodowa¢ w odbiorniku to jednostajny pisk.
Musimy nasza fale zmodulowaé czyli spowodowac, ze przestaje to by¢ fala
harmoniczna. Mozemy na przyktad zmienia¢ jej amplitude (modulacja AM). Aby
maksymalnie uprosci¢ sprawe¢ powiedzmy, ze chcemy nadawaé¢ w alfabecie
Morse’a. Nadajemy wiec seri¢ krotszych 1 dluzszych piskéw. Robimy to tak:
Mamy generator fali harmonicznej oraz zastaniacz, ktory na krotki czas przestania
nadawang fale. Niech czas trwania krotkiego pisku wynosi At (rys. 4.4.1).

SN\

Rysunek 4.4.1. Przestona zastania sygnat. Sg dwa czasy otwarcia sygnatu:
kroétki i dtugi. Krétki czas otwarcia oznaczamy przez At.

Stowem, na fal¢ harmoniczng naktadamy okienka czasowe, w ktorych ta fala
opuszcza nadajnik. Korzystajac z transformaty Fouriera (4.3.41) obliczmy widmo
tej fali
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(00]

F(a)) = i j all (i) elWot o —lwt 4,
2T At
1 [ /7ty .
[ p— Imt— l(wo_w)t 441
o | @ (At) ¢ dw

Prosta zmiana zmiennych: ay-o—«@ pozwala sprowadzi¢ (4.4.1) do postaci
transformaty Fouriera z funkcji prostokatnej (4.3.12).

1 [ /ty .
F(o) = — — )et?tdw’ 4.4.1a
(@) =2 j all <At)e dw
Wynik tej transformaty juz znamy (4.3.14).

At
F(o) = 7asinc(Atw’) 4.4.2

Wracaja do starych zmiennych mamy

_ At
Flw) = Easmc(At(wo — w)) 4.4.3

Rysunek (4.4.2) pokazuje obliczone widmo. Widmo opisane jest funkcja sinc,
podobnie jak widmo funkcji prostokatnej (4.1.14). Mozemy przy okazji wysnué
wniosek, ze widmo funkcji prostokatnej pomnozonej przez funkcje sinus
0 czgstosci @0 opisane jest funkcjg sinc, ktorej $rodek przesuniety jest do
czestosci al.

Juz ten prosty model pokazuje, ze modulacja sygnatu powoduje jego
rozmycie w dziedzinie czestosci. Technika modulacji sygnatu radiowego jest
bardziej ztozona i wymaga precyzyjniejszej teorii, ale powoduje ten sam efekt, to
jest rozmycie czgstosci fali, na ktorej nadajemy (nazywamy jg czegsto$cig nosng).
Dwie stacje radiowe musza si¢ oddali¢ na szerokos¢ widma inaczej bedg si¢
wzajemnie zaklocaty. Na szcze$cie amplituda bocznych pasm widma szybko
spada i mozna sensownie wyznaczy¢ te czestosci graniczne, dla ktorych dwie
stacje nie beda si¢ zaktocaty. W praktyce szeroko$¢ pasma, na ktérym nadaja
stacje radiowe waha si¢ od 9kHz (dla modulacji amplitudy AM) do 15kHz przy
audycji stereo i modulacji czestosci FM. Telewizja musi nada¢ w ciggu sekundy
znacznie wigcej informacji (obraz 1dzwigk). W efekcie rozmiar okienka
czasowego dla sygnalu jest znacznie wezszy, a rozmycie czgstosci fali nosnej
znacznie szersze. Szerokos$¢ pasma nadawczego dla telewiz;ji jest rzedu 8MHz.
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F(v)

\v/\ . /\\/A,ss -
VERVARE:

Rysunek 4.4.2. Widmo sygnatu prostokatnego, jest opisane funkcjg sinc,
o srodku wypadajacym dla czestosci vo=27zaww=1,5MHz. CzestoSci na rysunku
przeliczone sg na Hertze, czyli peine cykle na sekunde.

Oznacza to, ze telewizja nie moze nadawa¢ na pasmach radiowych.
W popularnym w Polsce pasmie radiowym (pasmo II) 87.5-108MHz zmie$city
by si¢ dwa kanaty telewizyjne. W Polsce, IV pasmo przeznaczone dla telewizji,
obejmuje zakres czgstosci 470-606MHz, w ktorym miesci si¢ siedemnascie pasm
po 8MHz. Telefonia komoérkowa pracuje jeszcze wyzej. Pasmo GSM 1800 miesci
si¢ w granicach 1710-1880 MHz. Biorgc pod uwage ilosci danych przesytanych
telefonami komorkowymi szuka si¢ mozliwosci przeniesienia pasma nadawania
jeszcze wyzej. W Ameryce Pdélnocnej i Poludniowej wprowadzono standard
GSM 1900, ktéry pracuje w zakresie 1850-1990MHz. Wybor pasma ograniczony
jest nie tylko dostepng technikg modulacji sygnatu o wysokiej czestotliwosci, ale
roOwniez transparentnoscig atmosfery. Tylko waskie pasma czestosci propaguja
si¢ W atmosferze na tyle swobodnie, ze mogg by¢ wykorzystane do tgcznosci
bezprzewodowej. Najwiecej miejsca jest w swiattowodach. Przy czestosci §wiatta
rzedu 10%*Hz, na paSmie o nieduzej szerokosci, wzglednej (na przyktad 0.01%
z 10'Hz) mozna zmie$ci ponad tysiagc stacji telewizyjnych. Wymaga to jednak
kosztownej rozbudowy sieci §wiattowodowych.
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