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1. Ruch harmoniczny ¢

W uktadach mechanicznych ruch harmoniczny spowodowany jest sila, ktora jest
proporcjonalna do wychylenia z potozenia rownowagi i przeciwnie skierowana
do tego wychylenia (8TVI 3.7).

F = —kx

Fizyczna interpretacja wychylenia x zalezy od uktadu drgajacego. Na przyktad:
w uktadach mechanicznych wychylenie rozumiane jest jako przesuniecie punktu
materialnego od punktu rownowagi (czyli punktu, gdzie dziatajace sity
rownowazg si¢), a W uktadach elektrycznych odchyleniem moze by¢ zmiana
wartosci pradu lub napigcia. W tym temacie ogranicze¢ si¢ do oscylatorow
mechanicznych, zatem ,,X” bedzie wychyleniem drgajacego ciata z polozenia
rownowagi. Uogolnienie uzyskanych wynikow na inne rodzaje oscylatoréow
harmonicznych bedzie w gruncie rzeczy polegalo na zmianie oznaczeh we
wzorach oraz ich nowej interpretacji fizycznej. Majac okreslong sit¢ (1.1) moge
napisa¢ rOwnanie ruchu

1.1

mx = —kx 1.2

Roéwnanie ruchu (1.2) wyglada niepozornie. Omawiatem je juz, kiedy w temacie
(8TVI 3) podatem przyktady rownan ruchu. Rownan ruchu mozemy napisaé
tysigce, tak jak mozemy zdefiniowac tysigce roznie dziatajacych sit. Ja mam
zamiar poswieci¢ rownaniu (1.2) 1 jego rozwigzaniom nastepnych kilkanascie
stron. Od razu powiem, ze takiej troski z mojej strony doznaja tylko nieliczne
Z tysiecy mozliwych rownan ruchu. Kryja si¢ za tym dwa powody. Pierwszy -
rownanie ruchu harmonicznego jest réwnaniem nietrywialnym, ale na tyle
prostym, ze jesteSmy w stanie sensownie je omoéwié. Drugi - ruch harmoniczny
ma podstawowe znaczenie dla wszystkich dzialow fizyki. Mozna wrecz
zaryzykowa¢ stwierdzenie, ze fizyka to w sporej czesci teoria oscylatora
harmonicznego. W dodatku matematycznym (DB 3.1) piszg, ze ulubiong metoda
matematyki stosowanej jest roztozenie jednego trudnego problemu na mnostwo
prostych. Fizyka przez swe S$cisle zwigzanie z matematyka dziedziczy te
,»sktonnosci”. Nazwijmy taka metode, metoda cegielek.

Definicja 1.1: Metoda cegielek

Jezeli dany problem obliczeniowy rozbijamy na zfozenie wielu Krokgw
wyRorzystujgcych pewien zbior podstawowych elementow, to takg metode
nazywamy metodq cegietek,

Metoda cegietek znana jest od starozytnosci. Przyktadem jest model kosmosu
w filozofii Arystotelesa, kiedy ztozony ruch planet opisywany byl przez uktad
sfer obracajacych si¢ jednostajnie wzgledem réznych osi obrotu. Tutaj cegietkami
byly ruchy jednostajne sfer. Podobnie dziatal model Ptolemeusza, ktory sktadat
ruchy planet z jednostanych ruchow po okregach (8TVI 1.3). Oba te modele
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mozna uzna¢ za pierwsze wykorzystanie analizy fourierowskiej, ktora
wykorzystuje oscylatory harmoniczne (jedno lub wielowymiarowe) do opisu
ztozonych ruchow. Jak sie¢ przekonacie, w wielu wypadkach sensownym jest
roztozenie skomplikowanego ruchu na wiele, a nawet nieskonczenie wie [ M
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k 1.8
w= [—

m
to wyrazenie (1.3) jest rozwigzaniem réwnania (1.2). W dalszej czesci wyktadu,
bede przyjmowat, ze trzy wielkoSci oznaczane jako o, K i m spetniajg zaleznosc¢
(1.8). Doktadnie taki sam warunek (1.8) uzyskujemy dla rozwigzania w postaci
(1.4). Korzystajac z warunku (1.8) réwnanie ruchu harmonicznego (1.2) mozemy
zapisa¢ w postaci

y k

X=—-——x 1.9a
m

¥ =—w?x 1.90

W wielu podrecznikach réwnanie ruchu harmonicznego zapisywane jest
w postaci (1.9b).

Jak dotychczas, to o ruchu harmonicznym wypowiadatem si¢ w bardzo
formalny (matematyczny) sposob. Przydaloby si¢ troche fizycznej tresci. Zajme
si¢ interpretacje fizyczng wielkosci wystepujacych w rozwigzaniu rownania ruchu
harmonicznego. Skupig si¢ na rozwigzaniu w postaci (1.3). Jak wida¢ z rysunku
(1.1) ruch harmoniczny jest ruchem wahadtowym. Czastka ,,biega” cyklicznie
tam i z powrotem. Mozemy si¢ zapytaé jakie jest najwigksze wychylenie czastki
tam — ewentualnie z powrotem? Poniewaz funkcja sinus osigga warto$¢ co
najwyzej 1 lub co najmniej (-1) za warto$¢ maksymalnego wychylenia odpowiada
liczba A, przy czym wychylenie to liczymy od punktu rownowagi, czyli od
punktu, gdzie funkcja sinus przyjmuje wartos¢ zero (rys. 1.2). Dlaczego akurat
ten punkt nazwalem punktem rOéwnowagi? Dlatego, ze gdy funkcja sinus
przyjmuje wartos¢ zero, wychylenie x(t) jest rowniez rowne zeru 1 sita dana
wzorem (1.1) jest tez rowna zeru. Gdy nie dziata sita, to ciato jest w rownowadze.
Przejdzmy do definicji

Definicja 1.2: Polozenie rownowagi w ruchu drgajacym

Potozenie rownowagi dla ruchu harmonicznego, to takie pofoZenie, w Rtérym sita
wymuszajgca ten ruch jest réwna zeru

Definicja 1.3: Amplituda ruchu harmonicznego

Amplitudq ruchu harmonicznego nazywamy bezwzgledng wartos¢ maksymalnego
wychylenia od pofoZenia rownowagi. (rys. 1.2)

Definicja 1.4: Sila wymuszajaca drgania harmoniczne
Sitq wymuszajgcq ruch harmoniczny nazywamy site proporcjonalng do wychylenia
i przeciwnie sKierowanq do Rierunku wychylenia
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Definicja 1.5: Okres drgan harmonicznych
Okres drgati to czas trwania pojedynczego pefnego cyRlu drgati

Okres drgan ilustruje rysunek (1.3). Wielko$cig odwrotng do okresu jest czestosc,
ktora mowi nam ile pelnych cykli drgan miesci si¢ w jednostce czasu (rys.1.4).

Definicja 1.6: Czestotliwosé drgan harmonicznych
Czestotliwos¢ ukfadu drgajgcego jest rowna ilosci petnych cyRli w jednostce czasu.

Czestos¢ wyrazamy w cyklach na jednostke czasu 1 ma wymiar [1/czas].
W uktadzie SI jednostka czgstosci jest jeden przez sekunde. Jednostka ta ma
swoja wlasng nazwe: herc [Hz].
Definicja 1.7: Herc
Drgania zachodzq z czestosciq jednego herca, gdy w jednej seRundzie miesci sig jeden
petny cyk[ drgari.

%10 -3 -6 -4 -2 0
—_ A=l t[s]
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-

Rysunek 1.2. Przyktady drgan roznigcych sie tylko amplitudg

- ‘

=10 8 1€
— T=5s
- T=3s

Rysunek 1.3. Okres drgan jest czasem trwania jednego petnego cyklu drgan.

Wygodniejsza jednostka jest czgstosci, czyli liczba radianow na sekunde.
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Definicja 1.8: Czesto$¢
Czestos¢ ukfadu drgajgcego jest réwna ilosci radiandw jakie przemierza ten ukfad w
Jednostce czasu.

W pelnym cyklu miesci si¢ 2 rradiandw, stad mamy zalezno$¢ miedzy czestoscia
 a czestotliwoscig f

rad
—| = 2nf[Hz] 1.10

Zwykle czestos¢ wyrazong w radianach na sekunde bed¢ oznaczal grecka literg
, a czgstos¢ wyrazong w hercach literg f,

— =2rad/s
— =5rad/s

Rysunek 1.4. Przebieg dwoch drgan harmonicznych réznigcych sie czestoscia.

Ostatnim parametrem wystgpujacym W rozwigzaniu rownania ruchu
harmonicznego jest faza poczatkowa 9. Jezeli przyjmiemy rozwigzania postaci
(1.3) to musimy pami¢taé o tym, ze chwila t=0 nie zawsze wypada w momencie,
gdy ciato przechodzi przez punkt rownowagi. Aby to uwzgledni¢ musimy przyjac
odpowiednig warto$¢ fazy poczatkowej o (rys 1.5). Jezeli jest faza poczatkowa,
to musi by¢ roOwniez faza drgan. Faza drgan harmonicznych jest wielkoscig
katowa siedzaca pod funkcja sinus lub cosinus.

Definicja 1.9: faza drgan harmonicznych
Faza drgari harmonicznych jest wielkosciq Rgtowq bedgcq argumentem funRgji sinus
[ub cosinus we wzorach opisujqacych to drganie.

Faza okresla oczywiscie miejsce, ktore na sinusoidzie, w danej chwili czasu
zajmuje punkt, ktory oscyluje.
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0=-1/2 o=m/3
1 T | A T

0
t[s]
Rysunek 1.5. Dla ruchu reprezentowanego przez wykres czarny 6=0, gdyz
w chwili t=0 ukltad jest w potozeniu réwnowagi. Przyjmujemy tutaj, Ze
rozwigzanie rdwnania ruchu jest postaci (1.3). Wykres czerwony przyjmuje, dla
t=0, warto$¢ wiekszg od zera. Aby rownanie (1.3) przyjmowato odpowiednig
warto$¢ musimy przyjac, ze faza poczatkowa ma warto$¢ 6=m/3. WyKres
niebieski przyjmuje, dla t=0 warto$¢ -1, co oznacza, ze faza poczatkowa ma
warto$¢ 6=-m/2

Powiedzmy, ze mamy sil¢ dang wzorem (1.1). RoOwnanie ruchu jest dane
wzorem (1.2), a rozwigzanie jest postaci (1.3) lub (1.4). Ze zwigzku (1.8)
obliczamy czestos¢ w; a co z parametrami A i 6? Pozwolg tu sobie przypomnie¢,
ze klasyczne réwnania ruchu pozwala oblicza¢ przyrosty potozen i pgdow
(predkosci). A rozwigzanie (1.3 lub 1.4) jest rozwigzaniem klasycznego rownania
ruchu (1.2). Zatem, aby mie¢ pelne rozwigzanie rownania ruchu musimy znac
wartosci dwoch wielkosci w wybranej chwili czasu; czyli okresli¢ warunki
poczatkowe (8TVI 3.3), zwykle sa to: potozenie poczatkowe X, i predkosé
poczatkowa V,. Jednak sprawy nie zawsze biegna ,.zwykle”. W przypadku
oscylatora harmonicznego mogg to by¢ amplituda A i faza poczatkowa o. Latwo
pokazac, ze para wielkosci Xp 1 V, wiaze si¢ z parg A 1 6. Wartosci A i 6 mozemy
znalez¢ rozwigzujac uktad dwoch rownan:

x, = x(0) = Asin(6) 111
v, = X(0) = —wAcos(6) '
Rozwiazujac ten uktad otrzymujemy
1.12a
1.12b
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Majac wzory (1.12), mozemy jako warunki poczatkowe przyja¢ rownowaznie
albo x, 1 vp, albo Ai 0.

Oscylator harmoniczny jest na tyle waznym przypadkiem, ze rozwigzanie
jego rOwnania ruchu napisze w jeszcze innej postaci.

x(t) = Asin(wt + §) = A[sin(wt)cos(d) + cos(wt)sin(F)]

1.13
Niech teraz
A = Acos(6) 1.14a
B = A sin(6) 1.14b
Rozwigzanie (1.13) przyjmie postac
1.15

x(t) = Asin(wt) + Bcos(wt)

Z warunkow poczatkowych okreslamy warto$ci obu wspotczynnikdéw; podobnie
jak w poprzednim przyktadzie przyjmujemy, ze chwila dla ktérej znamy warunki
poczatkowe to: t=0.

xp=x(0)=B_ 116
v, = x(0) = —wA
Stad
_ v
A= f 1.17a
B=x 1.17b
- p

Tutaj nad A i1 B narysowalem kreske aby podkreslic, ze A zkreskg jest
wspotczynnikiem réoznym od A bez kreski. W przysztosci przy analizie
konkretnego zagadnienia bede si¢ czasem postugiwat postacig (1.15) rozwigzania
rownania ruchu harmonicznego; wtedy wspotczynnik beda pisane bez kresek, ale
ich warto$¢ bedzie dana przez zwiazki (1.14) uwzgledniajace fazg poczatkowsy .

Czas na wzory odwrotne do wzoréw (1.14). Dodajac stronami wyrazenia
(1.14) mamy

A% + B2 = A2 1.18
Dzielac stronami (1.14b) przez (1.14a) mamy

B sin(6)

== = tan(§) 1.19

A cos(6)

Wybdr postaci rozwigzania roOwnania harmonicznego zalezy oczywiscie od
rozpatrywanego zagadnienia.

Na zakonczenie tych wstepnych rozwazan chcg zwroci¢ wasza uwage na
znaczenie zwigzku (1.8). Z jego lewej strony mamy czesto$¢ wyrazong
w radianach. Z prawej strony w mianowniku utamka pod pierwiastkiem mamy
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mase¢. Wynika z tego, ze im wigksza masa tym mniejsza czesto$¢ drgan. Jest to
zgodne z intuicjg, im masywniejsze ciato tym trudniej jest je ruszy¢ i tym mnigj
jest skoczne, a musisz przyznaé, ze szybkie drgania maja wiele wspolnego
z zwawym skakaniem. W liczniku tego utamka jest stata k, ktdra decyduje
0 wartosci sity. Im wieksza jest sita tym zwawiej moze ,,podskakiwac¢” wahadto.

1.1. Energia ruchu harmonicznego

Wyznacze energi¢ ciata w ruchu harmonicznym. Zaczne od energii kinetycznej.
Predkos¢ w ruchu harmonicznym opisanym rownaniem (1.3) wyraza si¢ wzorem

x(t) = Acos(wt + &) 111
Energia kinetyczna jest rowna
mx? 1
E, = 5= EAZa)ZcosZ(a)t + 6) 1.1.2

Energie maksymalng mozemy wyznaczy¢ korzystajac z faktu, ze maksymalna
warto$¢ kwadratu funkcji cosinus wynosi jeden.

E = 1mAZa)2 1.1.3
kmax 2 L.

Tam gdzie funkcja cosinus jest rowna jeden funkcja sinus jest rowna zeru, zatem
warto$¢ maksymalng energii kinetycznej, cialo poruszajace si¢ ruchem
harmonicznym, uzyskuje W potozeniu réwnowagi ukladu drgajacego.
Wyciaggnicte tu wnioski nie zaleza od tego czy poslugujemy si¢ opisem ruchu
harmonicznego w postaci (1.3) czy (1.4) czy tez (1.15).

Oblicze energig potencjalng ciata. Sita jaka dziata na poruszajaca si¢ mase
w ruchu harmonicznym wyraza si¢ wzorem (1.1). Jest to sita z jaka na przyktad
sprezyna ciagnie zawieszony na niej ci¢zarek. Teraz jednak pytamy z jaka sitg F
dziata kto§ (lub co$) co nacigga sprezyne. Sita ta jest oczywiscie odwrotnie
skierowana do sity wywieranej przez naciggang sprezyng. Mamy wiec

F = Ix 1.1.4

Przypadek sity wyrazajacej si¢ takim roéwnaniem omawialem w czeSci
poswieconej pracy (8Tl 5). Przypominam, ze praca to pole pod wykresem funkcji
F(AX). Zatem energia potencjalna ciata w ruchu harmonicznym prostym jest
rowna (T 11 5.3).

1 1 1
E, = skx? = kA*sin*(wt + §) = s mw?A®sin®*(wt + &)
2 2 2
1.15
Maksymalng warto$¢ energii potencjalnej otrzymamy podstawiajac za warto$c¢
funkcji sinus jej warto$¢ maksymalng czyli jeden
1

Epmax = EmeAz 1.1.6
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Wynika z tego, ze maksymalng warto$¢ energii potencjalnej ciato zyskuje
W potozeniu najwigkszego wychylenia z potozenia rownowagi. Mozna si¢ byto
tego spodziewac. Najwieksze wychylenie, na przyktad wahadta sktadajgcego sie
z kulki na sprezynie, wypada przy najwigkszym rozciggnieciu ($cisnigciu)
sprezyny, czyli w stanie gdy energia zgromadzona w sprezynie jest najwigksza.
Energia catkowita w ruchu harmonicznym to suma energii kinetycznej
I potencjalnej.

1
E.=E,+E,= Ema)zAZ(sin2 (wt + &) + cos?(wt + 8))
1 1.17

— 2 42

= Zma) A
Energia catkowita nie zalezy od czasu, co nie moze dziwi¢ - obowigzuje wszak
zasada zachowania energii. Rysunek (1.1.1) przedstawia przebieg w czasie
energii calkowitej, Kinetycznej i potencjalnej dla ruchu harmonicznego.

350 T T T T T T T T T

300 - 1
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Rysunek 1.1.1. Wykres przebiegu energii kinetycznej, potencjalnej i catkowitej
w ruchu harmonicznym. Przyjeto ruch dla ktérego: w=8rad/s; A=10cm;
m=100g; 6=0.

Z powyzszych rozwazan oraz z rysunku (1.1.1) wynika, ze energia catkowita jest
rowna maksymalnej energii potencjalnej lub maksymalnej energii kinetycznej.
Rzeczywiscie, na przyktad dla wahadla punkt najwigkszego wychylenia jest
punktem, w ktorym wahadto zatrzymuje si¢. Jednocze$nie masa zwieszona na
wahadle jest w najwyzszym potozeniu, czyli ma najwiekszg energi¢ potencjalna.

10
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W punkcie o najnizszej energii potencjalnej, czyli w punkcie rownowagi, energia
kinetyczna masy wahadta jest najwigksza (wahadlo porusza si¢ z najwicksza
predkoscig). Przyjmujemy tutaj, ze zero energii potencjalnej wypada w potozeniu
rownowagi.

1.2. Wahadlo matematyczne

Wahadlo matematyczne to masa punktowa zawieszona na niewazkiej,
nierozciggliwej nici (rys.1.2.1). Niewazka oznacza, ze w praktyce mozemy
zaniedba¢ jej mase. Poszukamy réwnania ruchu wahadla matematycznego.
Wychylenie wahadta mierzone wzdtuz tuku okregu, ktory zakresla punktowa
masa jest rowne lg (¢ musi by¢ wyrazone w radianach). Sita kierujgca, ktora
dziata wzdhluz stycznej do toru wahadta jest rowna sktadowej stycznej sity

Rysunek 1.2.1. Wahadto
matematyczne to punktowa masa
zZawieszona na niewazkiej,
nierozciagliwej nici. W praktyce
dobrym modelem wahadta
matematycznego jest mata kulka
zawieszona na lekkiej nici. Przy matej
amplitudzie, drgania wahadla s3
z dobrym przylizeniem opisywane
przez réwnania oscylatora
harmonicznego.

cigzkos$ci 1 jest przeciwnie skierowana do wychylenia F=-mgsin(¢). Stad mamy
rownanie ruchu w nastgpujacej postaci
2

d
mlﬁ(p(t) = —mgsin(@(t)) 1.2.1

Po uproszczeniach mamy
2

lﬁcp(t) = —gsin(¢(1)) 1.2.2

Réwnanie (1.2.2) nie ma postaci rownania ruchu drgan harmonicznych (1.2).
Pokazemy jednak, ze dla matych katéw wychylenia ¢, mozemy réwnanie (1.2.2)
zapisa¢ w postaci przyblizonej, ktora bedzie miata posta¢ rownania ruchu drgan
harmonicznych. W tym celu nalezy roztozy¢ funkcje sinus w szereg potggowych,
przy zatozeniu, ze wychylenie ¢ jest wyrazone w radianach (DB 3.3)

1 1

sin(p) = @ — g<p3 + m(pF’ + - 1.2.3

11
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Szereg jest nieskonczony, ale dla matych ¢ mozemy uzna¢, ze wyrazy w potedze
wiekszej od jedynki sg zaniedbywalnie mate, wtedy otrzymujemy

sin(g) = ¢
Po zastosowaniu przyblizenia matych katoéw réwnanie ruchu (1.2.2) przyjmuje

postac
2

1.24

l@@(t) =—g¢(t) 1.2.5
wystarczy obie strony podzieli¢ przez dlugosé |
d? g
— =_<Z 1.2.6
00 = =T (®
oraz wprowadzi¢ oznaczenia
w2=9 o u=19 1.2.7

[ l

I otrzymamy posta¢ (1.9b) rownania ruchu dla drgan harmonicznych
¢ =—w’g

To, ze rownanie (1.9b) jest zapisane dla X a powyzsze dla ¢ nie ma zadnego

znaczenia. W koncu z punktu widzenia matematyki jest to tylko zmiana oznaczen.

Zatem rozwigzania roOwnania (1.2.8) sg takie same jak rownania (1.9b), trzeba je
tylko napisa¢ w nowych oznaczeniach®.

@(t) = @,ysin <ﬁt + 6) 1.2.9

Gdzie przez ¢y oznaczytem warto$¢ amplitudy drgan wyrazong w mierze katowe;j.
Podsumowujac: dla matych wychylen wahadto matematyczne zachowuje sig, z
dobrym przyblizeniem, jak oscylator harmoniczny. Czesto$¢ drgan o takiego
wahadta zalezy od wartosci przyspieszenia ziemskiego i dlugosci nici. Generalnie
im dtuzsza ni¢ tym mniejsza czestos¢. Czestos¢ nie zalezy natomiast od masy m
I amplitudy wychylenia wahadla. Te szczegdlne wilasnoséci czynig z wahadta
matematycznego dobrego kandydata na uktad sterujacy chodem zegara.

Sita z prawej strony réwnania (1.2.1) jest sktadowg sity grawitacji, ktora
wymusza drgania uktadu (w tym wypadku drgania nieharmoniczne). Takg sile
nazywamy sitg kierujaca. W przyblizeniu matych wychylen sita kierujagca ma
postaé praej strony rownania (1.2.6), po przemnozeniu jej przez mas¢ kulki.

1.2.8

1 Kto czyta rowniez te trudne czesci wykladu (oznaczone pikiem), wie ze wspétrzedng ¢ mozemy
traktowaé jako wspoirzedng uogdlniong (def. TV 4.2.1).

12
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Definicja 1.2.1: sila kierujgaca dla ruchu drgajacego

Site [ub sktadowa pewnej sity, Ktéra odpowiada za wprawienie ukfadu w drgania
nazywamy sitq Rierujgcq.

Wyraze energi¢ wahadla matematycznego jako funkcje wychylenia
katowego @. Skorzystam z juz wyprowadzonych wzordéw na energi¢ oscylatora
harmonicznego: potencjalng (1.1.5)

1 1 1 1
E, = Ekx2 = E, = Eklzgo2 = —mw??¢? = Emghpz 1.2.10

2
1 kinetycznag

mx? 1
Ek = T = Ek = Emlz(pz 1.2.11
Energia catkowita jest suma energii Kinetycznej i potencjalnej
1 1
E. = Eml2<p2 + Emglq)2 1.2.12

Korzystajac z zaleznosci (1.2.9) i obliczajac pochodng ¢ catkowita energi¢
mozemy zapisa¢ w postaci

1

| tak otrzymaliSmy ponownie wzor (1.1.7); widac to z nastgpujacego wyrazenia,
ktore jest rownowazne wyrazeniu (1.2.13)

1
B =5m % 122 1.2.14
L5

1.3. Zegar z wahadlem

Problem budowy sprawnego zegara trapit juz starozytne cywilizacje. Budowa
zegara wymaga umiejetnosci wykorzystania regularnego zjawiska okresowego
0 odpowiednio duzej czestosci. Za pierwszy zegar stuzyto ludziom niebo. Niebo
jako zegar miato istotne zalety. Ruch ciat niebieskich, a szczegdlnie gwiazd, jest
obojetny na ziemskie zdarzenia, CO oznaczalo, ze nawet najgwaltowniejsze
kataklizmy na ziemi nie miaty wptywu na jego ,,chod”. Ponadto niebo jest
zegarem uniwersalnym, ,,tykajacym” w ten sam sposob dla wszystkich ludzi na
Ziemi. Pisalem juz o tym, ze gwiazdy zachowujg si¢ tak jakby byty przyczepione
do ogromne;j sfery, ktora raz na dobe obraca si¢ wokot Ziemi (rys. TVI 1.3.2).
Dzi$§ wiemy, ze ruchy cial niebieskich, w tym gwiazd nie sg regularne, lecz przy
obserwacji gotym okiem trzeba setek lat konsekwentnych pomiarow by to
wykry¢. Druga ,,wada” niebieskiego zegara, jest to, ze nie nadaje si¢ do pomiarow
krotkich odcinkéw czasu. I cho¢ pierwotnie sekunda definiowana byta jako czgsé
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roku (8T1_6.3), to nikt nie mierzyt czaséw rzedu kilku sekund obserwujac ruchy
cial niebieskich. Regularny ruch Stonca, Ksiezyca i sfery gwiazd pozwalal na
opracowanie kalendarza, oraz na w miar¢ doktadne okreslanie pory dnia czy nocy.
Cho¢ to ostanie zadanie bylo zlozone ze wzglgedu na zmieniajacag si¢, w przeciagu
roku droge Stonca. Przez to w lecie mamy dtugi dzien, a w zimie dzien jest krotki
(rys. 1.3.1). Konstruktorzy i uzytkownicy zegaro6w stonecznych starali si¢ ten fakt
uwzgledniaé. Najstarszy typ zegara stonecznego to obelisk, wysoki stup, ktérego
cien (jego dtugos¢) wskazywata porg dnia. Ulepszong wersjg zegara stonecznego
jest gnomon, ktory wskazuje czas na podstawie potozenia cienia preta (rys. 1.3.2).
Cien preta przesuwa si¢ po wyskalowanej podzialce. O$ preta powinna by¢
nachylona tak, by byl on rownolegly do osi obrotu Ziemi, czyli do osi, ktorg
woweczas traktowano jako o$ obrotu sfery niebieskiej. Konstrukcja takich zegarow
wymagata juz nagromadzenia obserwacji astronomicznych oraz do§wiadczenia w
zakresie metod geometrycznych.

Rysunek 1.3.1. Pozorna
droga Stonica na niebie jest
najdtuzsza latam
anajkrotsza w  zimie.
W efekcie cienie w potudnie
sg latem najkrétsze (Stonce
wspina sie najwyzej) a zima
najdtuzsze.

wschéd

Rysunek 1.3.2. Tarcza
gnomonu (zegara cieniowego)
pochodzacego z Egiptu z XVI
wieku p.n.e. Jest to najstarszy
znaleziony zegar tego typu;
Zrédto Wikipedia

Obok zegarow stonecznych budowano zegary wodne, piaskowe, ogniowe
(na przyklad odmierzano dlugos¢ spalonej $swiecy). Mimo wyrafinowania
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niektorych konstrukcji (szczegélnie hellenistycznych i chinskich (rys. 1.3.3),
zadna z nich nie byla wyposazona w porzadny oscylator 1 przez to nie moze by¢
przez nas uznana za pelnoprawny zegar mechaniczny. Warto jednak podkreslic,
ze chinski zegar wodny pokazany na rysunku (1.3.3) posiadal mechanizm
wychwytowy (wychwyt szpindlowy), ktory stat si¢ istotnym elementem
pozniejszych zegarow mechanicznych.

Rysunek 1.3.3. Szkic przedstawia
konstrukcje chinskiego zegara
wodnego, z czasdw dynastii Song. Szkic
pochodzi z ksigzki Xin Yi Xiang Fa Yao
zroku 1092. Zegar wspomagat
obserwacje astronomiczne.
Zamontowany byt na
dwunastometrowej wiezy w Kaifengu.
Song zastosowat w nim mechanizm
wychwytowy  wynaleziony  przez
mnicha buddyjskiego Yi Xinga
i urzednika Liang Lingzana w 725 roku.
W zegarze  zastosowana  zostata
réwniez nowatorska wowczas
przektadnia tancuchowa. Zegar zostat
zdemontowany w 1127 roku podczas
najazdu Dzurdzenéw; zrodto
Wikipedia

Przetom w budowie zegardéw zaczat si¢ w Sredniowieczu, kiedy do budowy
zegaréw o napedzie grawitacyjnym zastosowano wspomiany wczesniej wychwyt
szpindlowy z kolebnikiem? (rys. 1.3.4). Wychwyt to urzadzenie laczace regulator
chodu zegara 1 oscylator z jego napgdem. Bez wychwytu 1 kolebnika (ktory petnit
role regulatora 1 oscylatora) naped grawitacyjny spisywat si¢ zle. Kamien
obcigzajacy ling napedowa opadat zbyt szybko, lub gdy byt za maty nie opadat
wcale. Wychwyt szpindlowy pozwalat na powieszenie cigzaru odpowiednio
napinajacego ling, przy jednoczesnym znacznym spowolnieniu ruchu
mechanizmu. Co wigcej wychwyt zwigkszat regularno$¢ ruchu, a kolebnik
W prosty sposob pozwalat na regulacj¢ tempa chodu zegara. Sam kolebnik jest
rodzajem wahadta fizycznego.

Najstarsze wzmianki o europejskim zegarze, ktore mogg by¢ intepretowane
jako dotyczace zegara mechanicznego pochodza z Werony, gdzie ksiadz Pacificus
miat zbudowac¢ okoto 840 r. zegar z mechanizmem kotowym. Nie jest jednak

2 Nie wiem czy europejscy konstruktorzy wzorowali sie na osiggnieciach inzynieréw z Chin, czy tez
opracowali wychwyt szpindlowy niezaleznie.
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pewne jaki byl to zegar. Kroniki angielskie z 1202 roku wspominaja, ze kosciot
w Canterbury otrzymat zegar wiezowy, jednak wiadomo$¢ ta pozwala tylko
przypuszczac, ze byt to pelny zegar mechaniczny (z wychwytem i kolebnikiem).
Z 1288 roku mamy zapis o0 zegarze umieszczonym na Westminster Hall.
W notatniku znanego nam juz Villarda de Honnecourt (rys. TIII 4.1) z 1235 r.
znajduje si¢ szkic mechanizmu napgdowego zegara poruszanego obcigznikami.
Nie ma jednak zadnych informacji na temat mechanizmu wychwytowego.
W 1314 roku powstaje zegar w Caen we Francji, wykonany przez Beaumonta.
Wszystkie te notki nie dajg catkowitej pewnosci co do charakteru tych zegarow.
Znamienny jest fragment ksigzki (1276-1277) krola Kastylii Alfonsa X zwanego
madrym. Wsrdd opisu wielu zegarow wodnych i ogniowych znajduje si¢ opis
zegara napedzanego obcigznikami.

Rysunek 1.3.4. Wychwyt szpindlowy z kolebnikiem paryskiego zegara z 1379
roku konstrukcji Henri De Vick. Rysunek wykonany w roku 1849 przez Pierre
Dubois. Kolebnik to pionowy pret z poprzeczng belka obcigzong ciezarkami.
Kolebnik, wykonujac ruch obrotowy tam i z powrotem peinit funkcje regulatora
ruchu zegara. Zmieniajac potozenie ciezarkdw mozna byto zmieni¢ okres drgan
kolebnika. Wychwyt szpindlowy sktadat sie z kota zebatego o ksztatcie korony
(koto pionowe) oraz dwdch palet przyczepionych do preta kolebnika. Naped
(czyli spadajace w do6t wiezy ciezary) obracal kotem wychwytu. Koto to
popychato jedna z palet powodujgc obrét kolebnika. W efekcie jedna z palet
tracita kontakt z zebami kota, ale jednocze$nie kontakt taki uzyskiwata druga
paleta, ktéra blokowata ruch kota. Koto musiato teraz zakreci¢ kolebnikiem
w drugg strone. Wychwyt szpindlowy znacznie spowalniat rozwijanie sie liny
z obcigznikiem byt tez niezbednym tgczem miedzy regulatorem chodu, czyli
kolebnikiem, a napedem zegara. Zegary zwychwytem szpindlowym
z kolebnikiem nie byty zbyt doktadne. Dlatego, w pierwszym okresie ich
rozwoju, wyposazano je w jedng wskazéwke (godzinowa) i czesto regulowano
wzgledem ruchu Stonica; Zrédto Wikipedia.

Obrét watlu tegoz zegara spowalniany byl wypelniajaca go rtecig, ktora
przeptywata przez uktad przegrod. Alfons X zgromadzit na swoim dworze wielu
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wybitnych uczonych i brak w jego ksigzce wzmianek o zegarze mechanicznym
jest silng wskazowka, ze w jego czasach, takich zegaréw jeszcze nie byto. Trudno
jest, jak z tego wida¢, ustali¢ miejsce powstania pierwszego mechanicznego
zegara. Wiadomo jednak, ze w polowie wieku XIV zegary mechaniczne tykaty
juz w kilku miastach Wtoch i Francji.

Doktadno$¢ pierwszych S$redniowiecznych zegaré6w mechanicznych
wynosita okoto polowy godziny na dobg. Co dzien nastawiano je na nowo,
korzystajac z obserwacji astronomicznych. W XVI wieku doktadno$¢ ta wzrosta
do okoto 10 minut na dobe¢. Najlepsze zegary z wychwytem szpindlowym
z kolebnikiem szwajcarskiego mistrza Josta Biirgi z poczatku wieku XVII miaty
doktadnos¢ okoto jednej minuty na dobg. Dla wielu zastosowan bylto to jednak
stanowczo za malo — cdz, apetyt rosnie w miare jedzenia. Z tego co wiemy jako
pierwszy na pomyst wykorzystania wahadla jako regulatora chodu zegara wpadt
Galileusz. Byl on rowniez odkrywca faktu, ze okres wahni¢¢ wahadta nie zalezy
od jego masy 1 amplitudy, zalezy natomiast od jego dtugosci. Te whasnosci czynig
z wahadla dobrego kandydata na oscylator regulujacy chod zegara
mechanicznego. Pomysl, niezaleznie od tego czy puszczajac w ruch wahadto
odchylisz je 0 3° czy 0 5° okres wahan pozostanie taki sam. Z drugiej strony
tempo wahan oscylatora tatwo jest zmieni¢ zmieniajac wysoko$¢ zawieszenia
ci¢zarka (wzor 1.8). Galileusz zaprojektowatl uktad zegara (rys. 1.3.5), ktorego
jednak nie zdotal zrealizowaé. Dzieto kontynuowal jego syn Vincenzo, ale
rowniez go nie dokonczyt. O wszystkim tym wiemy z pism pozostawionych przez
ucznia Galileusza - Vincenzo Vivaniego.

Doktadny zegar byl w owych czasach urzagdzeniem mocno pozadanym.
Potrzebowata go astronomia, fizyka, technika, medycyna, nawigacja oceaniczna.
Sam Galileusz przy pomiarach kroétkich odcinkow czasow, tak jak i inni uczeni
epoki odwotywat si¢ do tak niepewnych metod jak liczenie uderzen pulsu, czy
pomiar poziomu wody wyptywajace z naczynia z niewielkim otworem. Jeszcze
jako student uniwersytetu w Pizie zaprojektowal prototyp stopera (metronomu).
Proste urzadzenie wykorzystujagce odwrotnie ustawione wahadto (rys. 1.3.6) do
precyzyjnego (jak na owe czasy) pomiaru krétkich odcinkow czasu. Liczac
kolejne wahnigcia metronomu mozna byto uzywac go jako stopera, co dawato
znacznie pewniejszy pomiar niz liczenie uderzen wilasnego pulsu. Jednak jego
projekt zegara z wahadlem nie byt udany. Budowa praktycznych zegaréw wedlug
tego projektu nie byta mozliwa, cho¢ sam pomyst zastosowania wahadla jako
oscylatora byt rewolucyjny.

Praktyczny zegar wahadlowy zaprojektowal holenderski fizyk Christiaan
Huygens (rys. 1.3.8). Huygens dostosowat konstrukcje wychwytu szpindlowego
do wspotpracy z wahadtem (anie kolebnikiem). Rozwigzat roéwniez problem
dostarczania wahadhu energii (funkcj¢ te realizowat przekonstruowany wychwyt)
oraz problem zliczania czasu, czyli przenoszenia ruchu mechanizmu zegara na
ruch wskazowek. Nowa konstrukcja wychwytu wraz z innymi usprawnieniami
pozwolily rowniez na zwiekszenie doktadno$ci wskazan zegara. Huygens, ktory
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nie byt mechanikiem, zegara swojego projektu nie skonstruowal. Jego budowe
zlecil, w 1657 roku, wzigtemu mechanikowi z Hagi Salomonowi Costerowi (rys.
1.3.7). Huygens zdawat sobie sprawe, ze isochronizm wahadta matematycznego?®,
nawet dla matych drgan, nie jest wystarczajacy. Rozwigzat problem idealnego
wahadta, wskazujac, ze jego kulka powinna poruszac si¢ po wycinku cykloidy
a nie okregu. Probowal zaprojekowac¢ odpowiednie wahadto, ale bez koncowego
sukcesu. Jednak jego odkrycie zostalo wykorzystane przez kolejne pokolenie
projektantdw mechanizmow zegarowych.

r(: 15"7131 Rysunek 1.3.5. Szkic projektu zegara
i ,r’ wahadtowego pomystu Galileusza. Rysunek
E j"@ wykonany przez ucznia Galileusza Vincenzo

okoto roku 1641. Uktad zaproponowany przez
Galileusza nie rozwigzywal dwoch istotnych
probleméw: skutecznego dostarczania do
: wahadta energii (inaczej na skutek tarcia ruch
= wahadta szybko by ustat); skuteczny znaczy tutaj

mozliwie mato zaktdcajacy ruch wahadta. Drugi
e '\ o problem to zliczanie czasu; Zrédto zdjecia
/ = Wikipedia.

¥ _‘;, : Viviani okoto roku 1659. Projekt zegara powstat
}
|

Rysunek 1.3.6. Metronom konstrukcji
niemieckiego inzyniera von Johann Nepomuk
Malzel (1815) obecnie w Muzeum Historii Sztuki w
Wiedniu. Malzel uwazany jest za jednego
z tworcow  praktycznego metronomu, czyli
urzadzenia do wybijania taktu na potrzeby nauki
muzyki. Poprzez generacje miarowych ,tyknie¢”
metronom pomaga uczacym sie utrzymac
witasciwe tempo gry. Wida¢, Ze metronom opiera
sie 0 odwrécone wahadto. Projekt Galileusza byt
prostszy - nie zawierat wychwytu i napedu -
nadawat sie do pomiaru krotkich odcinkéw czasu,
przez zliczanie wahnie¢ wskazéwki; Zrédto -
Wikipedia

W nastgpnych latach konstrukcja zegara wahadlowego byta ciggle
ulepszana. Dtugi szereg innowacji pozwolit na budowe coraz to bardziej
zroznicowanych i precyzyjniejszych zegarow. Wiele dalo wprowadzenie
wychwytu kotwicowego, wymyslonego przez Roberta Hooke’a okoto 1657 roku.
(rys. 1.3.7), ktory zastgpil wychwyt szpindlowy. Pozwolit on na budowe

3 Czyli niezaleznos¢ okresu drgan od amplitudy
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precyzyjniejszych zegarow o mniejszych rozmiarach. Innym waznym krokiem
bylo wprowadzenie napedu sprezynowego. W zegarach pojawil si¢ juz w XV
wieku, ale jego w pelni funkcjonalna posta¢ pojawila si¢ na przetomie XVI1 XVII
wieku. Dzieki tym oraz wielu innym innowacjom, obok wielkich zegarow
zdobigcych wieze kosciotow czy salony moznych, pojawily si¢ zegary
0 mniejszych rozmiarach, wtym rowniez zegary nar¢czne. Pamigtajmy, ze
precyzyjny zegar do odmierzania krétkich odcinkéw czasu — stoper, byt
przyrzadem niezbednym do zaistnienia rewolucji naukowej 1 technicznej. Dlatego
rozwdj zegara mechanicznego mozna uzna¢ za jedno z kluczowych zdarzen w
historii cywilizacji.

Rysunek 1.3.7. Z lewej: szkic mechanizmu zegara wahadtowego (drugi,
ulepszony projekt) zaprojektowanego przez Huygensa. Rysunek autora z roku
okoto 1673; Zrédto Wikipedia; z prawej: wychwyt kotwicowy; Zzrodto Wikipedia

19



Jan Masajada © — 45 Tematéw z Fizyki

Rysunek 1.3.8. Christiaan Huygens (1629-1695)
fizyk, matematyk, astronom Flamandzki
(Holenderski). Przyczynit sie do rozwoju
dynamiki, dat podwaliny falowej teorii $wiatta,
projektant  iteoretyk  dokladnego zegara

wahadlowego, réwnoczesnie z Robertem
Hookiem opracowat naped sprezynowy do
zegarow, zajmowat sie rachunkiem

prawdopodobienstwa, odkryt Tytana najwiekszy
ksiezyc Saturna, z powodzeniem badat pierscienie
Saturna. Stwierdzit, Ze cze$¢ mgtawic mozna,
uzywajagc odpowiednio mocnego teleskopu,
rozdzieli¢c na pojedyncze gwiazdy skladowe;
zrédto Wikipedia
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2. Skladanie drgan ¢/ &/

Jak pokazuje historia zegara wahadlowego, prosty ruch harmoniczny miat duze
znaczenie dla rozwoju nauki i techniki. Obecnie prosty ruch harmoniczny shuzy
jako cegietka. Z sumy wielu takich cegietek budujemy opis bardziej ztozonych
ruchow. Zajme sie pierwszym bardziej ztozonym uktadem drgajacym: dwoma
sprzezonymi oscylatorami harmonicznymi pokazanymi na rysunku (2.1).

| a a a

k M k M g

Rysunek 2.1. U gory: Dwa ciezarki o tej samej masie m potaczone ze sobg
izS$ciankami masywnego pudetka przez trzy takie same sprezyny
o wspotczynniku sprezystosci k. Zwrot ,masywne pudetko” oznacza tu,
mocowanie do masy tak duzej, Ze drgania ciezarkbw majga na nig
zaniedbywalnie maty wptyw. Sytuacja przedstawia potozenie, w ktorym uktad
jest w rownowadze. U dotu: ciezarki zostajag wychylone z ptozenia rownowagi,
pierwszy o xa drugi o xb.

Napiszemy rownania ruchu dla tego uktadu. Rownania beda dwa, bo mamy dwie
masy, ktére moga si¢ poruszac¢ na rdézne sposoby. I cho¢ na rysunku (2.1) masy
jawig si¢ jako kostki, to w naszym modelu potraktujemy je, jak zwykle, jako dwie
masy punktowe. Zaniedbamy réwniez tarcie w uktadzie, a sprezyny potraktujemy
jako niewazkie. Uktad rownan ruchu dla dwéch mas punktowych potaczonych
sprezynami o jednakowych wspoétczynnikach sprezystosci k ma postac:

d?x
dtza = —kx, + k(xp — x4) 2.1a
dx

m dtzb = —k(xp — x4) — kxy, 2.1b

Przyjrzyj si¢ prawej stronie rOwnania (2.1a). Pierwszy sktadnik sumy opisuje site
z jaka na lewa mas¢ dziata lewa sprezyna. Drugi sktadnik sumy opisuje site z jakg
na lewa mase dziata srodkowa sprezyna. Wyraz (X,-Xa) jest dtugoscig na jaka
srodkowa sprezyna jest rozciagnigta (lub $cisnigta), gdy cigzarek z lewej strony
przesunigty jest o Xa, a ciezarek z prawej strony przesunigty jest o Xp. ROwnanie
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(2.1b) skonstruowane jest analogicznie. Z uktadu réwnan ruchu (2.1) wida¢, ze
dwa oscylatory sg sprze¢zone, to znaczy, ze ruch jednego z nich wplywa na ruch
drugiego. Niestety w przypadku sprzezenia, ruchu ci¢zarkow nie da si¢
analizowa¢ osobno. Kiedy chcemy wyznaczy¢ sity dzialajace na, na przyktad,
mas¢ Z lewej strony, to musimy zna¢ potozenie masy z prawej strony (bo ma to
wplyw na dlugos¢ srodkowej sprezyny) ina odwrot. Z drugiej strony gdyby
oscylatory nie byly sprzezone mielibySmy dwa niezalezne oscylatory
harmoniczne i cata sprawa bytaby mato ciekawa. Wyglada na to, ze trafiliSmy na
pierwszy uktad rownan rozniczkowych, ktoérych nie da si¢ rozwigzywaé
niezaleznie. Ale nie wpadaj w panike! Szybko damy sobie z nim rade. Bedziemy
stosowa¢ chwyty znane z rozwigzywania uktadow rownan algebraicznych.
Dodajmy rownania (2.1) stronami
2

mi3 (xq +xp) = —k(xg + xp) 2.2a
A teraz je odejmijmy
d2
mz (xq —xp) = =3k(x, — xp) 2.2b
Jezeli wprowadze nowe zmienne zdefiniowane wzorami:
A =x4 +x, 2.32
2.3b

Ny = x5 — xp

A nastepnie podstawi¢ je do wzorow (2.2), to otrzymam nowy uktad rownan
rozniczkowych.
2

mFAl = —kA, 2.4a

2
mFA2 = —3kA, 2.4b

Co ciekawe, w nowych zmiennych rownania sg niezalezne i kazde z nich ma
posta¢ rdwnania ruchu drgan harmonicznych. Takie mate czary mary - przez
podstawienie (2.3) udato si¢ zamieni¢ rownania sprzezone na roéwnania
niezalezne, ale wyrazone przez ,,egzotyczne” zmienne. Co$ za co$: albo sprzezone
rownania wzgledem zwyktych zmiennych, albo rownania rozseparowane
wzgledem egzotycznych zmiennych. Te nowe zmienne sprzegaja potozenie obu
mas, przez co same réwnania moga ulec separacji. Wspotrzedne dla ktorych
mozemy napisa¢ uktad niezaleznych rownan ruchu dla uktadu drgajacego
nazywamy wspotrzednymi normalnymi. Méwimy réwniez, ze we wspotrzednych
normalnych uktad réwnan ruchu staje si¢ rozsprzegnigty, to jest taki, ze zmiana
jednej wspodirzednej nie powoduje zmiany pozostatych wspotrzednych.
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Definicja 2.1 : Rozsprzegni¢ty uklad rownan ruchu
Jezeli ukfad rownar ruchu napisany ze wzgledu na wspéfrzedne takie, Ze zmiana
Jednej wspotrzednej nie powoduje zmiany pozostatych wspotrzednych, to taki ukfad
nazywamy rozsprzegnietym ukfadem rownar ruchu.

Definicja 2.2 : Wspolrzedne normalne ukladu drgajacego
Dla ukfadu drgajacego, wspotrzedne, dla Ktérych ukfad réwnati staje sig
rozsprzegnigty nazywamy wspétrzednymi normalnymi tego ukfadu drgajgcego

Wspoétrzedne (2.3) sa oczywiscie wspotrzednymi uogolnionymi; zwykle
wspotrzedene normalne uktadu drgajacego sa wspotrzednymi uogdlnionymi.
Wrdo¢my do naszego uktadu.

Moge od razu napisac¢ rozwigzania rownan (2.4)

Al = A1COS((J)1t + 61) 25a
A, = Aycos(wyt + 65,) 2.5b
Korzystajac z (3.3) mamy
Xq + xp, = Ajcos(wyt + 6;) 2.6a
Xq — Xp = A,cos(w,t + 65,) 2.6b
Przy czym
k
o= 2.7a
m
, 3k
“2 T 2.7b
m

Dodajac Iub odejmujac rozwigzania (2.6) dostaniemy wyrazenia na Xa I Xp.

1
Xg =5 [A;cos(w it + &;) + A,cos(w,t + 5,)] 2.8a

1
Xp =5 [A;cos(w it + &;) — A,cos(w,t + 55)] 2.8b

Prawda, Ze nie bolato? Ogoélne rozwigzanie uktadu rownan ruchu (2.2) jest sumg
dwoch niezaleznych drgan harmonicznych znalezionych przez nas dla zmiennych
A1=Xa+Xp 0raz A»=Xs-Xp. Podsumuje dotychczasowa droge. ZaczeliSmy od
sformutowania uktadu rownan ruchu (2.2). Okazato si¢, ze ruch ciezarkow nie
jest niezalezny, czego nalezalo si¢ spodziewac, a co utrudnia rozwigzanie rGwnan
ruchu. Na szczgécie udalo si¢ znalezé nowe zmienne (2.3) (wspotrzedne
uogolnione (8TV 4.2)), dla ktérych uktad rownan (2.2) przechodzi w uktad dwoch
niezaleznych rownan (2.4). Jakby tego szczes$cia byto mato oba rownania (2.4) sa
réwnaniami ruchu harmonicznego, wigc tatwo jest nam napisa¢ ich rozwigzanie.
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Potem juz tylko powrot do starych zmiennych drobne przeksztalcenie rownan i
mamy rozwigzanie uktadu rownan (2.2) w postaci (2.8). Kiedy mamy rozwigzanie
roOwnan ruchu to wypada je przeanalizowac.

Zajme si¢ przypadkami szczegdlnymi. Jezeli X3 = Xp, to z rownan (2.6)
mamy

1
Xgq = Xp = EAlcos(wlt + 6;) 2.9

I caly uklad wykonuje pojedyncze proste drganie harmoniczne z czestoSciag
| przesuni¢ciem fazowym jakie otrzymaliSmy w rozwigzaniu (2.5a) dla zmiennej
A1=Xa+Xp. Przypadek ten odpowiada przesunigciu ciezarkOw o tg samg warto§¢ w
ta sama strong (rys. 2.2), w efekcie oba cig¢zarki drgaja tak samo, ale niezaleznie,
bo $rodkowa sprezyna nie jest ani naciggnigta ani $cisnigta, a to Srodkowa
sprezyna przenosi oddziatywanie miedzy ci¢zarkami. Jezeli przyjmiemy, ze X, =
-Xp, tO

1
—X, = —Xp = EAzcos(wzt + 6,) 2.10

X, Rysunek 2.2. Gdy wychylenia

obu mas z rysunku (2.1) s3 takie
same mamy szczegllny
przypadek ruchu uktadu dwoch
mas, odpowiadajacy
rozwigzaniu opisanemu wzorem
(2.5a).

Srodkowa sprezyna bedzie rozciagnieta (Scisnigta) jednakowo z obu stron
(rys. 2.3). Na oba cigzarki w kazdym momencie bg¢dzie dziatat uktad tych samych
sit wymuszajacych drgania. Oba wigc beda oscylowaly tak samo. Kazdy z
cigzarkow wykonuje pojedyncze proste drganie harmoniczne odpowiadajace
czestoscig 1 przesunigciem fazowym rozwigzaniu (2.5b) dla zmiennej A;=Xa-Xp.

Rysunek 2.3. Gdy wychylenia obu
mas s3 takie same co do wartos$ci
ale przeciwnie skierowane mamy
drugi szczegélny przypadek ruchu
uktadu tych mas, odpowiadajacy
rozwigzaniu opisanemu wzorem

(2.5b).

Ze wzorow (2.7) wynika, ze czestos¢ a, drgan w drugim przypadku jest trzy razy
wieksza niz czgsto$¢ drgan an w pierwszym przypadku. Musi to oznaczac, ze
zmienne A=Xs-Xp, osigga swoje maksimum (minimum) trzy razy czgsciej niz
zmienna A;=Xa+Xp. Rysunek (2.4). ilustruje przebieg obu drgan
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X, X,

| ] |
0 0.5 1 1.5 2

Rysunek 2.4. Przebieg drgan opisanych wzorami (2.6), dla zmiennych A1 i Az.

W tych dwoch szczegolnych przypadkach, oba ci¢zarki wykonujg proste
drganie harmoniczne, cho¢ sg sprzezone. W pierwszym przypadku sprz¢zenie
zostato praktycznie wylaczone (Srodkowa sprezyna jest ciggle swobodna),
a w drugim przypadku sity dziatajg symetrycznie, tak, ze sily dziatajace na oba
cigzarki sg tak samo liniowo zalezne od ich wychylenia. Przyjmijmy teraz nowe
warunki poczatkowe. Niech w chwili poczatkowej t=0 pierwszy cigzarek jest
W potozeniu X,=0, oraz A;=A,=A. Wtedy z (2.8a) mamy

0 = cos(8,) + cos(8,) = 8, = &, + 7 211

Przyjme, ze 6=0, c0 na mocy (2.11) oznacza, ze &=n. Warunek ten
determiuje potozenie poczatkowe drugiego ci¢zarka. Rysunek (2.5) pokazuje
przebieg drgan obu ci¢zarkoOw przy tych warunkach poczatkowych. Wida¢, ze
ci¢zarki nie wykonuja juz drgan harmonicznych prostych. Uzyskane przez nas
rozwigzania (2.8) réwnania ruchu pokazuja, ze ogdlng posta¢ rozwigzania
roOwnania ruchu dla dwoéch sprzezonych oscylatoréw harmoniczny uzyskujemy
przez sumg¢ rozwigzan opisujacych ruch w dwoéch przeanalizowanych wyzej
szczegolnych przypadkach. Te szczeg6lne rozwigzania uzyskujemy albo poprzez
wybor wspotrzednych normalnych (w naszym przykladzie byly to wspotrzedne
(XatXp) 1 (Xa-Xp)), albo poprzez wybor odpowiednich warunkéw poczatkowych
jakie naktadamy na drgania (w naszym przyktadzie (Xa=Xp, lub Xa=-Xp)). Jest to
wlhasnos¢ ogolna uktadow drgajacych. To znaczy dla uktadu drgajacych,
sprzezonych mas, mozna znalez¢ wspotrzedne normalne, ktore po zsumowaniu
dadza nam bardziej ztozony ruch tych mas. Zwykle jednak znalezienie
odpowiednich wspétrzednych lub warunkéw, przy ktoérych pojawiaja si¢ proste
drgania harmoniczne nie jest tak prostg rzecza jak w naszym przyktadzie. Drgania
harmoniczne proste, na ktére mozemy roztozy¢ ogo6lny ruch zlozonego uktadu
drgajacego nazywamy drganiami wlasnymi.
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Definicja 2.1: Drgania wlasne

Zbior drgati harmonicznych prostych, Rtorych suma odtwarza ruch drgajacy danego
ukfadu iifizycznego nazywamy drganiami wtasnymi tego ukfadu

Definicja 2.2:Czestos¢ wlasna
Czestosci wtasne danego ukfadu drgajgcego sq to czestosci jego drgar wtasnych

[\SU/\ \/15[\\ ""

Rysunek 2.5. Przebieg drgan ciezarkow przy warunkach poczatkowych: xa=0
dla t=0, A1=A2=A, oraz 0:1=0 oraz or=m. Czestosci drgan wtasnych wynosza
wi1=1rad/s, az=3rad/s (2.7). Zauwaz, ze gdy jeden z ciezarkdw osigga
maksymalne wychylenie w strone dodatnich wartosci, drugi jest bliski
maksymalnego wychylenia w strone ujemnych wartosci .

Skoro poradzilismy sobie z dwoma ci¢zarkami to moze damy rady
Z wigkszg ich iloscig?

2.0.1 Uklad N- ci¢zarkow %

Przedstawi¢ schemat odnajdywania czestoSci wlasnych 1 drgan normalnych
uktadu dwoch cigzarkéw w ogolny sposdb, to jest taki, ktory bedzie mozna
uogolni¢ na uktad N-ciezarkow. Uktad réwnan (2.1) mozna zapisa¢ w postaci

d?x

m-—7 = —2kxq + kx, 2.11a
dx

m dtzb = —2kxy, + kx, 2.11b

Jest to przyktad dwoch liniowych, jednorodnych réwnan rozniczkowych drugiego
rzedu (8DF 2.1), zapisywanych ogdlnie tak
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d?x,

m A2 = —0a11X1 — Q12X 2.12a
d?x,

m 12 = —Ay1X1 — A3Xy 2.12b

Przy tak og6lnym zapisie mozemy przyjac, ze sprezyny maja rozne wspotczynniki
sprezystosci ki, Ko. Wplynie to tylko na zmiane wartosci wspotczynnikow aij,
posta¢ uktadu réwnan pozostanie niezmieniona. Niech uktad ci¢zarkéw wykonuje
drganie harmoniczne (drganie wlasne) o czestosci w, opisane ogolnymi
wyrazeniami

x, = Acos(wt + @) 2.13a

X, = Acos(wt + @) 2.13b
Rownanie ruchu dla drgan harmonicznych mozna zapisa¢ w postaci

d2x, , 2.14a

dtz = —w x1

d2x, , 2.14b

dtz = —w xz

Nie pokazaliSmy, ze dla réznych wartoS$ci stalej sprezystosci ki, ko uktad daje si¢
opisa¢ poprzez drgania wlasne. Ale mozemy zaryzykowac stwierdzenie, ze tak
jest. Zgadujemy mozliwe rozwigzanie postaci (2.13). Jezeli to nie jest prawda to
dojdziemy do sprzecznosci. Jezeli jest to tanim kosztem uzyskamy rozwigzanie.
Zatem sprawdzamy: wstawiajac do (2.14) rozwigzania (2.13) mamy

(a1 — w*)x; + a;px, =0 215

az1%1 + (az2 — 0?)x; = 0 2.15b
W ten sposob uktad rownan rézniczkowych zostal przetransformowany do uktadu
rownan liniowych jednorodnych. Istnienie niezerowych rozwigzan uktadu
rownan liniowych wymaga by wyznacznik uktadu byt rowny zeru (§8DE 4.3)

a;; — w? a
H 12 .| = (a1 — w?)(azz — w?) — a0, = 0 2.16

az1 az2
Rownanie (2.16) jest rownaniem kwadratowym ze wzgledu na «”. Rozwiazujac
go otrzymamy dwa rozwigzania (wskazywane dalej przez indeks i), ktore
odpowiadajag dwom postaciom drgan wlasnych. Wida¢ zatem, ze jezeli tylko
rownanie kwadratowe (2.16) ma rozwigzanie, to rozwigzanie (2.13) ma sens.
Z réwnan (2.13) mamy

X2i Az

X1,i Al,i

2.17
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Rdéwnanie (2.17) pozwala na wyznaczenie stosunkow amplitud dla i-tej postaci
drgan. Ogolne rozwigzanie mozemy zatem zapisa¢ w postaci

x1(t) = A 1cos(wit + 1) + A; ycos(w,t + ¢3) 2.18a
Az Azp
X, (t) = —=cos(w,t + ¢;) + ——cos(w,t + @,) 2.18b
Agq A
Przy N- ciezarkach bedziemy mieli uktad N-rownan typu (2.12)
( d%x
m dcz —Q11X1 — T AINXN
dZXN
kmF = —aN1X1 — " T ANNXN

Ich rozwigzanie bedzie polegalo na rozwigzaniu réwnania N-tego stopnia ze
wzgledu na . ROwnanie to otrzymamy obliczajac wyznacznik uktadu (2.19)
I przyrownujac go do zera

@11~ @ N 2.20

det : : =0

2
an1 . ANN — W

Niestety, dla stopnia wyzszego niz cztery nie ma ogélnych wzoréw na
rozwigzania réwnan wielomianowych. Cze¢sto trzeba odwolywac si¢ do metod
numerycznych.

Otrzymalismy bardzo sympatyczny wynik. Ztozony uktad réwnan ruchu
(2.19) dla drgajacych mas w liczbie N potaczonych N+1 sprezynami,
rozwigzujemy metodami czysto algebraicznymi, poprzez znalezienie rozwigzania
algebraicznego rdwnania (2.20). W ten sposdb mozemy rozwigza¢ kazdy ztozony
uktad drgajacy, dla ktorego uktad rownan da si¢ zapisa¢ w postaci (2.19). Do
sprawy powroce w temacie (TXXI)

2.1. Dudnienia ¢

Powiedzmy, Ze na jaki$ uktad dziataja dwie niezalezne sily wymuszajace drgania
harmoniczne z niewiele rdéznigcymi si¢ czestosciami i rownymi amplitudami,
wzdluz tego samego kierunku. Niewazne w tej chwili jak taki uktad zbudowac,
przyktady pojawia si¢ pozniej. Sktadowe drgania dane sg wzorami

X,(t) = Acos(w t + 6,) oraz x,(t) = Acos(wt + &;) 2.1.1
Ztozenie tych drgan opisane jest rOwnaniem
x(t) = x,(t) + x,(t) = Acos(w,t + 6;) + Acos(w,t + ;) 212

Sumg cosinusow mozna przeksztatci¢ do postaci iloczynu
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x(t)
= 2Acos <

2 2

Wprowadzg nowe zmienne

((1)1 - a)z)t + 51 — 62> ((wl + wz)t + 61 + 62> 2.1.3
Ccos

Wer = > (w1 + w3); Wmod = > (w1 — W) 2.1.4

@y, nazywamy czestoscig srednig, a mmed nazywamy czgstoscig modulacji. Teraz
moge zapisac

2.15

o > 62) cosS (wért + @)
Prawa strona tego rownania zawiera dwa sktadniki. Warto$¢ wyrazu zawierajacy
@y oscyluje szybko w poroéwnaniu z oscylacjami wyrazu zawierajagcego czestose
®mod (przypominam, ze @1 bylo prawie réwne ap). Przeanalizujemy skutek
przemnozenia tych dwoch czynnikow.

Na rysunku (2.1.1) wykres czerwony przedstawia przebieg sktadnika
0 wyzszej czgstosci wr, @ wykres niebieski przebieg sktadnika o nieco mniejszej
czestosci ap. Przebieg zielony przedstawia sume obu przebiegéw. Suma wydaje
si¢ mie¢ czgstos¢ posrednig pomiedzy przebiegiem wolnym i szybkim.

VA

x(t) = 2Acos <wmodt +

[N

X (1) +%o(t)
-1k

| | | | |
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3

t

Rysunek 2.1.1. Przebieg drgan sktadowych i ich sumy. Przyjeto nastepujace
parametry: @1=100rad/s; @2=98rad/s; A=1m; d1=062=0

Rysunek (2.1.2) pokazuje sumg przebiegu Xi+xz, z rysunku (2.1.1), w 10-
krotnie wigkszym przedziale czasu. Wida¢ wyraznie, ze przebieg wypadkowy
powoli, w poréwnaniu z czegstoscig @y, zmienia swojg amplitude. Czgstosé tej
zmiany jest rowna @moq 1 w podanym przyktadzie jest prawie 50-razy mniejsza od
czestosci @y Ztego powodu na rysunku (2.1.1) spadek amplitudy jest
praktycznie niewidoczny. Czarna linia na rysunku (2.1.2) przedstawia przebieg
funkcji cosinus zaleznej od czestosci modulacji amed. Poniewaz warto$ci funkcji

29



Jan Masajada © — 45 Tematéw z Fizyki

cosinus lezy w przedziale [-1, 1], wolniejsza z funkcji cosinus we wzorze (2.1.5)
dziata jak ograniczenie wartosci amplitudy drgan opisanych ,,szybka” funkcja
cosinus. Mowimy, ze funkcja cosinus z czestoscig @mod jest obwiednig drgan

wypadkowych.

Rysunek 2.1.2. Przebieg drgan
wypadkowych oraz ich
obwiedni, dla przypadku
przedstawionego na rysunku
(2.1.1), dla czasu z przedziatu od
0 do 3 sekund.

Rysunki (2.1.3) przedstawia ten sam przypadek dla jeszcze dtuzszego przedziatu

Czasu.

Rysunek 2.1.3. Przebieg drgan wypadkowych oraz ich obwiedni dla czasu
z przedziatu od 0 do 12 sekund, pozostate parametry jak na rysunku (2.1.1).
Rozdzielczo$¢ rysunku jest za niska aby oddac¢ przebieg pojedynczych drgan.

Rysunek (2.1.4) pokazuje przypadek dla dwa razy mniejszej czg¢stosci modulacji

w porownaniu z przypadkiem z rysunku (2.1.3)

Rysunek 2.1.4. Przebieg drgan wypadkowych oraz ich obwiedni dla czasu
z przedziatu od 0 do 12 sekund. Czesto$¢ modulacji jest teraz dwa razy mniejsza
niz w poprzednim przykladzie - wartoSci parametréow drgan sktadowych
wynosza: wr=100rad/s; @3=99rad/s; A=1m; d1=02=0. Wida¢, ze okres zmian
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obwiedni drgan wzrést dwukrotnie. Rozdzielczo$¢ rysunku jest za matg aby
oddac przebieg pojedynczych drgan.

A co jezeli czesto$¢ my jest wyraznie wigksza od a»? Nic strasznego si¢ nie
dzieje. Dalej ztozenie drgan opisane jest wzorem (2.1.5). Tyle, ze obraz drgan nie
jest juz tak prosty w interpretacji, ze wzgledu na duza warto$¢ czestosci
modulacji. Rysunek (2.1.5) pokazuje przyktad takiego przebiegu.

Rysunek 2.1.5. Przebieg drgan
wypadkowych  dla  warto$ci
T parametréw drgan sktadowych
WYNnosza: w1=100rad/s;
VNIV RV

M2

0 @s=50rad/s; A=1m; &=52=0.
Czestos¢ modulacji jest
dwadzie$cia pie¢ razy wieksza niz
z rysunku (2.1.1) i (2.1.2). Wida¢
wyrazng zmiane charakteru drgan
wypadkowych. Sktadnik
Z czestosSci wmod (czarna linia) nie
stanowi obwiedni przebiegu tych
drgan.

Pozostato jeszcze rozwazy¢ przyktad nierownych amplitud drgan
sktadowych. Sumowanie jest w takim przypadku trudniejsze, ale to nie znaczy,
ze nie mozna obliczy¢ odnosnej sumy. Uzyskane wyniki sa podobne w swym
charakterze do przypadku sumowania drgan o takich samych amplitudach.
Przyktad pokazuje rysunek (2.1.6).

y
=

Rysunek 2.1.6. Przebieg drgan wypadkowych o parametrach takich jak
w przyktadzie z rysunku (2.1.2), z tym Ze amplituda drugiej sktadowej jest dwa
razy mniejsza niz pierwszej A1=1m; A2=0.5m (zielony wykres). Czarny wykres
pokazuje obwiednie amplitudy, taka jak dla wykresu (2.1.2). Wida¢, ze
amplituda drgan oscyluje z czestoScia modulacji. Jednak w przeciwienstwie do
przypadku rownych amplitud, obwiednia amplitudy drgan nie spada do zera,
ani nie dochodzi do wartosci maksymalnej wyznaczonych przez obwiednie.
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Dudnienia mogg sprawia¢ klopoty. Wspotczesne przepelnione gtosnikami
1 mikrofonami sale koncertowe mogg doprowadzi¢ powstania warunkow, przy
ktorych w sprzecie naglasniajgcym pojawi si¢ dudnigcy dzwigk (odbierany przez
nas jako nieprzyjemny pisk). Oczywiscie nie kazdy pisk wydobywajacy si¢
Z naglo$nienia spowodowany jest dudnieniami. Dudnienia mogg by¢ rowniez
pozyteczne. Uzywane sg na przyktad przy strojeniu instrumentéw. Przy dwdch
bliskich dzwigkach (ale nie takich samych) ucho bedzie styszalo dudnienia. Dla
ucha ludzkiego dudnienia (czyli narastajacy i zanikajacy dzwiek o czestos¢
zanikania wyraznie nizszej od czgsto$¢ dzwigku) zaczynajg by¢ styszalne przy
roéznicy czgstosci okoto 18Hz, przy dzwieku o czgstosciach rzgdu 1000Hz.
Najwyrazniej styszymy dudnienia przy réznicy czegstosci okoto 8Hz. Poroéwnujac
dzwiek stroika z dzwigkiem struny stroiciel przestraja dzwigk struny do momentu
zaniknigcia dudnien. Innym waznym przyktadem wykorzystania zjawiska
dudnien jest technika nazywana heterodyng. Heterodyny uzywa si¢ w
odbiornikach radiowych i telewizyjnych. Po stronie nadajnika, w wyniku
mieszania sygnatow o roznych czestotliwosciach (odbieranego i z heterodyny),
uzyskuje sie sygnal o czestotliwosci rownej sumie czgstotliwosci sktadowych
modulowany obwiednia, ktorej przebieg ma czestos¢ modulacji. W odbiorniku
jeden z tych sygnatoéw jest wydzielany i dalej przetwarzany.

2.2. Skladanie drgan harmonicznych w dwoch wymiarach ¢

Do tej pory sktadaliSmy drgania w jednym wymiarze. Mozemy réwniez sktadac
drgania zachodzace wzdtuz réznych osi uktadu wspotrzednych. Najprostszym, ale
z praktycznego punktu widzenia bardzo waznym przyktadem sg sktadania dwoch
drgan harmonicznych zachodzacych wzdhuz dwoch osi wzajemnie prostopadtych.
Na takim przypadku opiera si¢ matematyczny opis polaryzacji $wiatta (8TXIII).
Ogodlnie drgania takie mozemy opisa¢ wzorami

x(t) = Agycos(w,t + 6,) 2.2.1a

y(t) = Aoycos(wyt + (Sy) 2.2.10
Od strony geometrycznej roOwnania te sg opisem parametrycznym pewnej
krzywej. W celu wyznaczenia toru punktu poruszajacego si¢ zgodnie ze wzorami
(2.2.1) wykorzystam swobod¢ wyboru chwili poczatkowej czasu. Niech chwila
t=0 bedzie wybrana w momencie kiedy punkt na osi X osigga maksymalne
wychylenie. Wtedy cosinus musi by¢ rowny jeden 1 0x=0. Oczywiscie nie mozemy
zatozy¢, ze rowniez 6,=0, ale mozemy przyjac, ze

5, — A= 6, — 5,
W ten sposéb mamy
x(t) = Apcos(wyt)

2.3.2

2.3.2a
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y(t) = Agycos(wyt + A) 2.3.2b

Dokonujac kolejnej transformacji 4— A“4x/2 otrzymamy uktad
x(t) = Apxcos(wyt) 2.3.3a
2.3.3b

y(t) = Agysin(w,t +A")

Co przy ex=ay, A=0 i A=Ay daje parametryczne réwnanie okregu. Dalej
rozwazac bede przypadek drgan o rownych czestosciach i postugiwac si¢ uktadem
roOwnan (2.3.2)

0y = @, 2.3.4

Gdy An#Ag oOtrzymujemy rownanie parametryczne elipsy. Gdy 4=0, to
otrzymamy réwnanie prostej o kacie nachylenia o

Aoy 2.35
tan(a) = —
Agx
Gdy 4=r, to kat nachylenia prostej jest rowny
A
tan(a) = _w 2.3.6
AOx

W ogdlnym przypadku ztozenie dwdch drgan harmonicznych wzdtuz osi X iy,
0 tej samej czestosci daje ruch po elipsie, w szczegdinym przypadkach po prostej
lub okregu. Wszystkie te przypadki zbiera tabela (2.2.1), a oznaczenia z tabeli
objasnia rysunek (2.2.1).
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a B/A 0 A POLARYZACJA
0° 0 0° nieokreslone -

90° 0 0° nieokreslone |

45° 0 0° 0° /

450 0 0° 180° AN
nieokreslony 1 45° 90° O
nieokreslony 1 -45° -90° O

0° 1/2 26,6° 0° O

-30° 1/3 18,4° ?? %

Tabela 2.2.1. Wybrane przypadki sktadania dwéch drgan harmonicznych

Rysunek 2.2.1 Ziozenie drgan
A, . harmonicznych o tej samej czestosci
""" przebiegajacych wzdtuz osi x i y daje
! w og0lnym przypadku, jako tor
Ao i wypadkowy, elipse. W zalezno$ci od
A, ZX wartosci przesuniecia fazowego o
punkt przebiega tg elipse lewo lub
prawoskretnie. Kat «a okresla
nachylenie duzej osi elipsy, a kat &

sptaszczenie elipsy

Niech teraz oba drgania harmoniczne majg rézne czestosci. Wypadkowy
tor punktu komplikuje si¢ w przyjemny dla oka sposob — punkt drgajacy kresli
linie nazywane krzywymi Lissajous. Gdy stosunek czestosci drgan ay/ay, jest
liczbg wymierng, krzywe sg zamkniete. W przeciwnym razie krzywa kreslona
przez zilozenie dwodch ruchdéw harmonicznych nigdy si¢ nie domyka. Dla
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przyktadu dla @/ay=2 1 &=m/2 punkt porusza si¢ po paraboli. Przyktady
krzywych Lissajous dla innych wartosci parametréw pokazuje rysunek (2.2.2).

o,/0=2/3 §=r/4 o,/0,=2/3 8=n/2 o,/0,=0.8 8,=r/4

(‘\
\
!'
|

0/0,=1,6 8=1/3

Rysunek 2.2.2. Wypadkowe tory dla punktu poruszajgcego sie w wyniku
ztozenia dwoch ruchéw harmonicznych o réznych czestosciach
przebiegajacych wzdtuz osi x i wzdtuz osi y. Tory wykreslone sg dla réznych
wartosci stosunku czestosci ax /@y i parametru ¢. Uwaga: cho¢ pierwszy tor
zdaje sie by¢ otwarty, to tak nie jest. Punkt drgajgcy biega tam i z powrotem, od
jednego konca do drugiego konica krzywej.

Drgania harmoniczne sklada¢ mozemy réwniez w trzech wymiarach,
a formalnie rzecz biorgc w dowolnej liczbie wymiarow. Rysunek (2.2.3) pokazuje
przyktad sktadania drgah harmonicznych w trzech wymiarach

o /o/o =111, 6 =r/4 o /o j/o,=2/1,5/1,1; §=r/2 o,/o0/0,=1,8/0,9M1.1, § =r/

AT e

. S
]
I

S~

I
g N
—
s

w ’j}/ Vi
Rysunek 2.2.3. Przyktady krzywych Lissajous w trzech wymiarach

b \‘\\_\_\ J/"/
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3. Fazory ¢

To co teraz zrobi¢ moze si¢ wydac niepotrzebng ekstrawagancjg. To nie jest
jednak ekstrawagancja. Jak si¢ przekonacie przedstawiona tu metoda opisu drgan
harmonicznych jest wysoce uzyteczna. Fazory nie wprowadzaja zadnej nowe;j
fizyki. Sa tylko technicznym §rodkiem do ilustrowania i szybkiego obliczania
zagadnien zwigzanych z drganiami. I to tez jest bardzo cenne.

Niech po kole o promieniu A porusza si¢ punkt. Ruch tego punktu moge
opisac¢ przez obrot wektora o dtugosci A. Wspotrzedne tego wirujacego wektora,
a SciSlej wspotrzedne, jego konca mozna wyznaczyC piszac roéwnanie
parametryczne okrggu.

x = D cos(wt + §) = D[cos(wt)cos(d) — sin(wt)sin(F)]
{y = D sin(wt + 6) = D[sin(wt)cos(§) + cos(wt)sin(6)]
Uktad roéwnan (3.1) ilustruje znany fakt: rzut punktu poruszajacego si¢ ruchem

jednostajnym po kole na 0$ X lub na o$ y porusza si¢ ruchem harmonicznym (rys.
3.1)

3.1

Wirujacy wektor z rysunku (3.1) bed¢ nazywal fazorem. Fazor nie jest
pojeciem matematycznym (matematycznie to wektor) tylko fizycznym i jego
cechy musza mie¢ okre$lone fizyczne znaczenie. Dlugos$¢ fazora jest roéwna
amplitudzie drgan, akat fazora jest rowny fazie drgan (rys..3.2).
Przyporzadkowanie to ma sens, gdyz, jak wida¢ z rysunku (3.2) i wzoréw (3.1)
migdzy katem obracajacego si¢ jednostajnie fazora, a fazg oscylatora
harmonicznego mamy jednoznaczng odpowiednio$¢. Fazory, czyli wirujace
wektory o dlugosci A 1 czestosci obrotu @, mozemy zatem reprezentowac przez
zespolone wyrazenie (3.2).

Definicja 3.1: Fazor

Fazorem nazywamy obracajgcy si¢ wektor reprezentujgcy ruch harmoniczny.
Fazorowi nadajemy nastepujgcq interpretacje: czestos¢ obrotu fazora odpowiada

36



Jan Masajada © — 45 Tematéw z Fizyki

czestosci drgan, Rgt fazora odpowiada fazie drgar; Rqt ten bedziemy rownieZ
nazywac fazq fazora, dtugosc fazora odpowiada amplitudzie drgati

1= M| A

t=T/4

t=T/8

t=3T/8

t=0

[ =4 —
/ -Al t=T/2 A [x

t=7T/8
:ﬁ < <F
32
£ \
<U|= x=Acos(nt)
I . /

L

Rysunek 3.1 Ruch po kole o promieniu A mozna reprezentowac przez rzut
ruchu po okregu konca wektora o dtugosci A. Ruch punktu wzdtuz osi x i y
mozemy opisa¢ odpowiednio przez funkcje Acos(at) i Asin(wt). Kolorowe
punkty wykreslone sg dla réznych czaséw t i na wszystkich wykresach te same
kolory oznaczaja potozenie punktu w tej samej chwili czasu.

Powiedzmy, ze mamy dwa fazory o tej samej dtugosci (amplitudzie)
wirujace z tg samg czestoscig w. W chwili poczatkowej fazory te majg rézne
fazy poczatkowe, odpowiednio o1 i d2 (rys. 3.3). W dodatku DD na rysunku
(DD 1.1.5) pokazalem, ze wyrazenie typu e'“ reprezentuje punkt biegajacy po
okregu jednostkowym. Zatem fazory moge réwniez reprezentowaé w postaci
zespolonej

vy = |V1 |ei(a)t+01) 3.4a

v, = IVZ |ei(a)t+92) 3.4b

W notacji zespolonej ich sume mogg zapisaé tak
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; ; - 35
v =vy + v, =e@(|vy|ed + |vy|etf?)
A
vl ‘o
A
t=T/4 x=Acos(ot)
t=T/8
t=3T/8 Al /
t=0
Al =112 A x] : 2n [
t=5T/8 2
t=7T/8
t=3T/4
Y
A

Rysunek 3.2. Kat fazora, liczony wzgledem osi x, w ruchu po okregu odpowiada
katowi fazowemu @t punktu wykonujgcego ruch harmoniczny. Dtugosci fazora
nadajemy znaczenie amplitudy drgan A. Kolory fazoréw odpowiadaja kolorom
punktéw na cosinusoidzie.

W efekcie otrzymam nowy fazor (wirujacy wektor), ktory obraca si¢ z czgstoscia

. Korzystajac ze wzoru Eulera (DD 1.1.3) wyrazenie (3.5) moge zapisa¢ tak

v=vy + v, = e (|vy|cos(6,) + |vy|cos(6;))

a

+ i (|vqsin(8y) + |vz|sin(6,)) 3.6
b

Zauwaz, ze czynnik e' we wzorze (3.6) mnozy liczbe zespolong postaci z=a+ib,
ktéra mozemy zapisa¢ w postaci wyktadniczej

v = elwt |v|ei9 3.7
N———

zZ
Gdy w wyrazeniu (3.6) przyjme t=0, to e'®t = 1, wtedy tatwo moge wyrazié
modut (dtugos¢) wypadkowego fazora

vl

3.8a
= \/(|V1|C05(91) + |V2|C05(92))2 + (|V1|Sin(91) + |V2|Sin(92))2
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Kat fazowy fazora wypadkowego zmienia si¢ w czasie, gdyz fazor kreci sie
Z czestoscia w. Mozemy wyliczy¢ tangens tego kata w chwili poczatkowej t=0.
Podstawiajac t=0 do wyrazenia (3.6) mamy

|vqlsin(6;) + |v3|sin(6,)

tan(0) =
|vqlcos(6;) + |vz|cos(8,)
iyA
\Y
v, . 3

P 1

1,/ e

ot ‘,'*-} X

3.8b

Rysunek 3.3. Dwa fazory zielony vz
i niebieski v1 w chwili =0 nachylone sg pod
katem 61 i 6: do osi x-6w. Dodajac je do
siebie uzyskujemy fazor czarny wv.
Przyjmujemy, Ze fazory: zielony i niebieski,
kreca sie z predkoscig katowa ), tak, ze po
czasie t, ich kat liczony do osi x-6w
wzro$nie o wt. Oznacza to, ze rowniez
wypadkowy fazor zmieni swoéj kat o wt.
Widag, ze fazor wypadkowy bedzie obracat
sie z tg samg predkoscia katowa @, przy
czym jego kat poczatkowy wynosi &
warto$¢ tego kata mozna wyznaczy¢ ze
wzoru (3.8b) Obrécone fazory narysowane
sg grubsza kreska.

Pozostaje mi jeszcze rozwiniecie we wzorze (3.6) wyrazu e®! i uporzadkowanie
otrzymanego wyrazenia. Wyrazenie jest dtugie ale operacje niezbedne do jego
uporzadkowania sg proste. W efekcie mam

v = cos(wt)[(Iv4]cos(8;) + [v;]cos(6,))
+ i(|v4]sin(8y) + [vz[sin(6,))] 3.9
+ sin(wt)[i(|vy|cos(8y) + |vz|cos(8,))
- (|V1|Sin(91) + |V2|Sin(02))]

Zanim usprawiedliwi¢ si¢ z sensu wykonanej wyzej pracy dodam dwa przebiegi
harmoniczne o tej samej czestosci zapisane w klasycznej postaci

x4(t) = A;cos(wt + 6,)

X,(t) = A,cos(wt + 0,)

x(t) = x,(t) + x,(t) = A;cos(wt + 0,) + A,cos(wt + 6,)

3.10a
3.10b
3.10c

Ostatnie wyrazenie moge zapisa¢ w postaci

x(t) = cos(wt)(Alcos(Ql) + AZCOS(HZ))

3.11

— sin(wt) (Alsin(91) + AZSin(QZ))
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Zauwaz, ze czgS$¢ przy cos(at) lub sin(at) odpowiada czgsci rzeczywistej,
odpowiednio przy cos(at) lub sin(at) w wyrazeniu (3.9), pod warunkiem, ze
przyjmiemy, ze amplitudy fazoréw sg tozsame zamplitudami drgan
przedstawionych wzorami (3.10a) i (3.10b), to jest: |vi|=As 1 |v2|=A,. Jest to
zarazem cze$¢ rzeczywista fazora wypadkowego v przedstawionego na rysunku
(3.2) jako suma fazorow v i vz

x(t) = Re(v) = Re(vy + vy)

Z tego wnioskujemy, ze sumujac dwa fazory o tej samej czgstosci @ otrzymujemy
nowy fazor, o takiej samej czestosci @. Czes$¢ rzeczywista tego nowego fazora
reprezentuje drganie harmoniczne, ktore otrzymujemy jako sume drgan
harmonicznych reprezentowanych przez dwa dodane fazory. Czeg$¢ urojona ma
podobng interpretacje, tylko ze drgania harmoniczne (3.10) musiatyby by¢
wyrazone przez funkcje sinus, a nie cosinus.

Reprezentacja fazorowa jest o tyle ciekawa, ze pozwala na graficzne
dodawanie drgan. Na rysunku (3.4) mamy wyznaczong zaréwno amplitude
drgania wypadkowego (dtugos$¢ czarnego fazora) jak i jego fazg poczatkows 4.
Z graficznego dodawania fazorow (drgan) od razu widaé, ze suma N drgan
harmonicznych o czestosci @, fazach poczatkowych @, ..., 6\, oraz amplitudach
A4, ..., An jest drganiem harmonicznym o czestoSci w oraz fazie i amplitudzie
wyznaczonej przez sume fazorow reprezentujacych drgania sktadowe. Wynika to
z tego, ze dodawanie N wektorow (fazorow) daje wektor (fazor). Jezeli wszystkie
fazory obracajg si¢ z tg samg czestoscig, to 1 fazor wypadkowy obraca si¢ z tg
samg czgstoscig (rys. 3.4). Sprobuj ten wniosek wyciagna¢ dodajac N drgan
zapisanych w postaci (3.10).

3.12

a ~—— b

Rysunek 3.4. a) suma o$miu fazoréw (czarne strzatki) wirujacych z t3 sama
czestoscia, daje fazor (czerwona strzatka), ktory wiruje z tg sama czestos$cia co
fazory sktadowe; b) chwile p6Zniej fazory tacznie z wypadkowym sg obrécone
o ten sam kat.

Zastosuj¢ metode fazorow do analizy zjawiska dudnien. Rysunek (3.5)
przedstawia dwa fazory reprezentujagce dwa nakladajace si¢ drgania o ré6znych
czestosciach. Siadamy na fazor reprezentujacy drganie o mniejszej czgstosci
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I notujemy polozenie drugiego fazora po kazdym pelnym obrocie fazora, na
ktorym siedzimy. Drugi fazor obraca si¢ wzgledem naszego z czesto$cig wieksza
0 roznice czestosci miedzy oboma drganiami, czyli z czestoscig wigkszg o
czesto§¢ modulacji (2.1.4) Szybszy fazor wyprzedza wolniejszy (ha ktorym
siedzimy).

——> —//A pEA

- = )

Rysunek 3.5. Czarna i pomaranczowa strzatka to dwa fazory reprezentujace
dwa drgania harmoniczne. Zielona strzatka to fazor wypadkowy. Kolejne
rysunki pokazujg kilka wybranych etapéw w ruchu fazora pomaranczowego
wzgledem fazora czarnego (na ktérym siedzimy). Réznica czasu pomiedzy
kolejnymi okresami jest réwna okresowi obrotu czarnego fazora.
Czestotliwos$ci obrotu fazora pomaranczowego wzgledem zielonego wynosi
Wmod

Wida¢, ze zmiana kata miedzy fazorami skutkuje w zmianie dtugosci fazora
wypadkowego. Gdy fazory sa ulozone antyrownolegle dlugo$¢ fazora
wypadkowego jest najmniejsza, w szczegdlnosci, gdy dtugosci fazorow sg rowne,
fazor wypadkowy ma dlugos¢ zerowg. Zmiany dtugosci fazora spowodowane
r6zng czestoscig obu fazorow odpowiadajg obwiedni dudnien (rys. 2.1.3 1 2.1.4).
Zmiany dhugosci fazora zilustrowane na rysunku (3.5) pokazuja stan w $cisle
okreslonych chwilach czasu to jest co obieg wolniejszego fazora. Co si¢ dzieje
pomiedzy tymi wybranymi chwilami? Zalézmy, ze czgsto$¢ modulacji jest tysigc
razy mniejsza od czestosci drgan oscylatora wolniejszego. W czasie jednego
okresu tych drgan mozemy uzna¢, ze wzgledny kat miedzy fazorami jest prawie
staly (rys. 3.6). Powiedzmy, ze drgania reprezentujemy przez rzut fazora
wypadkowego na 0§ X-Ow (stosujemy funkcje Re przy zapisie zespolonym). Niech
w chwili t=0 oba rzuty bedg réwne zeru, czyli mamy moment, gdy amplitudy obu
fal spadly jednoczesnie do zera. W efekcie rzut fazora wypadkowego bedzie
rowniez rowny zeru. Kiedy pojawi si¢ nastepne zero sumy fazorow? Po czasie
T1/2 szybszy fazor obrdci si¢ o 71 jego rzut na o$ X-6w zndéw bedzie rowny zeru.
Wolniejszy fazor jednak nie zdazy obrocié si¢ o 7z (rys. 3.7), w efekcie rzut fazora
wypadkowego bedzie r6zny od zera. Pytanie brzmi kiedy punkt srodkowy miedzy
fazorami obroci si¢ o 7? Jest oczywiste, ze punkt srodkowy (punkt na $rodku tuku
taczacego konce obu fazorow) kreci sie z predkoscia @y Zatem zero dtugosci
fazora wypadkowego pojawi si¢ po czasie T;/2, z czego wynika, ze okres drgan
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wypadkowych to T, a czgsto$¢ to ax, co ustalilismy juz wczesniej sumujac
algebraicznie oba drgania harmoniczne (wzory od 2.1.1 do 2.1.5).

‘\

y

-

| potozenie

Rysunek 3.6. narastanie réznicy kata miedzy
fazorami jest w czasie jednego okresu
zaniedbywalnie mate. Zgodnie z przyjetym
zalozeniem @mod jest rOwna jednej tysiecznej
czestosci wolniejszego oscylatora. Oznacza to,
ze w czasie jednego obrotu obu fazoréw ich
wzgledne katy zmienig sie o jedng tysiecznag
petnego obrotu. Zostato to zaakcentowane na
rysunku przez nieznaczne opdznienie obrotu
fazora pomaranczowego w potozeniu
wskazanym strzatka.

Rysunek 3.7. W potozeniu I fazory reprezentujace
oba oscylatory harmoniczne leza na osi y-6w. Ich
rzuty na o$ x-6w sg réwne zeru. Amplituda drgan
obu oscylatorow jest réwniez réwna zeru. Po
potowie okresu szybszego oscylatora,
reprezentujacy go fazor jest znéw na osi y-6w, tyle ze
przeciwnie skierowany, a jego rzut na oS y-Ow jest
ponownie réwny zeru. Fazor reprezentujacy
oscylator wolniejszy nie zdazy ,dobiec” do osi y-6w
ijego rzut na o$ x-6w jest rozny od zera. Suma
rzutow obu fazoréw jest rozna od zera, skad wynika,
ze wychylenie wypadkowe jest réwniez rézne od
zera. Aby byto rowne zero, punkt zajmujacy, na tuku
taczacym oba fazory, potozenie sSrodkowe (czerwony
punkt) musi dotrze¢ do osi y-6w. Wtedy rzuty obu
fazoréw na o$ x-6w sg takie same co do dtugosci ale
przeciwnie skierowane i dodajg sie do zera. Punkt
czerwony porusza sie po okregu z czestoScig axri tak
jest czestos$¢ drgan wypadkowych.

Jezeli czestos¢ $rednia jest duzo wigksza od czgstosci modulacji to w czasie
T efekty zwigzane z rdznicg czgstosci miedzy oscylatorami sg prawie
niewidoczne (rys. 3.6). Ale po wielu okresach zaczynajg odgrywac rolg. Na
przyktad po czasie Tmod/4 rysunek (3.7) bedzie mniej wigecej wygladal tak

(rys. 3.8)
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Rysunek 3.8. W pewnej chwili fazor czarny lezy
na osi y-6w. Poniewaz jednak minat czas Tmod/4
od potozenia 1 =z rysunku (2.7) fazor
pomaranczowy spoznia sie o ¢wier¢ obrotu.
Fazor wypadkowy narysowany jest na zielono.
Punkt czerwony lezacy na Srodku tuku taczacego
oba fazory porusza sie z czesto$cia as. Z taka
samg czestosScig bedzie sie obracat wypadkowy
fazor zielony; przy ré6wnych dtugosciach fazoréw
sktadowych, fazor wypadkowy zawsze bedzie
przechodzit przez punkt $rodkowy na tuku
rozpietym na obu fazorach sktadowych

Wzgledna zmiana kata migdzy fazorami w przedziale czasu T; bedzie miata
zaniedbywalnie maty wptyw na fazor wypadkowy, ale po wielu przedziatach
czasu T drobne roznice nawarstwig si¢ i przyktadowo gdy w czasie t=0 oba
fazory sg w fazie, to gdy minie czas t,=Tmos/2, utozenie fazoréw bedzie takie jak
na rysunku (3.8). Jednak gdy zaczniemy obserwowa¢ uktad fazoréow w chwili ty,
to do czasu t,+T; wzgledng roznice faz miedzy fazorami znoéw be¢dzie mozna
uznaé za prawie stala. W efekcie oscylacje w poblizu chwili t, beda zachodzity
z prawie statg amplituda. Widaé z tego dlaczego dla zjawiska dudnien, warunek
matej roznicy czestos¢ drgan jest wazny. Przy duzej roznicy czesto$ci nie
mozemy powiedzie¢, ze w czasie Tg, zmiany roznicy faz migdzy fazorami sa
zaniedbywalnie mate, a efekty zwigzane z opdznianiem si¢ jednego fazora
wzgledem drugiego mieszaja si¢ z efektami zwigzanymi z oscylacjami amplitudy.
Wroéce do pytania: dlaczego fazory sg przydatnym narzedziem przy analizie
drgan? Cze¢$¢ odpowiedzi juz mamy, fazory pozwalajg ilustrowac drgania z
uzyciem wektoréw. Takie rysunki sg, w niektoérych zagadnieniach, bardziej
uzyteczne niz rysowanie sinusoid. Ale sg rowniez zalety rachunkowe. Dla
przyktadu policze sume dwoch drgan harmonicznych o tej samej czgstosci ale
r6znej amplitudzie. Drganie te dane sg rownaniami
X1(t) = Ajcos(wt + §,) oraz x,(t) = A,cos(wt + ;) 2313
Zrobi¢ to na dwa sposoby: ,,normalnie” 1 korzystajac z zapisu zespolonego.

Metoda standardowa

Metoda ta polega na dodaniu do siebie wyrazen (2.3.13). Skorzystam na wzor na
cosinus sumy katow

X1 (t) + x,(t)
= A;cos(wt)cos(d;) — A;sin(wt)sin(d,)
+ A,cos(wt)cos(8,) — A,sin(wt)sin(5,)

2.3.14

Zbierajac wyrazenia przy cos(ot) i sin(mt) mamy
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X1 () + x,(t)
= cos(wt)(4,c0s(8;) + A,c0s(6,))

— sin(oot)(Alsin(61) + Azsin((Sz)) 2.3.15

Wprowadze nowe oznaczenia

C = A;cos(8;) + A,cos(6,) 2.3.16a

D = A;sin(8;) + A,sin(6,) 2.3.16b
Rownanie (2.3.15) przyjmie postaé

X1 (t) + x,(t) = Ccos(wt) — Dsin(wt) 2.3.17
Niech teraz

C = B cos(6) 2.3.17a

D = B sin(0) 2.3.17b

Podstawienie (2.3.17) moze wam si¢ zda¢ zaskakujace. Ale, przynajmniej od

strony formalnej nie ma w nim nic zdrozonego. Dowolng jedng liczbe moge

zawsze wyrazi¢ przez iloczyn dwoch liczb, w tym wypadku B 1 jeszcze cosinus

lub sinusa jakiegos$ kata. Pojawia si¢ pytanie: czy dwie liczby, takie jak C 1 D

moge wyrazi¢ przez inng liczb¢ B oraz sinusa i cosinusa jakiego$ kata? Wzory

(2.3.18) na transformacj¢ odwrotng pokazuja, ze jak najbardziej jest to mozliwe
D  A;sin(8;) + A,sin(6,)

=—= 2.3.18a
tan(6) C Ajcos(6;) + A,cos(d,)

2.3.18b
B =+/C? + D?

= \/A% + A3 + 2A,A,c0s(6;)cos(8,) + 24, A,sin(68;)sin(6;)

Gdy mianownik wyrazenia (2.3.18a) jest rbwny zeru, to cate wyrazenie jest rowne
nieskonczono$ci, a kat € jest rébwny /2. Dzieki podstawieniom (2.3.17)
wyrazenie (2.3.16) mozemy zapisa¢ w postaci

X1(t) + x,(t) = B [cos(#)cos(wt) — sin(H)sin(wt)]

= B cos(wt + 6) 2.3.13
Po podstawieniu (2.3.18) mamy
x1(8) +x,(t)
= \/A% + A3 + 2A,A,c0s(8;)cos(8,) + 24, A,sin(6;)sin(8;) ) 590

[ 4 arct Aysin(6,) + A,sin(6,)
COS| Wt T arean| o 0s(6,) + A,cos(5,)

44



Jan Masajada © — 45 Tematéw z Fizyki

Zapis zespolony

W zapisie zespolonym obie fale majg postac¢

X1 (t) = A;el @131 oraz x,(t) = A,e!(@t+d2) 2391

Ich suma wyrazi si¢ wzorem
X1 (t) 4+ x,(t) = A;el@t+01) 4 A el(@t+52)
= e (A€ + A,e'02)
= e'“t[(Aysin(8,) + A,sin(85))
+ i(A;cos(8y) + Azcos(8,))]
Korzystajac z (2.3.16) mam
X1 (t) + x,(t) = (€ +iD)
Zatem

. D
X, (t) + X, (t) = 4/ C? + D2elwtelretang 2.3.24
Skorzystanie z wzoréw (2.3.17) i (2.3.18) i zastosowanie funkcji Re transformuje
wyrazenie (2.3.24) do wyrazenia (2.3.20). Uzyskujemy to samo przy mniejszym
wysitku obliczeniowym. Zapis zespolony pozwala na prostsze przeksztatcanie
wyrazen zawierajacych funkcje trygonometryczne. Im bardziej jest ztozona suma
takich wyrazen tym lepiej widoczny jest zysk ze stosowania notacji zespolonej.

2.3.22

2.3.23

2.3.1. Nieciaglosci fazowe ¢

Chce, z pomocg fazoréw, pokazaé jeszcze jeden zaskakujacy efekt. Powiedzmy,
ze mamy dwa naktadajgce si¢ przebiegi o tej samej amplitudzie, ale roznej
czegstosci. Wiemy, ze w takiej sytuacji kat miedzy fazorami zmienia si¢
I W pewnym momencie roznica faz miedzy fazorami bedzie réowna z. Dwa
przeciwnie ustawione fazory, przesunigte w fazie o 7 dodadza si¢ do zera. Co si¢
stanie z fazg fazora wypadkowego tuz przed zerem i tuz po zerze? Odpowiedzi
udziela rysunek (2.3.9). Okazuje si¢ ze faza fazora wypadkowego doznaje, przy
przejéciu przez warto$¢ zerowa, skoku fazy o 7. Ten skok fazy o # widaé rowniez
na wykresie dudnien (rys. 2.3.10). Ale uwaga skok fazy wystepuje tylko wtedy
gdy oba fazory majg tg samg dtugo$¢ (rys. 2.3.1112.3.12).
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| Rysunek 2.3.9. Rysunek przedstawia sume dwodch

a < fazoréw o tej samej dtugosci blisko momentu gdy ich fazy
' przesuniete sg o . Przy przejsciu od rysunku (a) do (b),
b < gdy réznica faz zbliza sie do m kat fazora wypadkowego

(czarnego) zbliza sie do kata m/2 wzgledem fazora
¥ niebieskiego. W chwili gdy fazy r6znia sie doktadnie o
P fazor wypadkowy ma dtugos¢ zero i nie mozna okresli¢
d < y jegokata. Chwile pdZniej (c) fazor czarny pojawia sie, ale
jego kat wynosi -m/2. Przy przejSciu przez zero faza

fazora czarnego zmienita sie skokowo o 7.

n Mm N

— 0.3 A Cos[Z

X1{t}+xo(t)

Rysunek 2.3.10. Srodkowa cze$¢ wykresu dudnieri z rysunku (2.1.3). Czarna
linia obrazuje przebieg drgan harmonicznych z czestoscig Srednig. Przez
czerwone kreski z lewej czeSci wykresu wida¢, ze potozenia maksymalnych
dodatnich wychylen na obu wykresach pokrywaja sie. Punkt r6zowy pokazuje
chwile gdy fazory reprezentujagce dodawane drgania dodajg sie do zera.
Strzatki pokazuja dwa minima w przedziale w ktérym powinno by¢ jedno
minimum. Miedzy nimi pojawia sie dodatkowe maksimum (ré6zowy punkt).
Takie zgeszczenie minimow i maksimow jest mozliwe dzieki skokowi fazy o 7,
w rézowym punkcie. Skok fazy powoduje, Ze po przejsciu rézowego punktu
wykres opada, zamiast dalej wznosic sie.

b
a< ™~ < =  Rysunek 2.3.11. Gdy fazory nie
sa roéwnej dtugosci, fazor
wypadkowy nie doznaje skoku
c. d_ ¢
< — < — azy o .

Praktycznie rzecz biorgc trudno jest utrzyma¢ amplitudy dwoch fal na
idealnie takim samym poziomie. Jednak dodajac trzy fale harmoniczne o nieco
réznych czgstosciach uwalniamy si¢ od konieczno$ci $cistego dopasowania
amplitud (rys. 2.3.14). Wida¢ z tego, ze dla N-fal N>2, o r6znych czestosciach,
gdy tylko da si¢ z reprezentujacych je fazoréw zbudowac wielokat, zerowanie si¢
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wektora wypadkowego bedzie si¢ cyklicznie zdarzato. Oznacza to rowniez, ze
cyklicznie bedg si¢ zdarzaly punkt, gdzie faza fazora wypadkowego skoczy o =.
Sprobuj wyciggna¢ te wnioski bez postugiwania si¢ fazorami a szybko docenisz
warto$¢ reprezentacji fazorowe;j.

Przedstawione tu rozwazania mogg si¢ wyda¢ akademickie. I co z tego, ze
od czasu do czasu faza fali wypadkowej skoczy o z? Na dodatek dzieje si¢ to
zawsze w otoczeniu punktu o zerowej amplitudzie wiec efekty sg praktycznie
niewidoczne. Mimo to niecigglosci fazowe odgrywajg coraz istotniejsza role we
wspotczesnej fizyce i technice. Dlatego bedziemy do tego tematu wracac.

N A B A A A A
LY VATEVAVA R IRTMATATAVIT
— 03 A Cos[ 211 %2y

x1{t)+x2(t)

Rysunek 2.3.12. Sumujemy drgania takie jak na rysunku (2.3.11) z tym, zZe
teraz amplituda drugiego przebiegu harmonicznego jest taka, ze A1/A2=0.8.
Wida¢, ze idgc w kierunku minimum obwiedni drgan przebieg harmoniczny
(czarny wykres) zaczyna coraz wyrazniej wyprzedzac¢ sume drgan. W punkcie,
gdzie obwiednia osigga minimum przesuniecie to rOwne jest /4, aby po drugiej
stronie minimum osiggna¢ warto$¢ m. Mamy dalej przesuniecie fazy o 7, ale nie
dzieje sie to skokowo.

AV VAN

Rysunek 2.3.15. Trzy fale o réznych czestosciach reprezentowane sg w danym
punkcie przez trzy obracajace sie z roznymi czesto$ciami fazory. Katy miedzy
tymi fazorami zmieniajg sie z kazda chwilg. W efekcie zmienia sie fazor
wypadkowy (czarna strzatka). Pojawia sie rowniez takie momenty, gdy fazory
utworzg tréjkat i fazor wypadkowy bedzie rowny zeru. Przy zblizaniu sie do
takiego zera i jego przejSciu faza fazora wypadkowego (a co za tym idzie faza
fali wypadkowej zmieni sie ). Zauwaz, Ze teraz fazory nie musza by¢ rownej
dtugosci. Utworza trojkat zawsze wtedy gdy dtugos¢ kazdego z nich nie bedzie
wieksza od sumy dtugosci dwéch pozostatych.
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3. Analiza Fourierowska &/ a

Sposobow w jaki drgaja (wykonujg ruch cykliczny) uktady fizyczne jest bardzo
wiele. Powraca pytanie — dlaczego omawiamy drgania harmoniczne? Jednym
Z powodow jest oczywiscie prostota tych drgan. Ale cdz po prostocie, ktéra nie
ma zadnych powazniejszych zastosowan praktycznych? Na szczes$cie, dzigki
analizie fourierowskiej prostota drgan harmonicznych taczy si¢ z ich
uzytecznoscig. Wiesz juz, ze pewne duze klasy funkcji mozemy wyrazac poprzez
sumy innych funkcji. Przyktadem takiej klasy funkcji sa wielomiany (zobacz
rozwinigcia w szeregi potegowe (8DB 3). Od XVIII wieku podejmowano proby
z szeregami ztozonymi z funkcji harmonicznych. Przetom przyszedt wraz
z opublikowanie przez Josepha Fouriera (1807r) pracy pod tytutem ,,Analityczna
teoria ciepta”. Fourier rozwigzatl rGwnania rozniczkowe opisujgce rozptyw ciepta
w cienkim, izolowanym na koncach termicznie przewodniku odwotujac si¢ do
szeregow funkcji trygonometrycznych. Wychodzac z tego punktu rozszerzyt
swoja metodg postulujac, ze kazda funkcja f(x), okresowa na przedziale [a; a +
A] 1 wystarczajagco gladka, moze by¢ przedstawiona w postaci szeregu (dzi$
nazywamy ten szereg szeregiem Fouriera). Zapisujemy go tak

f(x) = ﬂ + z A, cos(nkx) + Z B, sin(nkx) 3.1
2 n n
n=1 n=1
k=21 3.1
= /1 . a
Wspotczynniki Ay, A,, B, wyrazajg si¢ wzorami
A/z Xo+A
2 2 3.2a
Ay = 1 f f(x)dx = 1 f f(x) dx
_/'l/2 Xo
1/2 Xo+A
2 3.2b
A, = 1 j f(x)cos(nkx)dx = = j f(x)cos(nkx) dx
_1/2 Xo
/1/2 Xo+A
2 _ 2 _ 3.2¢
B, = 1 f(x)sin(nkx) dx = 1 f(x)sin(nkx) dx
_/1/2 Xo

W czasach Fouriera wiele poje¢ analizy matematycznej (na przyktad pojecie
catki) nie bylo jeszcze doprecyzowanych. Wyniki osiggano idac za glosem
matematycznej i co nie mniej wazne fizycznej intuicji, metodami, ktore dzi$
czesto nie bytyby akceptowane. Nawet tak ,,logiczna” nauka jak matematyka nie
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rozwija si¢ w Sposob gtadki i zgodny z regutami sztuki poprawnego myslenia. Na
poczatku jest chaos i ci, ktorzy w chaosie dostrzegajg zaczyn porzadku. Gdy to
si¢ uda, kolejne pokolenia matematykoéw porzadkujg nowa teori¢. Na solidnych
podstawach postawit teorie catki Bernhard Riemann w potowie wieku XIX.

Nie kazda funkcja da si¢ przedstawi¢ w postaci szeregu funkcji
harmonicznych. Wiemy juz, ze funkcje musza by¢ okresowe, ponadto wzory (3.2)
wskazuja, ze musza by¢ catkowalne. Kwestie zbieznosci szeregu do funkcji
porzadkuje twierdzenie

Twierdzenie 3.1: O zbieznosci szeregu Fouriera
Jezeli funkgja f(x) jest rozniczRowalna w punkcie Xy, to jej szereq Fouriera jest
zbiezny do wartosci funkgji w tym punkcie.

Zobaczmy, na prostym przykladzie, jak dziataja szeregi Fouriera.
W postaci szeregu Fouriera przedstawi¢ okresowa funkcje prostokatng,
zdefiniowana tak, aby byta funkcja parzysta (rys. 3.1)

f(x)T
¥z

1
I R
e o

-2

Rysunek 3.1. Przebieg prostokatny umieszczony tak, aby dat sie opisa¢ funkcja
parzysta.

Rysunek (3.2) przedstawia pojedynczy okres analizowanej funkcji danej wzorem

f(x)—n(i)—l 3.3
- \2a/ 2 '
Funkcja prostokatna IT(x) zdefiniowana jest w (8DG xxx). Zgodnie z wzorami
(3.2) obliczenie wspdtczynnikow rozktadu fourierowskiego wymaga catkowania
funkcji po jednym okresie. Rysunek (3.2) pokazuje wygodny podzial obszaru
catkowania na podpodzialy. Na kazdym podpodziale funkcja jest stata. W tej
sytuacji policzenie wspotczynnikow rozwinigcia ze wzordw (3.2) jest proste
I mozesz to zrobi¢ jako ¢wiczenie.

49



Jan Masajada © — 45 Tematéw z Fizyki

f(x)

obszar pierwszej caftki; [-a; -a/2]
mmm obszar drugiej cafki; [-a/2; a/2]
B obszar trzeciej cafki; [a/2; a]
Rysunek 3.2. Korzystajac z wtasnosci liniowosci catek (DC 1.1) mozemy
funkcje prostokatng, na przedziale o dtugosci jednego okresu, podzieli¢ na trzy

obszary catkowania, tak aby w obszarach tych funkcja miata statg wartos¢. Taki
podziat utatwia obliczenie odno$nych catek

Wspotczynniki B, szukanego rozkladu sg réwne zeru gdyz funkcja jest
symetryczna. Jej rozklad fourierowski realizuje si¢ poprzez parzyste funkcje
cosinus, przy ktorych stoja wspolczynniki A,. Rysunek (3.3) przedstawia
analizowang funkcj¢ oraz jej przyblizenie przez sum¢ kolejnych niezerowych
wyrazow rozktadu fourierowskiego.

—— przebieg prostokatny ‘ b
n=1 0.6}
=0 M M M
— n=5
> : »
X -2 2 X
U

Rysunek 3.3. Przebieg prostokatny i suma odpowiednio: a) jednego, trzech
i pieciu wyrazow An (3.4); b) pietnastu wyrazéw An.

Rysunek (3.4) przedstawia pierwszy, trzeci i piaty czynnik rozwini¢cia badane;j
funkcji. Czynnik drugi i czwarty sg rowne zeru; A,=0, A4=0.
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- pierwszy skfadnik
0.7} drugi sktadnik

/f\\ /A\\ trzeci sktadnik
{ W\ . / X[mm]
// \//—0.6- \\/ \\

Rysunek 3.4. Przebieg kolejnych niezerowych sktadnikéw Az, A3z i As (3.3b)
szeregu Fouriera dla funkcji prostokatnej. Zwré¢ uwage na malejacg amplitude
sktadnikéw przy rosngcym n. Wiasnos$¢ tg mozna rowniez wywnioskowac ze
wzoru (3.3b).

3.0.1. Widmo

Inng forma prezentacji rozktadu w szereg Fouriera jest wyrysowanie tak zwanego
widma funkcji. Argument funkcji cosinus lub sinus mozna przedstawi¢ w postaci

nkx = 2nxf,, 3.5
n
];nzzjz 3.5a

Wielkos¢ fxn = n/A ma charakter czestosci. Pomysl, gdy funkcja f jest zalezna od
czasu x—t, to wielkos¢ (3.5a) ma wymiar jeden nad czas, czyli wymiar czgstosci.
Teraz jednak nie mozemy przyjmowac, ze X to czas, gdyz zajmujemy si¢
szeregami Fouriera ogoélnie. Zmienna x moze by¢ czymkolwiek, w tym rowniez
mozemy jej nada¢ fizyczne znaczenie dtugosci. Wtedy fy, bedzie miato wymiar
jeden nad dtugos¢. Takie dziwne ,,cz¢sto$ci” majg duze znaczenie w optyce, gdzie
nazywamy je czesto$ciami przestrzennymi (zobacz 8TX 4.2).

Mozemy teraz wyrysowa¢ wykres wartosci wspotczynnikow A, i B, dla
poszczegblnych czestosci fy,. Taki wykres nazywamy widmem badanej funkciji.
Widmo analizowanej okresowej funkcji prostokatnej ma postac

f(x) = Ay + z A,cos(2mxfy,) + z B,,sin(21x f;r) 3.6
n=1 n=1

Gdy wiemy jakie sg wspotczynnik rozwinigcia, czyli jakie jest widmo funkcji, jej
odtworzenia nie stwarza zadnych problemow.
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a b
A A
0.6F Bn‘
0.4}
0.2f 0.5t
& & T & . 2 ‘T : H———=& &H——& L L
2 4 6 L 8 10 ¢ n 2 4 6 8 10 n
-0.2¢ s _osl
-0.4}
~1.0}

Rysunek 3.5. Widmo analizowanej funkcji prostokatnej; a) wartoSci
pierwszych jedenastu wspotczynnikéw An (za wyjatkiem Ao); b) wartoSci
pierwszych jedenastu wspotczynnikow Bn.

3.0.2. Wspoétezynnik Ao

Wspotczynnik Ag dla okresowej funkcji prostokatnej przedstawionej na rysunku
(3.1) jest rowny zeru. Ze wzoru (3.2a) widac, ze jest on rowny calce z funkcji f(x),
czyli polu pod ta funkcja obliczong na przedziale rownym jednemu okresowi.
Poniewaz pola liczone catkami sumujg si¢ z uwzglednieniem znaku (rys. DC 1.6),
zerowa warto$¢ wspotczynnika Ag nie moze dziwié; na przestrzeni jednego okresu
funkcja f(x) jest w takim samym zakresie nad jak i pod osig X. Mozna si¢ tatwo

domysle¢ ile bedzie wynosit wspotczynnik Ao dla funkcji przedstawionej na
rysunku (3.6)

f(x) »

I
el
-

Rysunek 3.6. Przesunieta do gory parzysta funkcja prostokatna z rysunku (3.1)

Funkcja jest teraz catkowicie nad osig X i pod jednym jej okresem pole jest réwne
1, czyli Ap=a. Zauwaz, ze przesunigcie funkcji w gore lub w dot nie zmieni
warto$ci wspotczynnikow A, 1 B, Zwigkszenie wartosci funkcji o statg C skutkuje
tym, ze wzor (3.2b) przechodzi w
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)l/z
2
A, = 1 f [f(x) + C]cos(nkx) dx
-/, 3.7
/1/2 /’1/2
2
= f f(x)cos(nkx) dx + EC J cos(nkx) dx
_/1/2 _A/Z
=4, +0=A4,

Podobnie jest ze wzorem (3.2c) na wspoétczynniki B, Za ksztalt funkcji
odpowiadaja funkcje harmoniczne takie jak na rysunku (3.4). Ich przebieg nie
moze zaleze¢ od przesunigcia funkcji na wykresie w gére lub w dot, bo od tego
nie zalezy ksztalt funkcji. Przesuwaniem wykresu funkcji w gore lub w doét
»Zajmuje si¢” wspotczynnik A.

A co gdy przebieg jaki analizujemy nie jest okresowy? Mamy wtedy dwa
rozwigzania, albo wycig¢ interesujgcy nas kawalek 1zbudowac przebieg
okresowy (kotowy) (rys. 3.7) albo nauczy¢ si¢ silniejszej metody nalezacej do
analizy fourierowskiej, to jest obliczania tzw. transformat Fouriera, ale na to
przyjdzie czas w nastgpnym temacie (T1X 4.3).

f(x) 4

xki/ X
i

E.
’\
4

Rysunek 3.7. Czarna linia z czerwonym Srodkiem przedstawia nieokresowa
funkcje f(x). Jezeli interesuje nas jej przebieg w przedziale [xp, xk], to mozemy
z niej uczyni¢ funkcje okresowa, kopiujac interesujacy nas fragment funkc;ji
w nieskonczonos¢ na lewo od xp i na prawo od x«. Fioletowe linie pokazujg dwa
takie skopiowane kawatki funkcji. Otrzymamy w ten sposéb funkcje okresowa
o okresie dtugosci xk-xp. Maja funkcje okresowg mozemy jg rozwing¢ w szereg
Fourier, ktory dowolnie doktadnie bedzie aproksymowat funkcje
w interesujgcym nas przedziale. Niepokoi¢ moze fakt, ze w punktach ,taczenia”
funkcja zwykle nie jest ciggta; mamy skok wartosci. Jednak catki, a zatem
i wzory (3.4) sa niewrazliwe na takie punktowe skoki wartosci (§DC 1.2).
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Dygresja 3.1.

Moze zauwazytes, Ze obok wyrazenia "przebieg okresowy” uZywamy wymiennie stowa
,przebieg Rofowy”, choc nie Razdy analizowany przebieg da si¢ przedstawic jako biegngcy
po rzeczywistym Role. Nasze przebiegi sq¢ w ogole jednowymiarowe. ORresowo wracajq
Jednak do tego samego punktu i pod tym wzgledem zachowujq sie jak punkt biegngcy po
brzequ kota. Nazwa kotowy wskazuje na wyrdzniajgcq ceche tych przebiegow, to jest
uparty powrdt do tego samego punktu, po tym samym czasie. Warto sig czasem skupic na
wtasnosciach ogolnych a nie na szczegétach. Bo to wtasnie wtasnosci ogolne decydujg o
zachowaniu ukfadu fizycznego, co w obrazowy sposéb przedstawitem w ,Topologicznym
dramacie romantycznym” (§11'4.1.1)

3.0.3. Szeregi Fouriera i Mathematica

Pakiet Mathematica pozwala oblicza¢ szeregi Fouriera. Stuzy temu kilka funkcji.
Najwazniejszg funkcja jest funkcja o nazwie FourierTrigSeries. Oblicza ona z
danej funkcji f(x) szereg Fouriera postaci

_ %o - 3.8
f(x) = > + a,cos(xn) + b, sin(xn)
n=1 n=1
1 T
Ay = — ff(x) dx 3.9a
T
1 T
a, = — j f(x)cos(nx) dx 3.9b
1 T
b, = p f f(x)sin(nx) dx 3.9c

-7
Wzory te rdznica sic od wzorow” (3.1 i 3.2). Na szcze$cie funkcja ta ma opcje
o0 nazwie FourierParameters->{a,b}, ktorej ustawienie powoduje zmiang
wzorow (3.9) do postaci

1-a [o's) 0

bl 2
f(x) = ‘E <% + z a,cos(xbn) + z bnsin(xbn)) 3.10
n=1 n=1
. o 3.10a
5 :
ap = ‘E‘ f f(x) dx

/b

4 Mamy rézne definicje szeregdw Fouriera, ktére rdznig sie statymi przed catkami we wzorach (3.2).
Wszystkie one sg sobie rownowazne.
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e /o 3.10b
a, = ‘; j f(x)cos(nbx) dx
“/b|
1-a /bl
bl 2
b, = ‘; j f(x)sin(nbx) dx 3.10c
“/b|
Wida¢ z tego, ze aby przejs¢ do wzoru (3.1) musze przyjac
T 3.11

a oraz 1

Mozesz sam sprawdzi¢, ze takie warto$ci parametrow a i b przeksztalcaja
wyrazenia (3.8 13.9) do postaci (3.1 13.2).

Dla przyktadu policze szereg fouriera dla funkcji x? przy k=1. Funkcja x?
jest nieokresowa. Postapi¢ wigc zgodnie z procedurg pokazang na rysunku (3.7).
Przyjmujac k=1, zatozylem, ze moja funkcja ma okres o dtugosci

A =2k =27

Oblicze zatem szereg Fouriera dla funkcji x? do wyrazu rzedu piatego wlacznie,
zdefiniowanej na takim przedziale. Do dzieta

3.11a

FourierTrigSeries[x?x,5,FourierParameters- Instrukcja
>{1,k}]
2 4 1

4 Cosl5t k=1.

75 Cosl>t]

M.3.1. Obliczenie szeregu Fouriera z funkcji x2

Poniewaz funkcja jest parzysta, to w jej szeregu Fouriera wystepuja tylko
kosinusy, no i wyraz wolny. Uzyskany wynik przedstawitem dla konkretne;j
wartosci K, gdyz dla k ogdlnego jest on nieco przydtugi. Rysunek (3.8) pokazuje
wykresy funkcji x? i jej szeregu Fouriera.
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201 2
—— Fourier series
10[
-
-10 -5 —; T 5 10 yimm

Rysunek 3.8. Funkcja x? i jej szereg Fouriera. Szereg Fouriera zostat
wyznaczony dla k=1, co oznacza, ze funkcja jest okreslona jako okresowa na
przedziale od -7 do 7 Szereg dla funkcji x2 zostat obliczony z doktadnoscig do
pieciu wyrazéw. Wida¢, ze na zadanym przedziale przebieg szeregu jest
praktycznie taki sam jak przebieg funkcji.

3.1. Parzystos¢

Funkcja prostokatna przedstawiona w przyktadzie jest funkcja parzysta (DG xx).
Mowigc bardziej obrazowo po obu stronach osi wartosci funkcja wyglada tak
samo. Kiedy funkcja okresowa jest parzysta, to w jej szeregu Fouriera niezerowe
sqg tylko wspotczynniki przy funkcji cosinus (funkcji parzystej), czyli
wspotczynniki A, co tez mialo miejsce w naszym przyktadzie. Uktad
wspotrzednych mozemy przesungc¢ tak, ze funkcja stanie si¢ funkcjg nieparzysta,
wtedy przy odbiciu wzgledem osi warto$¢ funkcji zmieni znak: Jak mozna si¢
domysla¢ w szeregu Fouriera funkcji nieparzystej niezerowe moga by¢ tylko
wspotczynniki przy funkceji sinus czyli wspotczynniki By oraz wspolczynnik Ag.
Wz0or na przesuni¢tg funkcje z naszego przyktadu ma postac:
x 1 1
fz(X) —H(ﬁ—za)—z 3.11

Wykres jednego okresu tej funkcji (z podziatem na obszary catkowania) pokazany
jest ponizej. Mozesz sprawdzi¢, ze wspotczynniki rozwinigcia w Szereg Fouriera
majg postac

Ay =0 3.1.2a

A, =0 3.1.2b
-1+ (D"

B, = D) 3.1.2c

nm
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f.(x)

obszar pierwszej catki; [-a; 0]
mmm obszar drugiej catki; [0; a]

Rysunek 3.1.1. Jeden okres prostokatnego przebiegu, okreslonego jako funkcja
nieparzysta

Tym razem rézne od zera sg wspotczynniki B, stojace przy funkcjach sinus, ktore
sg funkcjami nieparzystymi. Widmo funkcji f, pokazuje rysunek (3.1.2).

ez legele Belanedionb==r ' _ _'
-0.2 . : ' ' .
-0.4 -3 _ x,
o8} | —— przebieg prostokatny _ Lm
-08 — n=3 S -06

— n=5

Rysunek 3.1.2. a) pierwszych jedenascie wspoétczynnikow B, widma
antysmetrycznie okre$lonej funkcji prostokatnej (wspotczynnik An sg rowne
zeru); b) antysmetryczny przebieg prostokatny i suma odpowiednio: jednego,
trzech i pieciu wyrazéw Bn

W ogolnosci funkcja nie musi by¢ ani parzysta ani nieparzysta. Jednak
kazda funkcj¢ mozna przedstawi¢ jako sumg funkcji parzystej i nieparzystej (DG.
xxX). Nasza przyktadowa funkcja moze by¢ przesunigta tak, ze nie bedzie ani
parzysta ani nieparzysta. Na przyktad moze mie¢ postac

f()—H(x+7) . 3.1.3

s() =M{——+za)—3 1.
Wykres funkcji f; pokazuje rysunek (3.1.3). Wspoétczynniki szeregu Fouriera dla
tej funkcji wynosza

Ay =0 3.14a
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2 (1 + 2cos (%))2 sin3 (%) 3.1.4b
An = nmw
2¢0s (T%T) sin? (11771) 3.1.4c
B == nm

Rysunek 3.1.3. Jeden okres
prostokatnego  przebiegu,
o nieokreslonej parzystosci

' y by
-7/6a -1/6a

obszar pierwszej catki; [-7/6a;-1/6a]
mm obszar drugiej catki; [-1/6a; 5/6a]

Tym razem niezerowe sg wspotczynniki A, 1 B,. Widmo funkcji f; przedstawia
rysunek (3.1.4)

A A

N¢E
£
(0] &
o] 5
-
()
-
N

-0.1F

—0.2' &

-0.3t

-0.4}

Rysunek 3.1.4. Pierwszych jedenascie wspétczynnikow widma nieparzystej
funkgcji f3; a) wspotczynniki An; b) wspoétczynniki Bn

Zauwaz, ze we wszystkich analizowanych przypadkach czgstosci, dla ktorych
byly liczone wspotczynniki A, i B, sg takie same. Czestos$Ci te wyrazaja si¢
wzorem (3.4a) i jak z niego wida¢ zaleza tylko od rz¢du wyrazu szeregu Fouriera.

Zgodnie ze wzorami (DG xxx) funkcje f3 mozna roztozy¢ na cze$¢ parzysta
fo i nieparzysta f, (rys. 3.1.5)

n(E+2a)+n(-L£+72a)-1 3.15a
2

f(x) =
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fa(x) = H(Zx_aJr%a) _ZH (_Zx_a+%“) 3.1.5b

Obliczmy szereg Fouriera dla cze$ci parzystej 1 nieparzystej. Albo, lepiej
zastanowmy si¢. Wspotczynniki A, dane wzorem (3.1.4b) stoja przy funkcjach
cosinus w szeregu Fouriera. Ich suma powinna da¢ funkcje parzysta.
Wspodlczynniki B, dane wzorem (3.1.4c) stoja przy funkcjach sinus w szeregu
Fouriera. Ich suma powinna da¢ funkcje nieparzysta. Suma obu cz¢$ci daje szereg
Fouriera dla funkcji fs. To oznacza, ze wspotczynniki A, dane wzorem (3.1.4b)
powinny reprezentowac rozktad na szereg Fouriera parzystej czgsci funkceji f3,
wspotczynniki B, dane wzorem (3.1.4c) powinny reprezentowac rozktad na
szereg Fouriera nieparzystej czesci funkcji f5. Potwierdza to rysunek (3.1.6)

A — — - czes¢ parzysta
czesc nieparzysta
0.6f
B . P 1
: i '
i i :
[ ] 1 L}
: ; :
-
e i 2 X
n 1 ]
n 1 [ ]
i i '
[ | 1 [ ]
. i '
L ks |
-0.6

Rysunek 3.1.5. Cze$¢ parzysta funkcji f3 (rys. 3.1.3) narysowana jest czarng
przerywang kreska, a cze$¢ nieparzysta kreska czerwong ciggta. Wida¢, ze suma
obu czesci daje funkgcje fs.

Podsumuj¢ nasze dotychczasowe spotkanie z analizg fourierowska. Kazdy
okresowy przebieg mozemy roztozy¢ w szereg Fouriera. Oczywiscie nie do konca
jest to prawda, gdyz matematycy bez problemu potrafig poda¢ przyktad funkcji
okresowej, dla ktorej szeregu Fouriera nie mozna policzy¢. Funkcje opisujace
fizyczne procesy naleza jednak do funkcji majacych szereg Fouriera, a takie
funkcje nas interesujg. Szereg Fouriera oznacza, ze do opisu drgan
nicharmonicznych zamiast jednego ztozonego przebiegu okresowego mamy
sum¢ nieskonczenie wielu przebiegdbw harmonicznych, ktoére dobrze znamy.
Moze liczba tych przebiegéw jest zniechgcajaca, ale wyrazy wyzszych rzedow
wnosza do rozwinigcia coraz to mniejsze wktady. Z tego powodu dla pewnego n
czynnik An+1 1 Bnaa 1 wyzZsze mozemy pomina¢, gdyz i tak szum, jaki zawsze jest
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w uktadzie fizycznym, dziala silniej niz brak tych rzedéw. Od jakiego rz¢du
mozemy poming¢ wyrazy szeregu Fouriera, to juz kwestia konkretnego problemu.

—— przebieg wyjsciowy —— przebieg wyjsciowy

n=1

N A - n=3
0.6y f § -_— n=5
it — n=7

Rysunek 3.1.6. a) parzysta cze$¢ funkgcji f3 i jej przybliZenie szeregiem Fouriera
do rzedu 7; b) nieparzysta czes¢ funkcji f3 i jej przybliZenie szeregiem Fouriera
do rzedu 7

3.2. Posta¢ zespolona
Zapiszmy szereg Fouriera w postaci

f(x) = ap + Z aysin(knx + ¢,,) 3.2.1
n=1

Mozemy ten szereg przepisa¢ w postaci

f(x) = (a0 (= 40))

An

+ z a,cos(g,) cos(knx)
n=1 3.2.2

+ a,,sin(¢,) sin(knx)
Bn

Zwigzki miedzy wspotczynnikami A,, By, @ an | ¢ s3 takie same jak w przypadku
wyrazen (1.18-19). Zapis (3.2.2) daje nam szereg Fouriera zdefiniowany wzorem
(3.2). Zdefiniuje nowe wspotczynniki C,

1
1 2 (E(An—iBn)dlan>O
C, = i f f(x) ekm*dx = 4 A, dlan=0 3.2.3
1
2 LE (A_, +iB_,)dlan <0
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Calke w wyrazeniu (3.2.3) mozna stosunkowo tatwo obliczy¢, wstawiajac za f(x)
jej rozwinigcie (3.2.2). Zbadajmy sumg

1 : iknx 1 : —iknx
5 (4,, — iB,)e + > (A_, +iB_,)e

1 . . 1 . . 3.24
— EAn(elknx + e—Lknx) + EiBn(_elknx + e—lknx)
Korzystajac ze wzoru (DD 3.18) mamy
1 . . 1 . .
EAn(elknx + e—Lknx) + El-Bn(elknx + e—lknx) 325

= A, cos(knx) + B,sin(knx)

Wynik jest tozsamy z n-tym wyrazem szeregu zapisanego w postaci (3.2). To
znaczy, ze szereg Fouriera mozemy rOwnowaznie zapisa¢ w postaci zespolonej

n=oco
f(x)= z Cneiknx 3.2.6

n=-—oo

Tym razem sumowanie przebiega od -oo. Zauwaz, ze wspotczynniki Cy spetniaja
zalezno$¢

Cn = Con 327

Na zakonczenie wypadatoby policzy¢ jaki§ przyktad. Z tym si¢ jednak
jeszcze wstrzymam i zamiast zgrabnym przyktadem zakoncze temat szeregdw
Fouriera ogolniejsza refleksjg matematyczna.

Rysunek 3.1.7. Jean Baptiste Joseph
Fourier (21.03.1768 Auxerre - 16.05.1830
Paryz) - francuski matematyk i fizyk. Syn
krawca. Wcze$nie osierocony. Jako zdolny
chtopiec uzyskat wsparcie Kosciota, dzieki
ktéoremu modgt sie ksztatci¢. Aktywnie
wspieral  rewolucje  francuska. Byt
zaufanym ,cztowiekiem” Napoleona. Pod
koniec zycia piastowat funkcje sekretarza
Francuskiej Akademii Nauk. Znany jako
twdrca analizy fourierowskiej; zainicjowat
badania nad szeregami Fouriera i ich
zastosowaniem do analizy problemow
zwigzanych z drganiami membran i
transportem ciepta. Fourier rozpoczat
réwniez badania nad efektem
cieplarnianym. Portret wykonany okoto
1820 roku przez nieznanego autora; Zrédto
Wikipedia
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3.3. Funkcyjne przestrzenie wektorowe 4

Szeregi Fouriera przypominajg reprezentacje wektora w bazie (8TIV 3.1). Czy
mozna nada¢ zbiorowi funkcji strukture przestrzeni wektorowej? Okazuje si¢, ze
dla zbioru funkcji catkowalnych z kwadratem taka konstrukcja jest mozliwa

Definicja 3.3.1: Funkcje calkowalne z kwadratem

Funkcja zespolona f zdefiniowane na zbiorze liczb rzeczywistych jest funkcjg
catkowalng z kwadratem na przedziale [a,6] gdy catka

b
| troras 331
a
Istnieje i jest sRoriczona

Operacja dodawania na zbiorze funkcji catkowalnych z kwadratem zdefiniowana
jest w prosty sposob

(fy + £)(x) = f(x) + £, (x) 3.32
Podobnie prosto jest zdefiniowana operacja mnozenia przez liczbe zespolona a
af = af(x) 3.3.3

Wyzej wymienione operacje majag wlasnosci wymagane przez definicje
przestrzeni wektorowej (def. TIV 3.1), co tatwo dowies¢. Nieco trudniej dowodzi
si¢, ze obie operacje sg zamknigte, to znaczy, ze kombinacja liniowa dwoch
funkcji catkowalnych z kwadratem na przedziale [a,b] jest rowniez funkcja
catkowalng z kwadratem na przedziale [@,b]. Dowdd ten mozna znalezé w
podrecznikach do analizy matematycznej. Pozostaje pytanie: czy kazda funkcje
catkowang z kwadratem na przedziale [a,b] mozna przedstawi¢ w postaci
kombinacji liniowej pewnego podzbioru funkcji catkowalnych z kwadratem {h;}

(00]

f(x) = Z c;h; (%) 3.3.4

i=0
Oczywiscie, dla pewnych funkcji sumy moga by¢ skonczone, wtedy pojawiajg si¢
zerowe wspotczynniki C;. Jezeli taki zbior funkcji {h;} istnieje (a istnieje), to zbior
funkcji catkowalnych z kwadratem na przedziale [a,b] ma strukturg przestrzeni
wektorowej, a zbior {hi} jest baza w tej przestrzeni. Baza ta ma nieskonczenie
wiele elementdw 1 rozpina nieskonczenie wymiarowa przestrzen. Poruszanie si¢
po takiej przestrzeni wymaga uwagi, gdyz nie wszystkie wlasno$ci przestrzeni
wektorowych skonczenie wymiarowych przenoszg si¢ w prosty sposob na
przestrzenie o nieskonczonej liczbie wymiaréw. Generalnie, sprawa
nieskonczenie wymiarowej przestrzeni wektorowej funkcji zawiera w sobie
pewne subtelnosci, o ktorych jeszcze opowiem. Na poczatku powinno nam
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wystarczy¢ to, ze taka przestrzen da si¢ sensownie zdefiniowac. Wektory tej
przestrzeni (punkty tej przestrzeni) to funkcje catkowalne z kwadratem.

Dygresja 3.3.1:

Myslenie o funkcjach jako o wektorach moze nam sig wydawac cudaczne. Wektory, jak,
Razdy wie to takie strzafeczKi a nie funkcje. Mdj drogi tak jest w szRole podstawowej i tak,
zaczynali matematycy. Potem jednakie przyszta abstrakcyjna definicja (def. IV 3.1)
Rtoref jest wszystRo jedno, czy punKty przestrzeni wektorowej sq strzatRami, funkcjami
czy latajgcymi rybami. JeZeli tylko moina na danym zbiorze obiektéw zdefiniowal
potrzebne operacje, Ktore spefniajq wymagania definicfi, to sq to obiekty, Ktdre tworzq
rownie dobrq przestrzeri wektorowq jak strzateczRi. W tym teZ przejawia sig ogromna sita
podejScia matematycznego. Jezeli oRaze sig, Ze zbidr jakisS obieRtéw ma struRture
przestrzeni wektorowej, to moZemy o nim bardzo wiele powiedzie¢ nie tracqc czasu na
szczegotowe badania. Jest to moZliwe, gdyz ma on te wtasciwosci, Rtore majq dobrze nam
znane przestrzenie wektorowe.

W funkcyjnej przestrzeni wektorowej mozemy zdefiniowaé iloczyn
skalarny

Definicja 3.3.2: Iloczyn skalarny (wewnetrzny) w przestrzeni funkcyjnej
Iloczynem skalarnym dwich funkgji fi i fo nalezqcych do przestrzeni funRcji
catkowalnych z Rwadratem na przedziale [a,6] nazywamy wyrazenie

b
(f,1f5) = j £ (0)f,(x) dx 3.35

Gwiazdka oznacza wielkos$¢ sprzezong, co oznacza, ze dopuszczamy do gry
funkcje o wartosciach zespolonych.

Powyzsza definicja spelnia wymogi dla iloczynu skalarnego
(def. TV 3.4.1), co tatwo sprawdzi¢, za wyjatkiem warunku dodatniej
okreslonosci. Generalnie mamy

b b
(f|f) = f f*(0)f(x) dx = j If(x)]?dx =0 3.3.6

Pozostaje jednak pytanie czy spetniona jest implikacja
(flf) = 0 = f(x) = 0 dla kazdego x € [a, b]

Zgodnie z uwagami zawartymi w (rys. DC 1.2.1) funkcja f spetniajagca warunek
(3.3.7) moze by¢ rozna od zera w dowolnej liczbie izolowanych punktow.
Oznacza to, ze warunek (3.3.7) nie jest spetniony. Biorac pod uwage ta
wlasciwos¢ catek i by nie robi¢ sobie ktopotoéw z definicjg iloczynu skalarnego w
wektorowej przestrzeni funkcyjnej, przyjmuje si¢ nastepujace definicje.

3.3.7
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Definicja 3.3.3: Funkcja rowna zeru prawie wszedzie
Funkgja okreslona na przedziale [a,6] i réwna zeru na skoriczonej liczbie punktow
wewnqtrz tego przedziatu nazywa sig funkcjq rowng zeru prawie wszedzie

Definicja 3.3.4: Funkcja zerowa

Funkcjq zerowq (wektorem zerowym) w przestrzeni funkcyjnej nazywamy funkcje
rowngq zeru prawie wszedzie

Warunek dodatniej okreslonosci dotyczy funkcji rownych zeru prawie wszedzie.
Dla takich funkcji zachodzi zmodyfikowany warunek (3.3.7), to znaczy zapis
,f=0” czytamy tak: =0 prawie wszgdzie.

Mozemy si¢ spodziewac, ze istnieje wiele roznych baz {hi} w przestrzeni
funkcyjnej. Co wigcej majac definicje iloczynu skalarnego mozemy sposrod nich
wyrozni¢  bazy ortogonalne iortonormalne. W szczegdlnosci mozemy
zdefiniowac réwniez dtugos¢ ,,wektora”, ktory jest nazywany normg funkcji.

Definicja 3.3.5: Norma funkcji (dlugos$¢ wektora w przestrzeni
funkcyjnej)

Norma funkcji catkowalnej z kwadratem na przedziale [a,6] jest oRreslona wzorem

b b
Il = (f1f) = j f*(0)f(x) dx = j |f(x)|? dx 3.38
a a
Przyktadowo wyrazenie postaci
Z cixt 3.3.9
i=0

Jest kombinacja liniowa funkcji typu fi(x)=x. Jest tych funkcji nieskonczenie
wiele 1 zachodzi dla nich wazne twierdzenie Weierstrassa:

Twierdzenie 3.3.1. Weierstrassa

Jezeli funkcja o wartosciach rzeczywistych f(x) jest ciqgta na przedziale [a,b], to
istnieje cigg wielomianow o wspotczynnikach rzeczywistych

n
P, = Z cix! 3.3.10
=0

Taki, ze

f(x) = nlgrgo P, 3.3.11
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Przy czym zbiezno$¢ ta jest jednostajna® na [a,b]. |Zwracam uwage, ze
twierdzenie Weierstrassa okreSlone jest na funkcjach o wartoSciach
rzeczywistych.

Na bazie tego twierdzenia mozna pokazaé, ze na kazdym przedziale [a,b]
w zbiorze funkcji catkowalnych z kwadratem zbior wielomiandw tworzy
ortonormalng bazg. Twierdzenie Weierstrassa jest punktem wyjsScia do
konstrukcji innych baz w funkcyjnych przestrzeniach wektorowych, w tym
réwniez baz ztozonych z funkcji trygonometrycznych stosowanych w szeregach
Fouriera, ktére tez tworzg baz¢ ortonormalng. Do tematu bed¢ jeszcze wracal.
Rozwazania te traktuj¢ jako proste wprowadzenie do tematu przestrzeni
funkcyjnych. Jest to rowniez ilustracja typowej dla matematyki metody
poszerzenia zasiggu uzytecznych struktur. W tym wypadku pojgcia przestrzeni
wektorowej zostaly przeniesione na zbioér funkcji. Pozwala to migdzy innymi na
wyluskanie czasem zaskakujacych zwigzkéw miedzy roéznymi dziedzinami
matematyki jak rowniez eksploracji krainy funkcji (catkowalnych z kwadratem)
z uzyciem znanych z innych dziedzin matematyki narzedzi. Oczywiscie takie
rozszerzenie nigdy nie jest trywialne. Przestrzenie funkcyjne sg nieskonczenie
wymiarowe, co powoduje, ze nicktore twierdzenia uzyskane dla przestrzeni
skonczenie wymiarowych nie przenoszg si¢ w prosty sposob.

5 Co to jest ta zbieznos¢ jednostajna: Coz, definicja i oméwienie pojawi sie w temacie (TXVII)
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4. Drgania thumione ¢/&

W praktyce wszystkie drgania z czasem stabng. Spowodowane jest to sitami
oporu ruchu rozpraszajacymi energi¢ zgromadzong w uktadzie wykonujacym
drgania. W najprostszym, uzytecznym modelu mozemy przyjaé, ze drgania sg
thumione przez site thumienia Fr proporcjonalng do predkosci ciata 1 skierowang
przeciwnie do tej predkosci. Taki model sit oporéw przyjeliSmy analizujac spadek
w powietrzu (8TVI 4.3)

Fr=—-yx 41

Wspotczynnik y zalezy od charakteru drgajacego uktadu i ma wymiar
[masa]

vl=|— = 4.2
Réwnanie ruchu przyjmie postac

mX = —kx —yx 4.3
Roéwnanie powyzsze zapisuje si¢ zwykle w postaci

N

x+;x+a)0x=0 4.4
gdzie

L
Wida¢, ze parametr zma wymiar czasu.

4.6

[t] = [czas]
Rdéwnanie (4.4) zostato rozwigzane w (8DF 2.3.2). Rozwigzanie ma postaé
x(t) = Ae Ptsin(wt + @) 4.1

W rozwigzaniu (4.7) uzyta jest czestos¢ o, a nie ap, ktéra wyznacza czestosé tego
samego oscylatora ale bez thumienia ()=0). Inne oznaczenie na czestos¢ wynika z
tego, ze nie mozemy z gory zalozy¢, ze oscylator thtumiony bedzie drgat z tg sama
czestoscig co niettumiony.

Sprawdz¢ poprawno$¢ rozwigzania (4.7) w przypadku gdy ¢=0, co
odpowiada warunkom poczatkowym zdefiniowanym przez wzory (DF 2.3.26).

x(0) = 0,%(0) = Aw 4.8a
x(t) = Ae Ptsin(wt) 48
Wyznaczamy predkos¢ i przyspieszenie. Predkos$¢ wyrazi si¢ wzorem

x = Ae F[wcos(wt) — Bsin(wt)] 4.92
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a przyspieszenie
¥ = —ABe Pt[wcos(wt) — Bsin(wt)]
+ Ade Pt [—w?sin(wt) — Bwcos(wt)]
Po wstawieniu wzoru na predkosé (4.9a) i przyspieszenie (4.9b), oraz potozenie
(4.8) do réwnania ruchu (4.4), otrzymujemy nieco przydtugie wyrazenie
—ABe Pt{wcos(wt) — Bsin(wt)]
+ Ae Pt [—w?sin(wt) — fwcos(wt)]

4.9b

1 4.10
+ ;Ae‘ﬁt[a)cos(a)t) — Bsin(wt)]
+ wiAe Ptsin(wt) = 0

Réwnanie (4.10) musi by¢ spelnione dla kazdej chwili t, a jest to mozliwe tylko

wtedy, gdy wspotczynniki przy cosinusach i sinusach sg rowne zeru. Zbierzmy
wspotczynniki przy funkcjach cos(at) i sin(at).

1
—Awpfe Pt — ABwe™Ft + ;sze_ﬁt =0 4.11a
1
AB?e Pt — Aw?e Pt ——ABe Pt + wiAe Pt =0 4.11b
T
Po uproszczeniach mamy
w
—20f+—=0 4.12a
2 2 2 '8 —
B —w —wo—?—O 4.12b
Z rdwnania (4.12a) otrzymamy
_ 1 4.13
B= 2T o8
Co po podstawieniu do (4.12b) daje
1 1 1\°
o @ 0= 0= 0t =i~ (3 14

Ostatni wzor mozna zapisa¢ w postaci

o, (1)2_ ) <1 )2 4.15
O= (P TNgg) T 2w,

Zatem rozwigzanie rownania ruchu drgan ttumionych (4.7), przy warunku ¢=0
ma rozwigzanie:
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© =4 { t}_ :q ( 1 )2 4.16
x(t) = Aexp —ysin| wo e
Zdefiniuje funkcje
£(£) = APt 4.17
Funkcja ta pozwala na zapisanie rozwigzania (4.16) w postaci
1 \2
x(t) = f(D)sin | wt |1 — ( ) 4.18
20T
Dla przyktadu przyjme, ze
kg kg
m=0,1kg; k = 35—2; y = 0'04T; A=02m 4.19a
Wtedy
1
T=25s; f= 0,2§ 4.19b

Rysunek (4.1) przedstawia wykres drgan harmonicznych z tlumieniem dla
parametrow danych przez wzory (4.19). Czarna linia jest wykresem funkcji
(4.17), ktora mnozy funkcje sinus. Funkcja sinus przyjmuje wartosci z przedziatu
[-1; 1], tak wigc funkcja f(t) bedzie wyznaczala spadek amplitudy (to jest
maksymalnego wychylenia) drgan. Funkcj¢ spelniajaca taka role bedziemy
nazywali obwiednig amplitudy drgan.

025 I I I I I I

x(t)
f(t) D

025l | | | | | | | l |

{[s]

Rysunek 4.1. Czerwony wykres przedstawia przebieg drgan harmonicznych
ttumionych o parametrach danych wyrazeniem (4.19a). Czarny wykres
przedstawia przebieg obwiedni f(¢t) amplitudy drgan.

Wspotczynnik znazywany jest czasem relaksacji. Czas relaksacji mowi jak
szybko zanikaja drgania. Z teoretycznego punktu widzenia amplituda drgan
opisana wzorem (4.14) spada do zera po nieskonczonym czasie. W praktyce od
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pewnej skonczonej chwili mozemy uzna¢, ze amplituda drgan jest rowna zeru.
Stowem nasze rozwigzanie nie stosuje si¢ dla czaséw wyraznie wigkszych od
czasu relaksacji. Zastepujemy je wtedy stwierdzeniem: ,,0scylator si¢ zatrzymat”.
Dlaczego tak si¢ dzieje? Kazdy realny oscylator thumiony podlega licznym
stabym czynnikom zewnetrznym, ktore zwykle mozna poming¢ w jego analizie.
Te zaniedbane drobne czynnik nabierajg znaczenia gdy amplituda drgan staje si¢
mala i powoduja, ze oscylator zatrzymuje si¢ w czasie zdecydowanie krétszym
od nieskonczonego. Aby je uwzgledni¢ musielibySmy napisaé nowe rownanie
ruchu, ktoére uwzglednia te drobne wptywy 1 je rozwigzaé. DostalibySmy inne
rozwigzanie. TO inne rozwigzanie byloby doktadniejsze, ale jak to zwykle bywa,
trudniejsze do uzyskania i analizy. A poniewaz drobne ruchy oscylatora zwykle
nas nie interesujg, a nawet zwykle ich nie zauwazamy wolimy stwierdzi¢:
»oscylator si¢ zatrzymatl”, zamiast dochodzi¢ do tego wniosku na bazie bardzo
ztozonej 1 ktopotliwej analizy.

Musimy precyzyjniej zinterpretowaé czas relaksacji z. Podstawi¢ we
wzorze (4.17) t=7. Wtedy, majgc na uwadze (4.13a) moge zapisac

(©) = AeFT = ne2 = =

T) =Ae P = Ae 2 =— 4.20

d Ve

Czyli po czasie 7, amplituda drgan spada pierwiastek z e razy. Poniewaz energia
drgan jest proporcjonalna do kwadratu amplitudy drgan, po czasie renergia drgan
spada e razy.

Ze wzoru (4.15) wynika, ze czgsto$¢ oscylatora niethtumionego ay jest wigksza niz
czestos¢ oscylatora thumionego . Czgstos$¢ oscylatora thumionego w zaleznosci
od czasu relaksacji 7, przedstawia rysunek (4.2). Jezeli przyjmiemy, ze

woT M 1 4.21

jest to tzw. warunek stabego tlumienia, to mozemy przyjac, ze w=an. Gdy uktad
spelnia warunek stabego tlumienia (4.21) rozwigzanie réwnania ruchu (4.16)
mozemy zapisa¢ w postaci przyblizonej

t
x(t) = Aexp {— 2_‘[} sin(wgt) 4.22

Jeszcze jedna istotna uwaga. Analiz¢ ruchu oscylatora tlumionego
przeprowadziliSmy dla sity oporu ruchu dang wzorem (4.1). Na oscylatory moga
dziata¢ sily innej postaci. Wtedy musimy napisa¢é nowe rownanie ruchu i je
rozwigza¢. Zbadany tu przypadek jest bardzo wazny i najczesciej spotykany ale
nie wyczerpuje tematu.
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w [rad/s] w [rad/s]
59
59.9995 58
57
59.9990 56
55
59.9985 54
s] i
T|S
2 3 4 5 T [9]

0.02 0.04 0.06 0.08 0.10

Rysunek 4.2. Zalezno$¢ czesto$ci o drgan ttumionych od wartosci czasu
relaksacji z Czesto$¢ oscylatora niettumionego wynosi aw=60rad/s. Wykres
z lewej strony narysowany jest dla czaséw relaksacji o wartosci od jednej do
pieciu sekund. Wida¢, ze wartosci czestoSci @ s bardzo bliskie wartosci .
WyKres z prawej strony narysowany jest dla czaséw relaksacji o wartosci od
jednej setnej do jednej dziesiagtej sekundy. W tym przedziale réznice miedzy
@i o sg bardziej znaczace.

4.1. Moc tracona %

Opory ruchu powoduja, ze kazde wahadto w koncu si¢ zatrzymuje. Oznacza to,
ze energia zgromadzona w uktadzie drgajagcym wycieka z niego do otoczenia.
Policze szybko$¢ utraty energii przez wahadlo z thumieniem liniowo
proporcjonalnym do predkosci. Ogranicze si¢ do uktadow spetniajgcych warunek
stabego tlumienia (4.21). Utrata energii wigze si¢ z jej wydatkowaniem na
pokonanie oporéw ruchu. Jej warto§¢ mozemy policzy¢ jako prace wykonang
przez uklad, przeciw sile tarcia. W pierwszym kroku zamiast pracy oblicz¢ moc
P tej sily. Skorzystam ze wzoru.

P = _FTx

Sita Fr dana jest wzorem (4.1). Znak minus oznacza, ze obliczam moc sily
wykonujacej prace przeciw sile tarcia. Predkos¢ ciata oblicze ze wzoru (4.22)

4.1.1.

. 1 ty t
X =- ZAexp {— Z} sin(wyt) + wyAexp {— Z} cos(wyt) i1
Wstawiajac wyrazenie (4.1) 1 (4.1.2) do wzoru (4.1.1) otrzymuj¢ wyrazenie
Oy 1 2
P = —yA2exp {— ;} [— Zsin(wot) + wocos(wot)] 4.1.3

Wyrazenie (4.1.3) jest na tyle ztozone, Zze jego dalsza analiza bylaby trudna.
W takiej sytuacji trzeba si¢ zastanowié, czy klopotliwego wzoru nie da si¢
rozsadnie uprosci¢. W przypadku stabego thumienia jest to mozliwe. Przy stabym
tlumieniu, odwrotno$¢ czasu relaksacji 7 jest duzo mniejsza od czestosci an
(zobacz 4.21), w efekcie sinus (mnozony przez odwrotnos¢ 7) jest duzo mniejszy
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od cosinusa (mnozonego przez av). Przy warunku stabego tlumienia wktad
funkcji sinus moge poming¢. Pozostaje wyrazenie

. 4.1.4
P = —yA%wiexp {— ;} cos?(wyt)

Wyrazenie to mowi jaka moc traci uktad drgajacy w danej chwili t. Moc
wydzielana w ukladzie zmienia si¢ w czasie. W momencie najwigkszego
wychylenia predkos¢ ciata drgajacego jest rowna zeru; zeru jest rowniez réwna
wydzielana w tym momencie moc. Gdy ciatlo przechodzi przez potozenie
roOwnowagi jego predkos¢ jest najwicksza — moc wydzielana jest réwniez
najwieksza. Aby unikna¢ drobiazgowego wchodzenia w te zmiany, czesto operuje
si¢ pojeciem $redniej energii traconej na jeden okres. Praca wykonana w czasie
jednego okresu wyniesie

T T
t
W= det = —yAza)%fexp{—;} cos?(wqt)dt 415
0 0

Mato zachecajaca catka. Ale powiedzmy tak: chcemy policzy¢ energie
rozproszong w czasie jednego okresu w przypadku stabego tlumienia. Przy
stabym tlumieniu, jak wida¢ z rysunku (4.1), w czasie jednego okresu amplituda
drgan zmienia si¢ bardzo niewiele. Mozemy uznaé, ze w czasie jednego okresu
czynnik z funkcja eksponent, odpowiedzialny za spadek amplitudy, jest staty
I wyciagna¢ go przed znaki calki

T

t
W = —yA%wiexp {— ;}J cos?(wyt)dt
0

4.1.6

Ostatnig catke mozna znalez¢ w tablicach lub obliczy¢ za pomocg programu CAS.
W programie Mathematica wyglada to tak

Integrate[(Cos[wO t])?%,{t,0,T}] ||Instrukcja catkowania, po zmienne;j t,
kwadratu cosinusa w przedziale od
zerodo T

2Tw0 + Sin[2T w0] Wynik catkowania
400

M.4.1.1. Catkowanie funkcji cos?

Wyrazenie (4.1.6) przyjmie postaé
t} 2T wy+sin(2 T wy)

- 4.1.7
T

W = —yAZw(Z)exp{ o
0
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Skorzystam z faktu, ze

2T
=— 4.1.8
Wo
Teraz wzor (4.1.7) przyjmie postac
1 t
W = —EyAZngexp {— ;} 4.1.9

Jezeli liczymy warto$¢ srednig energii traconej w czasie jednego okresu, to wynik
(4.1.9) wypadaloby podzieli¢ przez dtugos¢ tego okresu.
T
1 1 t m t
_ 1, 42,2 ol 22 =
(W) = j Pdt YA a)oexp{ T} A woexp{ } 4.1.10

T 2 2T T
0

Tutaj ostre nawiasy < > oznaczajg wielkos¢ srednig; w tym wypadku Srednig
energi¢ tracong w czasie jednego okresu T. Skorzystatem nadto z wzoru (4.5).

Potrzebna nam bedzie jeszcze Srednia energia zgromadzona w uktadzie
drgajacym. Poniewaz amplituda drgan maleje w czasie, maleje rOwniez energia
oscylatora. Z wczesniejszych rozwazan wiemy, ze energia catkowita E. jest rowna
sumie energii kinetycznej E i potencjalnej E, (1.1.7). Z tego mamy wzor

(Echr = (Ei + Epr = (Eodr + (Eyp)r AL
Srednia energia kinetyczna wyrazi sie wzorem
1 ¢ 1 T1 ¢
: m [ 4.1.12
E =—| E =— | —mx2dt = — 2
(Ei)r Tj de szmxdt o7 | X*dt
0 0 0
Korzystajac ze wzoru (4.8) mamy
4.1.13

T
(Ex)r = %I(Ae‘ﬁt[wocos(a)ot) - ﬁsin(wot)])zdt
0

Podstawitem w— an, gdyz dalej zaktadamy przypadek stabego ttumienia. Teraz
postepujmy tak jak z wyrazeniem (4.1.5), w efekcie czynnik z eksponentem
mozemy wylaczy¢ przed znak calki.

T ) 5
(Ex)r = ﬂAzexp {— ;}j (a)ocos(a)ot) — Zsin(amt)) dt

2T
° 4.1.14
a czynnik z funkcjg sinus zaniedbac.
T
m t
(Ex)r = ﬁw(z)Aexp {— ;}f cos?(wot)dt 4.1.15

0
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Postepujac podobnie jak z wyrazeniem (4.1.6) mamy

1 t
(Eyx)r = —mwjAexp {— —} 4.1.16
4 T
Czas na energi¢ potencjalng. Wzor na energi¢ potencjalng ma postac
12 1 5 0 iz
E, = Ekx = Ea)omA exp {— ;} sin“(wgt) 4.1.17
Wyrazenie na $rednig energi¢ kinetyczng na okres ma postac
T
1 t
(Ep)r = EwgmAzexp {— ;}f sin?(wqt) dt 4.118
0
Ta catka liczy si¢ doktadnie tak jak wyrazenie (4.1.15)
T, t
(Ep)r = ZwOmA exp {— ;} 4.1.19
Wyrazenie na $rednig energi¢ catkowitg (4.1.11) przyjmie postac
1 t
(Echr = (Edr + (Ep)r = Ew%mAzexp{— ;} 4.1.20

Poréwnanie wzorow (4.1.10) i (4.1.20) pozwala zapisa¢ nowy wzor na $rednig
moc tracong

E
(Ee)r 4.1.21

(W)r =—

Czesto uzywanym parametrem charakteryzujagcym oscylator z ttumieniem
jest jego dobro¢ Q. Wspoélczynnik dobroci zdefiniowany jest jako
Definicja 4.1.1: Wspolczynnik dobroci

Wspotczynnik, dobroci jest rowny stosunkowi energii zmagazynowanej, w czasie
Jednego oRresu drgati do Sredniej energii traconej w czasie jednego oRresu drgari
przemnozonej przez 27

(EC)T _ <EC>T(1)
W)r T (W)g
Korzystajac z wyrazenia (4.1.21) oraz z faktu, ze z zalozenia thumienie jest stabe
@~y mamy

Q =2 4.1.22

0~ w1 4.1.23

Jezeli pomnozymy czestos¢ ayp przez czas relaksacji z, to otrzymamy liczbe
radianow jakie ,,przebedzie” oscylator w czasie 7. Odwracajac sprawe mozemy
stwierdzi¢, ze dobro¢ mowi ile radiandw musi przeby¢ uktad drgajacy aby energia
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drgan spadia e razy. Dzielagc dobro¢ Q przez 2w otrzymamy liczbg pelnych drgan
po ktérych energia oscylatora spadnie e razy.

Ocena czy dobro¢ uktadu drgajgcego powinna by¢ duza czy mata zalezy od
konkretnej sytuacji. Na przyktad w przypadku drgan sejsmicznych zyczylibySmy
sobie aby dobro¢ skorupy ziemskiej byla jak najmniejsza. Tabela (4.1).
przedstawia wartos$ci dobroci dla wybranych uktadéw drgajacych. Z tabeli widac,
ze energia drgan struny fortepianowej obniza si¢ € razy po okoto 160 pelnych
cyklach. Dobro¢ skorupy ziemskiej silnie zalezy od jej lokalnej budowy
geologicznej — stad duzy wachlarz wartosci jakie moze przyjmowac dobroc.

Uklad Dobro¢ Q
skorupa ziemska dla fal sejsmicznych 250-1400
rezonator mikrofal z wnegka z miedzi 10000
struna fortepianu lub skrzypiec 1000
wzbudzony atom 107
wzbudzone jadro >’Fe 3.10%
Tabela 4.1. Warto$¢ dobroci Q dla wybranych uktadéw drgajacych

Nie nalezy wynikow przedstawionych w tej czegsci traktowac, jak ogdlnego
przypadku analizy oscylatora harmonicznego z tlumieniem. Uzyskane wyniki
zostaty uzyskane dla szczegolnego modelu sity oporu (4.1). Jest to przypadek
wazny, z punktu widzenia praktycznych zastosowan, ale nie wyczerpuje
wszystkich praktycznie istotnych wariantow opordw ruchu.
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5. Drgania wymuszone ¢

Z faktem rozpraszania energii oscylatora (ttumienia drgan) wigze si¢ koniecznos$¢
uzupelniania tej energii; oczywiscie w tych przypadkach, w ktorych zalezy nam
na podtrzymaniu drgan. Z problemem tym spotkali si¢ konstruktorzy zegara z
wahadlem. Do uktadu drgajagcego musimy wprowadzi¢ site¢ wymuszajaca, ktdra
moze uzupehic rozpraszang energig.

Rysunek 5.1. Tata hustajacy dziecko dziala jak generator drgan. Dobierajac
odpowiednio moment pchnie¢ w stosunku do ruchu hustawki, moze tagodnie
rozhusta¢ dziecko, a nastepnie podtrzymywac rozhustang hustawke w ruchu
(uzupetnianie rozpraszanej energii)

Tata hustajacy dziecko (rys. 5.1.), jezeli chce utrzymaé hustawke w ruchu, musi
ja popycha¢ — jest generatorem impulsowym, czyli takim, ktory wlacza si¢ na
krotka chwile przy odpowiednim potozeniu hustawki. My zajmiemy si¢
generatorami harmonicznymi, ktérych dziatanie opisuje wzor

F = Fysin(wt) 51

Rdéwnanie ruchu oscylatora harmonicznego z harmoniczng sitg wymuszajaca
przyjmie postaé

Fysin(wt) = mX + kx + yX 5.2
Wprowadze oznaczenie
F,
0= 5.3
m

co przy uwzglednieniu (4.5), pozwala zapisa¢ (5.2) w postaci
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1
aysin(wt) = X + ;)’( + wgx 5.4

Poniewaz uktad musi podda¢ si¢ dziatajacej sile wymuszajacej mozemy si¢
spodziewaé, ze rozwigzanie tego rownania ruchu ma posta¢ (bardziej
systematyczne rozwigzanie znajdziesz w dodatku (DF 2.3.2))

x(t) = Asin(wt + @) 5.5

Zbadam jakie warunki natozone sg na A i . W pierwszym kroku oblicze pierwsza
I druga pochodna Xx.

x(t) = Awcos(wt + @) 5.6a
%(t) = —Aw?sin(wt + @) 5.6b
Wstawie to wyrazenie do rownania ruchu (5.4)
W
aysin(wt) = (w3 — w?)Asin(wt + @) + ?Acos(wt + @)
5.7
Korzystajac z tozsamosci trygonometrycznych moge napisac
W
[(w?, — w?)cos(p) — ?sin(go)] Asin(wt)
5.8

+ [(w% — w?)sin(g) + %cos&p)] Acos(wt)
= a,sin(wt)

To réwnanie moze by¢ spetnione tylko wtedy, gdy wspotczynnik przy funkcji
cos(ax) jest rowny zeru a wspotczynnik przy funkcji sin(at) jest rowny ao.

2 2 w .
|(@§ — w)cos(9) ~—sin() |4 = & 5.92
w
(03 — w?)cos() + —sin(p) = 0 5.9b
Z warunku (5.9b) mamy
w/T
———— = tan(¢) 5.10

Z warunku (5.9a) mamy

a
A 0

= A1
(02 — w?)cos(¢) — Lsin(p) °

Ze wzorow (5.9) mozemy wyznaczy¢ wzory na sin(¢) i Cos(¢)
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w3 — w?
cos(p) =
Joi e+ (2)
sin() = — W/t
\/(wg — w22+ (2) 5.12h

W?zor (5.11) na amplitude A przyjmuje postaé

A= %o
_\/ 2 _ 232 4 (L) 5.13

Majac wzory (5.10) i (5.13), rozwigzanie (5.5) rOwnania ruchu oscylatora
z harmoniczng sita wymuszajaca (5.4) moge zapisa¢ w postaci

2 [

w/T
x(t) = 2sin wt + arctan <—m>
2 _ . 2y2 4 (© \ 0o 5.14
J@i -2 4(2)

Mozemy teraz przystapi¢ do analizy otrzymanego rozwigzania. Zaczng od
interpretacji czynnika fazowego ¢. Wyznacza on przesuni¢cie w fazie migdzy
maksymalnym przemieszczeniem a maksymalng sitg. Dla sity wymuszajacej (5.1)
przesunigcie poczatkowe ¢y przyjeliSmy za rowne zeru

F = Fysin (a)t + ((pp = 0))

W rozwigzaniu (5.5) uwzglednitem fakt, Ze maksimum sity wymuszajacej moze
przypada¢ w innym momencie czasu niz maksymalne wychylenia uktadu
drgajacego; W rozwigzaniu pojawito si¢ dodatkowe przesuni¢cie fazy ¢. Oznacza
to, ze w przypadku oscylatora wymuszonego sila wymuszajagca nie musi
przybiera¢ maksymalnej wartosci przy maksymalnego wychylenia. Przyjrze sig
przypadkom szczegolnym.

%

5.15

Przypadek pierwszy
Zalézmy, ze sila wymuszajagca ma malg czestos¢ w porownaniu z czgstoscia
wilasng uktadu drgajacego w<<an. Wtedy wzor (5.10) przyjmie postac

)
T 5.16a
tan(¢) = —2;2 ~ 0
Wi —
Wartos$ci funkeji sinus i cosinus wynosza:
5.16b

sin(p) = Ooraz cos(p) =1= ¢ =0
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Czyli, dla czestosci sity wymuszajacej znacznie mniejszej od czestosci wlasnej
oscylatora sita i wychylenie sg zgodne w fazie. Wzor na amplitud¢ przyjmuje
postac

Fo

A=x—
X 5.17

Przypadek ten odpowiada tatusiowi, ktéry chce bardzo wolno husta¢ dziecko,
znaczenie wolniej niz wynosi cz¢sto$¢ wlasna hustawki. Aby to zrobi¢ tatu$ musi
chwyci¢ hustawke 1 caly czas ja prowadzi¢. W potozeniu najwigkszego
wychylenia wysilek tatusia jest najwigkszy, a W polozeniu rownowagi
najmniejszy — stad przesuni¢cie fazowe migdzy sitg 1 wychyleniem wynosi zero,
¢=0. Migdzy uktadem drgajacym, asila wymuszajacg drgania harmoniczne
(def. 1.3.) nie ma, wtym przypadku, harmonijnej wspotpracy. Przy wolnym
przemieszczaniu hustawki przyspieszenia z tym zwigzane sg mate, w efekcie sita
bezwtadnosci ma maty wplyw na dynamike uktadu drgajacego. Dominuje sita
wymuszajaca drgania wahadta swobodnego, co ma swoje odzwierciedlenie we
wzorze (5.17). Amplituda drgan, azatem energia zgromadzona w uktadzie
drgajacym, w zaniedbywalnym stopniu zalezy od masy (masa to bezwladnosc),
silnie natomiast zalezy od wspoétczynnika K.

Przypadek drugi
Zatozmy, ze sita wymuszajaca ma duzg czestos¢ w pordwnaniu z czegstoscia
wlasng uktadu drgajacego @>>an. Wtedy mamy wyrazenie

)

5.18a
tan(<p) = —m ~ —1
0

Jednoczes$nie

COS((p) = 0; Sln((p) =0 oraz Q= -1 5.18b

W tym przypadku wychylenie op6znia si¢ w stosunku do sity o pét okresu. Mamy
ponadto
Qo Fo

A= w2 M w?
Na wartos$¢ amplitudy duzy wptyw ma masa uktadu, czyli jego bezwladnos¢. Tu
mamy do czynienia z tatusiem, ktory juz od ponad roku sumiennie ¢wiczy
W klubie mitosnikdéw wielkich migsni. Nie podoba mu sig, ze hustawka waha si¢
tak powoli. Chce aby jej czestos¢ byta znacznie wigksza od czestosci wiasne;.
Wyobraz go sobie. Hustawka wilasnie dochodzi do maksymalnego wychylenia
powiedzmy do przodu. Ale tatu§ uwaza, ze juz dawno powinna wraca¢ do
potozenia rownowagi. Wigc ciggnie jg energicznie w przeciwng stron¢ — Stad to
duze przesuniecie fazy miedzy silg a wychyleniem. Gwattowne zmiany predkosci,
jakie maja miejsce przy szybkich wahaniach oznaczaja duze przyspieszenia.
Dlatego tak bardzo odczuwalny jest opdr materii na przyspieszenie, czyli jej

5.19
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bezwladnos¢. Widac to we wzorze (5.19), gdzie masa uktadu jest w mianowniku,
a stata sprezystosci moze by¢ pominieta.

Przypadek trzeci
Niech teraz w~an. W tym przypadku

wi — w?
cos(p) = 2 ~ 0 5.20a

Y -+ ()
_a)/T
©f ~ w22+ (3)

Oznacza, to ze @~-n/2. Maksimum sity wyprzedza maksimum wychylenia o 90°.
Amplituda przyjmuje warto$¢

Qo apT
A= ~ 5.21

Jawg-wrr (@) °

Przypominam, ze opory ruchu malejg dla >0, a co za tym idzie amplituda
roénie, 1 t0 do nieskonczono$ci. Gdy w~apy mdéwimy, ze wystepuje zjawisko
rezonansu, ktére jak juz wspominatem, ma ogromne znaczenie w technice
I nauce. Teraz tatus to inteligent. Obce jest mu uzywanie brutalne;j sity. On woli
kompromis 1 dzialanie inteligentne. Dogaduje si¢ wiec z hustawka w sprawie
czestosci drgan. Dzigki temu moze spokojnie pompowac energi¢ do hustawki. W
momencie gdy hustawka dojdzie do maksymalnego wychylenia on zaczyna ja
pcha¢ w kierunku zgodnym z ruchem powrotnym. Stad przesunigcie sity
wzgledem potozenia 0 czwartg czg$¢ okresu. Dalszg histori¢ juz znasz. Tatusia
blokuje tylko tarcie. Kiedy energia wpompowana przy pojedynczym pchnigciu
jest rowna energii rozproszone przez tarcie w czasie jednego okresu hustawka nie
zwigksza swojej amplitudy.

5.20b

Q
I
—_

sin(e) =

Uwaga 5.1

Przyktady z tatusiem nie do Rorica odpowiadajq obliczonemu przykfadowi z harmoniczng
sitq wymuszajgcq. Po prostu tatus takgq sitq dziataé nie potrafi i co wazne nie musi (jest
generatorem impulsowym). Nie mniej jaRoSciowo wnioski w przypadku tatusia i
harmonicznej sifty wymuszajqcej sq podobne w swym charakterze.

Dlaczego miedzy sitg a wychyleniem jest przesuniecie w fazie o -7/2?
Rezonans oznacza maksymalnie efektywne pompowanie energii do uktadu
drgajacego, amoc jest iloczynem silty 1 predkosci W=F-v. Predkos¢ jest
maksymalna w potozeniu réwnowagi 1 tam warto dziata¢ najwieksza sitg, bo
wtedy moc wpompowana w uktad jest najwigksza. Gdyby najwigksza sita dziata
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przy najwigkszym wychyleniu, gdy predkosci spada do zera, to wtedy moc
przekazywana do uktadu drgajacego bytaby rowna zeru.

Zjawisko rezonansu stowarzyszone jest z efektem pompowania energii do
uktadu drgajacego. Amplituda dana wzorem (5.21) jest maksymalng warto$cig
amplitudy, dla danego uktadu drgajacego. Jest to wartosci amplitudy w momencie
kiedy energia pompowana przez zrodlo jest rOwna energii rozpraszanej przez
uktad drgajacy. Teoretycznie rzecz biorac, kiedy nie ma sit tarcia amplituda drgan
ro$nie z kazdym kolejnym okresem w nieskonczono$¢. Uktad nigdy nie osiaga
stanu rOwnowagi. W praktyce nie jest mozliwa budowa takiego uktadu. W
rzeczywistych uktadach zawsze mamy do czynienia ze stratami energii. A jezeli
uda nam si¢ mocno zredukowac te straty to trafimy na inny problem. Konstrukcja
uktadu moze nie wytrzymac rosnacej z kazdym okresem energii zmagazynowanej
w uktadzie — w efekcie uktad drgajacy moze ulec zniszczeniu.

5.1. Moc pochlonigta &

Zajme si¢ energig pochtaniang przez uktad drgajacy w czasie jednego cyklu
drgan. Podobnie jak w przypadku drgan thtumionych, w pierwszym kroku policze
moc chwilowa, tyle ze teraz bedzie to moc chwilowa generowana przez site
wymuszajaca. Energi¢ pochtaniang wyznacze dla stanu ustalonego oscylatora, to
znaczy stanu, w ktorym ilo$¢ wpompowane] energii jest rowna ilosci
rozproszonej energii przez tarcie. Oznacza to, ze moge ograniczy¢ sie do liczenia
mocy rozpraszanej na jeden cykl. Moc chwilowa jest réwna sile przemnozone;j
przez predkos¢ ciata drgajacego (4.1.1). Predkosc¢ ciata drgajacego obliczamy ze
wzoru (5.14)

x(t) =

Apw

Joug—007+(3)

Podstawiajac to wyrazenie, oraz wyrazenie na sitg (5.1) do wzoru (4.1.1)
otrzymujemy

= cos(wt + ¢) 5.1.1

Pep = =sin(wt)cos(wt + ) 5.1.2

g =07+ ()

Zeby obliczyé wartoéé pochlonietej energii musimy moc chwilowa pomnozyé
przez czas, w ktérym ta moc jest absorbowana. To proste - prawda? Moc daje
nam pojecie o predkosci przeptywu energii. Jak mamy predkos¢ i czas i chcemy
obliczy¢ droge (czyli cato$¢ przetransportowanej energii) to mnozymy tg
predkos¢ przez ten czas. Tyle tylko, ze w naszym przypadku predkos¢ nie jest
jednostajna. Wiec obliczenia wymagajg catkowania. Nas jednak interesuje
energia pochlonigta w czasie jednego okresu. Wiec wprowadze pojecie Sredniej
mocy absorbowanej w czasie jednego okresu ($rednig moca postugiwatem si¢
rowniez w przypadku drgan ttumionych). Jak wszystkie $rednie, $rednia moc
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absorbowana w czasie jednego okresu jest to taka moc, ktéra pomnozona przez
czas jednego okresu jest rowna energii zaabsorbowanej w czasie jednego okresu.
Rachunki prowadzimy podobnie jak w przypadku drgan ttumionych. Gdy
juz przez nie przejdziemy otrzymamy nastepujacy wynik
(1)2
Py = = Ma? T
T L (WY 5.1.3
(wf — w?)? + (?)

Jest to jeden z wazniejszych wzordéw teorii drgan. Przypomng jeszcze raz co ten
wzOr oznacza. Jest to srednia moc absorbowana przez uktad drgajacy, pobudzany
harmonicznie, w czasie jednego okresu (w stanie ustalonym). Przy rezonansie
(an=w) $rednia moc absorbowana wynosi

1
&=§Mﬁr 5.1.4

Wazne jest réwniez aby pamigtaé, ze otrzymany wzOr jest poprawny
w przypadku, gdy tlumienie jest stabe (warunek 4.1). Nie zawsze jest to
prawdziwe. Przy odpowiednio duzych predkosciach drgajacego ciata opory ruchu
rosng szybciej niz wynika to ze wzoru (4.1). Musimy wtedy okresli¢c wzor na
opory ruchu na nowo i rozwigzaé nowg posta¢ réwnania (5.1.4).

Mogltbym teraz wykresli¢c warto§¢ mocy Pt jako funkcje czestosci w.
Jednak zwykle robi to si¢ inaczej — wykresla si¢ warto$¢ mocy Pt w zalezno$ci
od kata przesunigcia fazowego ¢. Nie jest to trudne, gdyz czestos¢ 1 przesunigcie
fazowe zwigzane sg zaleznoscig (patrz wzory (5.12)).
sin(p) w/t 1
cos(p)  wi—w? ctg(p)
Korzystajac z powyzszego wyrazenia wzor (5.1.3) na srednig moc absorbowang
w czasie jednego okresu mozemy zapisaé w postaci

Py = . Maj ¢ 5.1.6
T2 a01+ctg2(<p) o
Dobrym obyczajem przy rysowaniu wykresow tego typu zaleznosci jest ich
normowanie. Do tego celu stuzy stata C. Ma ona takg warto$¢, by najwicksza
warto$¢ Pt wynosita jeden. Dlaczego tak? Bo interesuje nas przebieg krzywej
rezonansowej, a nie jej konkretna wartosci dla danego kata ¢. A gdy bedziemy
potrzebowali konkretnej warto$ci to unormowang funkcje wystarczy przemnozy¢
przez najwicksza warto$¢ funkcji nienormowanej, czyli podzieli¢ przez statg C.
Rysunek (5.1.1) pokazuje przebieg unormowanej funkcji danej wzorem (5.1.6).

tan(p) = 5.1.5
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Pr

Rysunek 5.1.1. Unormowana
krzywa absorpcji energii Pr na
jeden okres w ruchu
harmonicznym vA
wymuszeniem harmonicznym
(5.4). Zotty obszar odpowiada
warto$ciom kata ¢ dla ktorego
poziom absorpcji energii jest
nie nizszy niz 1/e wartosci
® maksymalne;j.

.

4
Kat przesunigcia fazowego ¢ zalezy od czgstosci wsity wymuszajacej (5.1.5). Dla
czestosci rezonansowej, gdy =712 absorbowana moc jest najwigksza, czego
nalezalo si¢ spodziewac. Dla wartoéci ¢ odchodzacych od 772 moc absorbowana
maleje, chociaz dziatajaca sita wymuszajaca jest taka sama. Jednak im bardziej ¢
oddali si¢ od 772 tym w mniejszym stopniu czesto$¢ sily wymuszajacej
dopasowana jest do cze¢stosci wlasnej uktadu drgajacego. W takiej sytuacji uktad
zachowuje si¢ tak jak hustawka napedzana re¢ka rozkojarzonego tatusia. Czasem
pchnigcie tatusia dodaje hustawki energii, a czasem tg energi¢ obniza. Dla ¢=-7
lub =0 $rednia energia absorbowana jest rowna zeru.

Zapytajmy teraz dla jakich warto$Ci @ w poréwnaniu z czgstoscig ay Moc
absorbowana spada do potowy swojej najwickszej warto$ci? Najwigksza warto$¢
moc absorbowana przyjmuje przy rezonansie. Bierzemy zatem potowe warto$ci
mocy absorbowanej dla rezonansu (5.1.4) i przyréwnujemy ja do wzoru na moc
absorbowang (5.1.3). W ten sposéb mamy réwnanie

2
1 1 w
gMaoT =5 Mg [ 0\2 5.1.7
(@~ 02 +(T) -
Stad mamy
w
== wi — w? = (wg — w) (W + W) = 2wyAw 5.1.8

Aw

Przyblizenie an~w bierze si¢ stad, ze w praktyce, przy zachowaniu warunku
stabego ttumienia krzywa rezonansowa jest w swej gornej potowce waska. Zatem
od an do czgstosci dla ktorej krzywa spada do potowy jest ,,niedaleko”. Zauwaz,
ze Aw jest potowa przedziatu czestosci od wartosci rezonansowej do czestosci,

dla ktorej moc absorbowana spada do potowy. Ze wzoru (5.1.8) mamy

w = 2wuTAw = 2QAw 5.1.9

W powyzszym wzorze skorzystatem ze wzoru (4.1.23) na dobro¢ Q uktadu
drgajacego (przy stabym tlumieniu). Mozemy teraz wyrazi¢ szeroko$¢
potowkowa przez dobro¢ uktadu drgajacego
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w
Aw = — 5.1.11
2Q

W praktyce czesto probujemy dostroi¢ sit¢ wymuszajaca do czgstosci
rezonansowej uktadu, gdyz pozwala nam to efektywnie pompowa¢ do uktadu
energie. Nie zawsze udaje si¢ wstrzeli¢ idealnie w czesto$¢ rezonansowg. Dobrod
uktadu drgajacego daje nam pojecie o szerokosci krzywej rezonansowe;.
Generalnie wyzsza dobro¢ uktadu zmniejsza szerokos$¢ krzywej ale zwigksza moc
absorbowang przy rezonansie.

Skutki rezonansu mogg by¢ zarOwno pozytywne jak i negatywne. Skutki
negatywne zwykle oznaczaja wpompowanie niebezpiecznie duzej energii do
jakiegos istotnego uktadu. Szczegolnie jest to odczuwalne tam, gdzie wystepuja
duze obcigzenia. Na przyktad silnik samolotu swa cykliczng praca dziata jak
cykliczna sita wymuszajaca drgania. Jezeli czgsto$¢ drgan wymuszanych jest
bliska czestosci drgan wlasnych innych podzespoléw samolotu, a thumienie tych
drgan jest mate lot moze zakonczy¢ si¢ tragicznie. Pozytywnie wykorzystujemy
rezonans w telekomunikacji. Dostrojenie obwodu odbiornika do czgstosci
nadajnika powoduje, ze mozemy odbiera¢ wybrang stacj¢ radiowg bez zaklocen
ze strony stacji pracujacych na innej czg¢stosci. O rezonansie byto przy omawianiu
zjawiska Mdosbauera (8TIV 6). Rysunki (TIV 6.4 16.9) pokazujg w jakim zakresie
czestosci nastgpuje efektywne pompowanie energii przez foton do jadra
atomowego. Ksztalt tych krzywych jest taki sam jak krzywej (5.1.1). Nic w tym
dziwnego sa to przeciez krzywe rezonansowe.

Zjawisko rezonansu nie ogranicza si¢ tylko do drgan harmonicznych
I harmonicznych sit wymuszajacych. Tatus hustajacy dziecko jest przyktadem
impulsowej sily wymuszajacej. Przyktadem nieharmonicznego uktadu
drgajacego sg mosty. W 1826 roku oddano do uzytku most Broughton nad rzeka
Irwell w Anglii. W 1831 roku na most wkroczyt oddzial 72 Zotnierzy. Zotierze,
jako to maja w zwyczaju, maszerowali zgodnym rytmem, rozhustujagc swoimi
miarowymi krokami konstrukcje mostu. Stowem wstrzelili si¢ w czgstotliwos¢
rezonansowg mostu. W efekcie most si¢ rozhustat i zawalit. Cze$¢ zohierzy
odniosta obrazenia ale nikt nie zgingt. W 1940 roku pod wptywem silnych
podmuchow wiatrow rozhustat si¢ a nastgpnie zawalil most na rzece Tacoma
w USA (rys. 5.2). Most hustat si¢ w ztozony sposob 1 jego ruch nie dat si¢ opisac
prostym rownaniem z jedng funkcja harmoniczng. Wiemy jednak, ze zarowno
ruch mostu jak 1 dzialanie sity wymuszajgcej mozna opisa¢ za pomocg analizy
fourierowskiej poprzez rozktad na funkcje harmoniczne. Jezeli czgstosci
wystepujace w rozktadzie fourierowskim funkcji wymuszajacej i w uktadzie
drgan wlasnych mostu pasuja do siebie, a sity thumienia sg mate, w zakresie tych
czestosci nastgpuje pompowanie energii do konstrukcji mostu. Kazdy projektant
mostéw i innych budowli Iub urzadzen musi by¢ na takie problemy wyczulony.
Nie zawsze si¢ to udaje. Otwarta w czerwcu 2000 roku w Londynie ktadka dla
pieszych zaczgta niebezpiecznie drga¢ pod wptywem ruchu ludzi (rys. 5.3). Aby
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unikng¢ nieszczescia, do czasu poprawienia konstrukcji ktadki, ograniczono
liczbe pieszych jaka mogta na niej przebywac.

A
7\

i

i

N
Seattle
?,

Kitsap b
Peningula \ ‘._";.\\\
/
DR
J‘
o 4‘/
Tacoma

Rysunek 5.2. Most w Tacoma zawalit sie na skutek drgan pobudzonych przez
silny wiatr w listopadzie 1940 roku; Zré6dto Wikipedia.

Rysunek 5.3. Millenium
Bridge w Londynie.
Otwarty 10 czerwca 2000,
zostal  zamkniety 12

E
vy ; f
I . )

czerweca. Duzy  ruch
pieszych (ok. 2000 oséb na
moscie) powodowat

wzbudzanie silnych drgan
konstrukcji mostu. Do
czasu modyfikacji
konstrukcji mostu (luty
2002) ruch pieszych byt na
moscie limitowany; Zrédto
Wikipedia.

5.2. Rezonans raz jeszcze %

Rezonans jest bardzo waznym zjawiskiem i nie mozemy si¢ z nim tak tatwo
rozsta¢. Przypomne inng posta¢ (1.15) rozwigzania rOwnania ruchu drgan
harmonicznych. W dalszej czg¢sci, dla uproszczenia zapisu, bede pomijat kreski
nad A i B. Przyjmujemy zatem, ze rozwiazanie rownania ruchu oscylatora
harmonicznego ma postac.

x(t) = A sin(wt) + B cos(wt)

Posta¢ rownania na site wymuszajagcg F (5.1), uogdlni¢ dodajac dowolne
przesunigcie fazowe. Dla urozmaicenia uzalezni¢ site wymuszajgca od funkcji
cosinus.

5.21
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F = Fycos(wt + 6,) 5.2.2

Roéwnanie ruchu przyjmie postaé

mi = —kx —mlx + Fycos(wt + &) 5.2.3

W porownaniu z oznaczeniami przyjetymi wczesniej (4.1) i (4.3) dokonalem
zamiany y—>1"

)14
y=m m 5.2.4a

Duze gamma to wspdiczynnik oporu na jednostke masy. Pozwoli mi to na
symetryczny zapis wyrazen zwigzanych z energig potencjalng i kinetyczna.
Zwigzek miedzy czasem relaksacji a wspotczynnikiem /'ma znang (4.5) postac

1 5.2.4b

T=F

rownanie (5.2.3) moge zapisa¢ w postaci
1
aycos(wt + 8,) = wix + ;x + i 5.2.4

Wstawiajac (5.2.1) do rownania ruchu (5.2.3) otrzymamy warunki na A i B. Ale
zanim dostaniemy te warunku musz¢ obliczy¢ pierwsza i drugg pochodng z x(t).

x(t) = Awcos(wt) — Bwsin(wt) 5.2.5a
%(t) = —Aw?sin(wt) — Bw?cos(wt) 5.2.5b
Dodatkowo lewa strong rownania (5.2.4) zapisz¢ w postaci
5.2.6

aycos(wt + 8y) = ay[cos(wt)cos(d,) — sin(wt)sin(d,)]

Powstawiam teraz (5.2.5) oraz (5.2.6) do (5.2.4) i otrzymam dtugie wyrazenie,
ktore napisz¢ tu od razu w formie uporzagdkowanej ze wzgledu na wyrazenia
stojace przy funkcjach sin(at) i cos((wt)

A
cos(wt) [aocos(do) — Bw} - —w + Bw?
B
+ sin(wt) [—aosin((SO) — Awi + —w + sz] =0 527
Rozumujac podobnie jak w przypadku rownania (5.8) stwierdzamy, ze rownanie
powyzsze moze by¢ spetlione tylko wtedy, gdy wspotczynniki przy funkcji

cos(ax) i sin(at) sg rowne zeru. Stad mamy dwa rownania

A
aycos(8y) + B(wg — w?) — —w = 0 5.2.8a

B
—aysin(8y) — A(w3 — w?) + —w= 0 5.2.8b
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Z rownan tych wyznacz¢ wspoOtczynniki A i B. Z pierwszego rownania mam

A= %[aocos((So) + B(w3 — w?)]

B = %[aosin(&,) + A(w§ — w?)]

Podstawiajac rownanie (5.2.8¢) do rownania (5.2.8b) mam

T T w
—a,sin(8y) — Z“OCOS(%)(&)% —w?) +B [5 (w2 — w?)? + ?]

=0
Stad moge wyliczy¢ wspotczynnik B

aosin(60)$ + aycos(8y) (w3 — w?)

= fg|

(wf o+ (2)

Podstawiajac rownanie (5.2.8d) do réwnania (5.2.8a) mam

LA 2 _ 2 Y2 _ 2y ¥
aocos(60)+waosm(6o)(wo W )+A[w(w0 w*) T]

=0
Stad moge wyliczy¢ wspotczynnik A

ao%cos(&,) + a,ysin(6y) (wi — w?)
= = Agp

)

Gdy do=0 rozwigzanie (5.2.9a-b) upraszcza si¢ do postaci

ao(wg - (Uz)

B = 5 wZEAel
_ 224 (@
(w§ a))+(T)
.
.
A= T =A
2 ab
2 _ 224 (@
(w§ a))+(T)

5.2.8C

5.2.8d

5.2.8¢e

5.2.9a

5.2.8f

5.2.9b

5.2.10a

5.2.10b

Chwile poczatkowa mozemy zawsze obra¢ tak, ze do=0, wigc ogranicze si¢ do

rozwigzan postaci (5.2.10).

We wzorach (5.2.9) i (5.2.10) wprowadzitem dwa nowe oznaczenia Aap
(amplituda absorpcyjna) i Ae (amplituda elastyczna). Korzystajac z tych oznaczen

rozwigzanie réwnania ruchu (5.2.4) moge zapisa¢ w postaci

x(t) = Agpsin(wt) + A, cos(wt)

Predko$¢ w tym ruchu wyraza si¢ wzorem

5211
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x(t) = Agpwcos(wt) — Agwsin(wt) 5.2.12

Nazwa amplituda absorpcyjna dla wyrazu (5.2.10b) bierze si¢ z faktu, Zze Srednia
moc absorbowana zalezy tylko od tegoz wyrazu. Usredniona po czasie energia
absorbowana przez wyraz Ae (5.2.10a) jest rowna zeru, czyli tyle ile energii
,,pochlonie” ta cze$¢ wyrazenia na drgania wymuszone w jednej czesci cyklu tyle
odda w jego drugiej czesci. Tak zachowuje si¢ ciato doskonale elastyczne (np.
doskonale elastyczna sprezyna) — stad nazwa tego wyrazu: ,,amplituda
elastyczna”. Uwaga: jest tak wtedy, kiedy harmoniczna sita wymuszajaca
zdefiniowna jest przez cosinus, przy takim dobraniu chwili poczatkowe;j, ze do=0;
ale to wilasnie zatozyliSmy. Aby zobaczy¢ to zerownie mocy pochtoni¢tej przez
czg$¢ z Aq, zaczniemy od wyrazenia na moc chwilowa uktadu

P(t) = F(O)x(t) = Fy(Agpwcos?(wt) — Agweos(wt)sin(wt)) 5.2.13

Moc $rednig absorbowang w czasie jednego okresu liczymy tak jak kazda $rednia,
to jest obliczamy sumg po przedziale (w naszym przypadku okresie) i dzielimy
przez dlugo$¢ przedziatu

t+T

F,
Pr = (P(t))r = TOJ (Agpwcos?(wt) — Ay wcos(wt)sin(wt))dt 5.2.14
t
Tego typu catki juz obliczatem (4.1.6). Przypomne, ze
t+T . t+T
j cos?(wt)dt = ET; j cos(wt)sin(wt)dt = 0 5.2.15
t t
Stad mamy
1
Pr=5twda 5.2.16

Co biorgc pod uwage (5.2.10b) ma takg samg postac jak wzor (5.1.3). Pokazatem,
ze $rednia moc absorbowana nie zalezy od amplitudy elastycznej. Wykonujac
podobne rachunki do powyzszych mozemy t0 rowniez pokaza¢ obliczajac
usredniong utrate energii kinetycznej na skutek tarcia

t+T

1

—— . . — . 2

P, = Tf ]Zl@x(t)dt MI(x2(t)); £ 917
t tarcia

1
= EMI"wZ(Aéb + Agz)

Korzystajac ze wzorow (5.2.10) mozna pokazac, ze wzor (5.2.17) przeksztatca si¢
w wzor (5.2.16). Jak nalezato si¢ spodziewac, poniewaz zajmujemy si¢ tu stanem
stacjonarnym uktadu drgajacego, Srednia moc absorbowana musi by¢ roéwna
sredniej mocy rozpraszanej na skutek sil oporu ruchu. Ponownie wykonujac
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podobne do powyzszych rachunki mozna pokaza¢, ze S$rednia energia
zmagazynowana w ukladzie drgajgcym rowna sumie Sredniej energii Kinetycznej
I potencjalnej wynosi.

1 1
Er = - M{X2(t))r + s Mwi(x*(t))r
2 2
1 5.2.18
= ZM(COZ + wd) (A%, + AZ)

Dla matych czestosci sity wymuszajacej o<<ayp, w wyrazeniu (5.2.18) dominuje
czynnik zwigzany z energig potencjalng. Wida¢ to ze wzoru (5.2.12) na predkosé,
ktora jest proporcjonalna do czestosci . W takim przypadku wychylenia sg
wzglednie duze a predkosci wzglednie mate (wigc na przyktad sprezyna si¢
mocno rozcigga, co daje duzg zmiang energii potencjalnej). Dla duzych czestosci
wymuszajacych @>>ap dominuje czynnik zwigzany z energig Kinetyczng. Przy
duzej czestosci w wychylenia wahadta sg wzglednie mate, a predkosci wzglednie
duze. W stanie rezonansu @=an usredniona energia kinetyczna jest rOwna
usrednionej energii potencjalnej. Przy rezonansie Srednia energia oscylatora
(5.2.18) jest rowna $redniej energii traconej na okres, ktora dana jest wzorem
(5.2.16).

Zwigzki migdzy amplitudg A (5.21) i amplitudami Aap (5.2.10D) i A
(5.2.10a) sa takiej samej postaci jak (1.18)

A= /Agb + A% 5.2.17a

Analogiczne wyrazenie do (1.19) mamy rowniez na zwigzek miedzy
przesunigciem fazowym ¢ (5.5) a amplitudami (5.2.10)

Agp 5.2.17b
¢ = arctan (A )

el
Pouczajacym jest rowniez obliczenie stosunek amplitudy elastycznej A do

amplitudy absorpcyjnej Aap.

Ao _ wp— o 5.2.18
Aab Yy w

Gdy jestesmy blisko rezonansu an = @ powyzsze wyrazenie jest duze, co
oznacza, ze dominuje amplituda absorpcyjna Ags. Dla rezonansu amplituda
elastyczna jest rowna zeru 1 nie wptywa na posta¢ drgan. Mozna powiedzie¢, ze
uktad drgajacy ,tapczywie” chtonie energi¢. Gdy mocno oddalimy si¢ od
rezonansu, powyzsze wyrazenie staje si¢ duze 1 mozemy poming¢ wyrazy stojace
przy amplitudzie absorpcyjnej Aap; z dala od rezonansu dominuje czynnik
zwigzany z amplitudg elastyczng. Uklad bawi si¢ w swoistego ping ponga.
Przejmuje energi¢ aby zaraz potem pozby¢ si¢ jej. Wszystkie te zalezno$ci
uwidaczniaja wykresy na rysunku (5.2.1 15.2.2).
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A
amplitude
10 F
Aab
Ael
098 1000 1003 0
-0.5r

Rysunek 5.2.1. Krzywe reprezentujgce amplitude elastyczng i absorpcyjna
jako funkcje czesto$ci wymuszajacej @ dla parametréw: ap=1000rad/s, =1s,
m=1kg, Fo=1000N. Wida¢, Zze w okolicy rezonansu amplituda absorpcyjna
osigga maksimum, a amplituda elastyczna ma warto$¢ zero.

A
amplitude

10F
A

1001

Rysunek 5.2.2. Krzywe reprezentujagce amplitude elastyczng i absorpcyjna
jako funkcje czesto$ci wymuszajacej @ dla parametréw jak na rysunku (5.2.1)
z wyjatkiem czasu relaksacji, ktory jest teraz dziesieciokrotnie dtuzszy: 7=10s,
Krzywe s3 znacznie wezsze (zwro¢ uwage na wezszy zakres czestoSci w i na
wyzszg warto$¢ energii w rezonansie). Poniewaz czas relaksacji jest diuzszy
energia wpompowana w uktad (w stanie stacjonarnym) jest wieksza. Mniejsze
ttumienie oznacza zatem wezsze okno rezonansowe i wieksza pochlonieta
energie.
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Oba omdwione przedstawienia zjawiska rezonansu opisujg doktadnie to
samo zjawisko. Roznig si¢ tym, ze uwypuklaja rézne jego aspekty. Oscylator
harmoniczny, na ktéry dziatajg harmoniczne sily wymuszajgcej pojawia si¢
w zaskakujagco wielu dzialach fizyki. Bedziemy wigc nieraz Kkorzystaé
Z przedstawionych tu faktow ubierajgc je w znaczenia zwigzane z konkretna
sytuacja fizyczng. To w sumie optymistyczne, ze stosunkowo prosty model
oscylatora harmonicznego pozwola na zgl¢bianie zaawansowanych tematow
fizyki wspotczesnej. Dlatego czas poswigcony na zrozumienia oscylatora nigdy
nie jest czasem straconym.

I cho¢ wydaje sig, ze wszystko co podstawowe 1 istotne o harmonicznych
drganiach wymuszonych zostato powiedziane to pozostala nam jeszcze analiza
doktadnego rozwigzania ruchu harmonicznego oscylatora wymuszonego.

5.3. Pelne rozwiazanie dla oscylatora wymuszonego &

Rozwigzanie (5.14) jest rozwigzaniem szczegdlnym rownania rézniczkowego
wymuszonego oscylatora. Aby uzyskaé pelne rozwigzanie musimy znalezé
rozwigzanie dopelniajace, czyli rozwigzanie rownania

0=mx+kx+yx 531

Ale jest to roOwnanie ruchu oscylatora harmonicznego z thumieniem (4.2.1).
Przeanalizuj¢ tu tlumienie podkrytyczne (rys. DF 2.3.1 i komentarz), wtedy
rozwigzanie rownania (5.3.1) ma posta¢ (DF 2.3.24). Rozwigzanie ogodlne
rownania ruchu dla oscylatora harmonicznego wymuszonego, jest zgodnie
z twierdzeniem (DF 2.2.1) sumg obu rozwigzania szczego6lnego i dopetniajacego.
Dla przypadku tlumienia podkrytycznego mam

x(t) = e "2 (Beos(@t) + Asin(@t))

4

+ 2sin(wt 5.3.2
2 _ 224 (@
J@i -7 +(2)

w/T
+ arctan -

Przez w, oznaczylem czgstos¢ drgan niewymuszonego, tlumionego oscylatora
harmonicznego, ktéra zwykle jest rozna od czestosci @ sily wymuszajace;j.
W celu wyznaczenia statych przyjme ogolng posta¢ warunkow poczatkowych

x(0) = x, 5.3.7a

£(0) = v, 5.3.7h

Dla t=0 (5.3.7) przechodzi w
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x(0) = x, = B + C sin(¢p) 538
Qo
C= = 5.3.8a
Jaui -0+ (2)
w/T
Q= arctan (— 2—/2) 538b
Predkos¢ wyraza si¢ wzorem
1 _ _
x(0) =vy = _Z_TB + WA + Cw cos(p) 5.3.9
Do rozwigzania mamy uktad réwnan (5.3.8) 1 (5.3.9). Ukltad ten ma rozwigzanie
_ 1
A= —5=s (2 C 1w cos(p) + C sin(p) —xg — 2v4T) 5.3.10a
5.3.10b

B = xq — C sin(¢)
Podstawiajac (5.3.10) do (5.3.7) i porzadkujac wyrazy mamy

x(t) =p1 +p2 +ps3 >3.11
ot _ Vo X0\ . ._ 5.3.11a
p,=e 2t [xocos(wt) + (5 + ﬁ) sm(a)t)]
_t |1 1 . L
p, = Ce 2t :(oocos(<p) + —sm(<p)> sin(wt)
@ 2T 5.3.11b
+ sin(<p)cos(6t)]
5.3.11c

ps; = C sin(wt + @)
Jak wida¢ ogolne rozwigzanie jest bardziej ztozone od tego, ktdre analizowaliSmy
wyzej. Ogolne rozwigzanie sktada si¢ z trzech cztonow, z ktérych ostatni ps
odpowiada rozwigzaniu (5.14). Zauwaz jednak, ze czlony p; i p, mnozone sg
przez czynnik ekspotencjalny, ktory wraz z czasem robi si¢ coraz mniejszy.
Mozemy wiec powiedziec, ze po odpowiednio dlugim czasem rozwigzanie ogolne
(5.11) przechodzi w rozwigzanie szczegdlne (5.14)

. 3.12
lim(py +p +p3) = ps >3

Czas, po ktorym dwa pierwsze cztony p1i p2 sg zaniedbywalnie mate zalezy od
wartosci sity thumienia.

Pierwszy skladnik p; ma posta¢ rozwigzania rownania ruchu (1.15)
opisujgcego drgania oscylatora harmonicznego z czesto$cig @, Ktora jest
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czgstoscig analizowanego oscylatora (5.3.5) ale bez sity wymuszajacej. Wartos$ci
stalych przy funkcjach cosinus 1 sinus zalezg od warunkéw poczatkowych. Ze
wzgledu na czynnik ekspotencjalny drgania te zanikajg w czasie. Drugi sktadnik
ma réwniez postac¢ (1.15), dla tej samej czestosci co pierwszy sktadnik, teraz
jednak parametry tych drgan zalezne sg od sily wymuszajacej, nie zaleza
natomiast od warunkow poczatkowych. Gdy mamy do czynienia z przypadkiem
stabego ttumienia to zgodnie z (4.2.1) mamy @ = w,.

Przyjrzyjmy si¢ przypadkowi slabego tlumienia gdy czestos¢ sily
wymuszajgcej jest bliska czestosci drgan wlasnych w~an. Mamy wtedy zlozenie
drgan harmonicznych zachodzacych z czestoscig ap opisanych przez sktadniki p;
I p2, oraz drgan zachodzacych z czestoscia @ sity wymuszajacej (5.3.11c).
Poniewaz obie czestosci sg sobie bliskie mozemy si¢ spodziewaé zjawiska
dudnien (82.1). Przypuszczenie to potwierdzaja rysunek (5.3.1-4)

A

X[m]

0.01 n h

t[s]

50.53

Rysunek 5.3.1. Wykres czeSci pi+pz dla parametrow: Fo=10N, =12s,
=244.95rad/s, w=247.4rad/s, ¢p=-3.12 rad (obliczone ze wzoru 5.12), xo=0m,
vo=24.5m/s (vo=A v, dla t=0 przyjatem A=0.1 ). Czas zmienia sie w zakresie od
50 do 50.5 sekund. JestesSmy jeszcze daleko od warunku rezonansu, dla ktérego
kat przesuniecia fazowego ¢ jest bliski -m/2 (5.20). W 50 sekundzie ruchu
amplituda jest dziesie¢ razy mniejsza niz na poczatku (A=0.1), co jest efektem
ttumienia.
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Rysunek 5.3.2. Wykres czeSci pi+p2z+p3 dla parametréw takich jak na rysunku
(5.3.1). Wykres przypomina wykres dudnien (rys. 2.1.3), z t3 rdznica, zZe
w czasie spada amplituda drgan. Przedziat czasowy rysunku to dwadzie$cia
jeden sekund - od 50 do 70s ruchu. Dzieki temu dobrze wida¢ obwiednie drgan.
Nie wida¢ natomiast pojedynczych oscylacji, ktére sg zbyt geste jak na
rozdzielczo$¢ rysunku.

0.01

t[s]

53.2

Rysunek 5.3.3. Wykres czeSci pi+pz+p3 dla parametrow: Fo=10N, 7=12s,
a=244.95rad/s, w=257.4rad/s, ¢=-3.13 rad (obliczone ze wzoru 5.3), xo=0m,
vo=24.5m/s (vo=Awv, dla t=0 przyjatem A=0,1 ). W stosunku do rysunku
(5.3.115.3.2) zwiekszyta sie roznica miedzy czestoScig dran wtasnych aw i sity
wymuszajacej . W efekcie wzrosta czesto$¢ dudnien, z drugiej strony
modulacja dudnien stata sie ptytsza. Przedziat czasu tego rysunku od 50 do 53
sekundy ruchu jest znacznie krétszy niz dla rysunku (5.3.2).
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x[m] x[m]

0.008 0.008

t[s] t[s]

115.3 215.3

Rysunek 5.3.4. Wykres czeSci pi+p2z+p3 dla parametréw takich jak na rysunku
(5.3.1). Przedziat czasowy rysunku z lewej wynosi od 110 do 115s. Zmalata
amplituda (efekt ttumienia) drgan jak rowniez gteboko$¢ modulacji dudnien
(efekt zanikania cze$ci p1+p2). Przedziat czasowy rysunku z prawej wynosi od
210 do 215s. Praktycznie nie wida¢ dudnien. Cze$¢ p:+p2 ma zaniedbywalnie
mate wartosci, a amplituda drgan przestata praktycznie spada¢. Mozemy uznac,
ze drgania weszly w stan stacjonarny. Stan stacjonarny oznacza, ze drgania
opisane sg tylko cztonem ps.

Przypominam, ze analizowatem ogo6lne rozwigzanie dla harmonicznego
oscylatora wymuszonego przy tlumieniu podkrytycznym. Dla tlumienia
krytycznego i nadkrytycznego rozwigzania 0golne otrzymujemy podobnie. Nie sg
one takie same jak rozwigzanie dla przypadku podkrytycznego. Jednak wyraz ps
dalej jest obecny i z biegiem czasu staje si¢ dominujacy, gdyz pozostate wyrazy
silnie zanikaja w czasie.

W standardowym wykladzie nie omawia si¢ wylozonych tu kwestii.
W praktyce zwykle interesujg nas stany stacjonarne, to jest takie, ktore uktad
osiaga po odpowiednim dhugim czasie od wiaczenia. Zle si¢ dzieje wtedy, kiedy
zapominamy, zZe rozwigzanie stanu stacjonarnego nie jest rozwigzaniem ogolnym.
Mam nadzieje, ze bedziesz o tym teraz pamigtal, tym bardziej, ze tego typu
niebezpieczenstwa pojawiaja si¢ w roznych dziatach fizyki, a czasem nie mozna
zaniedbac¢ efektow zwigzanych z dochodzeniem do stanu stacjonarnego.

5.4. Drgania — inne przedstawienie &

Rozwigzywanie réwnan rézniczkowych jest trudng sztuka. Dlatego opracowane
zostaly rézne metody przedstawienia samych rozwigzan. Czasem takie inne
przedstawienie rozwigzania daje nam wystarczajaco duzo informacji o badanym
uktadzie fizycznym, kosztem mniejszego wysitku obliczeniowego. Bywa
rowniez, ze owe Iinne metody dajg glebszy wglad w fizyke uktadu. Pokaze
przyktad takich innych rozwigzan dla réwnania ruchu oscylatora harmonicznego.

Rysunek (DF 1.2.2b) przedstawia rozwigzanie rownania rézniczkowego
w postaci pola wektorowego. Poszerzymy zakres zastosowan tej techniki. Niech
bedzie dane rownanie rozniczkowe
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% = £(x(0)) 54.1
Definicja 5.4.1: Réwnanie autonomiczne

Réwnanie postaci (5.4.1), w Rtérej prawa strona nie zaleZy jawnie od czasu
nazywamy rownaniem autonomiczmym.

Sformutowanie, ,,f nie zalezy jawnie od czasu”, oznacza, ze zalezno$¢ od czasu
musi by¢ ukryte pod inng zmienng, od ktorej zalezy f. W (5.4.1) takg ,.kryjacg”
zaleznos$¢ od czasu zmienng jest X. Okazuje si¢, ze kazde rdéwnanie postaci

% = £t %) 5.4.2

Mozna sprowadzi¢ do rownania autonomicznego. Przyjmijmy, ze

x' = [ﬂ, f' = [ﬂ, orazs =t 54.3

Tu s jest nowa zmienng niezalezng, ktorej zadaniem jest krycie zaleznosci od
zmiennej t. Wtedy rownanie (5.4.2) przejdzie w

& = £ 5.4.4

Przy czym rozniczkujemy wzgledem nowej zmiennej S. Wida¢, ze (5.4.4) nie
zalezy jawnie od t, jest wigc rownaniem autonomicznym.

Powr6ce do roOwnania oscylatora harmonicznego dla przypadku wahadta
matematycznego (1.9.b). Zapisze go w postaci

o = —kg 545

W= 5.4.5b
Gdzie wjest predkoscig katows.

Uwaga: 5.4.1:

No i mamy miszmasz w oznaczeniach. Zwykle przez @ oznaczatem czestos¢ wahadta
wyrazonq w radianach. Ale rownie ,zwykle” przez @ oznaczatem predRosé kgtowq
rozumiang jako zmiana wspéfrzednej Rgtowej punktu w czasie (JTV 3.1). Teraz rozumiem
@ na to drugie zwyRle, czyli jako predRosé kgtowq Rulki wahadta.

Otrzymali$my uktad réwnan autonomicznych. Rownanie (5.4.5) przedstawia
przyrost wspotrzednej ¢, arownanie (5.4.5b) przyrost wspotrzednej . Oba
przyrosty s3 po prostu wspotrzednymi wektora stycznego do trajektorii wahadta
wykreslonej we wspotrzednych {@,w}. Mieszane wspotrzedne potozenia
| predkosci definiowaly nam przestrzen fazows (8TV 1.3). Zatem rozwigzanie
tego uktadu réwnan rézniczkowych przedstawie w przestrzeni fazowej {p, w}, w
postaci pola wektorowego (rys. 5.4.1)
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Rysunek 5.4.1. Zgodnie
z (5.4.5) pole wektorowe
wyrysowane w przestrzeni
fazowej {p ~® ma
wspoétrzedne {w, - ko}.
Widag, ze linie pola tworza
wspotsrodkowe okregi.

\

Rysunek (5.4.1) przedstawia rozwigzanie uktadu rownan (5.4.5). Wiemy,
ze dla wahadla matematycznego jest ono spetnione tylko dla matych wychylen ¢.
To oznacza, ze dla duzych wartosci kata ¢ podane rozwigzanie nie opisuje
dynamiki uktadu. Pelne rownanie wahadta matematycznego ma postac (1.2.2), co
mozemy zapisac jako

b = —ksin(e) 5.4.6
W przestrzeni fazowej otrzymamy uktad dwoch rownan autonomicznych

6 = —ksin(e) 5.4.6a

©=¢ 5.4.6b

Odpowiedni wykres pokazuje rysunek (5.4.2). Zamknigte trajektorie, zblizone
ksztattem do okrggu odpowiadajg swym charakterem wykresowi (3.4.1). Im dale;j
od centrum tego obszaru tym bardziej wydluzone sg odnosne zamknigte
trajektorie. Gdy zblizamy si¢ do obszaru oznaczonego roézowym dyskiem,
dhugosci wektorow spadajg do zera.

Aby fizycznie zintepretowac ten wykres musimy pomysle¢ o wahadle
w postaci kulki na cienkim precie (rys. 3.4.4a). Przy wychyleniu o kat 7z (wahadto
jest do gérny nogami) jego predkosc jest najmniejsza. Mozemy sobie rowniez
wyobrazi¢, ze wahadto ma dokladnie tyle energii, aby wspia¢ si¢ do potozenia
,do gory nogami” 1 ani odrobiny wigcej. W takiej sytuacji wahadlo zatrzyma si¢
w polozeniu ,,do gory nogami” (jego predkos¢ spadnie do zera). Ten stan wahadta
»lezy” pod rézowym dyskiem. Bedzie to oczywiscie stan rownowagi chwiejnej
(rys. TII1 5.1.1), tak ze najdrobniejszy impuls z zewnatrz spowoduje, ze wahadto
spadnie na jedng lub na drugg strong. Ilustruje to dolna czgsci rysunku (3.4.2b).
Predkosci w sagsiedztwie najwyzszego polozenia kulki sg mate, stad koniecznos¢
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powigkszenia tej czesci rysunku. Widac, ze po przejsciu rozowego dysku wektory
zmieniajg zwrot. By to mogto nastgpi¢ na szczycie predko$¢ musi spas¢ do zera.

a s ' ' ' ' ' 3 b osF

04r

02F

=021

-04t

~
O
PR

Rysunek 5.4.2. Pole wektoréw stycznych i wybrane trajektorie wahadia
opisanego rownaniem ruchu (5.4.6) we wspotrzednych {@, w}. a) Obraz ogolny
- wida¢, ze trajektorie wahadta tworza dwie rodziny krzywych - krzywe
zamkniete oraz otwarte. Po obu stronach obszaru krzywych zamknietych
znajdujg sie punkty, w ktérych pole wektorowe zanika; b) powiekszony obszar
zanikania pola wektorowego. Na rysunku (a) obszar zrysunku (b) lezy
wewnatrz zielonego prostokata. Rysunek ponizej pokazuje orientacje
wektoréw pod réozowym kotkiem.

Krzywe otwarte wcale otwarte nie sg. Warto$¢ ¢ zmienia si¢ od -zdo 7z To
znaczy, ze kulka wahadta, poruszajac si¢ po jednej z otwartych trajektorii, po
doj$ciu do krawedzi wykresu przeskakuje na drugg strone kartki. Wiemy juz, ze
takie skoki maja miejsce, gdy ruchy cykliczne chcemy przedstawi¢ na
ptaszczyznie euklidesowej (8TV 4). Jest na to lekarstwo. Wystarczy sklei¢ obie
krawedzie wykresu (5.4.2a) w walec (rys. 5.4.3). Przy interpretacji rysunku
(5.4.3) nalezy pami¢taé, ze trajektorie czerwona i fioletowa nie biegng wokot
walca.

Mozemy rowniez skorzystaé¢ z ustug wspotrzednych (¢, v). Dla wykreSlenia
wykresu fazowego w tych wspotrzednych odwotam si¢ do zasady zachowania
energii. Wahadlo sktada si¢ z lekkiego sztywnego preta z masywng aczkolwiek
niezbyt duza kulka na koncu preta (rys. 5.4.4a). W dalszej analizie zaniedbamy
mas¢ preta. W oznaczeniach z rysunku (5.4.4a) wysokos¢ na jaka wznosi si¢ kulka
przy kacie wychylenia ¢, wyraza si¢ wzorem
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h = (L — Lcos(¢)) c 47

Rysunek 5.4.3. Po sklejeniu rysunku (5.4.2.a)
otrzymamy  ciggle  trajektorie punktu.
Trajektorie zamkniete na rysunku (5.4.2a) nie
obejmujg pelnego kata na walcu (linia fioletowa
i czerwona). Wykres rysowany jest
z pojedynczych punktéw iwida¢, ze dla
maksymalnego kata wychylenia, gdzie wahadto
zwalnia gesto$¢ punktéw maleje. Zielona
trajektoria pokazuje przypadek z dziébkiem.
Dzidbek (oznaczony szarym punktem) oznacza
przeciecie sie trajektorii. W tym przypadku, dla
kata Q=T, wahadto  zatrzymuje  sie
w najwyzszym punkcie trajektorii. Przeciecie
oznacza, ze wtym punkcie, whadato moze
réwnie tatwo zacza¢ spadaé¢ na lewa jak ina
prawa strone. Otwarte trajektorie zrysunku
(5.4.2) zamykajq sie w linie otaczajace walec. Dla
dodatnich warto$ci @ wahadto obraca sie
przeciwnie do ruchu wskazéwek zegara, a dla
ujemnych warto$ci ®, zgodnie z kierunkiem
ruchu wskazowek zegara.

Energia calkowita wahadla jest stala 1 rowna sumie energii kinetycznej

I potencjalnej
1
E. = Emv2 + (L — Lecos(¢) )mg 5.4.8

Stad mozemy wyliczy¢ wartos¢ predkosci

2E. — 2L(1 — cos(cp))mg 54.9
m

v =

Gdy energia wahadla jest taka, ze na samej gorze (dla p=rx) zatrzymuje si¢ to
E. = 2mgl 5.4.10

a predkosci jest rowna

5.4.11

1 + mcos
v = J2gL 4 (9)
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Rysunek 5.4.4. a) Wahadlo zbudowane jest z lekkiego preta (mase preta
zaniedbujemy) i masywnej kulki na jego koncu; b) trajektorie wahadta we
wspotrzednych {¢, v}, dla ré6znych wartosci catkowitej energii wahadta. Wykres
zostal sporzadzony dla wahadla o masie m=0.1kg, dtugos¢ L=0.5m, energia
catkowita, idgc od najmniejszego okregu Ec=0.25], 0.5], 0.75], 1], 1.25], 1.5]. Dla
Ec=1] wahadto wspina sie do najwyzszego punktu wychylenia i tam ustaje
w ruchu. W tym punkcie wahadto znajduje sie w stanie rownowagi chwiejne;j.
Powyzej tej energii wahadto kreci sie w koto, co reprezentujg otwarte
trajektorie. Trajektorie te sg faktycznie zamkniete, tyle ze topologia kartki
papieru nie odpowiada topologii ruchu cyklicznego. Aby pozby¢ sie
nieistniejgcych nieciggto$ci ruchu wykres nalezatoby narysowaé¢ na
powierzchni walca (rys. 5.4.3).

Rysunek (5.4.4b) pokazuje wykres ruchu wahadla w przestrzeni fazowej (¢, v).
Ma on bardzo podobny przebieg jak wykres linii z rysunku (5.4.2a). Tego
powinni$my si¢ spodziewac, jako ze warto$¢ predkosci katowej @, jest w prosty
sposob zalezna od wartosci predkosci liniowej wahadla. Aby unikna¢
nieistniejagcej w ruchu wahadta niecigglosci wykres (5.4.4b) nalezatoby
sporzadzi¢ na walcu (rys. 5.4.3).

Rysunki (5.4.2-4) obrazuja to co zostato pokazane na rysunkach (TV 1.3.5-
6). Gdy uktad jest izolowany zasada zachowania energii dzieli trajektorie punktu
W przestrzeni standéw (przestrzen fazowa jest rowniez przestrzenig standéw) na
roztgczone zbiory. Trajektorie wyznaczone dla danej catkowitej energii wahadta
nie przecinajg si¢ z trajektoriami dla innych energii.
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