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1. Catka Riemanna

Wprowadzenie do rachunku catkowego zaczne od bardzo prostego zadania.
Znalez¢ pole powierzchni S pod funkcja stalg f(x)=C, na przedziale [x,, xi]
(rys. 1.1). Mozemy oczywiscie skorzysta¢ ze wzoru

S=f(X)Ax=CAx; Ax:xk—xp 1.1

Mozemy rowniez podzieli¢ obszar pod funkcja f(x) na N waskich prostokatow
o podstawie réwnej 0x kazdy i napisaé wzor

N
§ = Z C, 8x 1.2
i=1

Gdzie C; jest wysokos$cig i-tego prostokata. W naszym przypadku wszystkie
prostokaty sa takiej samej wysokosci, wigc tatwo mozna sprowadzi¢ wzoér (1.2)

do wzoru (1.1).
f(X)T

| =

X,

Rysunek 1.1. Podziat pola pod funkcjg statg na serie prostokatéow

A co jezeli funkcja nie jest stata tylko liniowa: f(x)=ax+b. Sprawa jest ciggle
prosta. Pole pod funkcja na przedziale [x,, xi] to suma pola prostokata i trojkata
(rys.1.2). Oczywiscie, nie bawig si¢ tymi przyktadami by si¢ popisac¢ znajomoscig
prostych wzoréw na obliczanie pol. Chce dojs¢ do mozliwie ogdlnej metody
obliczania pdl, ktora pozwoli nam wyj$¢ poza funkcje statg 1 liniowg. Sprobuje
wigc policzy¢ pole funkcji liniowej metodg prostokatow, a nastepnie metode ta
uscisli¢ 1 uogo6lni¢. Rysunek (1.3a) przedstawia podziata na prostokaty pola pod
wykresem funkcji liniowej. Widaé, ze pojawia si¢ dodatkowa trudnosc.
Prostokaty pokrywaja obliczane pole z nadmiarem.
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Rysunek 1.2. Jeszcze jeden przyktad prostej funkcji, dla ktérej tatwo oblicza sie
pole

Xy

i-ty prostokat

Rysunek 1.3. a) obliczanie pola pod funkcjg z rysunku (1.2), za pomoca
wpisanych, tak jak na rysunku prostokatéw, obarczone jest btedem nadmiaru;
b)im mniejsza jest podstawa prostokatow, tym jest ich wiecej i tym
doktadniejszy otrzymujemy wynik.

Co si¢ stanie, gdy bed¢ zageszczat podziat (rys. 1.3b)? Nadmiar z jakim
licze pole bedzie coraz mniejszy, az gdy przejd¢ do nieskonczenie waskich
prostokatow, to jest gdy dx—dx nadmiar powinien zmale¢ do zera. Tyle, ze wtedy
liczba prostokatow urosnie do nieskonczonosci. Bede musial zsumowac
nieskonczenie wiele prostokatow, kazdy o nieskonczenie matym polu. Wyglada
to na karkotomne zadanie, ale jest wykonalne, a cala operacj¢ nazywamy
catkowaniem. Ale po kolei

Najpierw pokazg powod dla ktorego mozemy oczekiwac, ze gdy dx—dx,
to cze$¢ nadmiarowa maleje do zera. Pomoze mi w tym rysunek (1.4). Podzielg
kazdy prostokat na dwie czesci, gtowng o polu C; 6x 1 trdjkatng o polu réwnym

1 1
5 8x tan(a) 8x = Etan(a) (8x)? 1.3
A

Gdy dx—dx, to pole czgsci glownej dazy do Ciudx, a pole czesci tréjkatnych do
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1
5 tan(a) (dx)? 1.4

ol

Rysunek 1.4. Przyktadowy prostokat z rysunku (1.3).

Pole prostokgta jest proporcjonalne do dx a trdjkata do dx?. Powiedzmy, ze
sumujemy teraz nieskonczenie mate odcinki dx. Oczywistym jest, ze to
sumowanie nieskonczenie wielu, nieskonczenie matych odcinkéw dx, jezeli jest
sensownie zdefiniowane, powinno da¢ skonczony odcinek Ax. Sumowanie
wyrazen dx? da natomiast dxAx, czyli wielko$ci nieskonczenie mata. Przy liczeniu
pola i-tego prostokata C; mnozymy przez Ax. W granicy nieskonczenie matego
dx, mamy C;—f(x). Dla trojkatow jest to potowa tan(«) mnozona przez dx?, co w
efekcie prowadzi do wyrazen:

1
C;6x — Etan(a:)(&x)2 1.5

Przy 6x—dx mamy
1
C;dx — Etan(cx)(dx)2 1.6

Sumowanie (catkowanie) wszystkich takich elementow roztozonych od x, do xx
da

E — Ddx 1.7

W wyniku sumowania otrzymujemy skonczong liczbe E bedaca sumg sktadnikow
C; dx oraz skonczong liczb¢ D przemnozong przez nieskonczenie mate dx. Ta
druga cz¢$¢ jako nieskonczenie mata odrzucamy. Pole figury jest zatem
wyznaczone przez liczbe E bedaca efektem sumowania nieskonczenie wielu
prostokagtow o nieskonczenie matej podstawie dx. Podobne rozumowanie
przedstawilem w temacie (TII6) przy liczeniu Srodka ciezkoSci trojkata
rOwnoramiennego.

Moge teraz nakresli¢ ogdlny schemat postgpowania. Wezmy funkcje f(x)
1 wykreslmy jej wykres na przedziale od x, dox;. Jak obliczy¢ pole pod ta funkcja
na tym przedziale? Trzeba obliczane pole aproksymowac prostokatami
o nieskonczenie matych podstawach 1 pola takich prostokagtow wysumowac, czyli
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wycaltkowac. Dla przyktadu policzg pole pod funkcja sin(x/2) na przedziale od
x=0 do x=5 (rys. 1.5). Warto$¢ doktadna wynosi 3.6023. Zaczn¢ obliczenia od
pola przyblizonego skonczong liczbg prostokatéw. Szerokos¢ kazdego prostokata
bedzie rowna Ax. Wysoko$¢ prostokagta zostanie wyznaczona przez wartos¢
funkcji albo z niedomiarem albo z nadmiarem. Cato$¢ ilustruje rysunek (1.5)

réznica miedzy gorng a dolng suma 8=0,1575 réznica migdzy gérng a dolng suma 5=0,07:
sin(/2) A liczba prostokatéw n=19 sine2) 4  liczba prostokatow n=38
I a 1t b T T
= = = e
ZZ SS ZZZZ Iis
7] N : i I
7 N
0,2 02}
1 5« 1 5 o

Rysunek 1.5. Obliczanie pola pod wykresem funkcji sin(x/2) za pomoca
stupkdéw, na przedziale [0, 5]. Suma pol szarych stupkéw daje wynik
z niedomiarem (suma dolna). Dodajac do tej sumy pola czeSci pomaranczowej
mamy wynik z nadmiarem (suma goérna). Warto$¢ doktadna pola pod t3 funkcja,
dla tego przedziatu wynosi 3.6023. a) Przy 19 stupkach réznica miedzy suma
gérng i dolng wynosi 0.1575; b) Przy 38 stupkach réznica miedzy suma gérna
idolng wynosi 0.0787. Gdy liczba stupkéw rosnie roznica miedzy obiema
sumami maleje do zera, a obie sumy zblizajg sie do doktadnej wartosci pola.
Technika catkowania jest technikg obliczania wartos$ci granicznej, gdy liczba
stupkéw dazy do nieskonczonosci.

Wiemy, ze gdy z liczbg stupkéw dazymy do nieskonczonosci, to rdznica sumy
pol stupkow liczonych z nadmiarem i niedomiarem bedzie dazyta do zera,
a liczone w ten sposob pola beda dazyly do wartosci doktadnej. Trzeba si¢ tylko
nauczy¢ liczy¢ takie nieskonczone sumy. Tu prace wykonali za nas matematycy
pokazujac co nastgpuje:

e Jezeli liczba podziatéw rosnie do nieskoriczonosci to suma gorna i dolna sg
do siebie zbiezne.

e Istniejg metody pozwalajgce na obliczenie wartosci tych sum przy liczbie
podziatéw dazacej do nieskoriczonosci

e Wartos¢ sumy nie zalezy od sposobu drobnienia podziatu na coraz mniejsze
prostokaty, pod warunkiem, ze dtugosci wszystkich podziatéw bedzie
dazyta do zera

Przypomneg, ze procedurg obliczania takiej sumy nazywamy catkowaniem.
Mozna ja traktowac jako uogdlnienie operacji sumowania. ,,Sumujemy’” czyli
catkujemy nieskonczenie wiele nieskonczenie matych pol prostokatow f(x)dx

(rys. 1.6).
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f(x)

Rysunek 1.6. Granica dolna xp i gérna xk wskazuja na jakim przedziale
obliczamy pole pod krzywa. Na rysunku powyzej pokazany jest
przyktadowy bardzo cienki (powinien by¢ nieskonczenie cienki)
prostokat o polu f(x)dx. Catkowanie to sumowanie nieskonczenie wielu
nieskonczenie cienkich prostokatéw pokrywajacych obszar pod krzywa.
Uwaga: gdy krzywa przyjmuje wartoSci ujemne musimy przyjac ze
pokrywajace ta cze$¢ obszaru pod krzywa prostokaty majg pole o ujemne;j
wartosci.

Symbolicznie operacj¢ catkowania zapisujemy przy uzyciu specjalnego znaku
(rys. 1.7).

Jak policzy¢ catke w praktyce? To pytanie jest czesto mylone z pytaniem:
czy rozumiesz dlaczego calki sg liczone w ten a nie inny sposob? To sg dwa
zupehie rozne pytania. Przecigtny uzytkownik komputera wie jak napisac list do
cioci pod programem Word. Ale fakt posiadania tej umiejetnosci nie oznacza, ze
tenze uzytkownik rozumie dlaczego po kliknigciu myszka na ikon¢ programu
otwiera si¢ edytor tekstu Word.
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. symbol
gorna nieskonczenie
granica matej zmiany x
k catkowania /
/
Y pole nieskonczenie
f x matego prostokata
znak / =\
calki dolna
(3P) garca — satonans
catkowania ]

Rysunek 1.7. Oznaczenia uzywane do zapisu operacji catkowania

Podobnie jest z wieloma innym rzeczami, na przyktad wiemy jak wilaczyc
telewizor, co nie oznacza, ze wiemy jak on dziala. Wracajac do catki — skupimy
si¢ nad metodg jej liczenia, a nie uzasadnieniem tej metody. Pozyteczng rzecza
jest przeczyta¢ w ksigzce z matematyki dowody poprawnos$ci przedstawionych
metod, ale ja nie pisz¢ podrecznika z matematyki, wiec ograniczg si¢ do opisania
metody, ktorej bedziemy uzywaé. Metoda jest nastepujgca: Jezeli masz obliczy¢
catke funkcji f(x) w przedziale od xp do xk to,

° Oblicz catke z tej funkcji w postaci nieoznaczonej — to znaczy bez granic.
Niech wynikiem bedzie funkcja w(x), ktéra jest nazywana funkcja
pierwotng do funkc;ji f(x)

J f(x)dx = w(x) 1.8

Nie wiesz co to jest catka nieoznaczona? Nawet nie musisz tego wiedzieC.
Wystarczy, ze wiesz, gdzie sg tablice catek nieoznaczonych, lub umiesz wpisaé
polecenie: ,,oblicz calke nieoznaczong” w programie typu CAS. Nadto poswigce
catkom nieoznaczonym wigcej czasu w rozdziale 2 tego dodatku.

° Majac obliczong catke nieoznaczong funkcji f, mozesz obliczy¢ catke
oznaczong wedtug wzoru

Xk

j f(x)dx = w(xy) — w(xp)

Xp

1.9

Proste prawda? Tabela (1.1) zawiera kilka przyktadowych catek nieoznaczonych.
Nawiasem mowigc wzor (1.9) stanowi tre$¢ tzw. podstawowego twierdzenia
analizy

Mozemy rowniez korzysta¢ z twierdzen ulatwiajacych obliczanie catek.
Dzigki twierdzeniom catki z funkcji trudnych do catkowania mozemy obliczy¢
poprzez obliczanie catek z funkcji tatwiejszych do catkowania. Do
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najwazniejszych twierdzen nalezy twierdzenie mowigce o tym, Ze operacja
catkowania jest liniowa.

Twierdzenie 1.1: Liniowosci operacji calkowania

Niech bedg dwie catkowalne funkgje f(x) i g(x) oraz dwie liczby rzeczywiste a i b.
Wredy

j(af(x) + bg(x))dx = af fx)dx + b J g(x) dx 1.10

Jak wida¢ z powyzszego wzoru stwierdzenie, ze dana operacja (w naszym
wypadku jest to operacja catkowania) jest liniowa zatatwia dwie sprawy. Pierwsza
sprawa: jak funkcja jest mnozona przez liczbe to catka z takiego wyrazenia jest
rowna iloczynowi tej liczby przez catke tej funkcji. Czasem mowi si¢ krotko (jest
to kolokwialne stwierdzenie), ze ze znakiem calki mozna wej$¢ pod iloczyn liczby
1 funkcji. Druga sprawa: jak mamy sum¢ dwoch funkcji, to catka takiej sumy jest
réwna sumie catek z tych funkcji. Bez tych wtasnosci liczenie calek bytoby duzo
trudniejszag sztuka (a 1 z liniowoscig nie jest tatwe).

f(x) f f(x)dx
x", n#+ -1 1 L+
n+1
1 1 1 +b
ax+b a n(ax £ b)
sin(a x) a cos(a x)
cos(a x) — a sin(a x)
1
— eax
eax a
1
tan(ax) — ln(cos(ax))
In(ax) xIn(ax) — x

Tabela 1.1. Tabela catek nieoznaczonych dla wybranych funkcji. Symbole a i b
reprezentuja dowolne liczby rzeczywiste.

Czas na prosty przyktad. Obliczmy pole pod funkcja
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f(x) = x3 + 2cos(3x) L1
na przedziale od x,=-1 do x;=2
Krok pierwszy — korzystamy z twierdzenia o liniowo$ci
Xk Xk Xk 1.12
f (x3 4 2cos(3x))dx = f x3dx + 2 f cos(3x)dx
Xp Xp Xp

Krok drugi — korzystajac z tablicy catek obliczmy pierwszg catke nieoznaczong

1
3 dx = — 4
j x> dx 2 X 1.13
Krok trzeci — korzystajac z tablicy calek obliczmy druga catke nieoznaczong
2
2 j cos(3x)dx = gsin(Sx) 1.14
Krok czwarty — catka nieoznaczona naszej funkcji ma postac¢
1 2
j(x3 + 2cos (3x))dx = Zx‘* + §sm(3x) 1.15
Krok piaty - dla gornej granicy xk=2 mamy
1 2
Z(x =2)%+ §sin(3x =2)~4—0,1863 = 3,8137 1.16
Krok szosty - dla dolnej granicy xd=-1 mamy
1 2 1
Z(x =-1*+ gsin(Sx =-1) = yie 0,0941 = 0,1599 1.17
Roéznica miedzy gorng a dolng wartoscig jest szukang wartoscig catki
xg
j (x® + 2cos (3x))dx = 3.8137 — 0.1599 = 3.6578 .18
xd

Zatem pole pod naszg krzywa, na przedziale [-1, 2] wynosi 3.6578 (rys. 1.8).

Musisz zwroci¢ uwage na wazki fakt. Na przedziatach, na ktorych funkcja
przyjmuje wartosci ujemne, pole obliczane za pomocg calek jest ujemne. Pole
obszaru zaznaczonego na z6tto na rysunku (1.8) sktada si¢ z czterech fragmentow,
przy czym dwom przypisujemy wartosci ujemne, a dwom dodatnie. Cate pole jest
sumg pol wszystkich fragmentéw z uwzglednieniem znakow czesci sktadowych.
Gdy wigc funkcja ma takie samo pole po stronie wartosci dodatnich jak po stronie
wartosci ujemnych, to pole catkowite jest rowne zeru.
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x° A
10}
5;
2 -1 > 2 X
_5 -

Rysunek 1.8. Wykres naszej funkcji jest catkiem ztoZony. Mimo to nie mieliSmy
duzych problemoéw z obliczeniem pola pod wykresem w przedziale [-1, 2] -
pole to zamalowane jest na z6tto - UWAGA - pole obszaru znajdujgcego sie pod
osig x-6w dodaje sie ze znakiem minus.

1.1. Chwila z pakietem Mathematica &

Zobaczmy jak wyglada calkowanie z uzyciem pakietu CAS, na przykladzie
pakietu Mathematica (§T1 5). Powiedzmy, ze chce obliczy¢ catke nieoznaczong

fsin(ax)x3 dx 1.1.1

Gdzie a jest stalg. Podejrzewam, ze catka ta przekracza wasze mozliwosci, chyba
7e za wsparcie macie porzadne tablice matematyczne. Ale program Mathematica
daje sobie szybko z nig rad¢. Trzeba tylko umie¢ zapisa¢ odpowiednig instrukcje

Integrate[Sin[ax]x3,x]//Simplify 1.12
Polecenie Integrate oznacza catkuj, a dodane na koncu //Simplify oznacza
instrukcje "upros¢ wyrazenie”. Oto odpowiedz programu

—ax(—6 + a*x?)Cos[ax] + 3(—2 + a*x?)Sin[ax]
s

1.1.3

Latwo 1 przyjemnie. Mozna oczywiscie obliczy¢ rowniez catke oznaczong. Jezeli

chce powyzsza catke obliczy¢ w granicach od -3 do 10,1 to pisz¢ tak (niech a=2)
. 3 _ _

Integrate[Sin|[2x]x>,{x,—3,—10.1}]

granice
catkowania

1.1.4

W odpowiedzi program wyswietla liczbg 24.0676.

10
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Obliczenie calki nieoznaczonej z funkcji tan[ax]e®™ sprawitoby problem
nawet komus, kto z catkami jest przyzwoicie obyty, chyba ze za wsparcia miatby
bardzo dobre tablice. Znacznie przyjemniej jest napisa¢ polecenie

Integrate[Tan[ax]Exp[bx], x]//FullSimplify L.15

Uzycie instrukcji FullSimplify oznacza, ze spodziewamy si¢ w wyniku funkcji
specjalnych, dla ktorych potrzeba silniejszych algorytmow upraszczania wyrazen.
Ceng za ich uzycie jest dluzszy czas wykonywania operacji upraszczania; w tym
wypadku niezauwazalnie dtuzszy. Zaraz po poleceniu ,,wykonaj” mamy wynik

b : ib ; ib
eP*(—e?1%%)2a(Beta[—e?1%*, — 5=,0] + Beta[—e®,1 — 5, 0])
2a

1.1.6

W wyniku mamy funkcje specjalng oznaczong jako Beta; tzw. beta funkcje

Eulera. Mamy ponadto jednostke zespolona i = v/—1 . C6z Mathematica podaje
wynik mozliwie najogolniejszy, rzeczg uzytkownika jest albo potraktowac tenze
wynik mniej ogdlnie, albo wpisa¢ do instrukcji catkowania dodatkowe zalozenia
zawezajace ta ogolnos¢, na przyktad do liczb rzeczywistych. Tu Mathematica
potraktowata stale @ 1 b mozliwie ogdlnie czyli jako liczby zespolone, stad
w wyniku jednostka urojona.

Aby korzysta¢ z programdéw zawierajagcych moduly CAS do obliczania
catek wystarczy okoto dwoch godzin nauki podstaw programu. Nie miej jednak
zhudzen, ze program tego typu zwolni uzytkownika ze znajomo$ci matematyki.
Mowigc krotko, trzeba rozumie¢ jakie mozliwosci 1 ograniczenia niesie ze sobg
technika catkowania, zeby mie¢ korzys$ci z tego typu programéw. Inteligencja
lezy po stronie uzytkownika, zmudne obliczenia z zastosowaniem wielu
pomocniczych regut, ktérych uzytkownik moze nie pamigtaé, lezg po stronie
programu.

A tak przy okazji, zabawni sg studenci przynoszacy prace z ewidentnymi
glupotami, ktérzy za wytlumaczenia majg stwierdzenie w rodzaju ,,Excel mi tak
zrobit”. Zawsze za programem takim jak Excel czy Mathematica jest uzytkownik
wpisujacy dane 1 polecenia. Glupoty jakie moze wyprodukowaé program
swiadcza o ignorancji uzytkownika, czy to w zakresie umiejetnosci obstugi
programu, czy tez w zakresie wiedzy na temat danego zagadnienia, nie sg wigc
podstawg do zwalania winy na program.

1.2. Funkcje calkowalne

Podobnie jak nie ze wszystkich funkcji mozemy obliczy¢ pochodne (§MB 1.2),
nie ze wszystkich funkcji mozemy obliczy¢ catki. Ktore funkcje sg catkowalne?
Calkowanie okazuje si¢ by¢ bardziej elastyczng operacja od obliczania
pochodnej. Na przyktad catkowalne sg funkcje z szpicami (rys. 1.2.1a), ktore
w punktach, gdzie jest szpic nie sg rozniczkowalne. Co wiecej catkowalne sg

11
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rowniez funkcje z izolowanymi punktowymi ,,dziurami” (funkcje nieciggle na
pojedynczych izolowanych punktach) (rys. 1.2.1b).

f(x) f(x)

i |V

Rysunek 1.2.1. a) funkcja f(x) ze ,szpicami” (szpice znajduja sie wewnatrz
czerwonych koétek) jest catkowalna; b) funkcja z izolowanymi punktowymi
,dziurami”, gdzie jej warto$¢ jest nieokreSlona jest catkowalna. Punkty
nieciggtosci znajduja sie wewnatrz czerwonych kotek.

o l|----
x
QF--
o |----
><"

Dziura jest izolowana, kiedy po obu jej stronach funkcja jest jednoznacznie
okreslona na skonczonym przedziale. W miejscu izolowanej punktowej dziury
nie znamy wartosci funkcji. Ale niezaleznie od tej wartosci pole pod punktem jest
roOwne zeru. Suma, nawet wielu zerowych pdl jest robwna zeru. Mozna wigc
stwierdzi¢, ze takie izolowane punktowe dziury nic nie zmieniajag w kwestii pola
pod krzywa na zadanym przedziale [a,b].

oY)

! ! t >
a C \/ b x

Rysunek 1.2.2. Funkcja f(x) nie jest okreslona na skoniczonym podprzedziale
[c,d], przedziatu [a,b].

Dlaczego funkcja, ktora jest nieokreslona na skonczonym podprzedziale
przedziatu [a, b] nie jest caltkowalna? W koncu tam, gdzie nie jest okreslona

12
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mozemy nie liczy¢ pola, uwzgledniajac tylko pole w pozostatych przedziatach
(rys. 1.2.2). Pamigtaj jednak, ze catkg liczymy na przedziale [a,b]. Gdy
pominiemy podprzedzial [c,d], to calka bedzie policzona na przedziale [a,c]
i[d,b], a nie na przedziale [a,b]. Funkcja begdzie zatem catkowalna na
przedziatach [a,c] 1 [d,b], a nie na przedziale [a,b]. Ale funkcja z rysunku (1.2.1b)
nie jest okreslona az w kilku punktach, a mowimy, ze jest catkowalna. To prawda
jednak w przypadku gdy dziury sg jednopunktowe, to pole z funkcja bez takich
dziur 1 z funkcjg zawierajacg takie dziury jest identyczne. Dlatego moéwimy, ze
funkcja z jedno punktowymi dziurami jest catkowalna na przedziale [a,D].
Gdybysmy uzupekili funkcje z rysunku (1.2.2) na przedziale (c,d), to pole pod
taka uzupetniong funkcja bytoby zwykle rézne od pola nieuzupetnionej funkcji.

1.3. Catki z funkcji o wartosciach wektorowych

Funkcje o wartosciach wektorowych catkujemy w taki sam sposoéb jak to byto
w przypadku rézniczkowania takich funkcji. Jedno zadanie obliczenia catki
z funkcji N-wymiarowej zamieniamy na N zadan polegajacych na obliczeniu
catek jednowymiarowych. Dla przykladu powiedzmy si¢ predko$¢ punktu dana
jest przez wektor v o wspotrzednych

v (v (0), vy (0, %,(0) ) 13
Wtedy wektor przemieszczenia wyraza si¢ wzorem
tk te te te
r= jvdtz jvxdt,jvydt,fvzdt 1.3.2
to to to to

13
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2. Calka nieoznaczona

Pierwszym krokiem przy obliczaniu catek oznaczonych jest wyznaczenie postaci
catki nieoznaczonej z danej funkcji. Cho¢ mozemy do tego celu uzywac tablic
catek lub programoéw typu CAS, to z catkg nieoznaczong wigzg si¢ pewne istotne
fakty, ktorych nie mozemy pomingé. Zadanie obliczenia catki nieoznaczonej
mozna sformutowac tak: Mamy funkcje f(x) znalez¢ takg funkcje F(x), ze:

F/(x) = (%) 2.1
Funkcje F(x) nazywamy funkcja pierwotng do funkcji f(x).

Definicja 2.1: Funkcja pierwotna

Funkgja pierwotna dla danej funRcji f(x), to taka funkcja F(x), Rtorej pochodna F (x)
Jest réwna_funkgji f(x)

Z definicji (2.1) wida¢, ze znajdowanie catki nieoznaczonej mozemy traktowac
jako operacj¢ odwrotng do obliczania pochodnej. Jaka jest funkcja pierwotna do
funkcji cos(x)? Wiemy, ze sin’(x)=cos(x), stad od razu mamy

j cos(x)dx = sin(x)
Ale uwaga, obliczmy pochodnag funkcji sin(x)+C, gdzie C jest funkcjg stala.
(sin(x) + €)' = sin’(x) + C’ = sin’(x) = cos(x) 2.3

Dodanie funkcji statej do prawej strony wyrazenia (2.2) niczego nie zmieni, gdyz
pochodna z funkcji stalej jest rbwna zeru. Zatem pelna funkcja pierwotna do
funkcji cos(x) ma postac

f cos(x)dx = sin(x) + C 24

2.2

Dos¢ beztrosko zdefiniowatem sobie catke nieoznaczong jako operacje
odwrotng do rdézniczkowania. Wcze$niej uzylem catki nieoznaczonej do
obliczania calek oznaczonych, ktére pozwalaja na obliczanie pdl pod krzywymi.
Czy jednak catki nieoznaczone stuzace do obliczania catek oznaczonych to te
same catki nieoznaczone, ktore zdefiniowane zostalty w tym rozdziale? Musimy
si¢ temu blizej przyjrzed.

Rozwazmy funkcje s(a, x), ktorej wartosciami sg wielkosci pola pod
krzywa wyznaczong przez funkcje¢ f(x), w przedziale od a do x (rys. 2.1)

x=xI

s(a,x’)=j f(x)dx 2.5

a

14
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f( )A
X

f(x") Ax
xxa__ 4 .
/ X

Rysunek 2. 1. Kolorowe obszary pokazuja pole pod funkcjg f(x) w przedziale
od x=a do x=x'. Pole zaznaczone na zielono ma warto$¢ ujemna. Funkcja s(a, x)
ma warto$¢ pola obliczonego na przedziale [a, x]. Przyrost pola, w punkcie X/,
przy bardzo matych Ax jest z dobrg doktadnoscig rowny As=f(x")Ax. Przy Ax—0,
przyrost ten dazy do ds=f(x")dx, stad mamy: ds/dx=f(x’)

Dla niewielkiego przyrostu argumentu, od punktu x’, do punktu x'+Ax, przyrost
funkcji s(a, x), mozemy zapisa¢ w postaci

As = s(a,x" + Ax) —s(a, x") = f(x")Ax 2.6
Dzielac strony rownania (2.6) przez Ax mamy
As  s(a,x' + Ax) —s(a,x’
_ )~ s(@,x) ~ f(x") 2.7

Ax Ax
Wyrazenie to okresla iloraz réznicowy dla funkcji s. Z (§DB 1.9) wiemy, ze
przechodzac do granicy Ax—0, otrzymujemy wzor na pochodng funkcji s

)  s(a,x"+ Ax) —s(a, x)

s'(a,x") = lim

Ax—0 Ax

= f(x") 2.8

Zamienilem znak rowno$¢ przyblizonej = na znak rownosci =, gdyz im mniejsze
jest Ax, tym lepiej spetniona jest prawa cze$¢ przyblizonej réwnosci (2.6). Dla
Ax—0 mozemy si¢ spodziewac przej$cia do wartosci doktadnych. Zatem widac,
ze pochodng funkcji pola s(a, x), w punkcie x=x’ jest funkcja f(x) obliczona
w punkcie x'. Ale funkcja s(a, x) jest okreslona jako catka oznaczona (2.5).
Mozemy wigc zapisaé

x=x! !

j f(x)dx | =f(x") 29

a

15
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Jak wida¢ operacje calkowania mozemy traktowa¢ jako odwrotng do
rozniczkowania.

Nie pokazalismy ciagle, ze funkcja pierwotna zdefiniowana w def. (2.1) to
ta sama funkcja, ktora jest uzywana do obliczania catek nieoznaczonych.
W dowodzie tego faktu pomocne jest twierdzenie o wartosci $rednie;.

Twierdzenie 2.1: o wartosci Sredniej w rachunku calkowym
Jezeli funkgja f jest ograniczona, tak, Ze mSfIXKEM i catkowalna to istnieje taka
liczba C, ze m<SCS<M, ze

b
ff(x)dx = C(b - a) 2.10

Gdy funkgja f jest ciggta, istnieje ponadto takie ce [a,b], Ze

b
f f(x)dx = f(c)(b — a) 2.11

Zamiast $cistego dowodu podam graficzne uzasadnienie twierdzenia o wartosci
sredniej

X=a x=b X

Rysunek 2.2. a) zielony obszar to pole pod ograniczong funkcja (o skonczonych
warto$ciach) obliczong na przedziale [a,b]. Twierdzenie o wartos$ci Sredniej
mowi, Ze istnieje taka wartos$¢ c, ze prostokat o wysoko$ci c i podstawie b-a, ma
to samo pole co zielony obszar; b) podobnie jak poprzednio szukamy wysokosci
f(c) prostokata takiej Ze jego pole jest réwne polu zielonego obszaru. Tym razem
funkcja musi by¢ ciagla, gdyz wartos¢ ¢ mogtaby by wypas¢ w punkcie
nieciggtosci i odpowiednia warto$¢ f(c) nie bytaby okreslona.

16
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Twierdzenie 2.1: Podstawowe twierdzenie analizy matematycznej
Jezeli funkgja f jest ciggta na przedziale (a,b) oraz

X
F(x) = j f(s)ds 2.12
a
to F(x) jest funkcjq pierwotnq funkcji f(x), na przedziale (a,b); czyli
F'(x) = f(x) 2.13
Aby to pokaza¢ obliczmy przyrost funkcji F
x+Ax x x+Ax
F(x + Ax) — F(x) = f f(s)ds — f f(s)ds = f f(s)ds >
a a X
Korzystajac z twierdzenia o warto$ci $redniej (2.1) mamy
x+Ax
2.15

F(x + Ax) — F(x) = j f(s)ds = f(c)Ax
X
Dzielac stronami przez Ax 1 przechodzac do granicy Ax—0, widzimy, ze
f(c)—>f(x) oraz mamy
F(x + Ax) — F(x)
Ax—0 Ax

=F'(x) = f(x) 2.16
Co dowodzi twierdzenia.

2.1. Nieco historii

Podstawowe twierdzenie analizy nazywane jest rowniez twierdzeniem Newtona
— Leibnitza. Newton byt na mecie pierwszy, ale nie kwapit si¢ z publikowaniem
swoich wynikow. Leibnitz doszedt do wzoru swoja droga, cho¢ opierat si¢ na
pogtoskach o osiggnigciach Newtona. Zreszta obaj mocno opierali si¢ na
osiggni¢ciach poprzednikow, w tym Kartezjusza, Fermata, Archimedesa,
1 matematykow §redniowiecznych. Ani Newton ani Leibnitz nie udowodnili tego
twierdzenia w sposob Scisty. Nowe idee w matematyce sa z poczatku okreslone
w dos¢ mglisty sposob, dopiero z czasem opierajg si¢ na Scistych definicjach
i dowodach. Sciste okreslenie podstaw analizy okazalo si¢ bardzo trudnym
zadaniem. Z drugiej strony narzgdzia analizy wprowadzone przez Newtona
1 Leibnitza okazaty si¢ tak uzyteczne, ze na brak Scistosci przymykano oko.
Spojrzmy jakie intuicje doprowadzily do sformulowania podstawowego
twierdzenia analizy

17
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Droge do twierdzenia otwierata geometria analityczna, ktorej podstawy
opracowat Kartezjusz. Geometria analityczna pozwalata opisywa¢ krzywe
rownaniami 1 traktowa¢ je w sposob dynamiczny. Wezmy pod uwage ruch
jednostajny prostoliniowy. Rysunek (2.1.1a) przedstawia wykres przebytej drogi
s w zalezno$ci od czasu ¢. Predkos$¢ v w ruchu jednostajnym jest stala, a jej wykres
to linia réwnolegta do osi czasu (rysunek 2.1.1b). Droga w ruchu jednostajnym to
iloczyn predkosci 1 czasu, czyli pole prostokata na rysunku (2.1.1b).

S \"
20! @ 14 b
12¢
18}
10°
16} 8l
14} of
12}
10} 4
E 27
‘ ‘ ‘ -t ‘ : ‘ -t
1.5 2.0 25 3.0 15 2.0 25 3.0

Rysunek 2.1.1. Droga w ruchu jednostajnym prostoliniowym; a) wykres
przebytej drogi s jako funkcji czasu (w zakresie czasu od 1 sekundy do
2 sekund), dla predkosci v=7m/s; b) zalezno$¢ predkosci od czasu. Pole
powierzchni zakreslonego prostokata jest r6wne drodze przebytej w czasie
jednej sekundy

Rysunki (2.1.2 a 1 b) przedstawiajg te same zaleznos$ci dla ruchu jednostajnie
przyspieszonego. To co wiemy, to to, ze podobnie jak w ruchu jednostajnym, pole
pod wykresem predkosci od czasu (2.1.1b 1 2.1.2b) jest rowne przyrostowi
przebytej drogi w danym zakresie czasu.

S \"
a 3.0 b
4t
2.5/
3,
2.0¢
2,
1.5
1,
‘ ‘ ‘ -t ‘ ‘ ‘ - t
15 20 25 30 15 20 25 30

Rysunek 2.1.2. Droga w ruchu jednostajnie przyspieszonym; a) wykres
przebytej drogi s jako funkcji czasu (w zakresie czasu od 1 do 2 sekund), dla
przyspieszenia a=1m/s?; b) zalezno$¢ predkosci od czasu (przy zatozeniu, ze
predkos¢ w chwili t=1s byta réwna zeru). Pole powierzchni zakreslonego
tréjkata jest rowne drodze przebytej w czasie dwoch sekund

Kiedy czas plynie pozioma kreska ograniczajaca zakreslony na niebiesko
obszar przesuwa si¢ w prawo, a przebyta droga zwigksza si¢ tak jak zwigksza
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si¢ zakreslone pole (rys. 2.1.3). Oznacza to, ze w bardzo matym przedziale
czasu A¢, mamy zalezno$¢

As = AA =~ vAt 2.1.2

Rysunek 2.1.3. Droga przebyta
przez punkt, ktorego predkos¢
opisana jest funkcja v(t) jest réwna
polu pod wykresem v(t), w zadanym
przedziale czasu. Gdy dodadamy do
chwili konnicowej dodatkowy bardzo
maty czas At, pole to wzrosnie o
warto$¢ prawie réwng czerwonemy
prostokatowi. Dla nieskonczenie
matego przystostu czasu dodatkowe

05 10 15 20 25 30! polejestréwnev(t)de

Zatem z jednej strony mamy predko$¢ jako pochodng przyrostu pola (czyli
przyrostu drogi) po czasie

AA d4 2.1.1
VR— = V=—vo
At dr
Z drugiej strony przebyta droge mozemy przedstawi¢ jako predkos$¢ przyrostu
pola w czasie, czyli tak

dA:%dz‘zA'dt 2.1.2
dt

Stwierdzitem, ze pole pod wykresem zaleznosci v(¢) jest rowne przebytej drodze
w danym przedziale czasu. Tylko skad to wiemy? Wiemy to z rozumowania
przeprowadzonego dla rysunku (1.5). Sprobujmy powtorzy¢ je nieco inaczej.
Przyblizamy pole prostokatami, albo znadmiarem albo z niedomiarem
(rys. 2.1.4). Im mniejsza bedzie szeroko$¢ przedziatu Az, tym doktadny bedzie
wynik. Przy nieskonczenie matym przedziale d¢ otrzymamy wynik doktadny.
Problem lezy w tych nieskonczenie matych warto$ciach, do ktérych odwotywali
si¢ Newtona 1 Leibnitz. Byly one skutecznym narzgdziem obliczeniowym, ale ich
natura byla wysoce podejrzana. W efekcie rozumowanie matematyczne
prowadzone z udziatem nieskonczenie matych byto matematycznie podejrzane.

O nieskonczenie matych pisatem juz przy okazji rachunku rézniczkowego
(§DB 4)
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v(t)

AN 'TNH P e

1.0}

At

0.5

1 2 3 4 5 ht

Rysunek 2.1.4. Pole pod krzywa v(f) moze by¢ przyblizane przez zbior
prostokatow branych z nadmiarem, lub niedomiarem

Wracajac do rysunku (2.1.4). Zapostuluj¢ istnienie takiego ciagu liczb
A[,....AN, 7€
VAL=4, -4, 2.1.3

Gdzie v; jest i-ta wartoscig funkcji predkosci v. Pole pod krzywa bedzie rowne
sumie kolejnych roéznic

y 2.1.4
A=) M =(4,— 4)+ (4 —A4)+...+ (4, - A4,,) =4y - 4

i=2
Gdy przejdziemy do nieskonczenie matych Az—dz, to mamy

b 2.1.5
A=[v(t)dt=A(b)-A(a)

Biorac pod uwage (2.1.1) widzimy, ze funkcja A jest funkcja pierwotng
w stosunku do funkcji y(¢). Wzor (2.1.5) wyraza podstawowe twierdzenie analizy.

Pokazane tu rozumowanie nie ma S$cistego charakteru. Ale jak juz
wspominatem rachunek rézniczkowo-catkowy w pierwszym okresie swojego
rozwoju takiej $cistosci nie miat. Nabieral jej w trakcie swojego rozwoju. Teraz
czas na nieco techniki rachunku catkowego
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3. Kilka metod calkowania

Catkowanie jest czynnoscig trudniejszg od obliczania pochodnych. Wigze si¢ to z
zasadnicza rdznicg miedzy oboma rachunkami. Do obliczania pochodnych (lub
rozniczek) w danym punkcie wystarcza informacja o najblizszym otoczeniu tego
punktu. Pochodna y'(x) funkcji y(x) wyznacza nachylenie stycznej w kazdym
punkcie krzywej bedace; wykresem funkcji y(x), dla kazdego x. Catka dana
wzorem

x 3.6
s(x) = [ £(x)dx
definiuje funkcje zalezng od x. Tylko teraz aby obliczy¢ wartos¢ tej funkcji dla
danego x, musimy znac przebieg funkcji od x, do x. I tak dla kazdego x. Cate
zadanie jest przez to trudniejsze. Bedziemy oczywiscie obliczali funkcje
pierwotne do funkcji catkowanej (calki niecoznaczone). Gdy mamy funkcje
pierwotng, to obliczenie catki nieoznaczonej jest juz prostym krokiem.

3.1. Calkowanie przez czgsci

Istnieje jednak grupa twierdzen, ktéra pomaga w obliczaniu calek
nieoznaczonych. Jednym z tych twierdzen jest przytoczone juz twierdzenie
o liniowosci (1.1). Do wyprowadzenie drugiego uzytecznego twierdzenia
wykorzystam wzor (DB 1.1.2) na pochodng iloczynu dwoch funkcji

[f(x) - g()]' = F (%) - g(x) + f(x) - g'(x) 3.11
Scatkujmy obie strony (3.1.1)
j F(x) - g(x) dx + f f) /() dx = f [f(x) - g(0)]' dx 312
= f(x) - g(x)

Stad mamy nastepujace dwa wzory

3.1.3a
j F(x) - () dx = £(x) - g(x) — f f() - g'(x) dx

3.1.3b
j fx) g/ (0) dx = £(x) - g(x) — f £ () - g(x) dx

Wzory (3.1.3) wyrazajg metode catkowania przez czesci. Pozwalajg one catkowac
iloczyn dwoch funkcji, pod warunkiem, ze znamy funkcje pierwotng jednej z nich

Prostym przyktadem, w ktorym metoda catkowania przez czesci bardzo
dobrze si¢ spisuje jest catkowanie funkc;ji
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f x e dx 3.14
Wykorzystam wzoér (3.1.3b) przyjmujac, ze
f) = x = f'(x) = 1 3.1.52
, 1
g'(x) =e® =glx) =_e® 3.1.5b
mamy
1 1
jx e¥dx = —xe® — j—e“xdx 3.1.6
a a
Obliczmy catke
1 1 1
j—eaxdx=—fe“xdx=—ze“x—C 3.1.7
a a a
Po wstawieniu ostatniego wyrazenia do (2.1.6) mamy
1 1 1 1
jxe“xdx=—xeax——zeax+C=—eax<x——>+C 3.1.8
a a a a

Wazng technikg obliczania calek jest catkowanie przez podstawianie

3.2. Calkowanie przez podstawianie

Catkowanie przez podstawianie jest najpopularniejsza metoda obliczania catek.
Wymaga jednak sporej dozy matematycznej intuicji. Powiedzmy, ze funkcja
podcatkowa da si¢ zapisa¢ w postaci

f f(g(x))g’(x)dx 3.2.1

Dokonamy podstawienia

t =g(x) = dt = g'(x)dx 3.2.2

Wtedy catka (3.2.1) przejdzie do postaci
f f(t)dt 3.2.3

Oczywiscie podstawianie ma wtedy sens gdy prowadzi do obliczenia catki
o prostszej postaci. Dla przyktadu obliczymy catke

jtan(x)dx = f sin(x) dx 3.2.4

cos(x)

Dokonujemy podstawienia

t = cos(x) = dt = —sin(x)dx 3.2.5
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Dalej mamy

sin(x) —dt
f dx = f— = —In|t| + C = —In|cos(x)| + C 3.2.6
cos(x) t

Nasze narzg¢dzia do obliczania catek wzbogace jeszcze przed podanie jednego
prostego 1 czgsto wykorzystywanego twierdzenia.

Twierdzenie 3.2.1: O stalej pod znakiem funkcji

Niech
wtedy
1
f f(ax) dx = aF(ax) 3.2.8.

Dowdd tego twierdzenia wynika ze znanej] nam juz wilasnosci liniowosci
pochodnej (DB 1.1.1)

F'(x) = f(x) = F'(ax) = af(ax) 3.29

Mozemy zatem zapisaé

1 3.2.10
F'(ax) = af(ax) = f(ax) = EF’(ax)
Zatem
1 1 1
jf(ax)dx = jaF’(ax) dx = Ej F'(ax)dx = EF(ax) 3.2.11
Dla przyktadu
J cos Gre) = gin () +
cos 47Tx X = 3 sin 47Tx 3.2.12

3.3. Calki o nieskonczonych granicach (niewlasciwe)

Niekiedy przynajmniej jedna z granic calek jest nieskonczona. Mowimy wtedy
o catkach niewlasciwych. Nazwa bierze si¢ stad, ze nieskonczono$¢ jest
w klasycznej teorii liczb obiektem cokolwiek podejrzanym. Calki o granicach
nieskonczonych mogg by¢ rozbiezne, wtedy ich warto$¢ osigga nieskonczonos¢.
Przyktadem takie catki jest

T 3.3.1

[x =c0

0
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Jezeli jednak funkcja podcatkowa wystarczajaco szybko maleje do zera, catka
niewtasciwa moze by¢ zbiezna, na przyktad

Je‘”‘zdﬁ\/z; a>0 3.2.2
e a

Calki niewlasciwe zdarzajg si¢ w fizyce dos¢ czesto, trzeba si¢ wigc z nimi szybko
oswoi¢. Potrafig sobie z nimi radzi¢ pakiety CAS. Przyklad podaje tabela (M.
3.4.1), w ktérym obliczamy catke

3.33

? 1
_‘[0(2+x2)\/4+3x2

Integrate[1/((2 + x*2)Sqrt[4 + 3x"2]), {x, —o0, }] | Instrukcja
obliczenia catki

3 :
ArcCosh| \/;] Wynik

M. 3.3.1. Obliczanie catki (3.4.3) w pakiecie Mathematica. W odpowiedzi
mamy funkcje arccosh (arcus cosinus hiperboliczny).
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4. Calki wielokrotne

Rysunek (4.1) przedstawia wykres funkcji

f(x,y)=sin(x)cos(y) 4.1
okreslonej na  plaszczyznie. Kazdemu punktowi plaszczyzny xp
przyporzadkowujemy warto$¢. Jak mozemy obliczy¢ objetos¢ pod wykresem tej
funkcji?

Rysunek 4.1. Fragment wykresy funkcji danej wzorem (4.1)

W tym przypadku jest to stosunkowo proste. Musimy obliczy¢ catke podwdjng

postaci
y=b x=d
j sin(x)cos(y)dxdy 4
y=a x=c
Zaczynamy oczywiscie od podwojnej catki nieoznaczonej
Hsin(x)cos(y)dxdy 4.3

Calka jest prosta, gdyz jest iloczynem funkcji zaleznych wylacznie od x
1 wylgcznie od y. Mozemy ja wigc sfaktoryzowacé, czyli roztozy¢ na iloczyn catek
pojedynczych

H sin(x)cos(y)dxdy = Isin(x)dxjcos(y)dy =—cos(x)sin(y) 4.4
Teraz mozemy podstawi¢ granice, otrzymujemy

yeba=d 4.5

j j sin(x)cos(y)dxdy = —cos(d )sin(b)+cos(c)sin(a)

y=a x=c
Nalezy rowniez pami¢tac, ze czgs¢, z kazdej funkcji, czyli tej zaleznej od x 1 od
y, lezaca pod ptaszczyzng zerowa daje wktad ujemny, podobnie jak to bylo z catka
pojedyncza.
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Faktoryzacja daje nam mozliwos¢ sprowadzenia obliczania catki
wielokrotnej do iloczynu catej pojedynczych, czyli do przypadku, ktory juz
znamy. Nie zawsze faktoryzacja jest mozliwa. Powiedzmy, ze catkujemy funkcje
f(x,y) nad obszarem wyznaczonym przez krzywg zamknigta pokazang na rysunku
(4.2a) jako czarny kontur.

Rysunek 4.2. Catkowanie funkcji w dwéch wymiarach; a) czarna linia
przedstawia kontur wyznaczajacy obszar catkowania (granice catkowania)
lezacy w ptaszczyznie xy. Dolng granice konturu wyznacza funkcja y1(x) a gérna
y2(x). Dla ustalonego x. mozemy wykresli¢ linie rownolegta do osi y i biegnaca
od dolnej do goérnej cze$S¢ konturu granicznego; b) nad kazda taka linig
zdefiniowana jest funkcja f(xu,y) zmiennej y. rysunek pokazuje przebieg jedne;j
takiej wybranej funkcji oraz pole pod nig zawarte.

Podzielmy pole konturu na bardzo duzo cienkich paskow biegnacych rownolegle
do osi y od jednego do drugiego brzegu konturu. Na rysunku (4.2a) narysowane
sg kolorem czerwonym przyktady takich paskow. Nad kazdym takim paskiem
powierzchnia f(x,y) staje si¢ krzywa, tak jak to pokazuje rysunek (4.2.b).
Policzymy pole pod takg krzywa. Jezeli to pole pomnozymy przez szeroko$¢
paska Ax ( w granicy dx), to otrzymamy bardzo malg (w granicy nieskonczenie
matg) objetos¢ (rys. 4.2b). Wyraza to wzor

(x
o Tley)dy

We wzorze (4.6a) catkowanie jest po y przy ustalonym x. Sumowanie po takich
elementarnych objetosciach da nam objetos¢ pod funkcjg f(x,y) nad zadanym
obszarem.

dv = [

Xa

dV = dxl” 4.6a
Yl(

Y1(x
Wzér (4.6b) zapisujemy w skrocie tak

Xg 2(x) 46
dv = j jyyl(x) f(x,y)dydx ¢

Zgodnie z konwencja zaczynamy catkowanie od catki wewnetrznej, czyli
w naszym przypadku tej po y. Catke w jednej z postaci (4.6 b-c) nazywamy catka
iterowana.
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Definicja 4.1: Calka iterowana

Catka iterowana to catka, w Ktdrej wielokrotnie powtarza sig catRowanie
JednoRrotne Rolejno wzgledem roznych zmiennych, traktujgc pozostate zmienne jako
state parametry

Z przedstawionego tu schematu wynika, Zze mozemy zmieni¢ porzadek
catkowania 1 zapisa¢ catke iterowang (4.6¢) w postaci

o (%) 4.6d
dv = yyd IX](yy) f(x,y)dxdy

Wtedy jednak granice catowania po zmiennej x wyznaczone sg przez funkcje x;(»)
1X2(y).
Fakt 4.1:

W catkach iterowanych mozemy dowolnie przyjac kolejnosc iteracji

Zrobimy prosty przyktad, obliczymy pole powierzchni pod potowka sfery
o promieniu 7 (rys. 4.3).

Rysunek 4.3. Potsfera o promieniu
r=2. Niebieska linia wyznacza kontur
ograniczajgcy obszar catkowania

Réwnanie takiej sfery ma postaé
Xy 4zt = 4.7
Funkcja f(x,y) bedzie tu wysoko$¢ z=f nad plaszczyzng xy

z(x,y)=r’ —x’ -y’ 4.8

Kontur, pod ktéorym catkujemy, to koto bedace kotem wielkim sfery, ktére
mozemy opisa¢ dwoma funkcjami

y(x):i\/r2 -x° 4.8a

Wykorzystamy wysoka symetri¢ potsfery. Niech y zmienia si¢ od zera do
2 2 4.8b

r-—x
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Nadto niech x niech zmienia si¢ od zera do ». Taka zmienno$¢ x 1 y wykresla
¢wiartke kota (rys. 4.3)

»
>

Rysunek 4.3. Gdy x zmienia sie od zera do +r,

a y przyjmuje wartoSci dodatnie, catos¢

pokrywa c¢wiartke kota. Rysunek pokazuje

trzy linie dla trzech wartosci ustalonego x,

wzdtuz ktory obliczamy pierwsza catke po y.

X Dla niebieskiej linii (dla x=0), zakres
zmienno$ci yjest od 0 do r. Dla linii czerwonej
i niebieskiej dany jest przez wzor (4.8b).

Mamy wigc

% ITW —x =y dyd 49

0

Liczmy pierwsza catke

No—
J‘ /rz_xz_yzdy:
0
{%[J’\/rz —x° —y2 +(r2 —xz)arcsin%ﬂ 4.10
X 0

=X k3
2 2
Druga catka

2 2 6

0

Po przemnozeniu tego wyniku przez 4 dostajemy warto$¢ objetosci zawartej pod
potkulg czyli wzor na potowe objetosci kuli.

Wiem, wiem, troche skakatem przy tych obliczeniach. Jak policzylem
funkcje pierwotng dla pierwszej calki? Siegnatem po tablice calek, a moze uzylem
programu CAS, a moze pamigtatem wyniki...., co za roznica. Nie wszystko bede
liczyt doktadnie bo to zajmuje duzo miejsca. Wazne jest ze wy rowniez macie
dostep do réznych zrodet pozwalajacych na wyliczenie takich catek. A propos
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systeméw CAS. Obstuguja one, jak najbardziej, catki wielowymiarowe.
Popatrzymy na przyktady obliczone w pakiecie Mathematica. W pierwszym
przyktadzie policze catke (4.1)

Integrate[Sin[x]Cos[y], y, x] Instrukcja
—Cos[x]Sin[y] Wynik

M. 4.1. Obliczanie catki (4.1). Przyktad zaczerpniety z dokumentacji programu
Mathematica

Nieco bardziej ztozony przyktad. Obliczymy catke z nastepujacej funkcji
2 3 4.12
f(x,y)=8—3—y—3xy+x Y, )
2 3 3 3

W granicach wyznaczonych przez przecigcie dwodch krzywych wyznaczonych
przez réwnania

y(x)=2x" 4.12a
y(x):4+x2 4.12b
Obszar ten (lezacy miedzy obiema krzywymi) pokazany jest na rysunku (4.4)

Rysunek (4.4). Obszar
— 2x? wyznaczony przez dwie krzywe
44,2  daneprzezwzory (4.12)

_2 -1 ' 1 2
Wida¢, ze krzywe przecinajg si¢ w punktach dla x=-2 1 x=2. Dlatego catkowac
bedziemy o wspotrzednej x w tych wiasnie granicach. Granice wspotrzednych y,

dla kazdego x wyznacza¢ begdg funkcje: dolng granicg (4.12b) a gérng (4.12a).
Mamy wi¢c do obliczenia catke
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Integrate[8 - (3*y)/3 - (3*x*y)/3 + (x"2*y)/3 + (x*3*y)/3, | Instrukcja
{Xa '23 2}9 {ya 2*XA23 4+ XA2}]

315

M. 4.2. Obliczanie catki z funkcji (4.12) w obszarze pokazanym na
rysunku (4.4). Przyktad zaczerpnigty z dokumentacji programu Mathematica

Przedstawiong tu metode¢ obliczania catek wielokrotnych mozna uog6lnic
na catki potrdjne, poczworne po N-krotne.
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