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1. Zasady zachowania ¢

Zasady zachowania nalezg do grupy najsilniejszych regul wspotczesnej fizyki.
W przeciwienstwie do tzw. praw fizyki, ktérych zakres stosowania jest
ograniczony, od zasad zachowania nie ma odstgpstw. Przynajmniej, w tym
sensie, ze do dnia dzisiejszego nie udokumentowano procesu fizycznego,
w ktérym tamana jest ktora§ z zasad zachowania. Nie oznacza to, ze zasady
zachowania sa catkowicie niezmienne. Wraz z rozwojem fizyki poglebia si¢
nasze rozumienie wielkosci podlegajacych zasadom zachowania. Pociagga to za
sobg ewolucje samych zasad zachowania; w efekcie w ich rozumieniu stajemy
si¢ coraz bardziej subtelni. Sita zasad zachowania szczesliwie aczy si¢ z ich
prostota. Aby sformutowac¢ zasad¢ zachowania potrzebne sg dwa elementy:

s Wielkosc fizyczna podlegajgca zachowaniu

+ Ukfad izolowany ze wzgledu na zachowang wielko$¢ - to jest taki uktad,
przez granice ktérego nie ma przeptywu wielkos$ci zachowanej; jednakze
inne wielko$ci mogg przez granice uktadu izolowanego przeptywac

Okreslenie 1.1. Wzorzec zasady zachowania
W ukfadzie izolowanym wielRos¢ zachowana jest stata

OKkreslenie 1.2: Zasada zachowania energii
W ukfadzie izolowanym energia jest stata

Okreslenie 1.3: Zasada zachowania pedu
W ukfadzie izolowanym ped jest staty

OKkreslenie 1.4. Zasada zachowania momentu pedu
W ukfadzie izolowanym moment pedu jest stafy

Okreslenie 1.5. Zasada zachowania ladunku elektrycznego
W ukfadzie izolowanym catkRowity faduneR eleRtryczny jest staty

Podkresle tu dwa istotne fakty zwigzane zzasadami zachowania. Po
pierwsze uklad izolowany nie musi by¢ ukladem izolowanym przez barierg
fizyczng. Czgsto jest to uktad, ktorego granice wyznaczone sg czysto myslowo;
w mys$li zakreslamy granice uktadu izolowanego. Po drugie przez uktad
izolowany nie moze przenika¢ tylko wielko$¢ podlegajaca zachowaniu —
wszystko co nie jest zwigzane z przenoszeniem zachowanej wielkosci przenikaé
do 1 z uktadu izolowanego jak najbardziej moze (rys. 1.1).
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Rysunek 1.1. Modne s3g obecnie dywagacje o wszech§wiatach rownolegtych do
naszego. Oto powiedzmy, Ze gdzie§ w jednym z takich wszechswiatow
obowigzuje egzotyczna dla nas zasada zachowania liczby grzybow. Uktad
izolowany ze wzgledu na zasade zachowania liczby grzybow to taki uktad, przez
ktérego granice nie mogg ani do ani z tego uktadu przenika¢ grzyby. Inne
obiekty, nie bedace przedmiotem zasady zachowania liczby grzybow, takie jak
np. slimaki, statki kosmiczne czy zblgkane, pozbawione grzyb6éw planety, moga
do tego uktadu wptywac i z niego wyptywac. W przypadku przedstawionym na
rysunku granice uktadu izolowanego s3a czysto mysSlowe, jak to zwykle,
w przypadku zasad zachowania bywa. Gdy uktad nie jest izolowany ze wzgledu
na przeplyw grzybow, to chociaz zasada zachowania liczby grzybéw dalej
obowiazuje, to jej nie mozemy stosowac.

Nasz tadny obrazek wymaga uzupetnienia. Wyobrazmy sobie uktad
pokazany na rysunku (1.2). Przez granice uktadu izolowane nie przeptywa
zadna energia. A jednak planeta wewnatrz uktadu izolowanego zwigksza swoja
energi¢ kinetyczng na skutek przyciggania przelatujgcej, poza granicami tego
uktadu gwiazdy. W klasycznej teorii grawitacji oddzialywania grawitacyjnego
nie wigzemy z zadnym przeptywem. To dzieje si¢ na zasadzie swoistego czary
mary. Sg dwa ciala 1 w jaki§ magiczny sposob si¢ przyciagaja wedlug prawa
powszchenego cigzania. Mozemy tu mowi¢ o fizycznej relizacji magii
sympatycznej. Dwa podobne obiekty przyciagaja si¢ bo ,,czuja do siebie”
sypmati¢. Takie oddzialywania nazywamy nielokalnymi i s3 uwazane za bardzo
ktopotliwe elementy teorii fizycznych. Wspotczesna teoria oddzialywan zdaje
si¢ by¢ wolna od takich putapek gdyz indentyfikuje nos$niki oddziatywan, ktore
przeptywaja przez granice uktadu izolowanego. Mimo to nie wszystko staje si¢
przez to jasne 1 oczywiste.
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Rysunek 1.2. Przerywana linia wyznacza
granice uktadu izolowanego. Znajdujaca
sie wewnatrz uktadu izolowanego planeta
zwieksza swojg predkos¢ (a zatem
zmienia energie kinetyczng) w kierunku
przelatujgcej poza granicami uktadu
izolowanego gwiazdy. Zmianie energii
planety nie towarzyszy przeptyw zadnego
nosnika, ktéry mogitby przenosi¢ energie
przez granice uktadu izolowanego. Z tego
powodu  warunek  braku takiego
przeptywu musimy uzupeini¢ o warunek
braku oddziatywan sit zewnetrznych.

Poniewaz, od wspotczesnych teorii dzieli nas jeszcze troche czasu, to musimy
zalata¢ dziury pokazane na rysunku (1.2) i stwierdzi¢, ze uklad izolowany to
taki, przez ktory nie przeptywa wielkosci zachowana oraz nie ma oddziatywan
zewngtrznych mogacych naruszy¢ bilans wielko$ci zachowanej. Drugi postulat
zatatwiamy czasem moéwigc krotko: nie dzialajg sity zewnetrzne.

Definicja 1.1. Uklad izolowany ze wzgledu na zasad¢ zachowania
Ukfad fizyczny jest izolowany ze wzgledu na zasady zachowania, gdy przez jego
granice nie przeptywa wielRosci zachowana oraz nie dziatajq na jego zawartosé
sity zewnetrzne

Trzeba pamigtac, ze zasady zachowania spetnione sg rowniez w uktadach,
ktore nie sg izolowane. Nie odnosimy jednak tych zasad do nieizolowanych
uktadow z prostej przyczyny. Prébujac wykorzysta¢ zasady zachowania
w uktadach nieizolowanych musimy zna¢ doktadny bilans przeptywu wielko$ci
zachowanej do 1 z uktadu i to w kazdej chwili czasu. Zwykle nie jest to mozliwe
1 powoduje, ze zasady zachowania w uktadach nieizolowanych sa bezuzyteczne.

W praktyce na uktad izolowany nie naktadamy az tak ostrych warunkow,
jak to jest okreslone w definicji (1.3), cho¢by z tego powodu, ze idealny uktad
izolowany byloby niezwykle trudno znalez¢. Poniewaz kazda analiza ukladu
fizycznego czyniona jest tylko z ograniczong doktadno$cig, przyjmujemy, ze
przeplywy wielkosci zachowane] przez granice ukladu izolowanego, ktore sa
mniejsze od doktadnosci prowadzonej analizy mozemy uznac¢ za niebyte. To
samo dotyczy dziatania sit zwewnetrznych. Jezeli sg male, to je zaniedbujemy.
W praktyce powinniSmy zatem mowi¢ nie o uktadzie izolowanym, lecz
o uktadzie wystarczajaco izolowanym (rys. 1.3).
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Rysunek 1.3. Powiedzmy, Ze analizujemy, korzystajac z zasady zachowania
energii, przeptyw energii w podczas reakcji chemicznej zachodzacej w jakims
uktadzie doswiadzalnym. Zaktadamy, ze uktad, w ktérym znajduje sie aparatura
jest uktadem izolowanym (ze wzgledu na energie). Sciéle rzecz biorac nie jest to
prawda. Do naszego uktadu wptywa, na przyktad energia Swiatta zarowki.
Wiemy jednak, Ze energia ta jest bardzo mata w poréwnaniu z energia reakg;ji.
Co wazniejsze, wiemy, ze Swiatto widzialne w niezauwazalnym stopniu zaktdca
bilans energii badanej reakcji chemicznej. Zatem z punktu widzenia badane;j
reakcji energia zwigzana ze S$wiattem przeptywa przez uktad niczego nie
zmieniajgc. Mozemy wiec przyjaé, ze nasz uktad jest wystarczajaco izolowany.
Przy okazji warto zwréci¢ uwage na fakt, ze gdy badamy bilans energii (lub
innej wielkoSci zachowanej) w jakim$ ukiadzie fizycznym, przez ktéry
przeptywa strumien energii (lub innej wielko$ci zachowanej) w taki sposob, ze
nie zakltoca przebiegu badanych proceséw, to analizowany uktad fizyczny
mozemy uzna¢ za izolowany. Przyktadem jest wspomniana wyzej reakcja
chemiczna, ktérej przebiegu nie zaktéca swiatto. Inny przyktad - przez Ziemie
przenika silny strumien czastek elementarnych zwanych neutrinami, ktoére
przenoszg energie, ped i moment pedu. Jednakze prawdopodobienstwo, nawet
bardzo, bardzo, bardzo matego wplywu tego strumienia neutrin na znang nam
materig jest tak mate, ze spokojnie mozemy fakt ich istnienia zaniedbac.
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2. Energia ¢

Blizsze spotkanie z zasadami zachowania zaczne od zasady zachowania energii.
Wypadatloby w tym miejscu zastanowi¢ si¢ czym jest energia? Cho¢ wydaje sig,
ze intuicyjnie do$¢ dobrze rozumiemy pojgcie energii, to kiedy przychodzi do
sformutowania precyzyjnej odpowiedzi na pytanie: czym jest energia, sprawy
okazuja si¢ mocno skomplikowane. Jest to wazng oznaka tego, ze energia jest
pojeciem elementarnym, takim jak na przyktad czas. Sprobuj odpowiedzie¢ na
pytanie czym jest czas? Nie bede wigc tracil czasu na probe zdefiniowania
energii. Przejde natomiast do omawiania zasady zachowania energii 1 jak mam
nadzieje, podczas tegoz omawiania wasze rozeznanie w sprawach energii stanie
si¢ glebsze 1 precyzyjniejsze. To nie oznacza, ze bedziecie w stanie podac
zadowalajacg definicj¢ energii.

W przyrodzie energia przejawia si¢ w tak wielu réznorodnych sytuacjach,
ze sklonni jesteSmy wyrozniac¢ rozne jej rodzaje. MOwimy na przyklad o energii
kinetycznej (zwigzanej z ruchem cial), energii cieplnej, chemicznej, jadrowe;.
Nie ma jednak réznych rodzajow energii. Niezaleznie od tego jak ja nazwiemy
energia jest zawsze energig, a zasada zachowania energii dotyczy ogolnie
catosci energii w uktadzie izolowanym, bez rozrozniania jej rodzajow. Choc,
w mysl zasady zachowania, 1lo$¢ energii w uktadzie izolowanym musi pozostac
stala, to jedna wyrozniona przez nas forma energii moze przej$¢ w inng
(rys. 2.1). Na przyktad przy spadaniu w polu grawitacyjnym energia potencjalna
ciata przechodzi w energi¢ kinetyczng tegoz ciata. W procesie spalania energia
chemiczna wydziela si¢ w postaci energii cieplnej, a w maszynie parowej
energia cieplna zamienia si¢ na energi¢ kinetyczna.

Skoro energia postrzegana przez nas, w roznych okolicznosciach jest
zawsze takg samg energig, to dlaczego podejmujemy wysitek podzialu energii
na rozne jej rodzaje? Takie podzialy ulatwiaja nam dzialanie. W roéznych
sytuacjach fizycznych stosujemy rozne wzory na obliczanie energii. Jezeli
kazdej metodzie obliczania energii przypiszemy inng nazwe, obliczane] w ten
sposob energii, takg jak na przyktad ,,energia kinetyczna”, to powotujac si¢ na tg
nazwe¢ wskazujemy jednoczes$nie, w jaki sposob nalezy oblicza¢ energi¢. Szybko
przekonacie si¢, ze jest to wygodne. Czesto dyskutujemy nad rozwojem (lub
rezygnacja zrozwoju) energetyki jadrowej, weglowej, wiatrowej, etc.
Rozrdéznienie rodzajéw energii okresla, w tym wypadku, sposob jej
uzyskiwania. I to sposdb uzyskania energii, ktorg mozemy spozytkowal
w naszych urzadzeniach mechanicznych 1 elektrycznych, a nie sama energia,
moze budzi¢ nasz niepokd;j lub aprobatg. Te dwa przyktady pokazuja, ze podziat
energii na rodzaje jest uzyteczny i czg¢sto bede z niego korzystat.
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Rysunek 2.1a. Ludzik zaczyna pcha¢ spoczywajacy wozek. Przemiany
biochemiczne wjego organizmie dostarczaja energii mie$sniom. Energia ta
zostaje w czeSci rozproszona jako cieplo (energia cieplna), a w czeSci
zamieniona na energie kinetyczng wozka - wézek rozpedza sie.
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Rysunek 2.1b. Powoli ludzikowi zaczyna brakowac tchu. Przestaje pcha¢ woézek,
a ten dalej toczy sie sitg inercji, zamieniajgc swojg energie kinetyczng na ciepto
jakie wydziela sie przy tarciu kot o szyny. Wézek zwalnia bieg.
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Rysunek 2.1c. Kiedy zmeczony ludzik odpoczywa, wdzek uderza w $ciane.
W efekcie wozek zatrzymuje sie, a jego energia kinetyczna spada do zera.
Energia kinetyczna wodzka zamienia sie wenergie cieplna, akustyczng,
wewnetrzng, powodujaca czeSciowe zniszczenie woézka iSciany oraz energie
kinetyczng odrzuconych kawatkéw Sciany. Wszystkie te r6Zne nazwy przypisane
energii wskazuja na rodzaj procesoOw, w wyniku ktérych energia przeptywa
miedzy cztowiekiem wdzkiem i Sciang. Sama energia nie dzieli sie na rdézne
rodzaje.

Jak kazda wielkoSci fizyczna energia ma wymiar. Przez wielkosci
podstawowe uktadu SI energia wyraza si¢ w nastgpujacy sposob
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Fakt 2.1: Wymiar energii

Przez wielkosci podstawowe ukfadu Sl energia wyraza sie wzorem

masa - dtugo$é?
2.1

energia = p—

Przy tej okazji podkresle, ze jednostki podstawowe uktadu SI nie
wyrozniaja szczegolnie waznych wielkosci fizycznych. Gdyby tak bylo, to
wsrdd jednostek podstawowych powinna si¢ znalezé energia. Jednostki
podstawowe zostaly wybrane ze wzgledu na wygode¢ w wyrazeniu innych
jednostek przez te podstawowe. GdybySmy w jakim$§ ukladzie jednostek
zdecydowali, ze wsrod wielkosci podstawowych sg energia, czas 1 dtugos¢, a nie
ma masy, to wtedy masa wyrazalaby si¢ przez wielko$ci podstawowe wzorem

energia czas?

_ 22
masa dtugosc?

Nie bed¢ jednak definiowal wiasnego uktadu jednostek podstawowych, gdyz
jest to bardzo ciezka praca i raczej nikogo, nawet siebie, do takiego uktadu bym
nie przekonat. Pozostan¢ przy uktadzie SI. Od tej pory, kazda wielkos$¢ fizyczna,
ktorej wymiar wyrazi si¢ wzorem (2.1) bedzie dla nas energig. W sumie
mogloby nam to postuzy¢ za roboczg definicje energii, ktéra brzmiata by tak:
Kazda wielkos$ci fizyczna majaca wymiar dany wzorem (2.1) jest energia.

W uktadzie SI jednostka energii ma nazwe ,,dzul”. Zgodnie ze wzorem
(2.1) mamy

Definicja 2.1: Dzul
W ukfadzie SI jednostkg energii jest jeden dzul []]. Poprzez jednostki podstawowe
dzul wyraZa si¢ w nastepujqcy sposob:

k 2
_fem 2.3

J

g2
Czy jeden dzul to duza czy mata energia? Przyktadowo ciato o masie 1kg
poruszajace si¢ z predkoscig Im/s (3.6km/h) ma energi¢ kinetyczng roéwng
potowie dzula. Przy predkosci 10m/s (36 km/h) energia kinetyczna tego ciata
wynosi 50 dzuli. Do podgrzania jednego litra wody od temperatury 20°C do
temperatury 100°C, pod ci$nieniem normalnym potrzeba, przy zatozeniu 100%
wydajnosci procesu, 335000 dzuli energii. W skali naszego codziennego zycia
energia jednego dzula jest mata. Jednak w wielu dziedzinach nauki i techniki
energia jednego dzula jest ogromna. Aby unikng¢ poslugiwania si¢ bardzo
matymi warto$ciami (takimi jak na przyktad 3 trylionowe czesci dzula), w skali
zjawisk atomowych, powszechnie uzywang jednostka energii jest jeden
elektronowolt 1[eV]. Definiuje si¢ ja w nastepujacy sposob:
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Definicja 2.2: Elektronowolt [eV]
Jeden eleRtronowolt to energia, Rtorq zysKuje eleRtron przy przejsciu réznicy
potencjatow eleRtrycznych rownej jednemu woltowi.

Inaczej méwige jezeli pomiedzy punktami A 1 B panuje napigcie (réznica
potencjalow) jednego wolta, to elektron przechodzac z punktu 4 do punktu B
zwickszy swoja energie kinetyczng o jeden elektronowolt.

Fakt 2.2.

Jeden elektronowolt to 1.602 -101° dzula.

Elektronowolt jest jednostka bardzo, bardzo, ..., bardzo matg. Doskonale nadaje
si¢ do wyrazenia energii w skali czasteczek 1 atomu; 1wtej skali jest
powszechnie wykorzystywany. Ponadto jednostka zdefiniowana na bazie
procesu przejscia elektronu migdzy punktami o jednostkowej rdznicy
potencjalow wydaje si¢ naturalna dla procesow atomowych. W energetyce
powszechnie postugujemy si¢ kilowatogodzing. Jest to jednostka rozliczeniowa
migdzy odbiorcami energii elektrycznej a jej dostawcami.

Definicja 2.3: Kilowatogodzina [kWh]
Jedna Rilowatogodzina to energia, jakg zuiywa przez jedng godzing urzqdzenie
0 mocy tysigca watow

Fakt 2.3.

Jedna kilowatogodzina to 3,6 miliona dzuli.

1kWh = 3600000/ 24

W starych podrecznikach mozna si¢ spotka¢ z jeszcze inng jednostka
energii - ergiem [erg]; nazwa pochodzi od greckiego ergon — praca. Jednostka ta
nalezy do uktadu CGS.

Definicja 2.4: Erg [erg]
Jeden erg to energia réwnowazna pracy jakg sita réwna jednej dynie wykonuje na
drodze jednego centymetra.

Fakt 2.4.

lerg = 1077] 2.5
Kolejng, niegdy$ powszechnie uzywang, jednostka energii jest kaloria
[cal]. Kaloria jest miarg energii cieplnej (cho¢ nie ma przeszkod by nie wyrazaé
przez kalori¢ innych rodzajow energii) i w tej roli jest uzywana do dzis.
Uzywano jej rowniez do okreslania warto$ci opatowej jednostki masy paliwa.



Jan Masajada © — 45 tematoéw z fizyki

Definicja 2.5: Kaloria [cal]
1 cal=4.18687

1cal = 4.1868] 2.6

Powyzsza definicja okresla tzw. kalori¢ migedzynarodowa zdefiniowang w 1929
roku

Fakt 2.5.

Dawniej kalorie definiowano w nastepujacy sposdb: Jedna kaloria to energia rowna
energii cieplnej potrzebnej na ogrzanie jednego grama wody od temperatury 14.5 do
temperatury 15.5 stopnia Celsjusza, pod cisnieniem jednej atmosfery. Dla tak
zdefiniowanej kalorii przelicznik wynosi 1 cal=4.1855)

Mamy jeszcze kalori¢ dietetyczng. Jak to czesto bywa w jednostkach
panuje spory balagan 1 kaloria dietetyczna jest kilokalorig ,,energetyczng”. Jezeli
na opakowaniu podana jest w kaloriach wartos¢ energetyczna danego produktu
w przeliczeniu np. na sto gram, to oznacza to ile, Srednio rzecz biorac, organizm
przyswaja energii (ale liczonej w kilokaloriach) po spozyciu stu gram danego
produktu.

Definicja 2.6: Kaloria dietetyczna
Dana masa produktu spoiywczego ma wartos¢ energetyczng jednej Ralorii
dietetycznej jezeli po spoZyciu tej masy tego produktu przecietny ludzki organizm
otrzymuje 1000cal energi.

I tak na przyktad zjedzenie produktu o wartosci kalorycznej 100 kalorii
dietetycznych na 100 gram oznacza, ze przecigtny ,,zjadacz” przyswoi sobie, po
zjedzeniu 100 gram tegoz produktu, sto kilokalorii energii. Tabele (2.1)
zamieszczam dla tych, ktoérzy maja baczenie na swoja wagge.
Podam jeszcze definicj¢ dwoch bardziej egzotycznych jednostek energii.
Energi¢ gltowic jadrowych wyraza si¢ kilotonach trotylu.
Definicja 2.8: Kilotona trotylu [kt]
Kilotona trotylu jest réwna energii wyzwolonej w czasie wybuchu tysigca ton
trotylu.

Fakt 2.5.

Jedna kilotona trotylu to

1kt = 4.184 - 1012 2.7

W energetyce, gdy w gre wchodza wielkie energie (na przyktad bilanse
Swiatowych rezerw surowcOw energetycznych) energie wyraza si¢
w jednostkach o nazwie quad.

10
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Definicja 2.9: Quad

Jeden quad to energia rownowazna 1.055-10"47.

Przyktadowo pod koniec XX wieku §wiat zuzywal rocznie w postaci energii
elektrycznej okoto 105 quads energii, a potwierdzone rezerwy wegla

kamiennego opiewaly na okoto 25000 quads podczas gdy ropy na niecate
5000 quads.

Warto$¢ kaloryczna [cal

Produkt - masa lub objetos¢ lub ilo$¢ sztuk dietetyczna]
jedna bultka pszenna // 50g 125
jeden banan //200g 140
jeden baton Mars 275
chleb zwykty kromka // 50g 100
cukier // 100g 400
czekolada mleczna //100g 540
jabtka swieze // 100g 35
jedno jajko 80
kalafior //100g 16
kurczak biale migso bez skory // 114

100g
lody mleczne jedna gatka 30
tosos //100g 200
mak // 100g 540
nutella //100g 580
orzechy laskowe // 100g 634
piwo jasne // 0,51 230
Schab pieczony // 100g 240

Tabela 2.1. Przyktadowe wartosci kaloryczne wybranych produktow
spozywczych. Wartos¢ te nalezy traktowac jako przyblizone. Doktadne
wartosci czesto zaleza od danej partii produktu. Zwykle nie réznia sie
jednak wiecej niz o 5% od podanych.

Po tym krotkim przegladzie wazniejszych jednostek, w ktorych mierzymy

energi¢ przejde do omdwienia energii zwigzanej z ruchem ciata o danej masie
m, czyli energii kinetycznej. Zaczng¢ od definicji.
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Definicja 2.10: Energia kinetyczna
Energie zwiqzang z ruchem ciata o masie m i predRosci o wartosci v oRreslong
wzorem (2.8) nazywamy jego energiq Rinetyczng.

E—1 2 2.8
k=5 mv :
W zapisie wektorowym mamy:
1 2.9
E, = Em V'V

Latwo mozemy sprawdzi¢, ze w uktadzie SI powyzszy wzor daje nam, tak jak
nalezy, jednostki energii — dzule
2

1s2

To, ze masa razy predkos¢ do kwadratu ma wymiar energii nie
pozostawia zadnych watpliwosci. Skad si¢ jednak, we wzorze (2.8), bierze
czynnik ' ? Sprobuje ten wzdr uzasadni€. Zaczne od spostrzezenia: iloczyn sity
o wartosci F 1 przesuni¢cia s, w kierunku dziatania sity ma wymiar energii.
W uktadzie SI mamy

1kg 1] 2.10

kgm  kgm?

m

> =10l 2.11

[F s] =
Zatem sila razy przesunigcie mierzona jest w jednostkach energii. Nawiasem
moéwigce iloczyn sily i przesunigcia nazywamy pracg. Pokaze teraz, ze wzor na
energi¢ kinetycznag (2.8) jest zgodny z drugim prawem Newtona. Zgodnie z tym
prawem catkowita sila dzialajgca na czastke jest rowna iloczynowi masy tej
czastki 1 jej przyspieszenia.

F—ma 2.12

Zalézmy, ze na nieruchome ciato zaczyna dziatac stata sita o wartosci F, pod
wplywem ktorej ciato to porusza si¢ ruchem jednostajnie prostoliniowym
z przyspieszeniem o wartosci a=F/m, w kierunku zgodnym z kierunkiem
dziatania sity. Ciato to, w czasie At przebywa droge

1 2.13
As = —aAt?
S > a
Wstawmy do wzoru na pracg W=F-s wzor na wartos¢ sity 1 na przesuniecie
1 1 1
W=ma =alAt? =-=m(alAt)?=-mv? 2.14
g 2__/ 2 2

przesuniecie
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DostaliSmy wzor na energie kinetyczng. Podkreslam, ze w naszym przyktadzie
jedynym skutkiem dziatania sily jest zmiana predkosci ciala i co za tym idzie
przyrost jego energii kinetycznej. Przedstawione tu rozumowanie wskazuje, ze
gdy korzystamy z zasad mechaniki newtonowskiej energia kinetyczna wyraza
si¢ wzorem (2.8).

Masz prawo do poczucia, ze co$ tu jest postawione na gtowie. Na wstepie
stwierdzilem, Zze zasady zachowania nalezag do najbardziej ogdlnych regut
wspoiczesnej fizyki. Sg ogdlniejsze od praw fizycznych, takich jak drugie prawo
Newtona. Czy zatem wypada uzasadnia¢ wzoOr na energi¢ kinetyczng ciala
korzystajac z drugiego prawa Newtona? To co zrobilem nalezy rozumie¢ w ten
sposob. Pokazatem, ze wzor (2.8) jest spdjny z drugim prawem dynamiki. I cho¢
drugie prawo ma ograniczone zastosowanie, to w pewnym zakresie zjawisk
(catkiem szerokim nawiasem moéwigc) jego stosowanie jest uzasadnione. Tam,
gdzie jego stosowanie jest uzasadnione, uzasadnione jest korzystanie ze wzoru
(2.8). W momencie gdy wzor (2.8) da nam zte wyniki (nie zgadzajace si¢
z doswiadczeniem) mozemy by¢ pewni, ze jednoczesnie drugie prawo dynamiki
przestaje by¢ uzyteczne. Zasada zachowania energii, by¢ moze w bardziej
ogdlnym ujeciu, dalej pozostaje w mocy. Musimy tylko znalez¢ bardziej
odpowiednie wzory na obliczanie jej wartosci. Gdy zaczng omawiac szczegolng
teori¢ wzglednosci otrzymamy inny wzdr na energi¢ kinetyczng. Dla matych
predkosci, w porownaniu z predkoscig Swiatla, ten nowy wzor bedzie z dobrym
przyblizeniem zgadzal si¢ ze wzorem (2.8). Zatem, z punktu widzenia
szczegolne] teorii  wzglednosci  wprowadzony tu wzor jest wzorem
przyblizonym. Prawde mowigc teoria wzglednosci zmusi nas do zmiany
spojrzenia na zasad¢ zachowania energii. Ale nie odrzucimy bynajmniej zasad
zachowania. Stang si¢ one dla nas bardziej powigzane z glebsza strukturg teorii
fizycznych.

No dobrze, kiedy juz tak zaczatem wgryza¢ si¢ w zagadnienie energii
kinetycznej, to wyciagne jeszcze jeden powazny 1 przykry problem

Fakt 2.6:

Wartos¢ energii kinetycznej ciata zalezy od wyboru uktadu wspétrzednych

To do$¢ oczywiste. Jezeli w danym uktadzie wspdirzednych K ciato o masie m
ma predkos¢ wyrazong wektorem v, to w uktadzie wspotrzednych K’ zwigzanym
z tym ciatem, predkos¢ tego ciato jest rOwna zeru, co oznacza zerowg energi¢
kinetyczng (rys. 2.2). Z faktu (2.6) wynika dramatyczny ktopot: Nie mozna
przypisa¢ ciatu konkretnej energii kinetycznej. A moze nie jest tak zle. Moze
jest taki uktad wspétrzgdnych w ktéorym energia kinetyczna ciata jest jego
prawdziwg energig? Pomyst frapujacy, ale jak znalez¢ uktad wspotrzednych, dla
obliczania prawdziwej energii kinetycznej? Ktory uklad wspodtrzednych
pokazany na rysunku (2.2) jest bardziej prawidtowy, to znaczy daje bardziej
prawdziwg warto$¢ energii kinetycznej ciata?
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Rysunek 2.2. Niech ciato C porusza sie wzgledem uktadu xy z predkoscig v.
Wtedy energia kinetyczna tego ciata liczona w uktadzie xy ma wartos$¢ ¥2mv2.
Niech uktad x'y’' porusza sie tak, ze cialo C spoczywa w tym ukiadzie. Wtedy
predkos$¢ ciata € w uktadzie x'y’ jest rowna zeru i energia kinetyczna tego ciata
w tym uktadzie jest tez réwna zeru. W dwoch réznych uktadach ciato € ma dwie
rézne energie kinetyczne.

Jezeli nie znajdziemy sposobu na znajdowanie prawidtowych uktadow
odniesienia, to nie oszukujmy si¢, nie bedziemy w stanie przypisa¢ ciatu
konkretnej wartosci energii kinetycznej. Moze si¢ przy tym zdarzy¢ tak, ze
prawidtowy uktad odniesienia istnieje, ale znalezienie metod jego identyfikacji
przekracza mozliwosci cztowieka. Chee tu Ci¢ uczuli¢ na jedng sprawe. Nawet
jezeli taki prawidlowy uktad istnieje, ale tak, Ze nie ma mozliwosci jego
zidentyfikowania, to w zasadzie nie ma o czym mowi¢. Swiadomosé jego
istnienia nie pomoze nam znalez¢ prawdziwej energii czastki. Tak czy inaczej
energia kinetyczna czastki pozostanie dla nas zalezna od uktadu odniesienia.
Niestety, na gruncie mechaniki newtonowskiej istnienie takiego uktadu jest
wykluczone. Z drugiej strony mamy przekonanie, ze jezeli cialo ma energig, to
jest to energia konkretna, ktora nie zalezy od wyboru ukladu odniesienia.
A jezeli jednak zalezy, to co z zasadg zachowania energii? To powazny
problem, a na wigcej $wiatta w tych kwestiach musimy jeszcze poczekaé. Jak
pisalem na wstepie z uplywem czasu nasze rozumienie zasad zachowania staje
si¢ coraz bardziej subtelne.

Uwaga 2.1:
Przy korzystaniu z zasady zachowania energii nie wolno zmienia¢ uktadu
wspotrzednych, na inny poruszajacy sie wzgledem uktadu wyjsciowego

Uwage (2.1) nalezy rozumie¢ tak: jak dlugo trzymamy si¢ jednego uktadu
wspotrzednych, tak dlugo mozemy korzysta¢ z zasady zachowania energii.
Zmiana uktadu wspotrzednych, podczas analizy danego uktadu fizycznego, na
uktad, ktory si¢ porusza wzgledem uktadu wyjsciowego, zwykle wprowadza
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powazne bledy. To znaczy mozemy to zrobi¢, pod warunkiem, ze kontrolujemy
skutki wynikajace z takiej zmiany.

Klopoty z zasadg zachowania energii na tym si¢ nie konczg. Przyjrzyj si¢
rysunkowi (2.3)

P i T Lw.._

-5
g
: A B
= 1000kg
|

Rysunek 2.3. Ciezar spoczywa na poziomie gruntu. Jego energia kinetyczna jest
réwna zeru. Nastepnie ciezar zostat powoli podniesiony na wysoko$¢ rowna Ah.
Na tej wysokoSci dZzwig zatrzymat sie. Energia kinetyczna ciezaru jest dalej
réwna zeru.

~EEERE 'n'v.. B

R Rysunek 2.3 ciag dalszy. Ciezar
zostat odciety i spada w dét. Z kazda
% chwilg rosnie jego predkos$¢ v,

a zatem rowniez energia kinetyczna.
Przy uderzeniu ogrunt energia
kinetyczna zamienia sie na energie
cieplng, kinetyczng (wyrzuconych
A czastek gruntu), akustyczng, etc.

ah

Podnoszac cigzar do goéry dzwig wykonuje prace (réwng sile dzwigu razy
przesunigcie ci¢zaru). A praca to przeciez energia. W koncu dzwig zatrzymuje
si¢ z cigzarem uniesionym na pewng wysokos¢. A co z energig wydatkowang na
podniesienia ciata? Przed unoszeniem energia ta byla zawarta w paliwie. Potem
paliwo uleglo spaleniu a wydzielona energia przeptyneta przez silnik 1 pozwolita
na wykonanie podnoszenia. Ale w czasie podnoszenia energia nie mogla
znikng€. Zatem gdzie si¢ podziata? Ciato zawieszone na nieruchomym dzwigu
wyglada dos¢ niewinnie. W uktadzie zwigzanym z dzwigiem energia kinetyczna
tego ciata jest rowna zeru. Ale kiedy przetniemy line ciatlo to zacznie si¢
rozpedzac, czyli zacznie zwigksza¢ swoja energi¢ kinetyczng. Skad ten przyrost
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energii? Mozesz tu stusznie zauwazy¢, ze ciato to jest przyciggane przez pole
grawitacyjne i dziata sita ciezkosci, ktéra powoduje ruch przyspieszony. Ale
itak pozostaje jeden problem. Powiedzmy, ze podnosimy jaka$ mase na
wysoko$¢ h, potem ja puszczamy 1 pozwalamy sile grawitacji wykona¢ prace.
Potem znowu je podnosimy 1 znowu pozwalamy grawitacji wykona¢ prace. I tak
za kazdym razem wyciskamy z pola grawitacyjnego energi¢, czyli tfamiemy
zasade zachowania energii. No niezupetnie, przeciez podnoszac wykonujemy
prace przeciw sile pola grawitacyjnego. Jezeli zalozymy, ze sita pola
grawitacyjnego jest stata 1 wynosi mg, co jest bardzo dobrym zatozeniem dla
matych réznic wysokosci, to wtedy praca W przy podnoszeniu ciala o masie m
na wysokos$¢ 4 jest rowna

W =mg &

sita przesuniecie

2.15

Przypominam, ze g jest tu tzw. przyspieszeniem grawitacyjnym. Mozemy teraz
zmierzy¢ energi¢ kinetyczng ciala spadajacego przy powierzchni Ziemi.
Doktadny pomiar nie jest tatwy, gdyz musimy uwzgledni¢ sity oporu powietrza,
lub uzy¢ kolumny prézniowej, lub wymysle¢ jaki$ inny sprytny trik. Nie mniej
mozna taki pomiar zrealizowaé i przekona¢ si¢, ze energia kinetyczna ciata
spadajacego z wysokosci £ jest przy powierzchni Ziemi taka sama jak praca
wykonana nad jego podniesieniem na wysoko$¢ 4. Dalej jednak pozostaje
pytanie: gdzie podziewa si¢ energia wydatkowana na podniesienie ciala,
w chwili, gdy wisi ono nieruchomo w gornym potozeniu? W tej sytacji postulat,
ze zasada zachowania energii dziata w polu grawitacyjnym wyglada sensownie.
Mozemy wigc przyjac, ze podczas podnoszenia ciala wtozona w to podnoszenie
praca zwicksza energi¢ pola grawitacyjnego. Wtedy wygladaloby to tak.
Podnosimy ruchem jednostajnym ciato. Energia kinetyczna tego ciata pozostaje
stala, a energia zwigzana z praca jaka wykonujemy przy podnoszeniu przeptywa
do pola grawitacyjnego. Nic dziwnego, ze tej energii nie wida¢, skoro pola
grawitacyjnego réwniez nie wida¢. Wida¢ natomiast, ze pole grawitacyjne
zyskato mozliwo$¢ wykonania pracy. A fakt, Ze energia kinetyczna spadajacego
z wysokosci 4 ciata, jest przy powierzchni ziemi réwna pracy wlozonej przy
podnoszeniu tego ciala na wysoko$¢ A, utwierdza nas w przekonaniu, ze zasada
zachowania energii jest spelniona i ze pole grawitacyjne moze ,tadowac si¢
energig”. Ale jak to fadowanie jest mozliwe. Coz, to dos¢ trudna sprawa. Zresztg
w XIX wieku, kiedy ksztattowala si¢ zasada zachowania energii, nie znano na to
pytanie odpowiedzi. Ale zeby wiedziec, ze cos si¢ dzieje nie musimy wiedzie¢
jak to co$ si¢ dzieje. W Swietle tego co powiedziatem wyzej rozsadnie jest
przyja¢ nastepujace dwa postulaty:

Postulat 2.1:

Przy wykonaniu pracy przeciwko sitom pola grawitacyjnego energia wydatkowana na
tg prace przeptywa do pola grawitacyjnego.
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Postulat 2.2:

Przy spadaniu ciata pod wptywem pola grawitacyjnego energia pola grawitacyjnego
przeptywa do spadajgcego ciata.

A na okrase¢ definicja

Definicja 2.11: Energia potencjalna ciala w polu grawitacyjnym
Energia jaka przeptywa z pola grawitacyjnego do danego ciata, w przypadku gdy
ciato to obniiyfo swoje pofozenie o Ah, jest rowne spadkowi jego energii
potencjalnej.

Dopiero si¢ wszystko w miarg sensownie utozylo a tu taka definicja!
Dlaczego méwimy o energii potencjalnej ciata, a nie pola grawitacyjnego, skoro
to pole grawitacyjne magazynuje energi¢? Przyczyna jest czysto praktyczna.
Zwykle przy rozwigzywaniu probleméw koncentrujemy uwage na jakims$
obiekcie a nie na catym polu grawitacyjnym. Trudno nam réwniez postugiwac
si¢ energig pola grawitacyjnego Ziemi, gdyz jest ono tak ogromne, ze doptyw
energii zwigzany z podniesieniem nawet kilkuset tonowego bloku praktycznie
jej nie zmienia. Przyjeta definicja usuwa ten problem. Przez energi¢ potencjalng
ciata rozumiemy po prostu t3 drobng cze$¢ energii pola grawitacyjnego, ktorg
pole wymienia z ciatem przy przej$ciu rdznicy wysokosci Ah. Pomysl co jest
tatwiejsze: stwierdzi¢, ze pan Abacki zaczerpnat z oceanu dziesi¢¢ litrow wody,
czy ze po zaczerpnigciu przez pana Abackiego wody, ilos¢ wody w oceanie
zmienila si¢ z jakiej$ ogromnie ogromnej liczby litréw (ktorej 1 tak doktadnie
nie znamy) na tg ogromnie ogromng liczbe litrow pomniejszong o dziesigé
litrow?

Przy matych réznicach wysokos$ci A4 zmiang energii potencjalnej ciata
omasie m wpolu grawitacyjnym, ktore -charakteryzujemy poprzez
przyspieszenie grawitacyjne g, wyrazamy nastepujacym wzorem:

AE, =m g Ah 2.14

Przyblizenie przyjet¢ w tym wzorze polega na tym, ze przyjmuje sig¢, ze
przyspieszenie grawitacyjne g nie zalezy od wysokosci nad powierzchnig Ziemi.
Przy powierzchni Ziemi $rednie przyspieszenie grawitacyjne wynosi
g~9.81m/s>. W temacie po$wieconym klasycznej teorii grawitacji (TXVI)
przekonasz si¢, ze przyblizenie to jest bardzo dobre, nawet jezeli cialo
podnosimy na 5000 metréw nad poziom gruntu. Zauwaz, ze wyrazenie ,,mg”
ma wymiar sity ( ,,;mg” to sita przyciggania grawitacyjnego). Zatem mgAh ma
wymiar energii (pracy) wlozonej w podniesienie ciala 0 masie m na wysokos¢
Ah, czyli wszystko jest w porzadku. Przejde teraz do prostych przyktadow
zadan, ktére mozna rozwigza¢ odwotujac si¢ do zasady zachowania energii.
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3. Przyktady zadan ¢

3.1. Zadanie 1

Kamien spada z wysokosci h=100m. Oblicz predkos¢ upadku tego
kamienia. Przyspieszenie grawitacyjne ma warto$¢ g=9.81m/s2. Zaniedbaj
opory powietrza.

Kiedy kamien spada z pewnej wysokos$ci dzialajg na niego: sita grawitacji, sita
oporu powietrza oraz wiele innych sit (rys. 3.1.1). Cala sytuacja wyglada na
bardzo skomplikowang. Jednak zgodnie z dyskusja na temat samej fizyki, to co
teraz robimy nazywa si¢ tworzeniem modelu sytuacji fizycznej, czyli
postepujemy droga krowy (§TI 1). W pierwszym kroku oddziatywanie innych
sit niz grawitacja 1 opory powietrza uznajemy za tak mate, ze je w modelu
pomijamy (rys. 3.1.2). Przez to model staje si¢ prosty. Dalej nie jesteSmy jednak
w stanie go rozwigzac. Potrafimy liczy¢ energi¢ kinetyczng 1 potencjalng ale nie
potrafimy liczy¢ przeplywow energii podczas tarcia kamienia o powietrze, czyli
nie wiemy jak uwzgledni¢ opory powietrza. Na szczgScie w zadaniu jest
powiedziane, ze mozemy opory powietrza pomingc€. Jezeli tak, to sytuacja robi
si¢ naprawde prosta, gdyz na placu boju pozostaje jedna prosto okreslona sita —
sita grawitacji (rys. 3.1.3).

Rysunek 3.1.1. Kamien spada na powierzchnie Ziemi z wysokosci h. Dziata na
niego sita grawitacji (reprezentowana przez czarng strzatke), sita oporu
powietrza (czerwona strzatka) oraz kilka innych mniejszych sit. Moze to by¢ na
przyktad: sita przyciggania przez Stonce (zielona strzatka) lub przez Ksiezyc
(rézowa strzatka), sita podmuchu wiosennego wiatru (niebieska strzatka). 0§ x
uktadu wspétrzednych zostata wyznaczona tak aby pokrywatla sie z kierunkiem
dziatania sity przyciagania grawitacyjnego.

18



Jan Masajada © — 45 tematoéw z fizyki

Rysunek 3.1.2. Model jest zawsze uproszczong reprezentacja realnej sytuacji.
W naszym modelu na placu boju pozostaly tylko dwie najwieksze sity: sita
grawitacji i sita oporu powietrza. Jest to ciggle jednak zbyt ztozony model jak na
nasze obecne mozliwosci

Wiemy, ze na wysokosci 4 cialo ma energi¢ potencjalng mgh, aenergig
kinetyczng rdwna zeru. Zatem catkowita energia w potozeniu ,,na goérze” wynosi

E; =mgh+ 0 =mgh 3.11
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Rysunek 3.1.3. W najprostszym modelu zostaje nam tylko sita oddziatywania
grawitacyjnego. W uktadzie wystepuja dwa rodzaje energii: potencjalna
i kinetyczna, ktére umiemy wyliczy¢. Uznajac caly uktad za izolowany ze
wzgledu na przeptyw energii zadanie mozemy rozwigza¢ wykorzystujac zasade
zachowania energii.
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Gdy kamien spadnie jego energia potencjalna skurczy si¢ do zera, ale w chwili
upadku bedzie on miat niezerowa predko$¢ vy, a co zatem idzie niezerowa
energi¢ kinetyczng. Caltkowita energia ciata w momencie uderzenia jest rowna

mv2  mv?2

2 2
Energia w potozeniu ,,na dole” musi by¢ réwna energii w potozeniu ,,na gorze”;
zgodnie z zasadg zachowania energii, mamy

3.1.2

E,=0+

mv? 3.13
EG == ED - mgh == 2
Rozwiazuja to rbwnanie otrzymujemy:
3.14

Uy =+/2gh =44.29m/s

W ten sposéb obliczyliSmy szukang predkos$¢ spadania kamienia. Zwracam
uwage na wygode jaka dajg nam zasady zachowania. Interesuje nas tylko bilans
energii w potozeniu géornym 1 dolnym. Cala historia spadania kamienia jest dla
naszych obliczen nieistotna.

Pozostaje pytanie czy obliczona predkos¢ jest dobra? OdpowiedZz brzmi:
Na pewno nie jest doktadna. A czy jest dobra — cdz, to kwestia konkretnych
potrzeb. Dla nas jest dobra. Zadania, ktore robimy stuzg ¢wiczeniu techniki
rozwigzywania problemow fizycznych. Na tym etapie niczego nie projektujemy
ani nie badamy. Trzeba si¢ wigc zawsze trzymaé wskazan zawartych w tresci
zadania 1 jak pisza, ze opory ruchu pomijamy to je pomijamy 1 koniec.
Nawiasem mowigc uproszczen w modelu tej sytuacji jest wigcej niz to zostato
wypowiedziane. Na przyktad powinniSmy uwzgledni¢ fakt, ze kamien, cho¢
maty, to ma jednak pewne skonczone rozmiary. Na jego rézne punkt moga
dziata¢ nieco rozne sity. My jednak milczaco przyjeliSmy, ze kamien jest tak
maty, ze mozna go traktowac jak punkt materialny.

3.2. Zadanie 2

Smigtowiec podnosi ciato o masie m=500kg na wysoko$¢ Ah=200m.
W efekcie catkowita energia ciata wzrosta o AE=1025000J. Oblicz jaka
predkos¢ uzyska to ciato przy podnoszeniu. Zatéz, ze przed uniesieniem
ciato to spoczywato. Przyjmij g=10m/s? i zaniedbaj opory ruchu.

Teraz juz nie bede bawil si¢ w tak rozbudowang analiz¢ zadania jak poprzednio.
Od razu skorzystam z uproszczen wynikajacych z tresci zadania. Z tresci
zadania wynika, ze powinni$my skoncentrowac si¢ tylko na dzialaniu sity
grawitacji.

Przy podnoszeniu na wysoko$¢ Ah = 200m cialo o masie m = 500kg
zyskuje energie potencjalng E, o wartosci
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AE, =m g Ah = 1000000/ = 1MJ 3.2.1

Ale z treSci zadania wynika, ze calkowita zmiana energii tego ciata wynosi
AE=1025000]. Zatem do ,,zagospodarowania” zostalo E,=25000J. Energia ta
musiala zosta¢ zamieniona na energi¢ kinetyczng tego ciata (wniosek z tego, ze
smigtowiec je nie tylko podnosit, ale rowniez rozpedzat si¢), co odpowiada
wzrostowi predkosci o

2E,
m

m km
1M o ggfm 322
S h

v =

Poniewaz predkos¢ poczatkowa ciata byta rowna zeru to predkos$¢ koncowa jest
roOwna obliczonemu przyrostowi predkosci czyli 36km/h.

Dyskusja 3.2.1: ,,... zaniedbaj opory ruchu”

Zrobione przez nas dwa zadania Roticzyfy sig zdaniem: ,zaniedbaj opory ruchu’.
Krotko rzecz ujmujgc opory ruchu to te procesy, Ktore prowadzq do chaotycznej
redystrybucji energii — rozpraszania energii. Praca polegajqca na rozpedzaniu wizka
nie jest chaotyczng redystrybucjq energii. ®Pchajqcy, w sposob uporzqdRowany,
zwigRsza predRos¢ wozka. Ale gdy wizek, hamuje wskutek, tarcia jego energia
Rinetyczna zamienia sig na energig Rinetyczng czqsteczek podtoza. Tyle, Ze ruch tych
czqsteczeR jest chaotyczny, poruszajq sig one we wszystRie strony, w efekcie podtoze
jako cato$¢ nie uzyskuje dodatkowej predkosci. W szczegolnosci przez opory ruchu
bedziemy rozumie¢ tarcie o podfoze, tarcie wewngtrzne (np. faricuch rowerowy
rozprasza energie trqc o Kofa zebate) opory hydrodynamiczne (na sKutek,
ruchu w cieczy), opory aerodynamiczne (na sRutek ruch w powietrzu).

3.3 Zadanie 3

Kamien rzucono z wysokosci h=2m pod pewnym katem do poziomu
z predkoscia poczatkowa vo=6m/s. Znalei¢ predkos¢ kamienia
w momencie upadku na ziemie. Zaniedbujemy opory ruchu.
Przyspieszenie ziemskie g=9.81m/s>.

Ponownie uznajemy, ze dziala tylko sila grawitacji, a kamien mozna
potraktowac¢ jako ciato punktowe. W momencie wyrzucenia kamienia miat on
predkos¢ poczatkowa o wartosci v,=6m/s oraz energi¢ potencjalnga roéwna mgh.
Calkowita energia poczatkowa wynosita

5 - muvy
P2
W momencie upadku kamien mialo szukang warto$¢ predkosci koncowej vy
1 zwigzang z nig energi¢ kinetycznag, a jego energia potencjalna byta rowna zero.

W momencie upadku, catkowita energia wynosita:

+mgh 3.3.1
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z mv?
)

Z zasady zachowania energii wynika, ze energia poczatkowa jest rOwna energii
koncowe;.

332

2 2
v mv
p+mgh= i

E, = Epp = = v2 + 2gh = v? 3.33

Stad tatwo obliczamy predkos¢ koncowa

3.34
v = /vg + 2gh = 8.67m/s

Latwo milo 1 przyjemnie. Ale gdy kto$§ zacznie za bardzo kombinowaé
sprawy moga przyja¢ nieoczekiwany obrot. Kto§ moze kombinowacé tak

(rys. 3.3.1):

A4

Rysunek. 3.3.1. Przy braku oporu ruchu ciato wyrzucone do gory z predkoscia
poczatkowgq vo odzyskuje takg samg wartos¢ predkosci (ale jej kierunek i zwrot
jest inny) przy powrocie na wysokos¢, z ktérej zostato wyrzucone.

Na poczatku ciato ma predko$¢ vy=6m/s 1 nawet jezeli zostanie wyrzucone
pionowo do gory to i1 tak wracajac z powrotem na ziemi¢, przy braku oporow
ruchu, odzyska na wysoko$ci poczatkowej A=2m te swoje vy=6bm/s. Zatem
niezaleznie od tego jak zostatlo wyrzucone, cata dodatkowa predkos¢ dv ciato
zyskuje na drodze prowadzacej od wysokosci poczatkowej do powierzchni
ziemi. Ile zyska tej predkosci? Zgodnie z zasadg zachowania energii mamy

m 6v?
2

Teraz tg zyskang predkos¢ musimy doda¢ do predkosci poczatkowej. Tu
pojawia si¢ istotna trudnos¢. Nie znamy kierunku predkosci poczatkowej 1 nie za
bardzo wiemy jak doda¢ do niej predkosé¢, ktora zyskato ciato na skutek
obnizenia swojej poczatkowej wysokosci. Musisz pamigtaé, ze predkosci sg
wektorami 1 aby je doda¢ musimy znaé kierunki 1 zwroty tych wektorow. Ta
droga zadania nie rozwigzemy; na szczescie dla rozwigzujacego zadanie samo
si¢ obronito, przed jego watpliwym sprytem. Ja jednak chcialbym pokazac
putapke, z ktorg wigze si¢ rozumowanie zilustrowane na rysunku (3.3.1).
Dlatego uproszczg nieco cate zadanie.

=mgh = 6v =,/2gh = 6.26m/s 335
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Powiedzmy, ze kamien wyrzucamy pionowo do gory (rys. 3.3.2). Zatem
wracajac w dot kamien odzyskuje swoja predkos¢ poczatkowa iz predkoscia
poczatkowa, od punktu wyjscia, kontynuuje spadek, tyle ze pionowo w dot.
Skoro znamy warto$¢, kierunek izwrot tej predkosci 1 wiemy, ze kierunek
1 zwrot predkosci nabytej jest taki sam, to mozemy juz obie predkosci dodac,
otrzymamy:

Vg = vp +6v =12.26m/s 3.3.6

Rozwigzujac ta nowg wersje zadania poprzednig metoda uzyskamy ten sam
wynik co poprzednio (3.3.4), czyli 8.67m/s. Oba rozwigzanie ewidentnie si¢
r6znig - gdzie tkwi problem?

Rysunek 3.3.2. Wyrzucamy kamien pionowo do gory z predkoscia poczatkowa
o wartosci vo (czarna strzatka). Przy spadku w dét kamien odzyskuje predkos¢
o wartosci vo, ale przeciwnie skierowang (zielona strzatka). Obliczamy predkos¢

ov jaka uzyska kamien przy spadku zwysokosci h ze wzoru év =,/2gh
(niebieska strzatka). Poniewaz kierunek i zwrot predkosci ciata na wysokosci h
jest taka sam jak predkosci ¢v, obie warto$ci mozemy do siebie doda¢. W ten
sposob wartos$¢ predkosci konncowej wynosi vk=vo+3v, Ale dla vo>0 wzor ten nie
jest zgodny z zasadg zachowania energii.

Jezeli od otrzymanej pierwotnie predkosci 8.67m/s (3.3.4) odejmiemy predkosc
poczatkowa 6m/s to otrzymamy przyrost wartosci predkosci

6v =8.67—6 =2.67m/s
Ten przyrost predkosci jest mniejszy niz wyliczony ze wzoru (3.3.5) 6.26m/s.
Postawmy sprawe tak: O ile nalezy zwigkszy¢ predkos¢ ciata, ktore ma

predkos¢ poczatkowa v,, aby jego energia kinetyczna wzrosta o warto$¢ mgh?
Pytanie to mozemy zapisa¢ w postaci rOwnania

3.3.7

3.3.8
mv? ok = m(v, + Sv)z
2 TTItETT
W efekcie otrzymamy réwnanie kwadratowe na ov.
3.3.9

Sv? + 26vv, —2gh =0
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Réwnanie kwadratowe, jak to rownanie kwadratowe, wymaga okreslenia
wyroznika A

A= 4v2 + 8gh 3.3.10

I mozemy napisa¢ rozwigzania

—2v, ¥ /v + 2gh .

Réwnanie kwadratowe daje dwa rozwigzania. Rozwigzanie ze znakiem minus
przy pierwiastku jest ujemne. Rozwigzanie to oznacza tylko tyle, ze wymagang
energi¢ kinetyczng otrzymamy réwniez wtedy, gdy ciato nabierze odpowiednie;j
predkosci lecac pionowo w gore. Lecac w gore cialo hamuje, wigc przyrost
predkosci jest ujemny. To rozwigzanie nas nie interesuje. Ale warto zwrocicé
uwage na kompletno$§¢ matematyki, ktora ,,nie przeoczyta” takiej mozliwosci.
Drugie rozwigzanie jest tym czego potrzebujemy, zapiszemy je tak

ov = /v§+2gh—vp 3.3.12

Wida¢ od razu, ze jezeli predkos¢ poczatkowa wynosi v,=0, to wtedy

Sp = \/m 3.3.13

I tylko w wtedy, gdy sktadowa pionowa predkosci poczatkowej jest rowna zeru,
obie metody rozwigzywania poprzedniego zadania dadza ten sam wynik.
W pozostatych przypadkach przyrost predkosci liczony ze wzoru (3.3.12) nie
daje poprawnych wynikow.

Mozna to podsumowaé¢ w ten sposob. Jezeli ciatlo ma na poczatku
niezerowa sktadowg predkosci w dot, to ma za mato czasu na nabranie
predko$ci wynikajacej z rtownoéci mv? /2 = mgh. Pomyél predko$é ciata roénie
zgodnie ze wzorem

ov = gAt

3.3.14

gdzie At jest czasem spadania ciata. Gdy ciato ma niezerowa sktadowa pionowa
predkosci poczatkowej czas spadania robi si¢ krotszy, a przez to przyrost
predkosci jest mniejszy (rys. 3.3.3).

Aby potwierdzi¢ te dywagacje na temat czasu spadku obliczmy ten czas
na dwa sposoby. Majac wzor (3.3.12) 1 (3.3.14) mozemy obliczy¢ czas spadania
ciala, gdy sktadowa pionowa jego predkosci poczatkowej wynosi v,.

[1,2 —
pe = Y0 F20R TV 33.15
g
Zrébmy to samo ze wzoru na droge w ruchu jednostajnie przyspieszonym

1
h = vat+§gAt2 3.3.16
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»

ov [m/s] 4

»

10 20 30 40 v, [m/s]

Rysunek. 3.3.3. Tak maleje przyrost predkosci dv opisany wzorem (3.3.12),
wraz z rosngcg predkoscig poczatkowa. Wysokos¢ z ktérej spada ciato wynosi,
tak jak w zadaniu, h=2m. Dla vp=0 mamy 6v=6,26m/s.

Gdy rozwigzesz ten wzor ze wzgledu na At, otrzymasz wyrazenie

2 —
tyvp +29h — vy 3.3.17
g

Rozwigzanie z minusem odrzucamy z tych samych wzgledow co w rozwigzaniu
(3.3.11). Oba wzory (3.3.16) 1 (3.3.20) sa takie same. Wida¢ z nich
w szczegblnosci, ze gdy v, rosnie maleje czas spadku ciata. Obliczanie naszego
zadania druga metoda nie uwzglednito tego faktu. Przyrost energii kinetycznej
liczyliSmy ze wzoru (3.3.5), czyli tak jakby cialo nie miato Zadnej poczatkowe;j
predkosci w dot. Piszgc réwnanie (3.3.3) uwzglednilismy wylacznie, czyli bez
niepotrzebnego kombinowania, bilanse energii kinetycznej i1 potencjalnej
w chwili poczatkowej 1 koncowej. Taka metoda, polegajaca na konsekwentnym
obliczaniu energii poczatkowej 1 koncowej, a nastgpnie ich poroéwnaniu, cho¢
moze wydawac si¢ pozbawiona sprytu czy polotu nie zawiera niebezpiecznych
putapek.

Zwraca rowniez uwage na fakt, ze predkos¢ koncowa jest taka sama
w przypadku rzutu pionowo w gore, jak 1 pod katem. Bylaby ona rowniez taka
sama gdyby ciato rzuci¢ z tg samg predkoscia poczatkowa w dot. Wigze si¢ to
ztym, ze jedynym zrodlem energii jest tu poczatkowa energia kinetyczna
1 energia potencjalna zwigzana z r6znicg wysokosci migdzy punktem wyrzutu
a gruntem. Gdy obie te wielkosci sg takie same, taki sam jest wynik koncowy.

At =

3.4. Dlaczego tak prosto?

PrzerobiliSmy kilka przykladéw na zastosowanie prawa zachowania energii,
przyznaj¢ niezbyt ambitnych przyktadow. Za tg prostotg przyktadow stoja dwie
przyczyny. Gota zasada zachowania energii plus dwa wzory, jeden na obliczanie
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energii kinetycznej a drugi energii potencjalnej, to za mato, zeby poszale¢. Gdy
dodamy do tego zasad¢ zachowania pedu, to bedziemy mogli przeanalizowac
zderzenia sprezyste (§TIV 4). Kazda kolejna zasada poszerzy krag naszych
mozliwosci. Po drugie sformutowanie zasady zachowania energii to dopiero
poczatek zabawy. Aby byla ona uzyteczna musimy wiedzie¢ jak mierzy¢
energie 1 jak ja oblicza¢. Wielko$¢ fizyczna powinna by¢ mierzalna i obliczalna.
W przeciwnym wypadku jest dla fizyki malo uzyteczna. Oczywiscie nie
wszystkie pojecia bedace w naszym zyciu wazne muszg by¢ mierzalne.
Wystarczy tu wspomnie¢ pojecia okreslajagce stan naszego ducha takie jak
milo$¢ czy nadzieja. Ale ani mitosci ani nadziei nie wilaczamy w zakres fizyki.
Sa tacy, ktorzy twierdza, ze stany psychiczne bedzie mozna kiedys opisywac tak
jak opisujemy ztozone zjawiska fizyczne inni twierdza, ze to nigdy nie nastgpi.
Poniewaz nie wiemy jak bedzie, trzymamy si¢ tego co teraz jest. A teraz stany
psychiczne nie sg czescig fizyki cho¢ sg dla nas istotne. Spekulacje na temat
tego co bedzie w dalszej przyszio$ci pozostawmy sobie na mite pogawedki przy
lampce wina.

Jak do tej pory nasze narzgdzia do operowania pojeciem energii s3
szczuple. Potrafimy obliczy¢ energie ciala zwigzang z jego predkoscia
wzgledem danego uktadu wspotrzednych, oraz zmiang tej energii zwigzanej
z przesuni¢ciem ciala w polu grawitacyjnym Ziemi, przy jej powierzchni (gdy
mozemy uznaé, ze pole jest stale). W nastepnym podrozdziale nauczymy sie¢
liczy¢ energie potencjalng sprezyny, a w temacie poswigconym termodynamice
(T XVIII) bedziemy obliczali energie zwigzang ze zjawiskami cieplnymi. Nasze
mozliwosci zastosowania zasady zachowania energii bedg si¢ poszerzaly, ale
zawsze znajda si¢ liczne zagadnienia, w ktorych okazg si¢ niewystarczajace. Nie
oznacza to, ze zasada zachowania energii w takich przypadkach nie obowigzuje.
Oznacza to tylko, ze nie mamy narzgdzi do jej zastosowania.

Przekonacie si¢, ze tak jest zawsze. Sformulowanie ogdlnego prawa lub
zasady nie daje nam samo w sobie mozliwo$ci rozwigzywania zwigzanych
z nim problemdéw. Zasada zachowania energii to nie zaklecie, ktore wystarczy
wypowiedzie¢ by stato si¢ rozwigzanie problemu. Jej sformutowanie to dopiero
punkt startowy, od ktoérego mozemy zacza¢ uczy¢ si¢ metod 1 narzedzi
matematycznych, ktére pozwolg nam zrobi¢ z niej uzytek. Inaczej rzecz ujmujac
zasada zachowania energii to dopiero skrzypce, ktore kto§ dat nam do reki. To,
ze je juz w reku mamy nie zmienia faktu, Ze nie potrafimy na nich zagrac.
Skrzypce w naszych rekach to dopiero poczatek przygody.
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4. Zasada energii minimalnej ¢

Wiemy juz, ze ciala podnoszone w polu grawitacyjnym zyskuja energi¢
potencjalng. Energia potencjalna pojawia si¢ roéwniez w innych procesach.
Wiemy rowniez, ze ciala majace energi¢ potencjalng potrafig ja uwolnié, to
znaczy zamieni¢ na inny rodzaj energii - na przyklad energi¢ kinetyczng.
Pozostaje nam jeszcze zastanowi¢ si¢ nad pytaniem: Kiedy cialo posiadajace
energi¢ potencjalng uwalnia jg na zewnatrz? Odpowiedz zawarta jest
W ponizszej zasadzie

Okreslenie 4.1: Zasada energii minimalnej

Ciafo dqzy do stanu o minimalnej energii potencjalnej zawsze wtedy Kiedy nie
prowadzi to do ztamania innych zasad zachowania.

Zasada energii minimalnej wyraza bardzo wazny fakt: uktad fizyczny zawsze
dazy do obnizenia swojej energii potencjalnej. Powstrzymac go przed tym mogag
tylko inne zasady zachowania, gdyZz w procesie uwalniania energii potencjalnej
zadna inna zasada zachowania nie moze ucierpie¢. Ba, te inne zasady potrafig
zmusi¢ uktad do zwigkszenia swojej energii potencjalnej. Przyktadowo, kamien
podrzucony w gore, w mysl zasady energii minimalnej, bardzo chciatby
zmiejsza¢ swoja energi¢ potencjalng. Ale nie moze tego robi¢, bo zlamalby
zasade zachowania energii. Musi unosci¢ si¢ do gory i1 zwicksza¢ swoja energig
potencalng az do wyhamowania. Po wyhamowaniu moze zacza¢ robi¢ to co
lubi, czyli zmiejsza¢ energie potencjalng. Sens wprowadzonej zasady ilustruje
sytuacja przedstawiona na rysunku (4.1).

Rysunek 4.1. Pitka sama z siebie nie moze spas¢ z komody.

Na rysunku (4.1) pitka lezy na poziomej powierzchni komody.
W przedstawionej sytuacji pitka, zgodnie z zasada energii minimalnej ,,chiataby
spas¢ w dot 1 obnizy¢ swoja energi¢ potencjalng. Nie moze jednak sama z siebie
tego zrobi¢, gdyz jej spadek w dot blokujg sily wigzace materiat, z ktérego
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wykonana jest komoda. Przelamanie tych sil, co wigze si¢ ze zniszczeniem
komody, wymaga wyzwolenia energii, ktorej pitka wyzwoli¢ sama z siebie nie
moze. Pitka mogtaby rowniez doj$¢ do krawedzi komody, ale 1 na to potrzebna
jest dawka energii. Pitka musi ruszy¢ z miejsca czyli zwigkszy¢ swojg energig
kinetyczng 1 pokona¢ site tarcia. Jednak gdy ta energia zostanie jej dostarczona
ipitka dotrze do krawedzi, to zacznie spada¢. Zauwaz, ze gdyby pitka po
przekroczeniu krawedzi komody nie spadta, to zasada zachowania energii nie
zostalaby ztamana; podobnie jak kazda inna zasada fizyczna oprocz tej, ktorg
wilasnie sformulowaliSmy jako zasade energii minimalnej. Dlatego
stwierdzitem, ze zasada ta pozwala nam powiedzie¢ kiedy co$ si¢ zacznie dziac.

E,---
By ---

Rysunek 4.2. Przyktad uktadu z poziomami energetycznymi

Rysunek (4.2) przedstawia przyklad innego uktadu. W kazdym dotku
pitka jest w oczywisty sposob uwig¢ziona. Trzeba jej dostarczy¢ energii aby
mogta przeskoczy¢ krawedz dotka 1 spas¢ nizej. Mozliwy jest rowniez ruch do
gory. Wymaga to jednak silniejszego 1 dobrze wycelowanego uderzenia.
Przyktad ten ilustruje dwa wazne fakty.

Fakt 4.1: energia progowa

Zainicjowanie jakiego$ procesu fizycznego, w ukfadzie ktéry pozostawat
w réwnowadze, wymaga dostarczenie energii — tzw. energii progowej

Na przyktad gltowka zapatki wymaga dostarczenia energii przez potarcie
o drask¢. Potem nastepuje zaplon, w wyniku ktorego zapatka oddaje wigcej
energii niz uzyskata podczas potarcia. W wyniku spalania zapatka obniza swoja
energi¢ potencjalng (oczywiscie nie grawitacyjng energi¢ potencjalng, tylko
nazwijmy ja ,,chemiczng” energig potencjalng). Dostarczenie energii progowe;j
pozwala przetamac¢ barier¢ wyznaczong przez zasady zachowania.

28



Jan Masajada © — 45 tematoéw z fizyki

Fakt 4.2: poziomy energetyczne

Uktady fizyczne petne sg tzw. pozioméw energetycznych, w ktérych dany uktad
(ciato) moze trwac w stanie rownowagi trwatej (trwac stabilnie).

W uktadzie z rysunku (4.2) mamy cztery poziomy energetyczne. Z punktu
widzenia energii poziomy to dotki na wykresie wartosci energii potencjalnej
ciala. Z dotkéw tych mozna si¢ wydosta¢ tylko kosztem wydatkowania energii
nie mniejszej niz glebokos$¢ dotka, liczona w jednostkach energii; w naszym
przyktadzie glebokos¢ ta jest réwna glebokosci geometrycznej dotka 7y
przemnozonej przez mas¢ ciala m 1 przyspieszenie grawitacyjne g. Pitka, ktorej
dostarczono energi¢ progowa wedruje na nizszy poziom i oddaje zgromadzong
energi¢ (zmniejsza swoja energi¢ potencjalng). Pitka uderzona do gory
absorbuje energie uderzenia i jezeli tylko zostala uderzona z odpowiednig sitg
1w odpowiednim kierunku moze wpas¢ do wyzszego dotka (zwigksza swojg
energi¢ potencjalng). Koncowy bilans oddanej lub pochionigtej energii jest
réwny roznicy energii potencjalnej pomiedzy poziomami mi¢dzy ktérymi doszto
do przejscia.

Zgodnie z zasadg energii minimalnej uklady fizyczne ,,lubig” zajmowac
stany o jak najmniejszej energii potencjalnej. Na szczgscie zasada zachowania
energii (a rowniez 1 inne zasady zachowania) chronig S$wiat przed
dramatycznymi konsekwencjami niczym niepowstrzymanej realizacji zasady
energili minimalnej. Szafa na rysunku (4.3) stoi na krotkim boku. Z punktu
widzenia zminimalizowania energii potencjalnej szafy korzystniej jest sta¢ na
dtugim boku, gdyz srodek masy (czarny punkt) jest wtedy nizej; co pocigga za
sobg zmniejszenie grawitacyjnej energii potencjalnej. Ale aby przewr6ci¢ si¢ na
dlugi bok szafa musi stang¢ na krawedzi, co oznacza chwilowe zwigkszenie
energii potencjalnej (Srodek masy idzie do gory).

N e
\_— (2

Rysunek 4.3. Przewrdcenie szafy wymaga dostarczenia jej energii do
podniesienia sie na krawedz

Sama z siebie szafa tego nie zrobi — zabrania tego zasada zachowania energii.
W tym wypadku energia potrzebna do postawienia szafy na rogu jest energia
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progow3 dla procesu przewracania si¢ szafy na drugi bok. Jezeli szeroko$¢ szafy
jest wigksza od jej glebokosci to zasada energii minimalnej powinna ,,zmusi¢”
szaf¢ do potozenia si¢ ,,na plecy”. Ale tu rdwniez barier¢ wyznacza energia
progowa. Trzy mozliwe stabilne potozenia szafy: na nogach, na boku 1 na
plecach wyznaczaja trzy schodki (poziomy energetyczne szafy) takie jak na
rysunku (4.2). Najnizej jest schodek odpowiadajacy lezeniu ,na plecach”
(pozycja o najmniejszej energii potencjalnej).

Na dobrg sprawg¢ nawet szafa potozona na plecach moze jeszcze
zmniejszy¢ swoja energi¢ potencjalng. Gdyby ja przecig¢ na powiedzmy trzy
czesci, kazda potozy¢ na poziomie podlogi, to energia potencjalna calo$ci
ulegtaby zmniejszeniu, ale nie bylaby to szafa, tylko pokawatkowana szafa
(rys. 4.5). Na szcze$cie takie rozcztonkowanie nie moze nastapi¢ samo z siebie,
gdyz wymaga wlozenia energii w zerwanie wigzan miedzy czasteczkami
materialu szafy.

; |

Rysunek. 4.5. Energie potencjalng szafy mozna obnizy¢ rozcztonkowujac
ja na kawatki.

Wracamy do energii potencjalnej — teraz nieco inny przyktad,
przedstawiony na rysunku (4.6). Ludzik pracowicie nacigga sprezyne,
wykonujac przy tym prace. Rozsadnym wydaje si¢ przypuszczenie, ze praca
wydatkowana przez ludzika zostata zmagazynowana w rozciagnigtej sprezynie.
Mozemy powiedzie€, ze wzrosta energia potencjalna sprezyny. Zgodnie
z zasada energii minimalnej sprezyna nabrata ochoty do zmniejszenia tej swoje;j
energii potencjalnej 1 jak tylko ludzik ja pusci zaczyna si¢ kurczy¢. W efekcie jej
energia potencjalna staje si¢ energig kinetyczng rozpedzonych fragmentow
sprezyny oraz masy do niej przyczepionej. Tu réwniez jak w przypadku pola
grawitacyjnego zamiast mowi¢ o energii potencjalnej sprezyny, mozemy mowic
o energii potencjalnej przyczepionego ciata. Dla wigkszo$ci zagadnien nie ma
znaczenia, gdzie umieszczamy zbiornik energii potencjalnej. Dobrze jest jednak
pamigtac, ze to sprezyna gromadzi energi¢ potencjalng.
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i

Rysunek 4.6a. Sprezyna jest z jednego konca przymocowana do muru
a z drugiego do pewnego ciata o masie m. W chwili poczatkowej sprezyna nie
jest naciggnieta, a masa m jest nieruchoma.

awawmawn—IT

Rysunek 4.6b. Ludzik nacigga sprezyne wykonujac przy tym prace. Zatézmy, ze
ludzik robi to powoli i tak, ze po krétkiej chwili po ruszeniu predkos¢ jego ruchu
jest stata. Po tej krotkiej chwili, praca ludzika nie zwieksza energii kinetycznej
ani sprezyny ani ciezarka. Przy powolnym ruchu sprezyna i ciezarek
rozgrzewaja sie w stopniu zbyt matym aby ,skonsumowac” istotng czes$¢ pracy
ludzika. Pominiemy wiec rowniez starty zwigzane z tarciem. Méwimy, Ze praca
ludzika zamienia sie na energie potencjalng sprezyny. Postulujemy, ze sprezyna
jest akumulatorem energii.

D ——

Rysunek 4.6c¢. Ludzik puszcza sprezyne, ktora kosztem zgromadzonej energii
potencjalnej kurczy sie i jednocze$nie wykonuje prace nad przymocowanym
ciezarkiem. Energia potencjalna sprezyny zamienia sie na energie kinetyczna
wilasnych fragmentéw i energie kinetyczng ciezarka. Doswiadczenie pokazuje,
ze energia wlozona bilansuje sie zenergia zmagazynowang przez sprezyne
w czasie jej naciggania. wet jeZeli nie wiemy jak to robi.
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5. Uwagi na temat pracy ¢

Z energig $cisle zwigzane jest pojecie pracy. Praca w fizyce definiowana jest
jako iloczyn sity i1 drogi, wzdtuz ktorej ta sita dziata. Niech stata sita o wartosci
F przesunie, zgodnie z kierunkiem swojego dziatania, ciato o odcinek As. Wtedy
wykonana przez tg sil¢ praca jest rowna

W =F As >.1

Rysunek 5.1. W fizyce praca jest réwna wartoSci dziatajacej sity
przemnozonej przez droge, wzdtuz ktorej ta sita dziata

Na sprawe mozemy popatrze¢ geometrycznie. Praca jest rowna polu prostokata
wyznaczonego przez wartos¢ stalej sity F'1 przesunigcia As (rys. 5.2).

W=F As

v

AS

Rysunek 5.2. Przy statej sile praca jest rowna polu prostokata o bokach Fi
As

A co, jezeli sila nie jest rownolegta do przesunigcia? Niech przy tym samo
przesunigcie odbywa si¢ po linii prostej. Wtedy rozkladamy dziatajaca sil¢ na
sktadowa rownolegla F) i skladowa prostopadta F1 do kierunku przesunigcia.
Sktadowa prostopadia nie wnosi zadnego wkiadu do wykonanej pracy — ciato
nie przesuwa si¢ do gory (rys. 5.3). Prace obliczamy wykorzystujac sktadowa
rownolegta do kierunku przesunigcia, przez co sprowadzamy zagadnienie do
poprzedniego przyktadu (zastosowalismy droge wiadra (T1 4)).
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E=Fcosa

W= FAs=F coso=F-As

Rysunek 5.3. Praca jako iloczyn skalarny wektora statej sity i wektora
przesuniecia.

Zauwaz, ze prace mozemy wyrazi¢ jako iloczyn skalarny dwoch wektorow:
wektora sity F 1 wektora wyznaczajgcego przesuniecie ciata As.

W =F-As 32
Powyzszy wzor jest podstawg do definicji pracy.
Definicja 5.1: Praca
Praca W wykonana przez site F nad danym ciatem jest rowna iloczynowi wartosci

przesunigcia As tego ciata przez warto$¢ rzutu wektora tej sify na Rierunek,
przesunigcia danego ciata.

Rozpatrzymy przypadek gdy sita jest rownolegta do wektora przesuniecia
As, ale nie jest stata. Jak w takiej sytuacji obliczy¢ prace? Okazuje si¢, ze
geometryczna interpretacja wzoru na prace przy statej sile stosuje si¢ rowniez do
tego bardziej ogoélnego przypadku. Praca jest réwna polu pod funkcja F(As)
(rys. 5.4). Jeszcze bardziej zlozony przypadek mamy, gdy zmienna sita nie jest
rownolegta do wektora przesunigcia. Wtedy, w kazdym punkcie toru, wektor
sity mozemy roztozy¢ na czgs¢ rownolegla do wektora przesunigcia F)
1 sktadowgq prostopadta F1 (znéw droga wiadra). Od razu wiadomo, Ze praca jest
réwna polu pod funkcja F(As), opisujacej zaleznos¢ skladowej wektora sity
rownoleglej do przesunigcia od tegoz przesunigcia (rys. 5.5). Co wazne istniejg
narzgdzia matematyczne pozwalajace na realizacje takich obliczen.
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F(As)

W= POLE
POD KRZYWA
F(As)

As

Rysunek 5.4. Gdy wartos$¢ sity zmienia sie wzdtuz toru punktu materialnego,
a wektor sity jest r6wnolegty do przesuniecia, w kazdym punkcie toru, to wtedy
praca dalej jest réwna polu pod krzywa F(As)

F (As)

W= POLE
POD KRZYWA
F,(As)

As

Rysunek 5.5. T3 samg regute stosujemy réwniez wtedy, gdy sita nie jest
réwnolegta do przesuniecia. Tyle, Zze wtedy do obliczen musimy wydzieli¢
sktadowag sity rownolegla do przesuniecia, w kazdym punkcie toru.

Zrezygnujemy z zalozenia, ze przesuni¢cie As odbywa si¢ wzdluz linii
prostej. Moze to by¢ dowolny tor w przestrzeni dwu lub tréjwymiarowej
(rys. 5.6). Jednak tor jest linig, a linia ma dlugo$¢, dlatego wykres zalezno$ci
przesuni¢cia isily nawet dla toru biegngcego w trzech wymiarach mozemy
narysowa¢ w prosty sposob; odktadajac na poziomej osi odpowiednie wartos$¢
przesunigcia As, z zachowaniem, w kazdym punkcie kata migdzy wektorem
przesuni¢cia a kierunkiem dziatania sily, co oznacza, ze sprowadzamy w ten
sposob zagadnienie do zagadnienia juz rozwigzanego.
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F,(As)

As

Rysunek 5.6. Kazda krzywa s moze by¢ odwzorowana na o$ ukiadu
wspoétrzednych tak aby odlegtosci miedzy punktami na tej krzywej byly takie
same jak odlegtosci pomiedzy odpowiadajagcymi im punktami na osi.
Otrzymujemy linie, ktéorg mozemy nazwac ,wyprostowang” krzywa s. W takiej
sytuacji F|| oznacza sktadowa wektora dziatajacej sity, ktora jest styczna do
krzywej s w kazdym jej punkcie. W ten sposéb sprowadziliSmy problem do juz
uprzednio rozwigzanego, kiedy zmienna sita dziata wzdtuz prostoliniowego
przesuniecia.

Powroce do sytuacji kiedy zmienna sita dziata na czgstke poruszajaca si¢
wzdtuz prostoliniowego toru (rys. 5.5). W kazdym punkcie toru wydzielamy
z wektora sity F skltadowa F) rdwnolegla do przesunigcia. Jezeli narysujemy
wykres F jako funkcje przesunigcia As, to pole pod ta krzywa jest rowne
wykonanej pracy.

Obliczanie pola pod krzywymi jest zadaniem rachunku catkowego (§DC).
Korzystajac z rachunku catkowego 1 z faktu, ze prace mozemy traktowac jak
pole pod wykresem F(S) prace mozemy zdefiniowa¢ ogolniej niz za pomocy
wzoru (5.2)

Definicja 5.2: Praca
Praca W wyRonana przez sife nad danym ciatem na drodze od punktu
poczqtkowego s, do punktu Roticowego sg jest rowna cafce z iloczynu skalarnego
wektora dziatajgcej na to ciafo sity F i wektora niesRoticzenie matego przesunigcia
ds. tego ciata. Przy czym catkRowanie nalezy przeprowadzié¢ wzdtuz drogi od
punktu poczqtkowego s, do punktu Roricowego s,

Sk
szF(s)-ds >3
Sp
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Obliczanie catek typu (5.3) komplikuje si¢ dla torow nie bedacych linig
prosta. Odpowiednie catki nazywamy calkami krzywoliniowymi. Niestety, s
one na tyle wazne, ze jeszcze w tym temacie wezme si¢ za ich obliczanie.

5.1. Sila wymuszajaca ruch harmoniczny

Latwo przyjdzie nam policzenie pracy w przypadku, w ktorym sita ro$nie
proporcjonalnie do przesunigcia 1 jest do tego przesunigcia rownolegta. Dla
przyktadu, wten sposob dzialajg sprezyny. Im bardziej sprezyna jest
rozciggnigta, tym wickszej trzeba uzy¢ sity do jej jeszcze wigkszego
rozciggniecia. Przyjmijmy zatem, zZe sila potrzebna do przesunigcia cigzarka (na
przyktad przymocowanego do sprezyny) jest rowna

P 5.1.1

k jest wspotczynnikiem proporcjonalnosci. Im wieksze jest £ tym mocniejsza
jest sprezyna. Wida¢, ze sita poruszajaca ci¢zarek ro$nie wraz ze wzrostem
przesuniecia. Wykres zaleznos$ci F(As) wyglada znajomo (rys. 5.1.1).

A

F(As)

W=i k As?

\ 4

AS

Rysunek 5.1.1. Wykres zalezno$ci sity danej wzorem (5.3.5) od przesuniecia.
Na szaro zaznaczone jest pole pod wykresem

Aby obliczy¢ prace wykonang przy rozcigganiu sprezyny wystarczy obliczy¢
pole tak powstatego trojkata. Praca wynosi
1 1 5.1.2
W =|(=kA )A = —kAs?
( 5 ks | As = S kAs
Oczywiscie prace mozemy obliczy¢ korzystajac z ogdlnego wzoru catkowego
(5.3). Ruch jest jednowymiarowy wobec tego mozemy przyjac, ze s=x i zapisac

Ax Ax Ax
W=j Fdx=j kxdxzkf xdx 5.1.3
0 0 0
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Dolna granica calki jest rbwna zeru, gdyz zakladamy, Zze sprezyne rozciggamy
od polozenia r6wnowagi. Gorna granica wskazuje wielko$¢ rozciggniecia, to jest
Ax. Catka nieoznaczona z funkcji f(xx) = x ma postac

Ax 1
j dxx = = 32 514
2
0
Stad mamy wynik na prace ma postac
1 5.1.5
W = Eksz

Otrzymalismy doktadnie ten sam wzor (5.2.2), ktéry uzyskaliSmy wykorzystujac
wzOr na pole trojkata.

Gdy naciggamy sprezyne, na ktorej jest ciezarek, to dziatamy sita dang
wzorem (5.2.1). Z drugiej strony sprezyna dziata na ci¢zarek sitg¢ Fj o takiej
samej wartosci ale przeciwnie skierowang

Fh = —k As

Gdy puscimy cig¢zarek, to pod wplywem naciggnigtej sprezyny bedzie on
wykonywat drgania harmoniczne. Efektem dziatania sity danej wzorem (5.1.6),
przy braku innych sil, jest zawsze ruch drgajacy harmoniczny (§TVIII 1).
Dlatego nieraz jeszcze z silg tej postaci bedziemy si¢ spotykaé. Nawiasem
moéwigc praca wykonana przy naciggnigciu sprezyny jest roOwna energii
zgromadzonej w takiej naciggnigtej sprezynie, co zgodnie z rysunkiem (4.6)
itekstem pod tym rysunkiem, mozemy uzna¢ za energi¢ potencjalng ciata
zawieszonego na sprezynie. Wzor (5.1.5) okresla zatem energi¢ potencjalng
sprezyny, lub ciata zawieszonego na sprezynie. Czas na proste zadanie

Przyklad 5.1.1

Na ciato o masie m=1kg dziata stata sita o wartosci F = 10N i tylko ta sita.
W efekcie ciato przesuneto sie w kierunku dziatania sity o odcinek As=5m.
Jak zmienita sie predkos¢ tego ciata? Opory ruchu pomijamy.

5.1.6

Wykonana praca wynosi W=F-As. Poniewaz wszystko dzieje si¢ wzdhuz
ustalonej prostej mozemy zrezygnowac z notacji wektorowej 1 napisa¢ W=F"As.
Wtlozona w przesunigcie ciata praca zostaje zamieniona na wzrost jego energii
kinetycznej, czyli na wzrost Av wartosci predkosci ciata. Mamy rownanie

m Av?
FAs = 5.1.7
2
Stad obliczamy Av

Ay = 2FAs 2-10[N]5[m]_10 kg-m-m_lom
VS Tm T 1[kg] B kg-s2 s 5.1.38
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Skad wiemy, ze praca zostaje calkowicie zamieniona na energi¢
kinetyczng ciata? W zadaniu wyraznie stwierdzone jest, ze na cialo dziala tylko
jedna sita. Nie ma zadnych oporow ruchu, ktore moglyby przeciwdziata¢ tej
jednej sile. Zatem energia nie ma gdzie si¢ podzia¢, poza przyrostem energii
kinetycznej ciata.

Dygresja 5.1.1: praca w fizyce

Zwrdc uwage na to, Ze mowiqc o pracy w fizyce mamy na mysli proces, zwigzany
z przepfywem energii, z jednego ukfadu do drugiego, zwigzany z uporzqdRowanym
ruchem tego drugiego uRfadu. Kiedy naciggamy sprezyne za jej Roniec, to pod
wptywem przyfoZonej sity, przesuwa si¢ Roniec sprezyny, a wyRonana praca jest
rowna tej sile razy przesunigcie. Energia z tym zwigzana przepfywa ze Zrodta sity
do sprezyny. Gdy sprezyna Rurczy sig ciggngc za sobq cigzarek, to sama staje sig
Zrodtem sify, Rtorej dziatanie powoduje zwigkszenie energii Rinetycznej cigZarka
i poszczegolnych czesci sprezyny. Tak zdefiniowana praca nie zbyt dobrze pasuje do
zwyczajowego pojecia pracy. Powiedzmy, Ze murarz prosi swojego pomocnika
o przytrzymanie betonowego bloczka, gdyz wilasnie zauwazyt, Ze musi poprawic
potozenie bloczka, Rtory znajduje sie poniZej warstwy, Ktorq uRfada. Pomocnik,
chwycif bloczek i caty czas trzyma go na statej wysokosci. Murarz sig nieco grzebie,
przy poprawRach, a pomocnik czuje jak mu rece stabng, ale nie chce wyjs¢ na cieniasa,
wigc zaciska zeby i dalej utrzymuje bloczek na tej samej wysoRosci. Pomocnik, jest
przeRonany, ze wtasnie wykonaf cigzkg prace, ale z punktu widzenia definicji
fizycznej, praca wyRonana przez pomocnika jest réwna zeru. Bloczek, byf caty czas
na tej samej wysoRosci i ani nie zwigRszyt ani nie zmniejszyt swojej energii. Tak wiec
z punktu widzenia bloczka nic sig nie wydarzyfo- nie byfo przeptywu energii
zwiqzanej z przesunigciem. Czy to znacz, Ze nie byfo Zadnej pracy? Ano w mysl
fizyki nie byfo. Co prawda organizm pomocnika rozpraszat ciepfo do otoczenia. Ale
transport ciepta nie jest zwiqzany z uporzqdRowanym ruchem. To Ze podgrzejemy
RamyR nie oznacza, e zacznie sig on przesuwac.

5.2. Moc

Mowigc o pracy nie mozemy poming¢ pojecia mocy. W fizyce moc jest iloscig
energii, a w szczegbdlnosci pracy wydzielonej w jednostce czasu. Zatem

Definicja 5.2.1: Moc
Moc to energia (praca) wydzielona (wykonana) w jednostce czasu

dw 5.2.1
P=—
dt
Od strony formalnej, moc to pochodna pracy po czasie. Szkolny wzor
AW 5.2.2
P=—
At
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stosuje si¢ tylko wtedy gdy przeptyw pracy (energii) jest staly w czasie.
W uktadzie SI jednostka mocy jest Wat [W]
Definicja 5.2.2: Wat
Jeden wat jest energiq jednego dzula wydzielong w czasie jednej sekundy
W= 1s  1s3
Warto wspomnie¢ o innych, ciggle jeszcze powszechnie stosowanych,
jednostkach mocy.
Definicja 5.2.3: kon mechaniczny (metryczny) [KM]
Jeden Roti mechaniczny jest energiq jakg Srednio rzecz biorqc ma zaprzeq z jednym
koniem.

Fakt 5.2.1

Jeden kon mechaniczny to

1KM = 735.49875W 52.4

Jednostke t¢ wprowadzili Niemcy w XIX wieku aby mdc porownywacé moc
maszyn parowych z mocg konia. Swoja jednostke wzorowali na brytyjskim
koniu parowym [HP] wprowadzonym wczesniej w Wielkiej Brytanii w tym
samym celu.

Definicja 5.2.4: kon parowy [HP]

Jeden Roti parowy jest energiq jakg Srednio rzecz biorqc ma zaprzeg z jednym

Roniem.

Fakt 5.2.2

Jeden kon parowy to

1KM = 745,69987W 5.2.5

Przyklad 5.2.2

Rozwazmy nastepujacy przyktad. Pocigg jedzie ze statg predkoscia
o wartosci v=20m/s. Lokomotywa ciggnie sktad z sit3 o wartosci F=2MN
(2000000N) réwnolegta do kierunku predkosci. Oblicz moc silnikéw
lokomotywy zaktadajgc, ze w uktadzie nie ma strat mocy.

Brak strat mocy oznacza, ze przyjmujemy, ze cata moc silnikow lokomotywy
zuzytkowana jest na ciagnigcie sktadu. W ciggu sekundy lokomotywa ciagnie
sktad na drodze 20m. Wykonana na tej drodze praca jest rowna

W =F - As = 40M] 3.2.6
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Ta praca jest wykonana w ciggu sekundy mamy zatem moc rowng
W F-As  40M]
At At 1s

Oto druga metoda rozwigzania tego zadania. Korzystamy z faktu, ze As/Af jest
predkoscig pociagu
_F-As

m
P = =F-v=2MN:20— = 40MW 5.2.8
At S

Zatem dla uktadu poruszajacego si¢ pod wptywem sity F' z predkoscig v moc
mozemy wyrazi¢ wzorem

P=F-v

Latwo ten wzoér uog6lni¢ na przypadek, gdy sila nie jest réwnolegla do
predkosci; musimy wtedy wektor sity przemnozy¢ skalarnie przez wektor
predkosci.

P=F-v

Wiem, ze poki co nie zajmujemy si¢ szczegOlnie glgbokimi sprawami.
Ale bez takich poje¢ jak energia, praca czy moc trudno brnag¢ w dzungle zwang
fizyka. Dlatego trzeba na poczatku trochg¢ pocierpie¢. Na cierpliwych czeka
nagroda w postaci mozliwosci zrozumienia bardziej subtelnych zagadnien
wspotczesnej fizyki. Musze jeszcze wprowadzi¢ kilka istotnych poje¢. Jak mam
nadziej¢, cho¢ proste 1 podstawowe, to jednak nie beda catkiem nudne. Dla
bardziej niecierpliwych 1 ambitnych mam maty przerywnik od tego przegladu
podstawowych poje¢ fizyki. Chce teraz pokaza¢ jak obliczamy prace
w przypadku pokazanym na rysunku (5.6).

= 40MW 5.2.7

529

5.2.10

5.3. Calki krzywoliniowe &

Mamy nastepujace zagadnienie. Punkt materialny o masie m przesuwa si¢
wzdluz dwuwymiarowej krzywej (rys. 5.3.1), przy czym w kazdym punkcie
krzywej dziala na ta mase sita F. Jaka jest praca tej sity nad ta3 masg, wykonana,
przy przejsciu wzdhuz zadanego fragmentu krzywej? Poniewaz w kazdym
punkcie toru obliczamy iloczyn skalarny sily F 1inieskonczenie matego
przesuniecia dr, to w kazdym punkcie toru mamy nieskonczenie matg liczbe,
reprezentujgca nieskonczenie matg prace wykonang na odcinku dr

dW = F - dr = |F|cos(a)dr

Catla praca jest rowna

5.3.1

Sk Sk
w = f diww = f |F|cos(a)dr 332
Sp Sp
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Bieda lezy w tym, ze musimy catkowa¢ wzdluz krzywej 1 caltka (5.3.2) musi
w jaki$§ sposob ,,wiedzie¢” jak biegnie krzywa. Taka calke, ktéra sumuje zbior
wktadow (5.3.1), wzdhuz zadanej krzywej nazywamy catkg krzywoliniow3.

Rysunek 5.3.1. Punkt materialny przesuwa sie wzdtuz krzywej (niebieska
linia). W kazdym punkcie krzywej dziata sita; r6zowe strzatki to wektory tych
sit narysowane w czterech wybranych punktach. Wektor przesuniecia dr jest
w kazdym punkcie styczny do krzywej. Poniewaz dr jest nieskonczenie maty na
rysunku, zamiast tych wektoréow, wyrysowane sg kierunki styczne do krzywej
(zielone odcinki). Kat ¢, jest katem miedzy wektorem przesuniecia dr, a styczna
do krzywej. Elementarna praca, w kazdym punkcie krzywej, wynosi dW = F.dr.
Zauwaz, ze w kazdym punkcie, krzywej, uktad wektoréw F i dr mozemy
sprowadzi¢ na prosta (czerwona linia), tak aby zachowany zostat kat miedzy
wektorami F i dr, a wektory dr lezaly wzdtuz jednej prostej. Obliczanie pracy po
niebieskiej krzywej, zgodnie ze wzorem (5.3.2) jest rownowazne obliczeniu tej
pracy wzdluz czerwonej prostej. W tym sensie realizujemy procedure
zilustrowang na rysunku (5.6)

Nadanie nazwy to sprawa prosta 1 przyjemna. Znacznie mniej prostg
sprawg jest znalezienie metody obliczania takich calek. Do rozwigzania
problemu uzyjemy parametrycznego opisu krzywej. Mamy co prawda wzor
(5.4.2), ale musimy si¢ go nauczy¢ wykorzystywat. W dwédch wymiarach
ogolny wzor na parametryczny opis krzywej ma posta¢ (DFI)

s(t) = {x(£), y(D)} 3.3.3

Wida¢ z tego, ze kazda wspotrzedna stata si¢ funkcjg parametru ¢. Funkcja x(¢)
pokazuje jak przesuwa si¢ punkt wzdluz osi x-6w, a funkcja y(r) pokazuje jak
przesuwa si¢ punkt wzdtuz osi y-6w. Obie wspotrzedne wyznaczaja potozenie
punktu na ptaszczyznie, dla kazdego ¢. Nie ma chyba watpliwosci jak zapisaé
parametryczne rOwnanie krzywej w N-wymiarowej przestrzeni

S(8) = (x1.(6), -, 3y (D} >3
W (DF) znajdziesz przyktady krzywy opisanych parametrycznie. Ogranicze si¢
tu do krzywych nie majacych przecie¢, to jest bez punktoéw wielokrotnych
(rys. 5.3.2). Na przecigciach trudno jest ustali¢ kierunek wektora stycznego,
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a wektor przesunigcia dr jest styczny do krzywej. Bede jednak dopuszczat
specjalng klas¢ krzywych z jednym punktem wielokrotnym, to jest krzywe
zamknigte

Definicja 5.3.1: Krzywa zamkni¢ta

Niech bedzie zdefiniowana Rrzywa ciggta sit)=(x(t) y(t) z(t), gdzie te[t, t].
Krzywa ta jest zamRnigta, gdy s(tp)=s(tg) (rys. 5.3.2c)

Cc
S(t,) (b=
S(t)

s(t,)
s(t)

Rysunek 5.3.2. a) krzywa bez punktéow wielokrotnych; b) krzywa z dwoma
przecieciami. W punktach przeciecia nie mozna zdefiniowa¢ jednoznacznie
stycznej; c) krzywa zamknieta - z jednym punktem wielokrotnym nie bedgcym
przecieciem.

Parametryzacja krzywej, to jest ciagle odwzorowanie odcinka [#,, #]
w plaszczyzne lub przestrzen, definiuje nam tzw. krzywa skierowang. Krzywa
skierowana ma orientacje, to jest wyrdzniony kierunek. Oznaczg teraz
symbolem EN N wymiarowg przestrzen fizyczng, to jest takg przestrzen jaka
odbieramy naszymi zmystami. Wiem, ze to mato $cista definicja, ale przez to, ze
mamy dobrg intuicj¢ takiej przestrzeni, zupelnie nam na razie wystarczy. Juz
niedlugo uscisle catg definicje.

Definicja 5.3.2: Krzywa skierowana

Ciggte odwzorowanie odcinka [t,, t¢] w przestrzeti euklidesowq EN okresla Rrzywe

skierowanq. Wyrdzniony Rierunek, na Rrzywej jest zgodny z ruchem punktu na

Rrzywej przy zmianie parametru t od wartosci mniejszych do wartosci wigkszych
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Rysunek 5.3.3. Krzywa skierowana ma dziedziczony od przedziatu liczbowego
wyrdzniony kierunek. Niech ti<,...<ts, wtedy poruszamy sie zgodnie z orientacjg
krzywej, gdy przechodzimy ja odwiedzajac punkty kolejno s(t1),..., s(t2).

Zauwaz, ze sama krzywa, na przyklad narysowana na ptaszczyznie nie rozroznia
zadnego kierunku. Odwzorowanie przedzialu liczbowego [#,, #%] przenosi
uporzadkowanie tegoz przedziatu na krzywa. Slowem krzywa dziedziczy
orientacj¢ po przedziale liczbowym.

[loczyn skalarny wektora sity F{F, F,} 1 przesunigcia dr{dx, dy} ma we
wspotrzednych kartezjanskich postaé

F-dr = F,dx + E,dy 5.3.4

Zgodnie z interpretacja geometryczng rozniczek funkcji, mamy zaleznosci

dx = x'(t)dt oraz dy = y'(t)dt 5.3.5
Wzér (5.4.4) przejdzie w
) . . , 5.3.6a
F-dr = Fx'(t)dt + F,y'(t)dt = (Fxx ) + Fyy (t)) dt
W N-wymiarowej przestrzeni mamy
F-dr = (Fx'1()+, ..., +Fyx'y())dt 3.3.6
Zatem praca wzdtuz krzywej s wyrazi si¢ wzorem
Sk Sk
W = j F-dr = j Ex'(t)dt + Ey'(t)dt 537
Sp Sp o

Wzor (5.3.7) ma juz postac, ktérag mozemy bezposrednio wykorzysta¢ do
obliczen. Zanim przejd¢ do przyktadow podam wynikajaca z dotychczasowych
rozwazan definicj¢ skierowanej calki krzywoliniowej. Przy okazji calo$¢
dokonam pewnych uogoélnien. Sktadowe sity {F\, F,}, s kreslone w kazdym
punkcie krzywej. Sg wiec funkcjami wspdtrzednych na plaszczyznie. Zamiast
pisa¢ Fx(x, y) 1 Fy(x, y) mozemy przyjac¢, ze mamy dwie funkcje P(x,y) 1 Q(x,y).
Z punktu widzenia matematyki nie jest istotne co te funkcje oznaczaja. Wtedy
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Definicja 5.3.2: Calka krzywoliniowa skierowana
Niech S bedzie regularnym fukiem skjerowanym w przestrzeni o parametryzacyi
danej wzorem (5.3.3) i niech bedq dane dwie funkcje dwéch zmiennych P(x.y)
i Q(x,y) oRreslone i ciggte we wszystRich punktach tuku S. Catka skierowana z
Jfunkeii P(xy) i Q(x,y) po tuku zdefiniowana jest przez wyraZenie

f Pdx + Qdy
5 N 5.3.8a
- f [P(x(0), y()x'(©)) + Q(x(D), y(&)y'())] d¢

Latwo jest ten wzor uog6lni¢ na N wymiarow. Niech {P;} bedzie zbiorem
funkcji, postaci Pi(x;,...,xn), ciaglych i okreslonych na skierowanym tuku S.
Wtedy catka krzywoliniowa skierowana wyrazi si¢ wzorem

Sk
j P, dx;+, ..., Pydxy
Sp 5.3.8

Sk

= f[Pl(xl(t), ...,XN(t))x’l(t) + .-

S

+ Py (%4 (6), .o, xn(®))x'N ()] dt

Jak widzisz poradzenie sobie z procedurg z rysunku (5.6) nie bylo takie trudne.

Rzecz sprowadza si¢ do wykorzystania wzoru (5.3.8). Oczywiscie, samo

obliczanie catek dla konkretnego zadania, to zupelnie inna para kaloszy.

Niemniej w prostych przypadkach nie powinno by¢ dramatu; sprobujmy
Rozwazmy pole wektorowe dane wzorem

F(x+y,:3/)

539
Fe Fy

Krotko: jezeli kazdemu punktowi plaszczyzny przyporzadkujemy wektor dany
wzorem (5.3.9), to mamy zdefiniowane na plaszczyznie pole wektorowe.
Korzystajagc z programu Mathematica mozemy narysowa¢ pole wektorowe
(rys. 5.3.4) opisane wzorem (5.3.9).
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Rysunek 5.3.4. Pole wektorowe wraz z torem, wzdtuz ktérego liczmy prace.
Punktu poczatkowy wypada tam, gdzie parametr s=0, co daje wspoétrzedne (x=1,
y=0), punkt koncowy wypada tam, gdzie parametr s=1, co daje wspo6trzedne

(x=0,y=1), Punkt poczatkowy zaznaczony jest na zielono, a koncowy na
CZerwono.

Obliczmy prace tej sity przy przesuni¢ciu wzdhuz toru, danego réwnaniem
parametrycznym.

x(s) =1—s; y(s) =s?
Od punktu poczatkowego s=0 do punktu koncowego s=1. Zgodnie ze wzorem

(5.3.8) obliczamy pochodne funkcji (5.3.10) opisujacych parametryczne
rOwnanie toru

x'(s)=—-1; y'(s)=2s 5.3.11

Mamy juz gotowe wszystkie cegietki potrzebne do obliczen. Obliczamy catki
z dwoch sktadnikow sumy (5.3.8a)
1 1

f F(s) x'(s)ds = f [x(s) + y(s)]x'(s) ds

0 0

1
=f(1—s)+s 1(=1)ds = — j(s —s+ 1)ds
0

5.3.10

5.3.12a

—— (5535 +9)). - (1 +1) =
_332550_32 76
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1 1

[ Ry ©ds = [5vOl©ds = [ -2 29ds

’ 9 5.3.12b
1 1
= —2fs3 ds = —554]%, =-3
0
Suma obu catek daje szukang prace
1
5.3.12¢

1

W = j F.(s)x'(s)ds + f Fy(s)y'(s)ds = —g

0 0
Wartos$¢ pracy jest ujemna, gdyz jak wida¢ z rysunku (5.3.4) punkt przebiega tor
przeciwnie do lokalnego kierunku dziatania wektorow sity. Oznacza, to, ze to
nie pole popycha punkt, ale punkt pcha si¢ przeciw sitom pola. W tym celu musi
zuzywac energie. Skad ja czerpie? To teraz nie wazne. Dodam, ze aby byla
spetniona zasada zachowania energii pole musi magazynowac energi¢
poruszajacego si¢ punktu. Punkt reprezentuje tu oczywiscie uktad fizyczny.
Gdybysmy zmienili kierunek ruchu punktu, to jest przebiegali tor od punktu
czerwonego do zielonego, to pole popychatoby punkt zwigkszajac na przyktad
jego energi¢ kinetyczng. Wtedy praca miala by takg samg wartos¢, ale
przeciwny znak.
0

_ i I I} _ 4
W = f Fo(s) x (S)ds+ij(s)y (s)ds =3
1

1

5.3.13

Wynika to réwniez z wlasnosci catki oznaczonej, ktorej warto$¢ zmienia znak
przy zamianie dolnej 1 gornej granicy catkowania (tw. DC 1.2)

Warto przeliczy¢ jeszcze jeden bardziej fizyczny przykiad. Powiedzmy,
7ze mamy cialo o masie m 1 pole sil grawitacyjnych dzialajagce na to ciato
o wspotrzednych F(0,-mg) (rys. 5.3.5). Ciato porusza si¢ po okrggu o promieniu
p. Jaka prace wykona pole po przejsciu catego okregu?
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Rysunek 5.3.5. Poruszamy sie po torze kotowym w polu grawitacyjnym (czarne
strzatki). Uktad wspoétrzednych zaczepiony jest w Srodku okregu. Tor
sparametryzowany jest katem ¢. Przesuniecia punktu sg styczne, w kazdym
punkcie, do toru. Kierunki styczne narysowane sg w wybranych punktach jako
zielone odcinki. Gdy obiegamy caty okrag, to praca wykonana przez pole
grawitacyjne jest r6wne zeru niezaleznie od tego czy obiegamy okrag zgodnie
czy przeciwnie do kierunku ruchu wskazowek zegara.

Poczatek uktadu wspotrzednych ustawie w §rodku okrggu. W takim uktadzie
wspotrzednych okrag o promieniu p ma rOwnanie parametryczne

x(¢) = p cos(p); y(9) = psin(p)

Tym razem parametrem jest kat ¢, liczony przeciwnie do kierunku ruchu
wskazowek zegara (rys. 5.3.5). Z punktu widzenia parametryzacji krzywej nie
jest istotne czy dla nas parametrem jest kat, czas, czy cokolwiek innego.
Waznym jest by parametr przebiegatl w gladki sposéb pewien odcinek. U nas kat
@ przebiega odcinek od 0 do 2. Pochodne z wyrazen (5.3.14) maja postac

5.3.14

x'(¢) = —p sin(p); y'(¢) = p cos(p) 53.15
Korzystajac z (5.3.8a) obliczamy prace
2T 27T
f Fy(p)x'(s)de = j 0x'(s)dp =0 5.3.16a
0 0
2T 21T
f Fy(p)y'(s)dy = f —mgp cos(g) do
° - 5.3.16b
= —mgp j cos(p)dy =0
0
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Praca jest rowna sumie calek obu calek 1 wynosi zero. Zwracam wam uwage, ze
3.1
Fy(p) = 0 >3-17a

Fy (@) = —mg 5.3.17b
Obie sktadowe sily sg stale, ale na potrzeby obliczeh musza by¢ zapisane jako
funkcje parametru ¢. Wyrazenia (5.3.17) mowia po prostu, ze dla kazdego ¢
sktadowa x-owa sity przyjmuje warto$¢ zero, a skladowa y-owa przyjmuje
wartos¢ -mg.

Wida¢ od razu, ze jezeli jedna ze sktadowych pola sit F jest rowna zeru,
to dla kazdej krzywej postaci

x(s) = f(); y(s) = psin(s) >-3-18
Gdzie f jest funkcjg rézniczkowalng a s zmienia si¢ od 0 do 27z, praca wzdhuz tej
krzywej pola sit F(0,-mg) bedzie rowna zeru. Wynika to z tego, ze wyrazenie
(5.3.16a) przyjmie postac

2T 27T
f F.(s)x'(s)de = f 0x'(s)dp =0 5.3.19
0 0

Dlaczego tak si¢ dzieje? Przyjrzyj si¢ rysunkowi (5.3.6). Poniewaz sila jest
iloczynem skalarnym wektora przesunigcia 1 sity liczy si¢ tylko ta cze$¢
przesuniecia, ktora dziata wzdluz kierunku sity. Wszystkie te przesunigcia
sumujg si¢ do wartosci drogi od dotu do gory i od gory do dotu. Gdy konczymy
na tej samej wysokosci co zaczynamy drogi od dotu do gory sg takie same, a ich
wektory sg przeciwnie skierowane. Stad wktad do pracy przy przej$ciu od dotu
do gory ma takg samg wartos¢ ale przeciwny znak do wklady pracy przy
przejsciu od goéry do dotu.

Wezmy dla przyktadu krzywa dang wzorem (rys. 5.3.7)

x(s) = cos?(27s?); y(@) = 0.5sin(4ms) + 1 5390
Dla =0 1 ~=1/2 krzywa konczy si¢ w punkcie o tej samej wspotrzednej y.
Obliczmy pochodng z (5.3.20). Ja skorzystam z funkcjonalnosci pakietu
Mathematica

D[{(Cos[2mt?])?, 0.5Sin[4mt] + 1}, t] Polecenie oblicz
pochodna po ¢.
{—8mntCos[2mt?]Sin[2mt?],2wCos[4mt]} Wynik
M. 5.3.1. Instrukcja D o sktadni D[f[x],x] oblicza pochodna z funkcji f(x) po
zZmiennej x.

Pochodna obliczona z funkcji zdefiniowanej parametrycznie wyznacza
wspotrzedne wektora stycznego do danej krzywej. Ekstrema funkcji pokazanej
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na rysunku (5.3.5) wystgpia w punktach, gdzie wektor nie odchyla si¢
w kierunku osi y, czyli jego sktadowa y-owa jest réwna zeru

A

)

N
|

-

L
X(t)

- >
0.5 1 X(t)

Rysunek 5.3.6. a) mamy tor zlozony z odcinkéw ri. Niech ri oznacza wektor
pokazujacy przesuniecie wzdtuz i-tego odcinka o wartos$ci réwnej dtugosci tego
odcinka. Pole sit F jest state, rownolegte do osi y i przeciwnie do niej skierowane.
Zauwaz, ze iloczyn skalarny F-ri mozemy traktowac jako rzutowanie wektora ri
na kierunek réownolegty do wektoréw sity F (przerywana czerwona linia). Praca
wykonana na docinku ri jest zatem réwna iloczynowi dlugosci rzutu tego
odcinka na kierunek dziatania sit i wartosci sity. Rzuty odcinkéw pokazuja
przerywane linie narysowane w kolorach kolejnych odcinkéw. Strzatki z boku
toréw pokazuja kierunek ruchu. Z lewej strony idziemy do gory (przeciwnie do
kierunku sity) a z prawej do dotu (zgodnie z kierunkiem sity). Catkowita praca,
gdy idziemy do goéry jest rowna iloczynowi sumy diugosci wszystkich rzutow
odcinkéw z lewej strony (wielka rézowa strzatka) i wartos$¢ sity. Podobnie jest
z prawej strony, tyle, Ze z prawej strony idziemy w do6t (wielka zielona strzatka),
wiec wyrazenie z prawej strony ma taka sama warto$¢ bezwzgledna jak z lewej
strony, i przeciwny znak. Praca na catej drodze jest sumg tych dwodch
sktadowych i jest r6wna zeru; b) gdy tor jest linig ciggla przesuniecia stajg sie
nieskonczenie mate dr. Ale ich rzuty na kierunek statej sily sumujg sie do
catkowitej drogi przebytej od dotu do gory (wielka rézowa strzatka), a po
przeciwnej stronie od géry do dotu (wielka zielona strzatka). Poniewaz z obu
stron krzywej idziemy w przeciwne strony w stosunku do sity sumy z obu stron
kasuja sie.

2m cos(4mt) =0 5.3.21

Na przedziale ¢€[0,1/2] warunek ten jest spetniony dla ~=1/8 1 =3/8.
Odpowiadajace tym wartosciom punkty na krzywej pokazane sg na rysunku
(5.3.7). Niech wektor dziatajacej sity ma wspditrzedne F(0,-1). Niech punkt
przemieszcza si¢ od punktu startowego dla /=1/2 do koncowego dla =0. Od
punktu poczatkowego (=1/2) do pierwszego ekstremum E; (=3/8) rzut punktu
na o$ y przesuwa si¢ przeciwnie do zwrotu osi, a zatem zgodnie z kierunkiem
dziatania sity.
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Rysunek 5.3.7. Krzywa opisana rownaniem parametrycznym (5.3.20). Zauwaz,
ze krzywa ma konice w punktach o tej samej wspotrzednej y. Przy sile dziatajacej
wzdtuz osi y praca wykonana przez te sity, na tym torze bedzie rowna zeru.

Zgodnie ze wzorem (5.3.7) praca na tym odcinku jest rowna

3/8 3/8

5.3.22a
f —1 2m cos(4nt)dt = —2m f cos(4mt) = 0.5
1/2 1/2

Wykonana praca przez sit¢ jest dodatnia. Zauwaz, Ze nie obliczatem pracy przy
przesunieciu wzdhuz sktadowej x, gdyz dzialajaca w tym kierunku sita jest
rowna zeru. Na odcinku od pierwszego ekstremum E; (=3/8) do drugiego
ekstremum E; (=1/8) rzut punktu na o$ y przesuwa si¢ zgodnie ze zwrotem o0si
y, to jest przeciwnie do dziatajace;j sity. Praca na tym odcinku jest rowna

1/8 1/8

5.3.22b
f —1 2m cos(4nt)dt = —2m f cos(4mt) = —1
3/8 3/8

Wykonana praca przez site jest uyjemna. To znaczy, ze to punkt wykonuje prace
przeciw zadanej sile. Na odcinku od drugiego ekstremum E, (=1/8) do punktu
koncowego rzut punktu na o$ y przesuwa si¢ zgodnie przeciwnie do zwrotu osi
¥, to jest zgodnie z kierunkiem dziatania sily. Praca na tym odcinku jest rowna

0 0
f —1 2m cos(4nt)dt = —2m fcos(47rt) =0.5

1/8 1/8

5.3.22¢

Suma prac (5.4.22a-c) wynosi zero. Moglibysmy to uzyskac liczac od razu cate
wyrazenie
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0 0
f —1 2m cos(4nt)dt = —2m fcos(47rt) =0

1/2 1/2

5.3.23

Jak dotarte$ tu bez strat (rozumiesz co zostato powiedziane), to musze Cie
pochwali¢. W drugim wyktadzie przebrnate$ przez tadny kawatek matematyki.
Przyznaj, ze sama idea calek krzywoliniowych trudna nie jest. W konkretnych
przypadkach mogg si¢ pojawi¢ ztozone wyrazenia podcatkowe, ale to juz inna
kwestia. Ja dobieratem przykiady tak, by calki byty proste, bo nie o ¢wiczenie
z calkowania tu chodzi, a o ,,pomacanie” techniki obliczen pracy dla zmiennych
sit i zakrzywionych toréw. Zobacz z czym sie juz mozesz zmierzyé. Zadne tam
liczenie pracy w statym polu sit wzdtuz prostej. Pole moze by¢ zmienne jak na
rysunku (5.3.1), a tor moze by¢ linig krzywa w dwoch wymiarach. Z trzecim
wymiarem tez nie miatby$ ktopotu. Po prostu dosztaby jeszcze jedna sktadowa
wektora sity F,(s) i funkcja z(s) opisujgca przebieg toru w trzecim wymiarze.
A zabawa si¢ dopiero zaczyna.
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6. Srodek masy ¢

Rozwazmy dwa punkty o masie m; 1 m;. W danym uktadzie wspédtrzednych
potozenie tych punktow okreslamy przez podanie wektorow wodzacych — ri
1 r2. Potozenie $§rodka masy dla uktadu dwoch punktow materialnych okreslamy
poprzez wektor R dany wzorem (rys. 6.1)

_myry +mply

R =
m; +m, 6.1

><\/

Rysunek 6.1. Wektor R wyznacza potozenie $rodka masy dla dwéch mas
punktowych m1 i ma.

W przypadku dwoch punktow wygodnie jest wybra¢ uktad wspotrzednych tak,
aby jeden z punktow lezal w jego poczatku. Przy tak wybranym uktadzie
wspotrzednych wektor R wskazujacy potozenie $rodka masy wyraza sig
wzorem.

mpIy

R=—2>2_
m1+m2 6.2

m, |r=20
R

><V

r, m,

Rysunek 6.2. Dla dwéch punktéw wygodnie jest tak wybra¢ uktad
wspotrzednych, aby jedna z mas punktowych byta w jego poczatku.
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Podang wyzej definicj¢ mozemy uogolni¢ na przypadek wigkszej liczby
punktowych mas.

Definicja 6.1: Srodek masy ukladu punktéw materialnych
Potozenie Srodka masy ukfadu N punktow materialnych oRresla wektor
zdefiniowany wzorem

6.3

Jak wiemy kazda wielko$¢ wektorowa mozemy przedstawi¢ we wspdtrzednych
- R(Ry, Ry, R,); przy czym:

Rx B Zlivzlmi ’ Ry N Zlivzlmi ’ RZ N Z?Izlmi 64
Srodek masy mozna réwniez obliczy¢ w przypadku ciat o ciagtym rozktadzie
gestosci masy. Wymaga to jednak zastosowania rachunku catkowego.
W przypadku ciat o wyraznej symetrii potozenie $rodka masy mozemy
odgadng¢. Dla przyktadu ciata o symetrii sferycznej majg swoj srodek masy
w $rodku odnosnej sfery lub kuli. Jednorodny kwadrat bedzie miat srodek masy
(czerwony punkt na rysunku 6.3) na przecigciu swoich przekatnych.

Rysunek 6.3. Srodek masy jednorodnego kwadratu mozna wyznaczyé
korzystajac z jego symetrii.

Gdy chcemy policzy¢ srodek masy ciala o ciggltym rozktadzie masy to
dzielimy to cialo na — no wlasnie, na nieskonczenie male fragmenty
o nieskonczenie matej masie oznaczanej jako dm. Nastgpnie sumujemy takie
nieskonczenie male fragmenty mnozone przez wektor potozenia r. Takich
nieskonczenie matych kawatkow jest nieskonczenie duzo, wigc sumowanie
zastepujemy catkowaniem.

rdm 1
R = —fV =— | rdm 6.5

J, dm =M M Jy
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Granice calkowania oznaczytem tu przez symbol V' oznaczajacy objetos¢ ciata,
dla ktorego liczymy polozenie srodka masy. W tym kontekscie V' oznacza po
prostu: catkuj po catej objetosci ciata. W mianowniku dostajemy catke po
masach wszystkich fragmentéw czyli po prostu mase¢ M calego ciala.
Oczywi$cie 1 tym razem mozemy roztozy¢ wektor potozenia srodka masy R na

sktadowe.

r,dm 1
szfV—x=— r,dm

r,dm 1
R, = fV Y =— | ndm
J, dm =M M Jy
r,dm 1
Rz_ fV - = = erm

6.6a

6.6b

6.6C

Czesto przy obliczaniu srodka masy uwzglednia si¢ fakt, ze masa, jest rOwna
gestosci ciala p razy jego objetos¢ V. Jezeli mamy do czynienia z nieskonczenie

matym fragmentem ciata to wtedy mozemy zapisac

dm = p(r)dV

6.7

Tutaj dV, jest nieskonczenie mata objetoscig fragmentu o nieskonczenie matlej
masie dm. Zapis p(r) wskazuje, ze gestos¢ ciala nie musi by¢ stata 1 dla réznych
punktdow moze przybiera¢ rdézne wartosci — jest zatem funkcjg wektora
potozenia r. Teraz wzor na polozenie srodka masy przybierze postac (rys. 6.4)

J, rp(mdv
M

Dygresja 6.1: O gestosci

6.8

Gestos¢ ciata definiujemy jaRo stosunek jego masy do objetosci m/V. Wzdr ten daje
nam poprawng wielkos¢ dla ciat o stafej gestosci, w przeciwnym razie obliczamy
Srednig gestoS¢ ciata. JeZeli bedziemy teraz zmmiejszal objetos¢ wokdt wybranego
punktu P o wektorze pofozenia 1, tak Ze V>0, to rownieZ masa wewnqtrz tej
objetosci bedzie malata do zera; moZemy zapisaé m(V)—>0. Pochodna funkcji m(v)
jest réwna gestosci p masy w punkcie: p(r)=dm/dV. Przyjmijmy, Ze Stqd mamy
dm=p (1)dV. Dla danego punktu o wektorze potozenia 1, funkcja m(V) poRazuje jak,
zmienia sig masa dla roznych objetos¢ V obejmujgcych ten punkt. Wiemy, Ze dla
nieskoticzenie matego otoczenia punkiu P zmiana ta jest linowa, to znaczy dwa razy
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wigRszej objetosci odpowiada dwa razy wigksza masa, a dla zaleznosci linowej mamy

wzor dm/dV

yA

X

Rysunek 6.4. Kazde cialo mozna podzieli¢ na bardzo mate komoérki; najlepiej
nieskonczenie mate o nieskonczenie matej objetosci dV. Narysowane ciato nie
ma statej gestosci (im jasniej tym mniejsza gesto$¢) ale w obszarze
nieskonczenie matej komoérki mozemy uznac, ze gestosSc ciata jest stata i rowna
gestosci w danym punkcie r(xy). Nieskoniczenie matag mase tego fragmentu
mozemy zapisac jako dm = p(x,y) dV.

Dla przykladu wyznaczymy S$rodek masy trojkata réwnobocznego
(rys. 6.5.). Mogliby$my korzysta¢ ze wzoru ogolnego (6.8), ale tam, gdzie si¢ da
warto wykorzysta¢ symetri¢ ciata. Poniewaz trojkat wyglada po obu stronach osi
y tak samo mozemy si¢ spodziewac, ze $srodek masy lezy gdzie§ na tej osi.
Pierwsza wspotrzedng srodka masy mamy wyznaczong, bez wickszego wysitku.
W kierunku osi y trojkat si¢ zweza 1 potozenie $rodka masy wzdluz tej osi
musimy wyliczy€. Podzielmy trojkat na nieskonczenie cienkie paski, tak jak na
rysunku. Masa dm takiego paska jest nieskonczenie mata 1 rowna

dm = b(y)dys = dS, o 6.9

Tutaj uwzglednilismy fakt, ze szerokos$¢ paska b zalezy od jego polozenia na osi
y; stad zamiast b piszemy funkcje b(y), ktorej warto$¢ jest rowna szeroko$ci
paska na wysokosci y, o jest gestoScig powierzchniowa trdjkata — liczong
w kg/m?, a dS, oznacza pole paska w polozeniu y.
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-

X
Rysunek 6.5. Szkic do obliczenia srodka masy dla tréjkata réwnobocznego

Obliczenie pola nieskonczenie cienkiego paska ze wzoru dSy = b(y)dy,
moze wydawac si¢ nieodpowiednie, gdyz pasek ma $cigte boki. PowinniSmy
wiec zastosowa¢ wzOr na sume¢ paskow o ksztalcie czerwonego trapezu
pokazanego na rysunku (6.6). Zwro¢ uwage, ze pole takiego trapezu mozna
przedstawi¢ jako roznice pola prostokata 1 sumy pdl zottych trojkatéw. Pole
zottych prostokatéw jest proporcjonalne do iloczynu dwoch nieskonczenie
matych wielkos$ci dx 1 dy

60X — 0
sy
dS.~dx-3y
Rysunek 6.6. Zamiast pola trapezu (zaznaczony na czerwono) liczymy pole
prostokata. Jednak pola prostokata jest wieksze od pola trapezu o pole dwoch
zottych trojkatow. Pole kazdego z tych trdjkatéw jest proporcjonalny do
iloczynu dwoch nieskonczenie matych wielko$¢ dx: dx—0 i dy: dy—0. W takim

wypadku potraktowanie trapezu jako prostokata nie obniza doktadnosci
wyniku.

Zapiszmy to tak
1
pole trapezu = b(y)dy — 2 (E dy dx) 6.10
Sumujac (catkujac) pola takich trapezow obliczamy dwie catki. Pierwsza calka
jest po wyrazie b(y)dy a druga po wyrazie zawierajacym dydx; przy czym obie

catki liczymy po dy. Z pierwszej calki dostaniemy skonczong wartos$¢. Z drugiej
catki otrzymamy
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h
jdy dx = hdx
0

6.11

czyli skonczong warto$¢ 4 przemnozong przez nieskonczenie mate dx. Przez to
mnozenie przez dx drugi sktadnik pozostanie nieskonczenie maty i mozemy go
poming¢ w naszych obliczeniach. W efekcie catke po nieskonczenie wielu
nieskonczenie cienkich, prostokatnych paskach b(y)dy mozemy uzna¢ za réwna
calce po czerwonych trapezach. Musimy jeszcze ustali¢ posta¢ funkcji b(y).
Z rysunku (6.7) mamy

______ N T T TTTTTTTTTTTORT T T T T TR T
h-y
h I S h-y h
b b2~ ar2
y
_____ ) 1.
a
Rysunek 6.7. Szkic do wyznaczenia postaci funkcji b(y)
Czyli
b(y) a4 ’ 6.12
=qQ——=Qq — — .
y A \/§y

Mozemy teraz skorzysta¢ ze wzoru (6.6b). Podstawiajac do tego wzoru
wyrazenie (6.12) mamy

h ) Mg 2 d
v M B M
Obliczmy wystepujace tu catki nieoznaczone (DC2)
1
j acydy = Eaayz 6.14a
f ( ’ 2) d 2oy 6.14b
——0 = — [0) .
73 yo|ay 33 y

Calka nieoznaczona z catego wyrazenia wynosi wiec
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f(a—iy) oydy laffyz —Lay3 6.15
V3 _2 3v3 '
M M :%haa

Tutaj M oznacza calkowita mase trojkata. Aby obliczy¢ calke oznaczong
musimy podstawi¢ do powyzszego wyrazenia warto$¢ granicy gornej y—h
1 0dja¢ wyrazenie otrzymane po podstawieniu warto$ci granicy dolnej y—0
(5.4). Ale podstawienie y—0 daje wyrazenie o warto$ci zero, zatem wystarczy
tylko podstawi¢ warto$¢ granicy gérnej y—h.

1 42 2 _ 3
5a0h” — —=ay 4 B2 6.16
Ehaa 3v3
Dla trojkata rownobocznego mamy
h
= = tan(60°) = V3 6.17
2

Korzystajac z tego faktu obliczamy wspotrzedng y-owa potozenia srodka masy
(rys. 6.8.)

2 1
=h———=—=h—zh=ch 6.18
3 3

Rysunek. 6.8. Wyznaczone potozenie srodka masy tréjkata réwnobocznego

SkorzystaliSmy tu z magii rachunku catkowego. Jezeli calkujemy po N
zmiennych nieskonczenie matych, ale wykonujemy mniej catej niz zmiennych,
to cale wyrazenie 1 tak bedzie nieskonczenie mate 1 mozna je poming¢. Warto to
zapisa¢ w postaci faktu:
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Fakt 6.1: iloczyny wielkosci nieskoinczenie matych
Jezeli mamy catke n-krotng, to wyrazenia bedace iloczynem n+1 lub wiecej wyrazéw

nieskoriczenie matych mozemy uznaé za rowne zeru.

Przy okazji omawiania srodka masy warto przyjrze¢ si¢ zagadnieniom
obliczania energii potencjalnej w polu grawitacyjnym. Wiemy jak zmienia si¢
energia potencjalna ciata punktowego przy podnoszeniu go na wysoko$¢ Ak,
przy zatozeniu, ze Ah, mozna uznac¢ za male.

AE, = mgAh 6.19

1

h

Rysunek 6.9. Gdy przesuniecie kazdego punktu ciata jest takie samo mozemy
sie ograniczy¢ do wyznaczenia wartos$ci tego przesuniecia dla dowolnie
wybranego punktu.

Réwnie tatwo jest policzy¢ przyrost energii potencjalnej, gdy podnosimy ciato
rozciagle, przy zatozeniu, ze podczas podnoszenia cialo nie zmienia swojego
ksztaltu 1 nie obraca si¢ (rys. 6.9).

N
AE, = gAhz m; = gAhm 6.20
i=1

We wzorze (6.20) Ah oznacza przyrost wysokosci dla kazdego punktu ciata,
w tym rowniez jego srodka masy (czerwony punkt na rysunku 6.9). Symbol m;
oznacza mas¢ i-tego punktu ciata. Jak wida¢ ze wzoru (6.20) obliczajagc zmiane
energii potencjalnej takiego ciata mozemy skupi¢ si¢ na jednym, dowolnym jego
punkcie; poki co nie ma znaczenia na ktérym. Bardziej ogdlny przypadek
wyrozni punkt wskazujacy srodek masy ciata.

Rozwazmy sytuacj¢, w ktorej nasze cialo zostalo zdeformowane w taki
sposob, ze jego Srodek masy nie zmienit potozenia wzdhuz osi y (rys. 6.10). Przy
czym wybieramy uktad wspoélrzednych tak, ze o§ y — jest antyréwnolegla do
wektora przyspieszenia ziemskiego g.
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Rysunek 6.10. Deformacja ciata przeprowadzona w taki sposoéb, Ze jego srodek
masy pozostaje w swoim pierwotnym potoZeniu nie zmienia wartosci energii
potencjalnej tego ciata.

Korzystajac z definicji wektora potozenia sSrodka masy mozemy zapisaé

R = ?l:l rimi — £V=1 ri,mi 6.20
Tamy M
gdzie wektory primowane oznaczaja wektory wodzace opisujace potozenie
punktow ciata po deformacji. Odejmujac wyrazenie z primami od wyrazenia bez
primow mamy

N
0= Z(ri, —rpm; 6.21
i=1

gdyz jak zostato powiedziane potozenie srodka masy ciata przed i po deformac;ji
jest takie samo. Kazde wektorowe wyrazenie mozna, z definicji, rozbi¢ na
wspoétrzedne. Tutaj ograniczymy si¢ do wspotrzednej y, gdyz ciato podnosimy
wzdhluz osi y. Rozwazmy wspotrzedng y; Rozpisujac sktadowa y-owa ostatniego
wyrazenia otrzymujemy

N N
0= Z m;(y; —y;) = Z m;Ah; 6.22
i=1 i=1
Mnozac to rbwnanie przez g mamy.
N N
0= Z m;g(yi —yi) = z m;gAh; 6.23
i=1 i=1

Oznacza to, ze przyrost energii potencjalnej jest rowny zeru. Zatem gdy
polozenie §rodka masy nie zmienia si¢ deformacja ciata nie prowadzi do zmiany
jego energii potencjalnej. Ten wniosek wyraznie wyroznia Srodek masy jako
punkt szczeg6lny. Sprawdz, ze dla innych punktdéw nie jest juz tak prosto. Nie
pozostaje nam nic innego jak zrobi¢ jeszcze jedno uogolnienie.

Powiedzmy, Ze kazdy punkt ciata podnosimy na nieco inng wysokos¢, tak,
ze w efekcie otrzymujemy ciatlo 1 podniesione 1 zdeformowane. Niech przed
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podniesieniem $rodek masy ciala jest na wysokosci y, a po podniesieniu
1 zdeformowaniu na wysokosci y+dy. Mamy zatem wzory na potozenie srodka
masy przed 1 po podnoszeniu

_ io MY
Y= M 6.24a

§v=1 m;y';
M 6.24b

Odejmujac wzor (6.24a) od wzoru (6.24b) mamy

y+ 6y =

_ ZIiV:1 m;(y'i — y;)
M

N
Sy = M 6h = Z m;(y'; — ¥;) 6.25
i=1

Gdzie oy to zmiana wyskosci §rodka masy. Mnozac obie strony przez warto$¢
przyspieszenia ziemskiego g mamy

N
Mgéy = Z mig(y'; — yi) 6.26

=1 Sépi

Z prawej strony mamy sumeg przyrostOw energii potencjalnej punktow ciata,
czyli zmiang energii potencjalnej catego ciata. Z lewej strony mamy iloczyn
masy ciata M przyspieszenia ziemskiego g 1 zmiany wysokosci $rodka masy
ciala. Oznacza to, ze zeby obliczy¢ zmiang energii potencjalnej ciala wystarczy
wykona¢ obliczenia dla srodka masy przyjmujac, ze cala masa ciata znajduje si¢
w tymze $rodku masy. I dziala to rowniez wtedy gdy podczas podnoszenia ciato
ulega znieksztalceniu.
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Dyskusja 6.2: Srodek masy moze leze¢ poza ciatem

Zwroé uwage na fakt, Ze srodek masy danego ciata moze lezec poza tym ciatem. Jest
to punkt powotany do Zycia przez definicje (6.1). Ksztaft tej definicji oRresla
wtasnosci srodka masy. Wsrod tych wfasnosci jest rowniez i ta, Ze energia
potencjalna ciata podnoszonego i zdeformowanego zmienia si¢ tak, jakby sie
zmieniata energia punKtu reprezentujgcego tenze srodek masy, gdyby punkt ten miat
mase catego ciata. Definicja Srodka masy powoduje, Ze postugujemy sig abstrakcyjnym
punktem, Rtoremu przypisujemy mase ciata i Rtéry moze lezec poza ciatem, do Rtorego
sig odnosi. Z drugiej strony punkt ten jest bardzo uZyteczny przy analizie probleméw
mechanicznych, wobec tego jego abstrakcyjny charaRter nie musi nam przeszkadzac.
Jest to przykfad wysoce abstrakcyjnej Ronstrukeji, Rtorej gtowng zaletq jest prostota
potaczona z uZytecznosciq. Moglibysmy podaé najrozniejsze definicje na pofoZenie
roznych punktow i nadal im réwniez nazwy. Na przykfad dla ukfadu N punktow
o catkowitej masie M moge zdefiniowac potozenie punktu takim wzorem

N ricos () 6.27
2t ()

gdzie o to stata o wymiarze jeden przez Rwadrat dtugosci. Punkt, Ktory leZy
w miejscu danym wzorem (6.27) moge nazwac ,tajemniczosciq masy’; gfownie
dlatego Ze nie wiem do czego ewentualnie taki punkt mogtby byc¢ przydatny. Z tego
tez powodu szczerze watpie by ,tajemniczo$¢ masy” znalazfa RiedyRolwiek,
Jjakiekolwiek zastosowanie.

Ri=«

Dyskusja 6.3.
Do Kwestii Srodka masy moina podjes¢ réwnieZ formufujgc nastepujgce zadanie:
ZnajdZ ogolny wzér na pofozenie takiego punktu przestrzeni, Ktory ma nastgpujacq
wtasnosc: jezeli catq mase tego ciata umiescimy w tym punKcie, to zmiang energii
potencjalnej tego ciata, przy jego przemieszczeniu i deformacji mozna bedzie obliczyé
jaRo zmiang energii potencjalne tegoz punktu. Zwracam uwage na fakt, Ze takie
zadanie moZe nie mie¢ rozwiqzania. Bytoby rzeczq niezwykle uZyteczng gdybysmy
Razde zadanie w fizyce mogli rozwigzywac poprzez znalezienie takiego wzoru na
potoZenie pojedynczego punkty, Ze praktycznie cate zadanie datoby sig sprowadzic do
Sledzenia loséw tego szczegdlnego punktu. Zwykle taki punkt nie istnieje. To, Ze
udato sig taki punkt znalez¢ dla zagadnienia obliczania energii potencjalnej w polu
grawitacyjnym jest niezwykle szczesliwg oRolicznoscig.

Skoczek wzwyz jest przykltadem ciata unoszacego si¢ do gory
a jednoczes$nie ulegajacego deformacji. Wysokos¢ skoku zalezy od sity odbicia,
zamienionej na poczatkowa energi¢ kinetyczng skoczka. Znajac ta poczatkowa
energi¢ kinetyczng mozemy obliczy¢ jak wysoko wzniesie si¢ Srodek masy
skoczka. Skoczek moze tak zmienia¢ uktad ciata, ze chociaz on sam przejdzie
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nad poprzeczka jego srodek masy przesunie si¢ pod poprzeczky. Ta sztuczka
pozwala mu przeskakiwaé, przy tej samej poczatkowej energii kinetycznej,
wyze] zawieszone poprzeczki (rys. 6.11). Najlepsi skoczkowie potrafig
przenie$¢ swoj srodek masy 10cm pod poprzeczka!.

Rysunek 6.11. A Srodek masy (czerwone koto) myk pod poprzeczka

6.1. U-zbiornik

Zapraszam do nieco bardziej rozbudowanego przykladu. Pokaze kilka
oczywistych zaleznos$ci. Dzigki temu, ze zaleznoSci te sa oczywiste nie bedzie
watpliwosci, ze wprowadzone pojecia 1 zasady dajg si¢ skutecznie stosowac.
Rysunek (6.1.1) pokazuje zbiornik w ksztatcie asymetrycznej litery U; U-
zbiornik. U-zbiornik podzielony jest (ale tylko w mysli) na trzy czesci
oznaczone symbolami I, II 1 IIl. Dluga linia czerwona pokazuje poziom, przy
ktorym w obu ramionach zbiornika poziom cieczy jest taki sam. Lustro cieczy

" Mozna o tym przeczytac¢ w ksigzce: Krzysztof Ernst, Fizyka Sportu, PWN, Warszawa 2010.
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sigga wtedy wysokosci 2 ponad dno naczynia. Czerwone punkty pokazuja
polozenie $rodkéw masy poszczegdlnych czgsci cieczy, gdy poziom cieczy
zobu stron jest taki sam. Potozenie $rodko6w masy cieczy zgromadzonej
w czesci I 1 III to oczywiscie Y2 h. Zakladamy teraz, ze réwno$¢ poziomow
w obu ramionach zostala naruszona. W pierwszej cze$ci poziom cieczy jest
wyzszy o Ah od h. W drugiej czeéci poziom cieczy bedzie nizszy o Si/Su Ah.
Tutaj S11Sm oznacza pole powierzchni pierwszej 1 trzeciej czgsci U-naczynia.
Nie interesuje nas z jakiego powodu doszio do zaburzenia poziomu cieczy.
Zaktadamy tylko, ze catkowita objetosS¢ cieczy pozostata niezmieniona.

Ah [ L S
i h S — Ah
2 SIII

N|=~

h 4

Rysunek 6.1.1. U-zbiornik z zaznaczonym podziatem i poziomami cieczy

Policzymy energi¢ potencjalng cieczy w U-naczyniu jako funkcje réznicy
pozioméw Ah. Calkowita energia potencjalna cieczy jest sumg energii
potencjalnej trzech czesci I, 11 1 III. W przypadku cial o regularnej geometrii
1 jednorodnej gestosci srodek masy pokrywa si¢ ze srodkiem symetrii tych ciat.
Czesci 1, 11 1 III naczynia to prostopadiosciany, a ich $rodek symetrii wypada
w przecieciu przekatnych. Skorzystamy z tych faktow obliczajagc energig
potencjalng. Przyjmujemy, Ze zero energii potencjalnej majg ciala, ktorych
srodki masy sg na poziomie dna naczynia 4=0; wtedy energia potencjalna cieczy
w pierwszej czesci U-naczynia wynosi

m 9 h

~pgS (e any ol

W powyzszym wzorze p - jest gestoscig cieczy, g to oczywiscie przyspieszenie
ziemskie. Srodek masy slupa cieczy lezy w potowie jego wysokosci
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(w przypadku prostopadtosciennego naczynia) stad, we wzorze powyzej, mamy
wielko$¢ 2 (h+Ah). Dla cieczy w trzeciej cze$ci U-naczynia przez analogi¢
mozemy napisac

S 1 S
Eyr = pSu (h - _Ah> g (h - _Ah)
SIII 2 SIII 6.1.2
2 . .
1 S
= EPQSIH (h - EA’O
Energi¢ potencjalng drugiej czesci cieczy oznaczymy po prostu jako Ei;
dlaczego? Dlatego, ze jest ona caly czas taka sama. Zaktadamy, ze przesuniecie
stupa cieczy jest na tyle mate, ze druga czes$¢ naczynia jest caly czas catkowicie
wypehliona, w efekcie ciecz w drugiej czgsci naczynia nie zmienia energii
potencjalnej. Catkowita E. energia potencjalna cieczy w catym naczyniu wynosi

E.=E +E;+Ey

1 S 2
2 SIII

Dla jakiego Ak energia potencjalna osigga swoje minimum? Aby odpowiedzie¢
na to pytanie znajdziemy pochodng powyzszego wyrazenia ze wzgledu na A#,
a nastepnie przyrownamy ja do zera.

dE, [ I
= S;(h+Ah)—S (h——Ah)— 6.1.4

Porzadkujemy powyzsze wyrazenie i przyrownujemy prawg stron¢ do zera

S S,

S;?
pg|S;+—=—|Ah =0 6.1.5
SIII

Wida¢, ze rownanie to jest spetnione, gdy AhZ=0.

Wynika stad, ze minimum energii potencjalnej ma miejsce wtedy, gdy
poziom cieczy z obu stron U-naczynia jest taki sam. Zatem zgodnie z zasada
energii minimalnej (okr. 4.1) ciecz w naczyniu powinna dazy¢ do przyjecie
réwnego poziomu zobu stron. Jest to malo odkrywczy wniosek, ale
przynajmniej pokazuje, ze wprowadzone techniki dobrze si¢ sprawuja.
Spdjrzmy czy ciecz nie napotyka w swym dgzeniu do wyréwnania poziomoéw na
jakie$ przeszkody; to znaczy sprobujemy zbadaé czy samoistne wyroOwnanie
poziomu cieczy nie tamie zasady zachowania energii. W tym celu prawg strong
wyrazenia na catkowitg energi¢ potencjalng (6.1.3) zapisz¢ grupujac wyrazenia
przy Ah?

E.=aAh?+c

Gdzie wprowadzilem wielko$ci pomocnicze a1 ¢

6.1.6
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1 57
(s L5 6.1.6a
a=zoa(s+5)
1 2 2
szpg(h SI+h SIII)+EII 6.1.6b

Oba wspotczynnik a 1 ¢ sg dodatnie, tak wiec E. jest zwykla funkcjg kwadratowa
zmiennej Ah. Ma to duze znaczenie dla naszych rozwazan. Ciecz ma minimum
energii potencjalnej, gdy jej poziomy po obu stronach sg takie same AA=0.
Zatem gdy zjednej strony poziom cieczy jest wyzszy niz z drugiej, to z tej
wyzszej strony, kosztem obnizenia energii potencjalnej, ciecz moze bez
przeszkod zaczac opadac, a z nizszej strony rowniez bez przeszkod odpowiednio
si¢ podnosi¢. Czarna linia na wykresie (6.1.2) obrazuje zmian¢ energii
potencjalnej cieczy wraz ze zmiang Ah. Zauwaz, ze gdy wedrujemy do punktu
o minimalnej warto$ci z prawej lub lewej strony funkcja stale opada
(monotonicznie maleje, jak mowig matematycy). To wlasnie gwarantuje nam, ze
ciecz moze bez przeszkdod dazy¢ do wyrownania poziomow w U-naczyniu.
Czerwong linig wykreslona jest inna krzywa Ein., ktora zawiera z lewej strony
dodatkowy dotek. Gdyby wykres energii potencjalnej naszej cieczy wygladat
w taki sposéb, to po zajeciu poziomu odpowiadajagcemu obszarowi w dotku
(niebieskie kotko) ciecz moglaby (ze wzgledu na tarcie) nie mie¢ wystarczajace;j
energii kinetycznej na wspiecie si¢ na brzeg tego dotka. W efekcie jej czes$¢
mogtaby si¢ w tym dotku zatrzyma¢. Poziomy cieczy w naczyniu nie
wyrdéwnatby si¢. MielibySmy dodatkowy stabilny poziom energetyczny, ktory
mogtlaby zaja¢ ciecz. Przyklad naczynia z takim dodatkowym poziomem
pokazuje rysunek (6.1.3).

Rysunek 6.1.2. Energia potencjalna
cieczy w U-zbiorniku zalezy od Ah,
tak jak to pokazuje czarna linia. Gdy
na skutek czynnika zewnetrznego
poziom cieczy ulega zaburzeniu, to
ciecz wraca samoistnie do poziomu
réwnowagi. Czerwona linia pokazuje
inng mozliwg sytuacje. Teraz po lewej
stronie wystepuje lokalny dotek
energii potencjalnej. Wpadajac w ten
dotek, na skutek rozpraszania energii
przez tarcie, cze$¢ ciecz moze nie
mie¢ wystarczajacej energii aby sie
z niego wydostac.
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Rysunek 6.1.3. W U-rurce z dodatkowym zagieciem czes$¢ cieczy nie powrdci
do jej dolnej czesci. Po drodze pojawi sie dodatkowe minimum lokalne energii
i w tym minimum cze$¢ cieczy moze utkng¢. Ewidentnie wida¢, ze kiedy poziom
ciecz w obu stronach dodatkowego zagiecia wyréwna sie, to ciecz ,straci”
motywacje do dalszego ruchu. Pozostanie jednak kwestia ruchu bezwtadnego.
Rozpedzony stup cieczy nie zatrzyma sie od razu w lokalnym potozeniu
réwnowagi, tylko z rozpedu podjedzie jeszcze do gory. To ile cieczy pozostanie
w lokalnym minimum tego uktadu zalezy od takich kwestii jak tarcie o $cianki
naczynia czy lepkos$¢ cieczy. Gdy pojawiaja sie lokalne minima energii (poziomy
energetyczne), analiza zachowania uktadu staje sie bardziej ztozona. Drugi
rysunek z przelang czeSciowo ciecza

Kiedy pojawiaja si¢ lokalne minima energii potencjalnej (poziomy
energetyczne), analiza zachowania uktadu staje si¢ bardziej ztozona. Gdy
zmiana energii potencjalnej jest, przy odchodzeniu od minimum, monotoniczna
sytuacja jest prosta.

Kiedy poziom ciecz w U-rurce opada jej energia potencjalna zamienia si¢
na kinetyczng. Poniewaz energia musi by¢ zachowana ciecz nie moze si¢ nagle
zatrzyma¢ w stanie o najmniejszej energii potencjalnej, tylko kosztem energii
kinetycznej jej poziom podnosi si¢ po drugiej stronie U-rurki poza poziom
rOwnowagi. A potem zaczyna bieg z powrotem. Ciecz w U-rurce zachowuje si¢
jak kulka w misce, ktora stacza si¢ na dno, ale si¢ tam nie zatrzymuje tylko
wbiega pod gorke, tyle ze po drugiej stronie; a potem zaczyna bieg z powrotem
(rys. 6.1.4).

Rysunek 6.1.4. Przy braku tarcia kulka puszczona z brzegu dotka, po przejsciu
punktu na dnie dotka, wespnie sie na przeciwleglty bok. Potem zawrdci i tak bez
konca.

I co z naszg zasadg, wedle ktorej ciecz powinna zajmowac potozenie
0 najmniejszej energii potencjalnej, a nie przelatywaé przez to polozenie tam
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1z powrotem? Wszystko jest w porzadku, gdyz zasada energii minimalnej
moéwi, ze uklad dazy do zajecia stanu o minimalnej energii potencjalnej wtedy,
gdy nie narusza to innych zasad zachowania. Nagle zatrzymanie si¢ kulki na
dnie dotka naruszyloby zasad¢ zachowania energii. W praktyce kulka zatrzyma
si¢ na dnie dotka (po kilku wahnigciach tam i1 z powrotem), gdyz energia
kinetyczna kulki rozpraszana jest przez tarcie. Nie mniej warto jeszcze zasadzie
minimalnej energii 1 samej energii potencjalnej pos§wigci¢ troche czasu.
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7. Potencjat ¢

Sprawniejszy opis matematyczny zmian energii potencjalnej wymaga
zdefiniowania pola skalarnego. Do zdefiniowania pola skalarnego potrzebuj¢
zbioru skalaréw, na przyktad liczb rzeczywistych R, oraz przestrzeni V' — moze
to by¢ plaszczyzna, powierzchnia kuli czy nasza zwykla przestrzen
trojwymiarowa. Pole skalarne jest takim przyporzadkowaniem, ktére kazdemu
punktowi przestrzeni przypisuje jeden skalar. W druga stron¢ nie zadamy
jednoznacznosci, to znaczy t¢ sama liczbe moze dosta¢ wiele roznych punktow
przestrzeni.

Definicja 7.1: Pole skalarne
Pole skalarne jest odwzorowaniem przestrzeni V w zbiér skRalaréw R, takim, Ze

Razdemu punktowi xe V odpowiada dokfadnie jeden skalar re R,

Bardzo dobrym przyktadem pola skalarnego jest mapa na ktorej zaznaczona jest
wysoko$¢ danego punktu nad poziom morza (rys. 7.1).

m n.p.m.

2000

1500

500
400
300
200

13.::‘00

Rysunek 7.1. Na tej mapie pole skalarne jest reprezentowane w mity dla oka
sposob. Pasek z lewej stronie pokazuje przyporzadkowanie poszczegdélnym
barwom liczb. Kazdy punkt plaszczyzny zamalowany jest jakim$ kolorem,
a przez to ma przyporzadkowang odpowiadajgca temu kolorowi liczbe.
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Innym przyktadem pola skalarnego jest pole potencjalu grawitacyjnego. Aby
zdefiniowac to pole kazdemu punktowi przestrzeni przypisujemy liczbe rowng
energii potencjalnej jaka punkt o jednostkowej masie ma w tym punkcie
przestrzeni; czyli liczbe rowng iloczynowi gh (rys. 7.2). Takie pole skalarne jest
sensownie zdefiniowane w ograniczonym obszarze przestrzeni; Warto$¢
przyspieszenia g zmienia si¢ z wysokoscia, co dla réznicy pozioméw rzedu
dziesigtkow kilometréw daje odczuwalne roéznice migdzy przyjeta a mierzong
wartoscig. Wzor gh nie nic nam nie mowi co si¢ dzieje pod powierzchnig
Ziemi. W wielu praktycznych problemach te ograniczenia sg dla nas bezbolesne.

N
4

o<{mgh=gh

Rysunek 7.2. Kazdy punkt przestrzeni ma przyporzadkowang liczbe rowna
energii potencjalnej punktowej, jednostkowej masy - czyli mamy zdefiniowane
pole skalarne. W przyktadzie przyjatem, Ze zero energii potencjalnej (h=0)
przypada przy powierzchni Ziemi.

Jak juz mamy zdefiniowane pole skalarne, to warto zdefiniowa¢ linie
(powierzchnie) réwnej wartosci, czyli izolinie, izopowierzchnie.
Definicja 7.2: Linie (powierzchnie) ekwiskalarne pola skalarnego
Liniami (powierzchniami) eRwiskalarnymi pola skalarnego nazywamy zbior
punktow, Rtorym przyporzqdRowano tq samq wartos¢ pola

Przyktadem linii ekwiskalarnych sa poziomice na mapie, tzw. warstwice
(rys. 7.3).
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Dygresja 7.1: linie (powierzchnie ekwiskalarne)

W wielu praktycznych zastosowaniach linie (powierzchnie) ekwiskalarne majq
specyficzne nazwy. Gdy pole skalarne opisuje rozkfad cisnienia to méwimy o liniach
(powierzchniach) izobarycznych. Dla pola opisujgcego rozkfad temperatury mamy
1zotermy, etc.

g

A \\\__\Rqerbank e P
- b I
e S
' I

Rysunek 7.3. Linie na mapie (izolinie) tacza punkty o tej samej wysokosci
nad poziomem morza.

Pole potencjatu grawitacyjnego ma rowniez swoje linie ekwiskalarne (rys. 7.4).
W przypadku pola grawitacyjnego takie linie majg swojga wtasng nazwe — linie
ekwipotencjalne.
Definicja 7.3: Linie (powierzchnie) ekwpotencjlane
Linie (powierzchnie) eRwiskalarne pola skRalarnego opisujqcego rozkfad potencjatu
nazywamy liniami (powierzchniami) eRwipotencjalnymi.

W trojwymiarowym przypadku izolinie statyby si¢ izopowierzchniami, czyli
powierzchniami ekwipotencjalnymi.

71



Jan Masajada © — 45 tematoéw z fizyki

Rysunek 7.4. Linie ekwiskalarne réwnego potencjatu (linie ekwipotencjalne)
przy powierzchni Ziemi.

Samo pole skalarne wiele nam jeszcze nie daje. Musimy mie¢ narzedzia,
dzigki ktorym bedziemy mogli wykorzysta¢ informacje zawarte w danym polu
skalarnym.  Beda to  oczywiscie  narzedzia  matematyczne. Do
najpopularniejszych narz¢dzi naleza operatory. Teraz spotkamy si¢ z pierwszym
przykladem operatora — operatorem gradientu

Definicja: 7.4: Operator gradientu
Operator gradientu jest takq operacjq matematyczng, Ktéra Raidy punkt pola
skalarnego zamienia na wektor wskazujqcy Rierunek najwigRszego wzrostu tego
pola. Taki wektor bedziemy nazywaé wektorem gradientu. Przy czym dtugosé tego
wektora wskazuje na szybkosé wzrostu pola skalarnego.

Na mapie z poziomicami operator gradientu ,,0sadza” w wybranym punkcie
wektor pokazujacy w ktorg strong podej$cie jest najbardziej strome a jego
warto$¢ jest tym wigksza im bardziej strome jest podejscie. We wspotrzednych
kartezjanskich operator gradientu ma posta¢
d d 0
V= (—; =’ —)
dx 0y 0z

Jego dzialanie na pole skalarne ¢ w punkcie (x,y,z) opisuje wzor (7.2)

7.1

0 0 0

V(P(X,y,Z) = (a(p(X,y, Z); @(p(x,y,z); &(P(X,y, Z)) 79
Jak wida¢ w wyniku dziatania operatora gradientu otrzymujemy trzy liczby,
ktore reprezentuja trzy wspoOtrzedne wektora gradientu w tréjwymiarowe;j
przestrzeni. Na ptaszczyznie bytby tylko dwie wspotrzedne.

Wektor gradientu ma ciekawe wlasnosci. Wigcej na ten temat powiem
w temacie Pola 1 Operatory. Tutaj jedynie dodam, ze wektor gradientu jest
zawsze prostopadty do linii (powierzchni) ekwiskalarnej danego pola
skalarnego, przechodzacej przez punkt, w ktorym obliczamy gradient.
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Z definicji wynika rowniez, ze aby moéc si¢ postugiwac polem skalarnym pole to
musi by¢ gladkie. Oznacza to, ze linie (powierzchnie) ekwiskalarne nie mogg
mie¢ dziur, uskokéw, czy chocby nawet szpicow. Na dziurach, uskokach
1 szpicach nie da si¢ oblicza¢ pochodnych i operator gradientu jest nieuzyteczny.
Na szczgscie pola skalarne, zktéorymi bedziemy mieli do czynienia s3
odpowiednio gladkie. Ponizej podaje przyktad pola skalarnego zdefiniowanego
na plaszczyznie

@(x,y) = sin(x) cos(y)
wraz z obliczonymi wektorami gradientu.
Vo(x,y) = (cos(x) cos(y); — sin(x) sin (y))

Rysunek (7.5) przedstawia to pole wraz z wyrysowanymi wektorami gradientu.
Zauwaz, ze wektory gradientu sg prostopadie do odpowiednich izolinii.

7.3

7.4

304

a0

NM),sT

Rysunek 7.5. Linie ekwiskalarne dla pola zdefiniowanego wzorem (7.3) oraz
wektory gradientu tego pola. Jak wida¢ wektory sa prostopadte do izolinii
i skierowane w kierunku najwiekszego wzrostu pola.

Kolor czerwony na rysunku (7.5) oznacza okolice szczytu a niebieski okolice
dna doliny. Zauwaz, ze przy dochodzeniu do szczytu (dna doliny) dtugosci
wektorow gradientu maleja. Odpowiada to znanemu faktowi, ze przy szczycie
(przy dnie doliny) nachylenie stoku zmniejsza si¢ do zera. Na samym szczycie
lub na dnie doliny wektor gradientu jest wektorem zerowym. Taki wektor nie
ma ani kierunku ani zwrotu. Coz izolinia na szczycie lub na dnie doliny
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redukuje si¢ do punktu. Jak wyznaczy¢ wektor prostopadly do punktu? Na
szczescie w przypadku wektora zerowego nie mamy tego problemu.

Oto przyklad pola skalarnego, ktore w punkcie znajdujacym sig
w poczatku uktad wspotrzednych nie pozwala obliczy¢ gradientu.

75
Q(x,y) = Jx?% +y?

7.6

X y
Vo =|-— ;=
? ( JxXZ+y? o Jx?+ y2>

Dla x=0 1 y=0 wyrazenie (7.6) jest wyrazeniem nieoznaczonym typu 0/0.

Rysunek 7.6. Wykres tréjwymiarowy i poziomicowy (konturowy) pola
zdefiniowanego wzorem (7.5). W poczatku uktadu wspéirzednych wartosci
pola rosng we wszystkich kierunkach z takg samg skonczong intensywnoscia.
Ewentualne przypisanie wartosci zerowej gradientowi w punkcie gdzie jest
szpic tez nie jest dobrym rozwigzaniem. Odchodzac od szpicu o dowolnie matg
odlegtos$¢ trafiamy na punkt, gdzie wektor gradientu ma skoniczong wartosc¢.
Pole wektorowe staje sie nieciggte.

Tu problem jest nieco innej natury. Kiedy wychodzimy z normalnej doliny
nachylenie stoku powoli ro$nie. Kiedy opuszczamy dno szpicu nachylenie stoku
ros$nie skokowo (rys. 7.7). Operator gradientu jest operatorem rézniczkowym
a takie twory nie lubig wartosci zmieniajacych si¢ skokowo (rys. DB 1.2.2).
W efekcie gradient w punkcie na szpicu jest zle okreslony.
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Te styczne
wyraznie
réznig sie
\/ nachyleniem
'I%styczne
sg prawie

rownolegte

Rysunek 7.7. Gdy powierzchnia jest gtadka to, styczne do blisko siebie lezagcych
punktéw s3 do siebie prawie rownolegte. Tak tez jest z sgsiadami punktu
w najnizszym punkcie doliny. W przypadku szpicu, styczne do punktéw
lezacych nawet bardzo blisko punktu na szpicu réznig sie wyraZznie katami
nachylenia. Przy minieciu szpicu nastepuje skokowa zmiana kata nachylenia
stycznej.

Obliczg¢ warto$¢ operatora gradientu dla grawitacyjnego pola
potencjalnego (rys. 7.8) danego wzorem

¢ =9y
Postuzylem si¢ wartoscig dtugosci g wektora przyspieszenia grawitacyjnego g.

7.7

Ve=9

h->y

(=]
sl
=)

Rysunek 7.8. Zbior linii ekwipotencjalnych (czerwony to wieksze wartosci).
Wektor gradientu jaki uzyskujemy w wyniku dzialania operatora gradientu
wskazuje kierunek wzrostu potencjatu - zgodny z kierunkiem osi y. Wektor
przyspieszenie pola grawitacyjnego jest, przy takiej orientacji osi uktadu
wspoétrzednych, ujemny i ma wspétrzedne g(0, g, 0). Czerwona strzatka
pokazuje przyktadowy wektor gradientu; jest on przeciwnie skierowany do
wektora g ale rowny temu wektorowi co do dtugosci.

Dziatajac na tak zdefiniowane pole operatorem gradientu (7.1) mam

V(gy) = (0,g,0) 7.8
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Zgodnie z zasada minimalnej energii w polu grawitacyjnym cialo dazy do
obnizenia energii potencjalnej — spada w dot - a zatem kieruje si¢ przeciwnie do
obliczonego wlasnie wektora gradientu. Cho¢ obliczylismy wektor gradientu
tylko dla tego jednego przypadku, to jest pola grawitacyjnego, to jest to ogolna
zasada obowigzujaca w przypadku kazdego fizycznego pola potencjalnego —
oczywiscie tam gdzie to pole jest dostatecznie gladkie.

Okreslenie 7.1: Ogolna wersja zasady minimalnej energii
Pod wptywem pola potencjalnego ukfad zmienia swdoj stan tak, Ze Kierunek, tych
zmian jest przeciwny do Rierunku wektora gradientu tego pola, a nateZenie tych
zmian jest proporcjonalne do wielkRos¢ tego wektora gradientu

Spdjrz na przyktad na rysunku (7.9). W pewnym momencie kamien porusza si¢
sko$nie, z predkoscia vy, w polu grawitacyjnym ktére mozemy scharakteryzowac
przez podanie odpowiedniego pola skalarnego - pola potencjatu grawitacyjnego.
Pod wplywem tego pola uklad zmienia swoj stan. Ale co konkretnie ulega
zmianie? Roztozymy predkos¢ kamienia na sktadowg normalng 1 styczng do linii
ekwipotencjalnych. Sktadowa styczna v, pozostaje w tym ruchu nie zmieniona.
Sktadowa normalna vy, wzrasta. Tak wigc zmiana nast¢puje przeciwnie do
kierunku jakie majg wektory gradientu obliczone dla tego pola, co jest zgodne
Z naszg uogodlniong zasadg energii minimalne;.

A
\'J
4 // va
\'"/
| 2 \ 4

w kierunku osi x-6w. Kierunek zmian jest przeciwny do kierunku wektora
gradientu.

Latwo nam bedzie rowniez zinterpretowac ruch kulki w dotku (rys. 7.10) czy
wahania poziomu cieczy w U-naczyniu.
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Rysunek 7.10. Kulka z lewej strony stacza sie w dot. Czarne strzatki pokazuja
wektor predkosci tej kulki oraz jego sktadowe x-owa i y-owa. Kulka z prawej
strony mineta potozenie rownowagi i wspina sie do géry. Tu réwniez czarne
strzatki pokazujag wektor predkosci i jego sktadowe. W tym przypadku
sktadowa y-owa wektora predkosci jest przeciwnie skierowana niz
w pierwszym przypadku, ale jej warto$¢ réwniez maleje. Cho¢ sktadowe y-owe
skierowane sg przeciwne, to kierunek zmian tych sktadowych (czerwone
strzatki narysowane linig przerywang) jest w obu przypadkach taki sam. W obu
przypadkach czerwone strzatki skierowane sa przeciwnie do kierunku
gradientu pola.

Mozemy powigzaé site z pojeciem gradientu. W polu grawitacyjnym
wyglada to tak, ze w kazdym punkcie pola sita dzialajgca na jednostkowa masg
(F/m) jest rowna wektorowi1 gradientu wzigtemu ze znakiem minus.

F
F=mg=—mV(p=g:a:—Vq) 7.9

Jest to jeden z najwazniejszych wzorow fizyki, wigec sprawie relacji miedzy sitg
a gradientem z pola potencjalnego bedziemy si¢ jeszcze przygladac.
Sprawdzmy jak to dziala w naszych przyktadach. Wspotrzedne wektora pola
grawitacyjnego, zgodnie z rysunkiem (7.8), to: g(0,-g,0), zatem mamy
g=-Vo=-V(gy) =(0,—g,0) 7.10

Otrzymali$my wzor na wspotrzedne wektora przyspieszenia grawitacyjnego.

Temat gradientu zwienczymy, na tym etapie, jeszcze jedng uwaga.
Powiedzmy, ze mamy pole skalarne ¢. Zdefiniuyymy nowe pole skalarne ¢
W nastepujacy sposob

Tutaj C oznacza stalg liczbe (rys. 7.11). Tak wiec w kazdym punkcie przestrzeni
wartos$¢ pola potencjatu zwigkszamy o C. Obliczymy teraz gradient z pola ¢’

Vo' =V(p + C) = Vo + VC = Vo 7.12
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Dodanie statej wartosci do pola skalarnego nie zmienia jego gradientu. Ma to
wazne konsekwencje; na przyktad w polach potencjalnych réznigcych sie
o warto$¢ statg wszystkie sity sg takie same.

Ay

e
X 4

Rysunek 7.11. Oba rysunki przedstawiajg tg samg sytuacje fizyczng. Czerwony
punkt o masie m jest przenoszony po linii prostej z dotu do gory. Jednak
potencjat pola z lewej strony rdézni sie od tego z prawej o statg wartos¢ (stad
przesuniecie koloréw linii ekwipotencjalnych). Fakt ten nie zmienia réznicy
wartosci pomiedzy linami przebiegajacymi przez te same punkty przestrzeni.
Oznacza to, Ze gradienty obu p6l sg takie same.

Fakt, ze zmiana wartosci pola skalarnego o stalg nie zmienia jego gradientu daje
nam wygode wyboru punktu, w ktérym potencjal grawitacyjny jest rowny zeru.

Przy przenoszeniu ciata w polu grawitacyjnym, powiedzmy z dolu do
gbry rosnie energia potencjalna ciata o warto§¢ AE=mgAh. Wz6r ten mozemy
roOwniez zapisa¢ w postaci

AE = m(g hy — ghd) = m(l@ - Vd)

Czyli zmiana energii potencjalnej, przy przeniesieniu ciata z jednego punktu do
drugiego jest rOwna masie tego ciala przemnozonej przez rdéznice¢ potencjatu
grawitacyjnego tych punktéw. Przy czym nie ma znaczenia czy pole potencjatu
jest okreslone tak jak z prawej strony rysunku (7.11) czy tak jak z jego lewe;j
strony. W obu przypadkach roznica potencjatow grawitacyjnych ma tg samag
wartos¢. Mozemy wigec powiedzie¢, ze rdznica potencjatow w polu
grawitacyjnym jest rowna pracy jaka wykonujemy nad ciatem o jednostkowej
masie przy przeniesieniu tego ciala migdzy tymi punktami.

7.13
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8. Napiecie powierzchniowe 4

Zjawiska zachodzace na brzegu pomiedzy dwiema czesciami uktadu fizycznego
sg zdecydowanie bardziej frapujace 1 ztozone niz to co dzieje si¢ we wnetrzu
kazdej z tych czeséci. Rysunek (8.1) pokazuje przyktady brzegow czesci uktadu
fizycznego. Trzeba pamigtaé, ze w realnych uktadach fizycznych nie ma ostro
wyznaczonych granic. Sytuacje dobrze obrazuje brzeg lasu, ktory nie da si¢
wyrysowac¢ jako cienka linia o jednoznacznie okre§lonym przebiegu. Miedzy
pozalasem a lasem jest zawsze obszar przejSciowy, gdzie mieszajg si¢ cechy
charakterystyczne dla lasu ipozalasu. Przez granice bed¢ rozumiat taki
przejsciowy obszar.

___________________________

Rysunek 8.1. a) Ciecz w naczyniu ma brzeg ztoZony z granicy miedzy objetoscia
cieczy a $cianami naczynia oraz granicg miedzy objetos$cia cieczy i powietrzem.
Nalezy pamietaé, ze granica nie jest po prostu linig, powinniSmy raczej méwié
0 obszarze granicznym, gdzie mieszaja sie wptywy dwoch réznych srodowisk.
Aby to uwidoczni¢ obszar graniczny ciecz-powietrze zostat zaznaczony
w postaci prostokagta narysowanego czerwong przerywang linig. Przyktad
obszaru znajdujacego sie wewnatrz cieczy zaznaczony jest zielong przerywang
linia. W obszarze tym wptyw powietrza, czy S$cianek naczynia jest
zaniedbywalnie maty; b) Dwa kawatki ciala statego majag dwa rézne obszary
graniczne. Jeden z nich to granica z otaczajacym powietrzem, a drugi to granica
przej$cia pomiedzy oboma ciatami. Ponownie dla zaznaczenia, Ze granica jest
pewnym obszarem przejSciowym a nie linig, granica pomiedzy oboma ciatami
zaznaczona zostata jako prostokatny obszar. Przyktad obszaru wewnatrz ciata
rézowego zaznaczony jest przerywana linig zielona.

Dlaczego fizyka brzegu jest bardziej ztozona od fizyki wnetrza? Obszar
brzegu to miejsce w ktorym stopniowo stabng wpltywy jednego S$rodowiska
arosng wplywy drugiego srodowiska. To wzajemne oddziatywanie powoduje,
ze whasnosci ukladu w obszarze przejsciowym moge by¢ zupeklnie inne niz
wlasnosci wnetrz dwoch stykajacych sie srodowisk. Zauwaz, ze zachowanie si¢
wody w zbiorniku wodnym przy powierzchni jest zupeknie inne niz w glebinie.
W glebinie nie ma cho¢by zjawiska falowania, ktére powoduje pomarszczenie
si¢ powierzchni wody, nie ma réwniez piany, rozbryzgéw wody, etc.
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Zajme si¢ teraz granicg miedzy cieczg a powietrzem. Aby ustali¢ uwage
bede pisat na temat wody. Jednak to co powiem stosuje si¢ réwniez do innych
cieczy. Na granicy woda-powietrze woda zachowuje si¢ tak jakby pokryta byta
delikatng btonkga. Z faktu tego korzystaja niektoére owady, na przyktad nartniki
(rys. 8.2). We wnetrzu zbiornika wody (to znaczy pod powierzchnig) takiej
btonki nie ma. Z jednej strony sprawa si¢ upraszcza bo nie ma potrzeby
uwzgledniania wihasnosci tej btonki, z drugiej strony jej brak powoduje, ze
fizyka wnetrza cieczy jest ubozsza. Ta, jakby blonka jest zatem zjawiskiem
pogranicza.

Rysunek 8.2. Nartnik unosi sie na wodzie dzieki napieciu powierzchniowemu.
Przyjrzyj sie powierzchni wody. Nogi nartnika nie zanurzajg sie pod
powierzchnie wody. Powierzchnia wody ugina sie tak jakby pokryta byta cienka
btona; Zrédto zdjecia Wikipedia.

Dlaczego ciecz, taka jak woda, tworzy cos$ co zachowuje si¢ jak btonka? Sprawa
jest ztozona 1 jezeli chcemy stworzy¢ sensowny model tej sytuacji musimy
siegnag¢ po model atomowy. Czasteczki w cieczy (dla wody sa to czgsteczki
H>0) zachowujg si¢ tak jakby byly potaczone sprezynkami. Oczywiscie nie sg
potaczone sprezynkami, tylko jeszcze raz podkreslam, zachowuja si¢ tak, jakby
byly potaczone sprezynkami. Lub inaczej mowigc sity dziatajace miedzy
czasteczkami mozemy wyobrazi¢ sobie jako pochodzace od sprezynek.
Czasteczka cieczy znajdujaca si¢ wewnatrz cieczy odczuwa oddzialywania ze
strony sasiadow ze wszystkich stron (rys. 8.3). Czasteczka cieczy na
powierzchni ,,przyczepiona” jest tylko do czasteczek znajdujacych sie¢ glebiej
pod powierzchnig cieczy. Nie moze jednak zbytnio zblizy¢ si¢ do swoich
sasiadow, gdyz przy bliskich odleglosciach sily staja si¢ odpychajace. Tak tez
jest w przypadku potaczenia sprezynka. Istnieje potozenie rownowagi, w ktérym
sprezyna jest nie naciggnieta (mamy tam minimum energii potencjalnej
sprezynki). Przy rozciaganiu sprezyny czujemy, ze sprezyna stawia opofr,
przyciagga nas, przy skracaniu czujemy rowniez opOr; sprezyna nas odpycha.
Kiedy delikatnie potozymy lekki przedmiot na powierzchni cieczy, taki jak
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metalowa igla, to czasteczki cieczy przy powierzchni zostang popchnigte
w kierunku sgsiadow, ale sgsiedzi je odepchng i w efekcie igta, cho¢ metal ma
wicksza gestoéé od wody, bedzie ptywata po powierzchni wody. Scislej rzecz
ujmujac potozona na powierzchni¢ wody igla bedzie dazyta do zmniejszenia
swojej energii potencjalnej, czyli bedzie si¢ ,,starata” opas$¢ nizej. W efekcie
zacznie popycha¢ w dot czasteczki wody. Popychane czasteczki wody zblizg si¢
do sgsiadow potozonych nizej, w efekcie czego ,,sprezynki” migdzy nimi skrocg
si¢ 1 wzrosnie energia potencjalne tych Scisnietych sprezynek. Gdzie§ po drodze
zdarzy si¢ minimum energii potencjalnej, rozumianej tu jako suma energii
potencjalnej $cisnigtych sprezynek 1 grawitacyjnej energii potencjalnej iglty. To
minimum to taki punkt, ze gdyby igta poszta jeszcze troche nizej to obnizytaby
swoja energi¢ potencjalng, ale sprezynki taczace czasteczki wody zwiekszytby
swoja energi¢ potencjalng tak, ze calkowita energia potencjalna igly 1 czgsteczek
wody uleglaby zwigkszeniu. Mamy zatem dotek energii potencjalnej uktadu
igta-sprezynki taczace czasteczki wody. Caly uktad zatrzyma si¢ w tym dotku
11gta bedzie ptywata unoszona przez cos$ co bedzie wygladato na cienka btonka
na powierzchni wody.

© O @ © O
© O @ © O
@ © O @ © O
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Rysunek 8.3. Czasteczki wody powiagzane s3 ze sobg sitami zachowujacym sie
jak sprezynki. Gdy dwie czgsteczki zbytnio sie do siebie zblizg dziatajaca sita
jest sila odpychajaca. Gdy dwie czasteczki sie od siebie oddalg dziatajaca sita
staje sie silg przyciagajaca. Rysunek wyrdznia dwie czasteczki. Jedna z nich
(pomaranczowa) znajduje sie wewnatrz objetoSci wody. Czasteczka ta ma ze
wszystkich stron sgsiadow. Sity dziatajace od sasiadéw nie wyrdzniajg zadnego
kierunku. Czasteczka niebieska, jest czasteczka przy powierzchni. Ponad ciecza
nie ma juz zadnych sgsiadéw w postaci innych czasteczek wody, a co zatem
idzie rowniez oddziatywan zwigzanych z posiadaniem sgsiadow. Sity dziataja od
strony objeto$ci wody. Przy delikatnym nacisku na niebieska czasteczke obnizy
ona lekko swoje potozenie i zblizy sie do czasteczek ponizej. W efekcie pojawi
sie sita odpychania. Patrzac na powierzchnie wody mamy wrazenie istnienia
cienkiej btonki. Powyzej cieczy znajduja sie oczywiscie czasteczki powietrza.
Ale jest to inne Srodowisko. Czasteczki powietrza sg swobodne i majg inne
wilasnosci niz czasteczki wody. Ponadto ich ilo§¢ w jednostce objetosci jest
znacznie mniejsza niz czasteczek wody. Stad oddziatywanie z czasteczkami
powietrza jest duzo stabsze i przez to mozemy je w wielu wypadkach zaniedbac.

7 gwozdziem sprawa wyglada inaczej. Sprezynki taczace czasteczki wody
nie sg zbyt wytrzymate. Polozony na powierzchni wody gwdézdz zaczyna si¢
zanurzaC. Mogg si¢ tu zdarzy¢ dwie sytuacje. W pierwszej istnieje co prawda
minimum energii dla uktadu gwo6zdz-sprezynki, ale zwigzany z tym minimum
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dotek jest zbyt ptytki 1 zanim gwdzdz zatrzyma sie, silg inercji wyskakuje z tego
ptytkiego dotka. Druga mozliwo$¢ jest taka, ze zysk na obnizeniu energii
potencjalnej gwozdzia jest tak duzy, ze oplaca si¢ znieksztaltci¢ sprezynki az do
ich zerwania. W obu tych sytuacjach efekt jest taki, ze czasteczki wody
rozstepuja si¢ 1 gwdzdz tonie (rys. 8.4).

Rysunek 8.4. Rysunek przedstawia schematycznie tonacy gwo6zdz. Gwoézdz
sktada sie rowniez z czasteczek, ktére jednakze sg mocniej ze sobg zwigzane niz
czasteczki wody. W rzeczywisto$ci nawet bardzo cienki gw6zdZ ma Srednice
liczong w milionach warstw czasteczek, czego nie da sie w sensowny sposob
narysowaé. Wida¢, Ze czasteczki wody znajdujace sie po przeciwnej stronie
gwozdzia sg catkowicie od siebie oddzielone i oddziatujg tylko z czasteczkami
gwozdzia i sgsiednimi czasteczkami wody. Miedzy gwozdziem a woda tworzy
sie nowy obszar graniczny, zaznaczony tu grubg czarng linig. Czgsteczki na tej
granicy zachowuja sie w skomplikowany sposob, ktorego nie jesteSmy tu
wstanie zanalizowaé. Masa gwoZdzia jest na tyle duza, Ze optaca sie wtozy¢
energie w zerwanie wigzan miedzy czasteczkami wody, w efekcie czego caty
uktad, na skutek opadania gwozdzia obniza energie potencjalna.

Efekt dziatania sprezynek laczacych czasteczki wody jest taki jakby wode¢
pokrywala cienka blonka. Czasteczki wody sg tak malenkie, ze nie wida¢ ich
nawet przez mocno powigkszajace mikroskopy. Z naszego, codziennego punktu
widzenia powierzchnia wody jest strukturg ciggla a nie ziarnistg. Nie ma wigc
przeszkod bySmy sobie wyobrazali, Ze na powierzchni wody tworzy si¢ btonka,
pamigtajac oczywiscie, ze jest to tylko sensowny 1 uzyteczny model (a c6Z nim
nie jest?). Na ile zastgpienie warstwy atomow brzegowych cienka btonkg jest
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dobrym krokiem (na ile model jest dokladny) to rzecz na osobng dyskusje.
Z doswiadczenia wiemy, ze taki model dobrze si¢ spisuje przy probie
zrozumienia wielu zjawisk zachodzacych na brzegu cieczy. Przy tym latwiej jest
nim operowa¢ niz zbiorem czasteczek potaczonych sprezynkami. Trzeba tylko
nada¢ blonie odpowiednie wtasnosci fizyczne, ktore moglibySmy wyznaczy¢
z doswiadczenia lub z bardziej ztozonego modelu fizycznego.

Do tej pory skupiatem si¢ na czasteczkach znajdujacych sie przy
powierzchni cieczy. Mozna si¢ jednak spodziewac, ze dana czasteczka cieczy
odczuwa obecno$¢ nie tylko najblizszych ale rowniez dalszych sasiadow, co
oznacza, ze rysunek (8.3) jest w tym wzgledzie uproszczony. Im dalej potozony
jest sgsiad tym stabsze oddzialywanie — stabsza spr¢zynka reprezentujaca to
oddzialywanie. W koncu dla zbyt oddalonych czasteczek oddziatywanie jest
zaniedbywalnie mate. Jak daleko muszg by¢ ci zbyt oddaleni sgsiedzi? Jest to
okoto Inm, to znaczy oddziatywania miedzy dang czasteczka a czasteczka
odlegla o wigcej niz 1nm, w wielu wypadkach, mozna zaniedba¢. W efekcie
obszar przygraniczny rozcigga si¢ na okoto 1nm w glab wody, przynajmnie;j
w tym sensie, ze czasteczki wody lezace glebiej niz Inm odczuwajg ze
wszystkich stron takie samo oddziatywanie. Mozemy si¢ wiec pokusié
0 uznanie, ze btona napigcia powierzchniowego ma okoto Inm grubosci.

Napigta sprezysta blonka ma, jak kazda naciggnigta sprezyna, pewng
energi¢ potencjalng. Teraz kiedy przywolamy zasade energii minimalne;j
mozemy od razu stwierdzi€, ze btonka ta bedzie dazyta do zmniejszenia swojej
energii potencjalnej czyli swojej powierzchni. Mozliwe sg tu dwie drogi:
Pierwsza to $cisnigcie wody (lub innej cieczy), tak aby jej objetoS¢ zmniejszyta
si¢. Biorgc pod uwage fakt, ze przy zblizaniu czasteczek cieczy szybko ro$nie
sita ich wzajemnego odpychania droga ta jest energetycznie niekorzystna.
Dociskane do siebie czgsteczki cieczy zaczynaja si¢ silnie odpychaé, przez co
ros$nie energia potencjalna zwigzana ztym odpychaniem 1 to ros$nie bardzo
gwattownie. Tak wigc jezeli nawet napigcie powierzchniowe $ciska nieco ciecz,
to efekt ten jest bardzo maly. Druga droga to optymalizacja ksztattu danej
objetosci cieczy. Napiecie powierzchniowe optymalizuje ksztatt cieczy w taki
sposOb, aby stosunek powierzchni do objetosci byt jak najmniejszy. Inaczej
mowigc preferowane sg ksztalty, przy ktorych powierzchnia cieczy, a zatem
1 powierzchnia btonki jest jak najmniejsza. W efekcie, w stanie niewazkosci
ciecz przyjmuje ksztalt kuli. Dzieje si¢ tak, gdyz ze wszystkich mozliwych bryt
o danej objetosci, kula ma najmniejsze pole powierzchni. A gdyby jedna kulka
wody podzielita si¢ na dwie mniejsze, to czy nie zmniejszytoby to energii calej
porcji wody? Gdyby tak bylo to moglibySmy si¢ spodziewaé, ze napigcie
powierzchniowe dazytoby do podziatu duzej kropli na mniejsze. Jednak prosty
rachunek pokazuje, ze dziatanie to jest energetycznie niekorzystne. Czyli dwie
mniejsze kule utworzone z danej objetosci wody majg wigksza powierzchni¢ niz
jedna wigksza kula utworzona po potaczeniu tych dwoch mniejszych.
Z powyzszego wynika, ze napigcie powierzchniowe jest czynnikiem
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dziatajacym w kierunku zachowania stabilnosci wodnej kropli, co wigcej, gdy
zatkng si¢ dwie krople napigcie powierzchniowe bedzie sprzyjato ich potaczeniu
w jedng wigkszg krople o kulistym ksztatcie. Chee podkresli¢, ze to nasze
wnioskowanie dotyczace zachowania kropli pod wplywem blony na jej
powierzchni jest oczywiscie zgodne z wnioskami jakie wyciagnelibySmy
z bardziej doktadnego modelu sprezynek dziatajacych miedzy czasteczkami.

W stanie niewazkos$ci wszystko jest stosunkowo proste. Swobodne porcje
wody ale rowniez na przyktad stopionych metali, czy innych cieczy przyjmuja
ksztatt kuli. Dzi$, wykorzystujac stacje kosmiczne, mozemy prowadzi¢ w tym
wzgledzie bezposrednie eksperymenty. Mikrograwitacja’> ulatwia rowniez
bardziej zlozone eksperymenty z napicciem powierzchniowym?. Gdy nie
mozemy poming¢ sity grawitacji sprawy wyraznie si¢ komplikuja. Musimy
uwzgledni¢ wpltyw grawitacji lub szuka¢ sprytnych metod pomiarowych. Dla
przyktadu zajme si¢ teraz kwestig ksztaltu kropli, ktéra lezy na jakiej$
powierzchni. Musze¢ wzig¢ pod uwage trzy rodzaje oddzialywan. Pierwszy
rodzaj to wzajemne oddzialywanie miedzy czasteczkami wody, drugi to
oddzialywanie grawitacyjne, trzeci to oddziatywanie miedzy czasteczkami
kropli a czasteczkami podtoza; poniewaz czasteczki podloza sg inne niz
czasteczki wody spodziewamy si¢, ze sity oddzialywania miedzy czasteczkami
wody 1podioza s3 inne niz miedzy czasteczkami wody. Wiemy juz, Zze na
brzegu kropli oddzialywanie miedzy czasteczkami wody dazy do nadania jej
postaci kulistej kropli, natomiast sity grawitacji bedg dazyly do sptaszczenia
kropli (im blizej stotu znajda si¢ czasteczki wody, tym mniejsza grawitacyjna
energia potencjalna catej kropli). Mozemy si¢ rdéwniez spodziewal, ze
oddzialywanie czasteczka wody - czasteczka stotu bedzie mozna modelowac za
pomocy sprezynek, tyle ze sprezynki te beda mialy inng sprezysto$¢ niz
w przypadku oddziatywania woda-woda. Ksztalt kropli bedzie zalezal od
bilansu tych wszystkich oddziatywan.

Co si¢ stanie, gdy oddzialywanie miedzy czasteczkami wody
a czgsteczkami podtoza bedzie wigksze niz oddziatywanie migdzy czasteczkami
wody? Zaczne od przypadku, gdy kropla jest tak mata, ze sily grawitacji mozna
poming¢. W tym przypadku sprawe wyjasnia rysunek (8.5a). Sily oddzialywania
migdzy czasteczkami wody a podtozem muszg by¢ skierowane prostopadle do
powierzchni cieczy. Gdyby tak nie byto to na czasteczke cieczy dziatalaby sita
styczna do powierzchni cieczy, ktora mogtaby przesuwac czasteczke zmieniajac
ksztatt kropli. Tak si¢ dzieje zaraz po opadni¢ciu kropli na powierzchni¢ stotu.
Chwile pozniej czasteczki znajduja odpowiednia polozenia, a kropla ksztalt

2 Stan niewazkosci na stacji kosmicznej nie jest idealny. Efekty grawitacyjne sg jednak
odczuwane w bardzo, bardzo matym stopniu — stgd nazwa mikrograwitacja.

3 O badaniach napiecia powierzchniowego w warunkach niewazko$ci (lub bardziej fachowo
rzecz ujmujgc mikrograwitacji) mozna przeczyta¢ w artykule: A. Passerone, Twenty years of
surface tension measurements in space, Microgravity Sci. Technol. 23 (2011) 101-111.
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1 catlos¢ si¢ stabilizuje. Mamy tzw. stan ustalony 1 kroplag w takim stanie si¢
zajmujemy.

a b

- = = == == e ]

Rysunek 8.5. a) Sity przyciggania miedzy woda a podtozem (czerwona
strzatka) sg wieksze ni¢ miedzy czasteczkami wody (niebieska strzatka); b) Sity
przyciggania miedzy woda a podtozem sg mniejsze niz miedzy czasteczkami
wody;

Rysunek pokazuje site przyciggania pomigdzy woda a podtozem dla czasteczki
wody przy brzegu kropli. Sita oddzialywania na tg czasteczke ze strony
sasiednich czgsteczek wody wyrysowana jest na niebiesko. Wzgledy symetrii
pozwalajg stwierdzi¢, ze sita ta powinna i8¢ blisko dwusiecznej kata miedzy
podlozem a styczng do kropli (linia zielona). Nie ma powodu aby czastki
zjednej strony symetralnej mialy wigkszy wplyw niz z drugiej strony.
Wypadkowa sita narysowana jest na czarno Przewaga przyciagania ze strony
podtoza czastki bedacej przy powierzchni cieczy a jednocze$nie przy
powierzchni podtoza powoduje, ze kropla rozlewa sie.

Kat o miedzy styczng do powierzchni kropli, w punkcie zetknigcia
z podiozem a podlozem nazywamy katem zwilzania.

Definicja 8.1: Kat zwilzania
Kat jako tworzy linia styczna do powierzchni Rropli, w punkcie styku Kropli
z ptaskim podtozem, a tym podfozem nazywamy Rgtem zwilZania.

Kiedy kropla rozlewa si¢ po powierzchni mowimy, ze powierzchnia ulega
zwilzaniu. Gdy dominujg sity przyciggania migdzy kroplami cieczy, kropla
zachowuje bardziej kulisty ksztalt, a kat zwilzania staje si¢ wigkszy od kata
prostego (rys. 8.5b). O materiatach dla ktérych ma to miejsce méwimy, ze nie sg
zwilzane przez wodg.

Przypominam, ze zaktadatem, ze krople sg na tyle mate, ze sity grawitacji
graja drugorzedna role. Gdyby kropla na rysunku (8.5b) ulegta sptaszczeniu, to
jej srodek masy uleglby obnizeniu 1 grawitacyjna energia potencjalna kropli
zmniejszytaby sie. Ale dla matych kropli efekt obnizenia grawitacyjnej energii
potencjalnej jest niewielki. Sptaszczenie kropli oznaczatoby przyjecie przez
krople ksztattu przy ktérym blona na jej powierzchni rozciggnetaby sie co
oznacza wzrost energii potencjalnej tej blony. Wzrost energii potencjalnej btony
bytby wigkszy od zmniejszenia si¢ grawitacyjnej energii potencjalne;j.
Grawitacja modyfikuje ksztalt nawet bardzo malych kropli, ale dzieje si¢ to
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w nieznacznym stopniu 1 efekt ten mozemy poming¢é. W przypadku duzych
kropli sprawy maja si¢ inaczej. Energia potencjalna duzej kulistej lub prawie
kulistej kropli jest na tyle duza, ze z punktu widzenia bilansu energii ,,optaca”
si¢ rozplaszczy¢ krople, zwigkszajac w ten sposdb energie oddziatywania ze
stotem (to tez energia potencjalna) i1 powierzchni¢ kropli. Dlatego duze krople
rozlewaja si¢ po powierzchni, nawet gdy oddziatywanie ma takich charakter jak
przedstawiono na rysunku (8.5b).

Banki mydlane sg obiektem, gdzie dziatanie zasady energii minimalne;j
wida¢ szczegolnie wyraziscie. Banke mozemy uzna¢ za cienka btonke
ograniczong z dwoch stron poprzez sity napigcie powierzchniowego. Poniewaz
btona jest bardzo cienka, masa banki mydlanej jest na tyle matla, ze jej
grawitacyjna energia potencjalna zmienia si¢ w niewielkim zakresie wraz ze
zmiang ksztattu. W polu grawitacyjnym banki sg wiec prawie kuliste, nawet gdy
maja duze rozmiary (rys. 8.6). Mala masa powoduje, ze za ksztalt banki
odpowiadaja gtownie sity napiecia powierzchniowego.

Rysunek 8.6. Nawet duze banski mydlane przyjmuja w powietrze ksztalt
prawie kulisty. Odstepstwa od kulistego ksztattu sg spowodowane gtownie
ruchem powietrza (wiatrem); oddziatywanie grawitacyjne sptaszcza banke
tylko w niewielkim stopniu.

Gdy rozpinamy bton¢ mydlin na rusztowaniu, otrzymujemy ksztalty daleko
odbiegajace od kulistego. Gdy sily oddzialtywania miedzy czasteczkami
rusztowania a czasteczkami banki sg duze, tak Ze napigcie powierzchniowe nie
jest w stanie ich zerwa¢, pomigdzy elementami rusztowania rozcigga si¢ uktad
bton mydlanych. Blony te przyjmuja taki ksztatt, by przy uwzglednieniu linii
zaczepienia mie¢ jak najmniejszg powierzchnie (rys. 8.7). Jak to jednak w zyciu
bywa sprawy sg nie s3 tak jednoznacznie okre§lone. Banki znajg sztuczke, ktora
pozwala im, na danym rusztowaniu, rozpina¢ wigksze powierzchnie (rys.8.8).
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Rysunek 8.7. Btona na skleconym z wykataczek prawie sze$ciennym
rusztowaniu przyjmuje charakterystyczny ksztatt. Tak rozpieta powierzchnia
jest powierzchnig minimalng, to znaczy bazujgc na tych samych krawedziach
rusztowania nie da sie rozpia¢ powierzchni o mniejszym polu.

Rysunek 8.8. S3 jednak sytuacje, kiedy sprawy nie wygladaja tak prosto. Moze
sie zdarzy¢, ze banka powstanie na bance. Takie petlowe banki maja oczywiscie
wieksza powierzchnie od baniek pozbawionych rozwidlen. Zauwaz, ze
dodatkowe banki tworza powierzchnie zamkniete.
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