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1. Maszyny proste ¢

Maszyny proste znane byly czlowiekowi juz w prehistorii. Wedlug
wspotczesnych rekonstrukcji  wielkie kamienne budowle epoki neolitu
powstawaty dzigki wykorzystaniu maszyn prostych (rys. 1.1)

Rysunek 1.1. Dolmen Paulnaborne jest przyktadem neolitycznej budowli
megalitycznej znajdujacej sie na terenie Irlandii. Stuzyt jako grobowiec,
w ktérym pochowano okoto 30 oséb. Do uktadania ciezkich blokéw skalnych
(gorna ptyta lezy na wysokosci 1.8m) konieczne byto uzycie maszyn prostych.
W okresie neolitu na terenie Europy powstato tysigce konstrukcji
megalitycznych, ktérych wznoszenie wymagato zastosowania maszyn
prostych; Zrédto zdjecia - Wikipedia

Nie wiemy w jakiej postaci byta gromadzona 1 przekazywana wiedza inzynieryjna
pozwalajgca na wznoszenie wielkich kamiennych konstrukcji. Nasza niewiedza
wigze si¢ z tym, ze budowle te powstaty przed pojawieniem si¢ pisma.

W okresie prehistorycznym, jak roéwniez jeszcze na przetomie XVIi XVII
wieku w Europie, wiedza inzynieryjna stanowila byt autonomiczny wobec
teoretycznych rozwazan, ktére bylty domeng filozofii i teologii. Inzynierii uczono
si¢ poprzez wicloletni okres praktykowania u mistrza. Pierwsze znane dzi$
konstrukcje myslowe przypominajgce nasze naukowe teorie zawdzigczamy
Grekom. W okresie hellenistycznym pojawita si¢ teoria maszyn prostych.
W teorii tej brakowato wspodlczesnych pojeé, a od strony matematycznej zamiast
symboli i liczb krolowaty metody geometryczne. W okresie dominacji Rzymu
przyszedt regres. Wiedza teoretyczna nie byla w cenie, pozostata praktyka.
W efekcie zagubiono czg$¢ potencjatu wypracowanego przez Hellenow.
Zatracono rowniez S$wiezo wzniesiony pomost miedzy naukg teoretyczng
| praktyka.
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My sformutujemy opis dziatania maszyn prostych, zgodnie z kanonem
nauki wspotczesnej. Oprzemy si¢ na zasadzie zachowania energii. Ogromng
zaletg tegoz kanonu jest jego prostota 1 uniwersalno$¢. W jednej krotkiej formule
mozemy zawrzeé istote dziatania wszystkich maszyn prostych®. Zaczniemy od
przyktadu - dzwigni dwustronnej, ktorg przedstawia rysunek (1.2).

krotka droga

duza sita dtuga droga

mata sita

Rysunek 1.2. DZwignia dwustronna. Dtuga droga dziatania sity po prawe;j
stronie i krotsza droga unoszenia ciezaru z lewej strony, pozwala na
podnoszenie ciezaréw wiekszych od przytozone;j sity.

Jezeli prawe ramig, na ktore dziala sita zewnetrzna jest dtuzsze od lewego, na
ktorym lezy ciezar, to droga zakreslona przez koniec lewego ramienia bedzie
krotsza od drogi zakreslonej przez koniec prawego ramienia. Poniewaz praca
(czyli energia) to sita razy przesunigcie, Z prawej strony mozemy dziata¢ mniejsza
sitag bo poruszamy si¢ po dtuzszej drodze. Po drugiej stronie rowni dziatajaca sita
jest wieksza, gdyz droga tego ramienia jest krotsza. Cale to rozumowanie wynika
z faktu, ze iloczyn drogi i sity z obu stron musi by¢ taki sam, gdyz inaczej ztamana
zostanie zasada zachowania energii. Dzwignia dwustronna w prosty sposob
ilustruje regule lezacg u podstaw dziatania maszyn prostych

Okreslenie 1.1: Regula dzialania maszyn prostych

Nie masz wystarczajgco duzej sify do wyRonania pracy, to wydtuz droge dziatania
tej sify

Innym przyktadem maszyny prostej jest kotowrot (rys. 1.3). Promien korby
R kotowrotu jest wigkszy od promienia watu r, na ktéry nawinigta jest lina. Przy
kreceniu korbg przytozona sita o wartosci F wykonuje, na jeden petny obrot, prace
roOwng

W, = 27RF 11

1 Za wyjatkiem pfata nosnego (Txxx), ktéry przez czes¢ mechnikéw jest réwniez zaliczany do
maszyn prostych
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Rysunek 1.3. Inng powszechnie wykorzystywanga maszyng prostg jest
kotowrét; znany chocby ze starych wiejskich studni. Dzieki niemu nawet
stabowita babcia mogta ze studni wyciggna¢ wiadro wody; gorzej byto
z przeniesieniem petnego wiadra od studni do domu. Kotowroty sa réwniez
wykorzystywane przy wielu innych okazjach - na zdjeciu kotowrét na
jachcie.

Ciezar m zawieszony na linie kolowrotu zostanie przesuniety na odlegtosé rowna

h=2xr 1.2
Praca wykonana przy tym ruchu bedzie rowna

W, =mg2zr 1.3
Z zasady zachowania energii mamy

W, =W, 27RF =mg2zr 1.4
Stad mamy

- % - 1.5

Zysk na wartosci sity jest w tym wypadku rowny stosunkowi promienia korby do
promienia wahu, na ktory nawinigta jest lina. Oczywiscie, jest to zysk w sytuacji
wyidealizowanej, ktéry w praktyce zostaje pomniejszony o straty spowodowane
oporami ruchu.

Warto zwroci¢ uwage, ze koto umieszczone na osi jest rowniez odmiang
kotowrotu. Najstarsze znane pozostatosci kot umieszczonych na osi pochodzg
z okolic Ljubljany (Stowenia). Datowanie radioweglowe wskazuje, na wiek
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5100-5300 lat. Z terenow Polski pochodzi rysunek, wykonany na glinianej wazie,
ktory obecnie jest interpretowany jako najstarszy dowod na uzycie
czterokolowego Wozu. Waza nalezy do Kultury Pucharéw Lejkowatych?.
Odnaleziono jg w 1976 roku we wsi Bronocice 50km, na p6inocny wschod, od
Krakowa.

Nast¢png maszyng prostg jakg omowie jest rOwnia pochyta (rys. 1.4)

b 4

Rysunek 1.4. Réwnia pochyta jest rOwniez przyktadem maszyny proste;j.

Aby podnies¢ dang masg m na wysokosc¢ h trzeba wykonaé pracg o wartosci mgh;
gdzie mg to wartos¢ sity grawitacji (sity cigzkosci), ktdrg trzeba zrownowazy¢.
Jezeli to samo robimy wzdluz rowni to droga dziatania sity jest wigksza od
wysokosci h. Praca wykonana wzdhuz réwni, przy uzyciu sily 0 wartoséci F jest
rowna F L. Przyrownujac oba wyrazenia mamy:

mgh = FL 1.7

Stad potrzebna sita jest rowna

mgh 18

L

Poniewaz L jest wigksze od h potrzebna do podnoszenia sita jest mniejsza od sity
ciezkosci.

F=

Réwnia pochyla zajmuje poczesne miejsce w historii fizyki. Byla
przedmiotem rozwazan i ecksperymentéow Galileusza. Przed Galileuszem
pracowali nad nig inni uczeni, w tym rowniez uczony flamandzki Simon Stevin
(rys. 1.7). Podobnie jak Galileusz Simon Stevin nie mégt odwota¢ si¢ do zasady
zachowania energii, gdyz w jego czasach zasada ta jeszcze nie byta znana. Zdotat
jednak w prosty i pomystowy sposob poda¢ poprawne wyrazenie na stosunki sit
na réwni. Simon Stevin rozumowat w nastgpujacy sposdb: Mamy dtugi paciorek

2 Kultura Pucharéw Lejkowatych datowana jest na lata 3700-1900 p.n.e. Wystepowata na
terenie dzisiejszej Jutlandii, Szwecji, Niemiec, Holandii, Polski oraz czesci Wotynia i Podola.
Nazwa pochodzi od charakterystycznego ksztattu naczyh glinianych.
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z kulek, ktéry w potozeniu jak na rysunku (1.5) musi by¢ w rownowadze. Jezeli
tancuch by sie samoistnie przesunat o odlegtos¢ pomiedzy kulkami, to nic w jego
stanie by si¢ nie zmienito. Stevin rozumowal, Ze skoro nic si¢ w sytuacji fancucha
nie zmienia, to nie ma powodu, by si¢ przesuwal. Troch¢ to przypomina sytuacje
kulki na $ciance miski. Kulka dgzy do zajecia miejsca na dnie miski, bo w ten
sposob obniza si¢ jej energia potencjalna. Gdyby ruch kulki po §ciance miski nie
zmienial jej energii to nie miataby ,,powodu” by si¢ toczy¢. Jezeli kto§ mialby
ochote przesuwaé tancuch o mniejsze odcinki, to zawsze mozna narysowac
wiecej, drobniejszych kulek potaczonych krotszymi odcinkami nici. Jezeli jednak
kulki bedac w takim potozeniu jak na rysunku zaczglyby sie przesuwac, to
powinny si¢ przesuwac caty czas, gdyz po przesuni¢ciu znajdg si¢ ponownie w
tej samej sytuacji, w ktorej zaczety sie przesuwaé. Nie wida¢ wigc powodu, dla
ktorego miatyby si¢ zatrzymac. W ten sposob otrzymaliby$Smy perpetuum mobile.
Nic takiego nie obserwujemy. Stad ponownie wniosek, ze uktad kulek jest w
rownowadze.

Rysunek 1.5. Tak wyglada szkic
rysunku, ktéory znajduje sie na
nagrobku flamandzkiego uczonego
Simona Stevina (1548-1620). W ten
prosty graficzny sposéb Simon
Stevin uzasadnit wyrazenie na
stosunek sit na rowni

Wynika z tego, ze sita z jaka ciagng trzy kulki zwisajace po lewej stronie rowni
musi by¢ taka sama jak sita z jakg ciggnie pi¢¢ kulek z prawej strony rowni; jest
to warunek na rownowage w tym uktadzie. Skoro kulki z obu stron rowni ciggna
z takg samg sila, to sila ta jest w stanie wciggnac¢ do gory trzy kulki po drodze
pionowej lub pie¢ kulek, ale po dtuzszej drodze wyznaczonej przez powierzchni¢
rowni. Takie rozumowanie prowadzi nas do wzoru (1.8).

Dyskusja 1.1: 0 znaczeniu symetrii

Warto sie na moment zatrzymac przy tym rozumowaniu. Wykorzystuje ono pojecie
symetrii, zakfadajgc przy tym, ze gdy uktad znajdzie sie w sytuacji symetrycznej, to
zZmiana jego stanu nie powinna mie¢ miejsca. Mowigc bardziej obrazowo, uktad
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fizyczny, musi ,miec powod” by ruszy¢ sie w okreslony sposob. W przypadku
symetrii nie ma zadnego powodu, aby doszto do ruchu (lub ogolniej do zmiany jego
stanu). Tam gdzie wszystkie mozliwe drogi sg rownowazne uktad ,gtupieje i nie wie
co robi¢”, wiec stoi w miejscu. Pomysl o kulce w dotku (rys. 1.6a). Czy kulka
w samym Srodku symetrycznego dotka powinna Sie sama z siebie ruszy¢? Sytuacja
z lewej strony wyglada doktadnie tak samo jak z prawej i nie widac¢ czynnika, ktory
mogtby odpowiadac¢ za ,chec¢” kulki do ruchu w prawo lub w lewo. Sytuacja sie
zmienia, gdy kulke przesuniemy na pochyto$¢. Teraz sytuacja ze strony lewej
| prawej wyglada inaczej. Nie wiemy co prawda czy ten brak symetrii wystarczy do
rozpoczecia ruchu, ale nie mozemy tego wykluczy¢. Rozumowania oparte
0 symetlrie jest w dzisiejszej fizyce powszechnie stosowane. Mozna zaryzykowac
stwierdzenie, ze symetria dla wspotczesnej fizyki jest pojeciem podstawowym
| nieraz sig jeszcze z nim spotkamy.

Rysunek 1.6. W fizyce czesto postugujemy sie pojeciem symetrii. Przyjmujemy
rozsadne zatozenie, ze jak uktad ,widzi” srodowisko, w kazdg strone doktadnie
tak samo, to nie zmienia swojego stanu. Bo, na przyktad, dlaczego miatby
wybrac¢ ruch w jedng ze stron, skoro wszystkie wygladajg doktadnie tak samo.
Na rysunku (a) kulka, ktora lezy w Srodku symetrycznego dotka (czerwony
punkt wskazuje Srodek dotka), ma doktadnie taka samg sytuacje z kazdej ze
stron. Sita grawitacji dziata idealnie prostopadle do podtoza i jest rownowazona
sita reakcji podtoza, akulka nie ma powodu by sie przemiesci¢. Kulka
podniesiona do gory jest w sytuacji niesymetrycznej. Uktad sit z lewej strony
linii prostopadtej do podtoza wyglada inaczej niz z prawej strony. Sity reakcji
podtoza nie zréwnowazg catkowicie sity grawitacji. Brak symetrii wskazuje, Ze
w uktadzie moze pojawi¢ sie zmiana stanu (w tym wypadku ruch). Potrzebny
jest jeszcze klucz do odczytania kierunku tego ruchu - w tym konkretnym
przypadku kulka poruszajac sie w dét zmniejsza swoja energie potencjalng, co
determinuje kierunek ruchu. Aby kulka byta w stanie réwnowagi symetria musi
by¢ zachowana w jej bezposrednim sgsiedztwie. W czeSci (b) widaé, ze mozemy
zepsu¢ geometrie dotka, ale w taki sposéb, aby obszar w matym otoczeniu
punktu sSrodkowego pozostat niezmieniony. Ztamanie symetrii gdzie$ dalej nie
ma wptywu na ruch kulki. Wazne jest to co dzieje sie w jej bezpoSrednim
otoczeniu.
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Rysunek 1.7 Simon Stevin (1548/49 - 1620). Uczony flamandzki urodzit sie
w Burgii (obecnie Belgia). Wsr6d wspotczesnych znany byt jako konstruktor
jachtu na kotach (pojazdu ladowego napedzanego sitg wiatru). My cenimy go za
osiggniecia w matematyce i fizyce. Jako pierwszy zaczal postugiwacé sie
rozktadem sity na sktadowe, co mozna uzna¢ za krok w kierunku zastosowan
wektorow w fizyce. Jego dowdd na réwnowage na réwni pokazatem na rysunku
(1.5). Byt prekursorem teorii ptywéw morskich pod wpltywem przyciggania
Ksiezyca, mial osiggniecia w dziedzinie hydrostatyki, dynamiki i matematyki;
zdjecia - Wikipedia.

Kolejnym przyktadem maszyny prostej jest blok ruchomy pokazany na
rysunku (1.8). Dlugos¢ wyciagnietej liny w bloku ruchomym jest dwa razy
wigksza od wysokosci, na ktorg podniesione zostaje ciato. Z tego wynika, ze
w przypadku idealnym, przy braku tarcia 1 zaniedbywalnie matej masie bloku,
potrzebna do podniesienia masy m sita F jest dwa razy mniejsza od sily cigzkosci
dzialajacej na tg mase. Bloki moga by¢ sktadane w réznych konfiguracjach.
Przyktad bardziej ztozonego uktadu blokdw pokazuje rysunek (1.9). Tyle ile razy
zwickszamy dhlugo$¢ wyciagnietej liny w stosunku do wysokos$ci, na ktorg
podnoszony jest cigzar, tyle razy (przy zalozeniu braku tarcia) mozemy
zmniejszy¢ site unoszacy ten cigzar.
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Rysunek 1.8. Blok ruchomy powoduje, Zze wysoko$¢, na ktérg podnosimy
mase m jest dwa razy mniejsza od dlugosci wyciaggnietej, przy tym
podnoszeniu, liny.

A AT

Rysunek 1.9. W tym przyktadzie podniesienie ciezaru na wysokoS$¢ h jest
réwnoznaczne z wyciggnieciem linki o dtugosci 3h. Wida¢ to dobrze na
zaznaczonym nha z6tto obszarze. W idealnym przypadku, gdy nie ma tarcia, blok
ten daje mozliwo$¢ podnoszenia ciezaru sitg trzykrotnie mniejsza niz waga
tego ciezaru.

Kolejny przyktad maszyny prostej oméwi¢ wracajac do U-zbiornika
(8TIl 6.3). Powiedzmy, ze z obu stron U-zbiornika, bedacego w stanie
rownowagi, dolaliémy dodatkowe porcje cieczy tak, ze poziom cieczy z obu stron
wzrést doktadnie tak samo (rys. 1.10.)
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Rysunek 1.10. U-zbiornik. Dolanie porcji cieczy z prawej strony jest
réwnowazone mniejsza porcja cieczy z lewej strony.

Ciecz w U-zbiorniku dalej bedzie w rownowadze, mimo, ze masa dodanej cieczy
z prawej strony jest wieksza niz z lewej strony. Mozemy powiedzie¢, ze mata
masa cieczy z lewej strony podtrzymuje duza mase cieczy z prawej strony.
Wiedzie to nas prosto do projektu hydraulicznej maszyny prostej (rys. 1.11). Gdy
naciskamy na ttok po cienkiej stronie rurki powiedzmy sitg 1N, to po drugiej
stronie rurki, gdzie pole powierzchni cieczy jest n razy wicksze, przesunigcie
bedzie n razy mniejsze. Zatem tlok z drugiej strony bedzie pchat z sitg n-1N
(pomniejszong o straty na tarcie).

maty ttok

duzy ttok

Rysunek 1.11. Zasada dziatania maszyny hydraulicznej. Przesuniecie ttoka
o matej Srednicy o odcinek d powoduje przesuniecie ttoka o duzej Srednicy
o odcinek d/n; gdzie n jest ilorazem pola powierzchni duzego i matego ttoka.
Jednak sita z jakg dziata duzy ttok jest n razy wieksza od sity jaka popycha maty
ttok.

Opisana tu koncepcja maszyny hydraulicznej jest czgsto stosowana. Mamy zatem
hydrauliczne prasy, sitowniki hydrauliczne, wspomaganie hamulcow, etc (rys.
1.12).
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Rysunek 1.12. Przyktad ciezkiej maszyny wykorzystujgcej sitowniki
hydrauliczne.

Maszyn prostych jest wiele. Jednak wszystkie one dziataja w oparciu
o0 sformutowang wczesniej regute (1.1). Nie powiniene§ mie¢ problemu
z odgadnieciem zasady dziatania maszyn prostych przestawionych na rysunku
(1.13), to jest: przektadni zgbatej, Sruby, rowerowej przektadni tancuchowe;.

A=

Rysunek 1.13. Przyktady innych maszyn prostych.

Wszystkie, nawet najbardziej skomplikowane maszyny mechaniczne sg
kombinacjg, czasem bardzo wielu maszyn prostych (rys. 1.14). Dotyczy to
rowniez samolotdow, w tym wielkich iskomplikowanych samolotow
pasazerskich. Dodam, ze plat no$ny samolotu (czyli skrzydio) jest rowniez
zaliczany do maszyn prostych, ale jego dziatanie omowione zostanie przy innej
okazji.
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Rys. 1.14. Tablica ze szkicami maszyn prostych z encyklopedii Chambersa
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2. Prawo Pascala ¢

Skoro poruszytem temat maszyn hydraulicznych, to nalezatloby wspomnie¢ co$
na temat prawa Pascala

Okreslenie 2.1: Prawo Pascala
Jezeli na pbyn (ciecz lub gaz) w zbiorniku zamRnietym wywierane jest cisnienie
zewnetrzne, to cisnienie wewnqtrz zbiornika, jest wszedzie jednakowe i rowne
cisnieniu zewngtrznemu

Prawo Pascala stosuje si¢, gdy mozna poming¢ sity grawitacji 1 sity zwigzane
z przeptywem cieczy. Gdy nie ma przeptywu cieczy mowimy o hydrostatyce.
Definicja 2.1: Hydrostatyka

Dziaf mechaniki pbynow zajmujqcy sie badaniem cieczy w stanie spoczynku.

Prawo Pascala nalezy zatem do dziedziny hydrostatyki.

W przypadku gdy musimy uwzgledni¢ dziatanie sil grawitacji prawo
Pascala mozemy sformutowa¢ w nastepujacy sposob

Okreslenie 2.2: Prawo Pascala w obecnosci sil grawitacji
Na Razdym poziomie (gteboRosci) wewngtrz zbiornika cieczy bedgcego w polu
grawitacyjnym cisnienie cieczy ma jednakowq wartos¢ we wszystRich Rierunkach

Kiedy na ciecz nie dziata zadne zewnetrzne zrodto cis$nienia, to pod wpltywem
pola grawitacyjnego ci$nienie cieczy na giebokosci h wynosi

p=pgh «1

Tutaj p jest gestoscig cieczy. W przypadku zbiornikow wodnych dodatkowe
ciSnienie wywiera powietrze. Do ci$nienia wyrazonego wzorem (2.1) trzeba
wowczas dodac ci$nienie atmosferyczne.

Odwotujac si¢ do prawa Pascala mozna wytlumaczy¢ dziatanie niektorych
systemOw hydraulicznych. Oznacza to Scisty zwigzek prawa Pascala z zasada
zachowania energii, ktdra lezy u podstaw dziatania maszyn prostych. Poniewaz
zasada zachowania energii jest zasada ogblng méwimy, ze to prawo Pascala jest
konsekwencja zasady zachowania energii, a nie na odwrot.

Z zaleznos$cig (2.1) wigze si¢ tzw. paradoks hydrostatyczny, przez ktory
rozumiemy fakt, przedstawiony na rysunku (2.1). Waski stup cieczy w rurce
réwnowazy szeroki stup cieczy w lejku tak, ze poziomy cieczy w obu cze¢Sciach
sg takie same. Zdawac by si¢ moglo, ze napor wigkszej ilosci cieczy z lewej strony
jest wiekszy niz z prawej, ale tak nie jest; stad uzycie stowa paradoks. Wtasnos§¢
ta opisal znany nam juz Simon Stevin, ktory przeprowadzit eksperyment
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pokazany na rysunku (2.1 — z prawej). Rzecz cala rozpowszechnil Pascal.
Nawiasem moéwigc znamy juz ten fakt z analizy U-zbiornika (8T Il 6.3).
Wykazali§my tam, ze z zasady energii minimalnej wynika rowno$¢ stupa cieczy
z obu stron U-zbiornika niezaleznie od przekroju obu cze¢sci U-zbiornika. Z tego
punktu widzenia paradoks hydrostatyczny przestaje dziwic.

Rysunek 2.1. Z lewej prosty eksperyment ilustrujgcy prawo Pascala.
Chociaz przekroje stupa wody s3 po obu stronach rézne, to wysokosci
stupa cieczy sa takie same, gdyz ciSnienie zalezy tylko od wysokosci
stupa cieczy, a nie zalezy od ksztaltu i rozmiaréw naczynia; b)
Doswiadczenie Simona Stevina pokazujgce na czym polega paradoks
hydrostatyczny - waski ale wysoki stup wody jest Zréditem duzego
ciSnienia panujacego wewnatrz beczki, mimo Ze zawiera relatywnie
niewielkg mase wody. Pod wptywem tego ciSnienia beczka zaczyna
przecieka¢; zrodto rysunku (2.1b) -Wikipedia; nazwa autora
Werneuchen.

Rysunek (2.2) w prosty sposob ilustruje fakt, ze gdy w U-rurce,
o réwnych ramionach, poziom cieczy w ramionach nie jest rowny to
energia potencjalna uktadu jest wieksza niz gdy poziom cieczy jest taki
sam. Rysunki (2.3) pokazuja, Zze podobnie rzecz si¢ ma przy nierownych
ramionach U-rurki. Co wigcej z przyktadu U-rurki widaé, ze gdyby nie
prawo Pascala moglibySmy ztama¢ zasad¢ zachowania energii, co
ilustruje rysunek (2.4). Zaktadamy, ze aby doprowadzi¢ do r6wnowagi,
poziom wody w wezsze] rurce musi by wyzszy niz w szerszej.
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Powiedzmy, Ze jest wyzszy o porcj¢ narysowang na ciemnoniebiesko.
Nasza U-rurka ma zwor Z, taki ze po jego

a b

Rysunek 2.2. Rysunek przedstawia U-zbiornik o rownych ramionach.
a) z lewej stron poziom cieczy obnizyt sie o 6h, a z prawej podniést o
oh czerwona kreska wskazuje poziom rownowagi; b) mozemy sobie
wyobrazié, ze wycinamy z prawej strony blok wody miedzy rézowa
a czerwong kreska i przenosimy go na lewo. Wtedy z lewej strony
ciecz siega poziomu réwnowagi. Z prawej pozostat taki sam blok
cieczy jak ten przeniesiony, tyle Ze uniesiony do gory o 6h. Wida¢ z
tego, ze z lewej strony mamy wyjSciowg energie potencjalna,
azprawej energia potencjalna jest powiekszona w poréwnaniu z
energia w stanie rownowagi. Zatem catkowita energia potencjalna
catego uktadu jest wieksza niz w stanie r6wnowagi.

Rysunek 2.3. Rysunek przedstawia U-rurke o nieréwnych ramionach.
a) z lewej stron poziom cieczy obnizyt sie o dhi, a z prawej podnidst o
dhr b) mozemy sobie wyobrazi¢, ze wycinamy z prawej strony blok
wody rowny temu, o ktéry obnizyt sie poziom wody z lewej strony i
przenosimy go na prawo. Wtedy z lewej strony ciecz siega poziomu
réwnowagi. Z prawej pozostat taki sam blok cieczy, tyle Ze uniesiony
do gory o dhp. Widac z tego, ze z lewej strony mamy wyjsciowa energie
potencjalng azprawej energia potencjalna jest powiekszona
w porOwnaniu z energig w stanie rownowagi.

otwarciu nadmiar cieczy z we¢zszej rurki sptywa do szerszej. Dlaczego
tak si¢ dzieje? Bo woda przepltywajac w ten sposdb moze obnizy¢ swoja
energi¢ potencjalng, bez tamania innych zasad zachowania, ponadto
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zgadza to si¢ znaszym elementarnym dos$wiadczeniem dotyczacym
zachowania wody. Poziom otworow po obu stronach jest taki, ze
odpowiada stanowi wyrownania poziomow wody po obu stronach U-
rurki. Ale woda przeptywajac na prawa stron¢ zwigksza cis$nienie
z prawej strony, co powoduje podniesienie poziomu wody z lewej strony
ponad poziom zaworu. W efekcie poziom wody w obu rurkach nigdy si¢
nie wyréwna 1 bedziemy mieli wieczny przepltyw wody, czyli perpetuum
mobile. A to oznacza tamanie zasady zachowania energii. Unikniemy
tego, gdy przyjmiemy, ze niezaleznie od Srednicy U-rurek rowny poziom
cieczy po obu stronach wyznacza stan rownowagi, co prowadzi do prawa
Pascala.

Rysunek 2.4. W chwili poczatkowej zawor Z jest zamKkniety, a poziom
cieczy jest rézny w obu cze$ciach U-rurki, co wyznacza stan
réwnowagi. Otwarcie zaworu spowoduje wieczny przeplyw cieczy.

Czy to oznacza, ze w doswiadczeniu pokazanym na rysunku (2.1)
moge uzy¢ dowolnie cienkiej rurki, takiej na przyktad o srednicy 0.1mm
I uzyskam ten sam efekt? Przyznajmy, ze co$ si¢ w nas sprzeciwia przy
uznaniu tego za mozliwe. Kazda analiza uktadu fizycznego bazuje na
modelu, ktory upraszcza obraz calo$ci, to juz wiemy. Ale warto to
przypominaé. Czesto zaniedbujemy efekty brzegowe (rys. (TIl 8.1)),
gdyz sg one bogate w r6zne zjawiska, ktoére wysoce komplikujg analize
uktadu. Gdy wielko$¢ obszaru brzegu w stosunku do wielkosci uktadu
jest mata, to zwykle efekty brzegowe graja niewielka role. Gdy w naszym
przyktadzie, zmniejszamy $rednice rurki, to stosunek pola powierzchni
wewnetrznej rurki do masy wody zawartej w rurce ros$nie. A to oznacza,
ze coraz wigksza role w uktadzie zaczynaja odgrywac oddzialywania
wody z rurka. Przy rurce o Srednicy 0.1 mm oddzialywania te bedg miaty
juz bardzo istotny wptyw na przebieg eksperymentu. Woda oddziatujac
ze $ciankami bedzie si¢ tych Scianek trzymata co zasadniczo zmniejszy
cinienie stupa cieczy w dolnej czeSci rurki (sily kapilarne, ktore
omowimy jeszcze w tym temacie (rys. 2.3.10)). Dla waskich rurek
musimy zatem wzbogaci¢ nasz model o istotny wklad ze strony sit
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kapilarnych. Przy ultra waskich rurkach, ktérych $rednice zblizajg si¢ do
rozmiaru pojedyczne] czasteczki wody zlozono$¢ oddziatywania z
brzegami rurki staje si¢ jeszcze wigksze niz wynika to
z makroskopowego (i fenomenologicznego) modelu sit kapilarnych.
Inng kwestig jest mozliwo$¢ zbudowania tak waskiej rurki o dlugosci
liczonej w metrach.Wydaje sig, ze to problem czysto techniczny, ale nie
zawsze tak jest. Czasem problemy z budowa jakiego$ elementu aparatury
pomiarowe] maja zasadnicze przyczyny. Mowiagc krétko, ich budowa
oznaczataby otwarcie drogi do naruszenia podstawowych zasad fizyki.
Zatem nie moznos$¢ ich budowy nie wynika z kwestii technicznych ale
z podstawowych zasad fizyki. Natura bardzo konsekwentnie zamyka
wszelkie $ciezki do tego typu przestepstw. Stwierdzenie, ze to tylko
kwestie trudnosci technicznych czasem bywa formulowane zbyt
pospiesznie. Przyznam, ze nie wiem czy budowa rurki o S$rednicy
powiedzmy 20nm i dlugoséci 10m napotyka na zasadnicze problemy czy
tez czysto techniczne. Podejrzewam jednak, ze tak niewielkie $rednice
moga wygenerowac¢ problemy zasadnicze, co nakazuje mi ostrozne
podejscie do tej kwestii.

Dygresja 2.1: model fenomenologiczny

Postuzyfem sie pojeciem modelu fenomenologicznego. Fenomenologia, to
kierunek w filozofii postulujgcy poznanie Scisle empiryczne
(doswiadczalne). Fenomenologowie starajg sie podejs¢ do doswiadczenia
bez uprzednich zafozern czu uprzedzen. Model fenomenologiczny jest
zbudowany na danych doswiadczalnych bez gfebszego podkfadu
teoretycznego. Przykfadowo mozemy wykonac¢ serie doswiadczen nad
przesuwaniem, po réznych powierzchniach, prostopadfosciennego klocka
wykonanego z réznych materiafdbw. Na tej podstawie stwierdzi¢, ze do
przesuwnia klocka, ze stafg predkoscig, po rdoznych powierzchniach
potrzebujemy r6znych sit. Mozemy rowniez stwierdzic, ze sifa ta zalezy od
ciezaru klocka i na tej podstawie okresli¢ znane prawo tarcia; sifa tarcia jest
rowna sile nacisku tego ciafa na podfoze przemnozonemu przez
wspbfczynnik tarcia. Wspo6fczynnik tarcia trzeba zmierzy¢ dla r6znych par
materiafdw uzytych do wykonania klocka i podfoza. Tak okreslone prawo
tarcia bedzie prawem fenomenologicznym (empirycznym). Mozemy tez
siegng¢ po teorie atomowg i oblicza¢ sity oddziatywania miedzy
czgsteczkami klocka i podfoza, a nastepnie okresli¢ szczeg6fowe prawa
dla tarcia. Tak okreslone prawa wynikafby z bardziej podstawowej teorii
i nie miafby charakteru fenomenologicznego. Tu eksperyment stuzyt by co
najwyzej do testu poprawnosci uzyskanych wynikow teoretycznych.

Po tych dygresjach czas wroci¢ do cisnienia. Przypomne, ze
Definicja 2.2: Cisnienie

Cisnienie jest wielRosciq sify z jakq ciecz napiera na jednostke powierzchni

W uktadzie SI jednostka ci$nienia jest Pascal

17



Jan Masajada © — 45 tematow z fizyki

Definicja 2.3: Pascal
Cisnienie jest réwne jednemu pascalowi [Pal, jeZeli na jeden metr
Rwadratowy powierzchni dziata sita jednego niutona

[Pa]= [N] 2.2

[

Rysunek 2.5. Blaise Pascal (1623-
1662) francuski filozof, matematyk
ifizyk. Dzi§ znany jest przede
wszystkim ze swoich prac nad
ciSnieniem izzakresu rachunku
prawdopodobienstwa. Pascal jest
konstruktorem jednej z pierwszych
mechanicznych maszyny liczacych
oraz wynalazcg ruletki. Po roku 1650
oddat sie rozwazaniom filozoficzno-
religijnym; Zrédto zdjecia Wikipedia

2.1. Jednostki

W kwestii jednostek ciSnienia panuje spory batagan. Jeden paskal (def. 2.2) jest
jednostka matg. Ci$nienie atmosferyczne to okoto 100 000 Pa. W prognozach
pogody ci$nienie podawane jest w hektopaskalach [hPa]. Hekto, to przedrostek
oznaczajacy 100 razy wigcej. Zatem jeden hektopaskal to 100 paskali. Ci$nienie
atmosferyczne wynosi okoto 1000hPa. Stare barometry wyskalowane sg w innej
jednostce — milimetrach stupa rteci [mmHg]. Wiaze si¢ to z faktem, ze pierwsze
barometry (przyrzady do pomiaru ci$nienia) zbudowane byly jako szklane
Kolumny rteciowe (rys. 2.1.1). Zmiany cis$nienia powietrza atmosferycznego
zmieniato wysoko$¢ stupa rteci, ktorg mierzono W milimetrach. Ci$nienie
atmosferyczne wynosi okoto 760 mmHg. Tu tez nie ma porzadku. Zamiast mmHg
zamiennie uzywana jest jednostka nazwana torr. Nazwa jednostki pochodzi od
nazwiska Ewangelisty Torricielliego, ktory jako pierwszy budowat urzadzenia
przypominajace barometry rtgciowe. Jeden torr to dokladnie to samo co jeden
milimetr stupa rteci. W mmHg mierzy si¢ cisnienie krwi (rys. 2.1.2). Wzorcowe
ci$nienie krwi mieséci si¢ w granicach 110mm/70mmHg - 120mm/80mmHog.
Wyzsza wartos¢ to tzw. cisnienie skurczowe, a nizsza to ci$nienie rozkurczowe.
Mniejsze warto$ci ci$nienia krwi zwykle nie sg grozne (chyba, ze wyraznie
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mniejsze). Cisnienia nieco ponad 130/85mm Hg nalezy traktowac jako
potencjalny sygnat ostrzegawczy zblizajacych si¢ probleméw zdrowotnych.
Cisnienie wyraznie przekraczajace ta granice jako objaw powaznej choroby
uktadu krazenia (tzw. nadcis$nienie).

Rysunek 2.1.2. Klasyczny

przyrzad do pomiaru
ci$nienia krwi
(sfigmomanometr), czyli

wyspecjalizowany barometr
rteciowy
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W technice mamy mozno$¢ spotkania si¢ z jednostka nazywang atmosferg
techniczng [at].

Definicja 2.1.2: Atmosfera techniczna
Jedna atmosfera techniczna to cisnienie réwne jednemu Kilogramowi sita na jeden
metr Rwadratowy

Fakt 2.1.1:
1[at] = 98066.5 [Pa] = 750.6 [mmHg] 2.1.1

Zeby byto ciekawiej oprocz atmosfery technicznej mamy jeszcze atmosfere
fizyczna (czasem nazywana standardowsg) [atm].

Definicja 2.1.3: Atmosfera fizyczna
Jedna atmosfera fizyczna jest réwna Sredniemu cisnieniu atmosferycznemu na
poziomie morza na szerokosci geograficznej Paryia

Fakt 2.2:
1[atm] = 101325 [Pa] = 760 [mmHg] = 1.0332 [at] 2.1.2

Nastepna jednostka cisnienia to bar [bar], jest jednostkg spoza uktadu SI
zdefiniowang przez Migdzynarodowg Uni¢ Chemii Czystej 1 Stosowanej
(IUPAC).

Definicja 2.1.4: Bar

Jedne bar odpowiada cisnieniu stu tysiecy pascali

Fakt 2.3:
1[Ba] = 1.0197 [at] = 0.98692 [atm] = 750.06 [torr] 2.1.3
Bar zostat rowniez przyjety jako standard dla urzadzen technicznych (kompresory

i inne urzadzenia pneumatyczne) w ramach normy ISO 2787. Tu przypomnienie,

ze przyrzady do pomiaru ci$nienia w uktadach technicznych to manometry (rys.
2.1.3)
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Rysunek 2.1.3a Mechanizm Rysunek 2.1.3b. Tarcza
manometru sprezynowego manometru sprezynowego
2.1.1. Parcie

Parcie to sita wywierana przez ptyn na dang powierzchni¢. Mozna by mowic po
prostu sila, ale przyjeto si¢ ta szczeg6lng sile nazywaé parciem. Parcie jest
wielkoscig wektorowa (jak kazda sita). Musimy wiedzie¢, ze ciSnienie wywiera
site¢ w kierunku prostopadtym do powierzchni. Mozna to uzasadni¢ na dwa
sposoby. Pierwszy nazweg¢ molekularnym. Cisnienie jest efektem uderzen
w Scianke naczynia niewyobrazalnej liczby malych czasteczek (na przyktad
wody). Czasteczki te poruszajg si¢ w chaotycznych kierunkach, tak, ze srednia
predkosci duzej liczby czasteczek jest rowna zeru. Powiedzmy, Zze pokazana na
rysunku (2.1.4a) czasteczka uderzyta w §cianke pod pewnym katem i odbita si¢
(czerwony wektor predkosci). W takie sytuacji pchneta tg $cianke nieco do gory
I zarazem prostopadle do jej powierzchni. Ale zaraz znajdzie si¢ czasteczka
(niebieski wektor predkosci), ktéra pchnie $cianke do dotu 1 prostopadle do jej
powierzchni. W ciggu sekundy na drobny utamek milimetra kwadratowego
powierzchni w gazie czy cieczy uderza miliardy miliardow czasteczek, a ich
chaotyczne pchnigcia wzajemnie si¢ kompensuja za wyjatkiem skladowych
prostopadtych do Scianek, ktore si¢ sumujg. Kwestie powigzania chaotycznego
ruchu czgstek z ci$nieniem be¢da doktadnie dyskutowane w temacie (TXIX).
Drugi argument opiera si¢ o eksperyment myslowy. Rysunek (2.1.4b) pokazuje
prosty eksperyment myslowy. Na $ciance pudetka z ciecza jest szyna, na ktorej
jest wozek, ktory moze si¢ poruszaé praktycznie bez tarcia. Wozek ma gestose
réwna gestosci cieczy (unikamy w ten sposob dziatania sity wyporu i grawitacji),
moze wigc swobodnie si¢ w niej unosi¢. Gdyby ci$nienie dziatalo pod katem do
powierzchni wozka, to wozek przesuwalby sig. Zadnych takich ruchéw jednak
W cieczy nie obserwujemy. Stad wniosek, ze ci§nienie wywiera sil¢ prostopadta
do powierzchni. Trzeba tu jednak pamigta¢, ze wodzek musi by¢ ciatem
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makroskopowym. Moze by¢ maty ale jego masa musi by¢ miliardy razy wicksza
od masy czgsteczek cieczy, co akurat nie jest problemem. Zbyt mate wozki beda
si¢ zachowywaly jak czasteczki cieczy.

a b

72

FA

Rysunek 2.1.4. Ci$nienie wywiera site prostopadtg do $cianek. a) na dany
niewielki kawatek powierzchni uderzaja w ciggu utamka sekundy miliardy
czasteczek o chaotycznie skierowanych predkosciach. Ich wzajemnie dziatania
wzdtuz kierunku Scianek praktycznie zeruje sie. Dziatanie prostopadte do
kierunku $cianek dodaje sie; b) dobrze zréwnowazony przez sity wyporu
wobzek w umocowany jest na szynie s, po ktérej moze sie poruszaé prawie bez
tarcia. Gdy ci$nienie wywierato site o sktadowej rownolegtej do Scianek, to
wozek przesuwatby sie. Nic takiego jednak w ptynach nie obserwujemy.

W krotkim odstepie czasu bedg odczuwaly uderzenia pojedynczych czasteczek,
a nie duzej ich liczby. W efekcie ich ruch w cieczy stanie si¢ chaotyczny. Takie
ruchy drobnych czastek zawieszonych w ptynie nazywamy ruchami Browna,
ktore bedziemy dyskutowali w przysztosci. Wszystkie omawiane w tym temacie
efekty majg charakter makroskopowy, to znaczy dotycza obiektow miliardy razy
masywniejszych od pojedynczych czasteczek. Ale obiekt zlozony z miliarda
czasteczek jest w naszej ludzkiej skali ciggle bardzo, bardzo maty. To co zostato
tu powiedziane dotyczy hydrostatyki, to znaczy ptyn nie moze ptynaé. Gdy ptyn
ptynie wzdluz S$cianki, to sity tarcia moga wywiera¢ sily rownolegte do
powierzchni $cianki. Podsumowujac

Fakt 2.1.1:

Sity wywierane przez ci$nienie w statycznej cieczy s prostopadte do powierzchni, na
ktore dziataja.

Wracamy do parcia. Wszystko jest proste gdy na powierzchni¢ dziata
wszedzie ci$nienie o tej samej wartosci | gdy powierzchnia jest ptaska. W tym
prostym przypadku, parcie wyraza si¢ wzorem (rys. 2.1.5a).

P—pS 2.1.4
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Gdzie P jest parciem, p cisnieniem a S wektorem powierzchni. Wektor
powierzchni ma kierunek prostopadly do powierzchni, a jego warto$¢ jest rowna
polu tej powierzchni. A zwrot? Céz, sama powierzchnia nie okresla zwrotu
swojego wektora. Musimy tutaj odwota¢ si¢ do swobodnego wyboru lub
konwencji. W przypadku parcia przyjmujemy, ze zwrot wektora powierzchni jest
zgodny ze zwrotem sily wywieranej przez ptyn.

N

Rysunek 2.1.5. a) czarna strzatka pokazuje wektor parcia, a czerwona, to
wektor powierzchni; b) gdy wartoS¢ ciSnienia zmienia sie od punktu do punktu
powierzchnie dzielimy na nieskonczenie mate kwadraty (elementarne ptaty)
ina kazdym z nich obliczamy parcie elementarne. Dwa przyktadowe ptaty
wyrdznione sg czerwonym kolorem. Przy kazdym z nich sg wektory
powierzchni (czerwone) i parcia (czarne). Niestety nie moge rysowac ani
nieskonczenie matych elementéw powierzchni ani nieskonczenie matych
wektorow powierzchni. Dlatego na rysunku wielkoSci te sg symbolizowane
przez wielkosci o rozmiarach dalekich od nieskoniczenie matych.

Gdy ci$nienie zmienia si¢ od punktu do punktu (rys. 2.1.5b) wtedy musimy
odwotac si¢ do wielkosci nieskonczenie matych. Sila jest rowna

_[p(x,y)dS 2.1.5
s

dS jest wektorem elementarnej powierzchni. Jego kierunek i zwrot okreslamy tak

jak wektora powierzchni S, a jego warto$¢ jest nieskonczenie mata, czyli taka jak
powierzchnia elementarnego elementu powierzchni. Calka z granica oznaczong
jako S mowi, ze catkowac nalezy po calej powierzchni. Z tego typu catkami
powierzchniowymi bedziemy si¢ spotyka¢ dos¢ czesto, dlatego wigcej o ich
obliczaniu opowiem w przysztosci.
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Najgorszg sytuacje przedstawia rysunek (2.1.6).

Rysunek 2.1.6. Zmienia sie i nachylenie powierzchni i warto$ci cis$nienia.
Czerwonag kreska wyrézniony jest wybrany element powierzchni i jego wektor.
Czarng kreska wektor parcia wywieranego na ten element powierzchni.

Teraz od punktu do punktu zmienia si¢ i warto$¢ cisnienia i kierunek
elementarnych wektorow powierzchni. Postugiwanie si¢ wzorem (2.1.5) staje si¢
ktopotliwe, gdyz sumujemy roéznie zorientowane wektory. Nie oznacza to, ze
rachunki sg niewykonalne. W wielu prostych przypadkach catki typu (2.1.5)
dadza si¢ obliczy¢ w sensowny sposob, ale to jeszcze przed nami.

Nalezy uwazac z liczeniem sit z uzyciem wzorow (2.1.412.1.5). Mato sens
wtedy, gdy powierzchnia pod wptywem cis$nienia nie ugina si¢ (ugigcie jest
zaniedbywalnie mate) oraz gdy podczas ruchu zwigzane z nig ciato nie obraca sie.
W przeciwnym razie zagadnienie dodatkowo si¢ komplikuje, a te dodatkowe
efekty nie zawsze pozwalajg na to by je zaniedbac.

Uzylem tu pojecia ,plyn”. Prawo Pascala jak rowniez Archimedesa
dotyczy ptyndw. A ptyny to 1 ciecze 1 gazy. Nie ma jednej dobrej definicji ptynu.
Mozemy na nasze cele przyjac, ze

Definicja 2.1.5: plyn
Plynem jest Raida substancje, Ktora moze plynqé, to jest po wplywem sity
zewnetrznej ulegac ciggtemu odksztatceniu.

Oprocz wspomnianych cieczy 1 gazow do plyndéw zaliczamy rowniez plazme,
piany, emulsje, zawiesiny, pasty. Przyktadem ptynéw sg smota i asfalt, cho¢
lepko$¢ tych substancji jest tak duza, ze trudno w krotkim czasie zauwazy¢ jak
ptyng. Thomas Parnell z Uniwersytetu Queenslad w Australii ustawit
eksperyment pokazujagcy plynng natur¢ smoty w temperaturze pokojowej
(rys. 2.1.7)
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Rysunek 2.1.7. Pitch drop experiment. Eksperyment zaczat sie w 1927 od
wlania roztopionej smoty do zatkanego lejka. Po trzech latach smota wypetnita
szczelnie nozke lejka i lejek zostal odetkany. Uformowanie kropli trwa okoto
dziesieciu lat. Zdjecie zostato zrobione w 1990 roku, w dwa lata po spadnieciu
siodmej kropli i dziesie¢ lat przed 6sma kropla. Na zdjeciu obecny jest opiekun
uktadu prof. John Mainstone. Eksperyment transmitowany jest w Internecie.
Mozna sie spotka¢ z okres$leniem, Ze to najnudniejsza transmisja w sieci; Zrédto
Wikipedia pod licencja GNU Free Documentation License, Version 1.2 or any
later version published by the Free Software Foundation.

2.2. Nurkowanie

Eksploracja §wiata rozciggajacego si¢ pod woda od tysigcleci rozbudzata ludzka
wyobraznie. Ograniczone mozliwos$ci wstrzymania oddechu® nie pozwalaly
zanurzy¢ si¢ na glebiej niz 20-30 metrow, i to na krotki czas. Pierwsze
wspomnienia o zawodowych nurkach pochodzg ze starozytnosci. Nurkowie byli
wykorzystywani do wydobywania cennego tadunku z zatopionych statkow, jezeli
te spoczywaly wystarczajaco ptytko, jak réwniez do dzialan wojskowych. Od
wiekow ludzie zajmowali si¢ wylawianiem naturalnych gabek, peret, muszli.
Obecnie nurkowanie swobodne (to jest bez aparatu tlenowego) spetnia gtownie
role rekreacyjng. Jest rowniez jedng z dyscyplin sportowych, w ktorej bije si¢
rekordy w roznych kategoriach. Przyktadowo, w kategorii wolnego nurkowania
Z ptetwami 1 zmiennym balastem rekord swiata w glebokosci zanurzenia wynosit
127m wsérod kobiet 1 145 m wsrod mezezyzn (stan na 2014 rok). Zmienny balast
oznacza, ze nurek moze porzuci¢ na dnie balast, ktory pomaga mu si¢ zanurzy¢.

3 Obecnie rekord (2015r), w spoczynku, przekracza nieco dziesie¢ minut
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Przetom w nurkowaniu nastagpit w momencie konstrukcji przez Francuzow
Jacques Cousteau i Emile Gagnana aparatu o nazwie akwalung (aqua-lung; z
tacinskiego wodne ptuco). Od tego momentu nurek mogt czué si¢ praktycznie
rownie swobodny jak podczas nurkowania swobodnego, a korzystajac z zapasu
powietrza, mogt pozostawac¢ pod woda znacznie dluzej niz na bezdechu. Po II
wojnie $wiatowe] udoskonalony akwalung znalazl liczne zastosowania
gospodarcze, spoleczne (na przyktad poszukiwania topielcow) i wojskowe. Stat
si¢ rowniez impulsem do rozwoju amatorskiego nurkowania.

Oprocz braku powietrza najwigkszym wrogiem nurka jest ci$nienie stupa
wody. Co dziesie¢ metrow cisnienie to rosnie o jedng atmosfer¢ (0k. 1000hPa).
Na glebokosci stu metréw cisnienie jest dziesi¢ciokrotnie wyzsze, a na gtebokosci
tysigca metrow stukrotnie wyzsze od atmosferycznego. Zbyt wysokie cisnienie
stanowi zagrozenie dla zdrowia 1 zycia nurka. Dlatego za granice nurkowania
amatorskiego uwaza si¢ gleboko$¢ czterdziestu metréw (w przypadku
doswiadczonych amatorow). Specjalnie przeszkoleni nurkowie, ze specjalnym
akwalungiem mogg przekraczac granice do stu metrow.,

Z cisnieniem wigze si¢ inne zagrozenie - choroba kesonowa. Opisano ja
w drugiej potowie XIX wieku Urobotnikow pracujacych w kesonach
zamknigtych, ktorych uzywa sie przy budowie mostow (rys. 2.2.1). Choroba
kesonowa (choroba dekompresyjna) wynika z obnizenia si¢ rozpuszczalnosci
gazOw w cieczach przy obnizaniu ci$nienia zewnetrznego. Gdy nurek poddany
jest wysokiemu ci$nieniu w jego krwi rozpuszcza si¢ wigcej gazu (zwykle jest to
azot) niz pod normalnym ci$nieniem. Wynurzajacy si¢ nurek naraza si¢ na
gwaltowne wydzielanie si¢ pecherzykow gazu we krwi. Efekt jest analogiczny do
uwalniania si¢ pecherzykow dwutlenku wegla przy otwarciu butelki wody
gazowanej. To gwaltowne uwalnianie bagbelkéw gazu grozi powaznymi
konsekwencjami zdrowotnymi, w tym réwniez S$miercig. Dlatego nurkowie
muszg przestrzega¢ norm okreslajacych tempo wynurzania si¢, lub korzystac
z komor dekompresyjnych.

W najwigkszych glebinach (Row Marianski; rys. 2.2.2) ci$nienie jest ponad
tysigc sto razy wigksze od atmosferycznego, co oznacza nacisk na centymetr
kwadratowy na poziomie 1100kg. Do tej pory najwicksze glebie odwiedzilty dwa
zatogowe okrety podwodne. 23 stycznia 1960 roku Jacques Piccard i Donald
Walsh na pokladzie batyskafu Trieste (rys. 2.2.3) zeszli na dno rowu
Marianskiego na glebokos¢ 10915.
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Rysunek 2.2.1. Z lewej - keson otwarty nie stwarzajacy probleméw z choroba
kesonowa. Ci$nienie wewnatrz kesonu jest rowne ci$nienie atmosferycznemu.
Konstrukcja taka wymaga jednak efektywnego odpompowywania wody. Rycina
pochodzi z ksigzki: Amédée Burat - Géologie appliquée ou Traité de la recherche
et de l'exploitation des Mines; z prawej - keson ci$nieniowy. Znajdujacy sie
w $rodku konstrukeji stup cieczy powoduje, ze ciSnienie wewnatrz kabiny
kesonu jest takie same jak przy dnie zbiornika. W efekcie woda nie wdziera sie
do wnetrza kesonu, ale pracownikom grozi choroba kesonowa.

Rysunek 2.1.2. Potozenie Rowu Marianskiego; Zzrodto Wikipedia
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Rysunek 2.2.3. Z lewej batyskaf Trieste; z prawej cze$¢ zatogowa batyskafu
Trieste. Podczas wyprawy Piccard i Walsh w czasie 4h i 48 min zanurzyli sie na
dno Rowu Marianskiego. Pyt, ktéry podniesli osiadajac na dnie uniemozliwit
zrobienie zdje¢ dna. Odkryli jednak istnienie organizmoéw zywych; Zrodto
Wikipedia

Nastepne zejScie mialo miejsce pigédziesigt dwa lata pdzniej. 26 marca 2012
James Cameron dotarl do dna Rowu Marianskiego na pokladzie batyskafu
Deepsea Challanger (2.2.4).

Konstruktorzy glebiowych batyskaféw musza zmierzy¢ si¢ z wieloma
problemami technicznymi. Najwazniejszym jest zapewnienie pojazdowi
odpowiedniej wytrzymalo$ci mechanicznej. Powaznym problem jest zmiana
objetosci materiatow pod wptywem ci$nienia. Na przyktad na gltgbokosci 10 km
stal kurczy si¢ o okoto 0.5% a pleksiglas 0 0.3%. Dla muszacych zachowac
bezwzgledng szczelnos¢ kadtubow statkdw jest to powazne wyzwanie. Pamigtac
rowniez trzeba, ze zasolona morska woda jest sSrodowiskiem silnie korozyjnym.

Badanie glgbin, w tym réwniez tych najwigkszych coraz cz¢sciej odbywa
si¢ za pomoca zdalnie kierowanych robotow. Sg to konstrukcje duzo tansze od

statkow zalogowych 1 nie stwarzajg zagrozenia dla zatog, ktore przesiaduja
w nawodnych statkach petnigcych funkcje bazy.
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Rysunek 2.2.4. Batyskaf Deepsea challanger Jamesa Camerona. Podczas pobytu
na dnie Rowu Marianskiego Cameron sfilmowat zywe organizmy poruszajace sie
w poblizu batyskafu. Mechaniczne ramie pobrato préobki z dna. Batyskaf
pochwycit réwniez mate zwierzeta morskie. Obok przygotowujacego sie do
zanurzenia batyskafu wida¢ obstugujacych go nurkéw w akwalungach; Zrédto
http://www.full3d.pl/tag/deepsea-challenger/

2.3. Napiecie powierzchniowe

O napigciu powierzchniowy cieczy mowitem w poprzednim temacie (§TII 8).
Teraz chciatbym podej$¢ do sprawy w bardziej ilosciowy sposob. Rysunek (2.3.1)
pokazuje cienkg btonke rozpieta na ramce z jednym ruchomym bokiem.

gorna powierzchnia
F B

dolna powierzchnia

Rysunek 2.3.1. a) cienka btona rozpieta na ramce z ruchomym bokiem
o dtugosci I; b) btona ma dwie powierzchnie gérna i dolg, stad catkowita dtugos¢
rozpietej na ruchomym boku powierzchni jest rowna L=21

Aby blonka nie zaczeta si¢ kurczy¢ do ruchomego boku trzeba przylozy¢ site F.
Sita ta jest tym wigksza im wigksza jest dtugo$¢ ruchomego boku ramki. Jest to
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sensowne zatozenie, gdyz przy dwa razy dluzszym ruchomym boku ramki ciggnie
ja dwa razy wigksza liczba czasteczek 1 trzeba dwa razy wigkszej sity oporu.

F F 2.3.1
F=yL=y2l=y C= o
We wzorze mamy podwojng dtugos$¢ ramki L=2I, co wynika z faktu, ze blona ma
dwie powierzchnie goérng i dolng (rys. 2.3.1b). Wspotczynnik y nazywamy
napigciem powierzchniowym. Jego warto$¢ zalezy od rodzaju cieczy (tab. 2.3.1),
wymiarem jest sita na dtugos$c¢, a w uktadzie SI jednostka jest niuton na metr. Jak
wida¢ z tabeli warto$¢ napigcia powierzchniowego zalezy od rodzaju i
temperatury cieczy.

Fakt 2.3.1:

W uktadzie SI wymiarem napiecia powierzchniowego jest niuton na metr.

Rodzaj cieczy y[N/m]
Woda (20°C) 0.073
Woda (100°C) 0.053
Gliceryna (20°C) 0.063
Rte¢ (20°C) 0.47

Tabela 2.3.1. Przyktadowe wartos$ci napiecia powierzchniowego

Jedng z metod demonstracji efektu napigcia powierzchniowego jest
delikatne polozenie lekkiej metalowej igly na powierzchni wody, tak ze napiecie
powierzchniowe nie pozwala jej utongé. Mozemy w tym miejscu pokusi¢ si¢
0 oszacowanie maksymalnej masy m iglty o dtugosci 1=3cm, ktorg jest w stanie
utrzyma¢ woda o temperaturze 20°C. Rysunek (2.3.2) ilustruje ta sytuacje.
Z rownowagi sit wynika, ze

—Q+2Fcos(a)=—Q+2ylcos(a)=0=Q =2yl cos(«) 2.3.2

Nie znamy kata zwilzania «, ale mamy oszacowac mase¢ iglty a nie wyznaczyc¢ ja
doktadnie. Przyjmijmy zatem, ze a=0, wtedy

Q=2y1=2-0.073-0.03=0.0044N = m ~ 0.45¢ 233
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Rysunek 2.3.2. [lustracja do szacowania maksymalnej masy igty, jaka moze by¢
utrzymana przez napiecie powierzchniowe wody w temperaturze 20°C.

Wartos$¢ napigcia powierzchniowego dla wody wzigtem z tabeli (2.3.1). Poniewaz
przyjete wartosci kata zwilzania sg zanizone iglta powinna wazy¢ mniej. Jednak
wzor (2.3.3) dobrze okres$la zakres w jakim musi si¢ miesci¢ masa igly. Mozemy
zatem stwierdzi¢, ze igla o dtugosci I=3cm 1 masie m=0.3g powinna plywaé
unoszona sifg napigcia powierzchniowego.

Obliczymy prace potrzebng na rozciggni¢cie prostokatnej btonki tak, ze jej
pole powierzchni wzrosénie o AS (rys 2.3.1a). Niech btonka zostanie rozciggni¢ta
0 Ax, wtedy praca wyniesie

W = FAX = yLAX = /AS 2.3.4

Gdzie skorzystatem z (2.3.1). Praca ta zostaje zuzyta na wzrost energii
potencjalnej btonki

AE 2.3.5
AE =yAS = ¥ AS

Oczywiscie S jest tu calkowitym polem goérnej 1 dolnej czes$ci btonki. Jezeli
rozciggamy btonke od potozenia rGwnowagi, to po jej puszczeniu blonka wroci
do stanu poczatkowego — wykona prace. Blonka zawiera w sobie energie
nazywang energig wewnetrzng. Wigcej o energii wewnetrznej bedzie w tematach
poswigconych termodynamice. Energia potencjalna naciaggnigtej blonki jest
sktadowg jej energii wewngetrznej. Nazywana jest tez energig swobodng. Energia
swobodna jest tg czgscig energii wewnetrznej, ktora moze zosta¢ uwolniona do
otoczenia.

Definicja 2.3.1: Energia swobodna
Energia swobodna to ta czes¢ energii wewnetrznej ukfadu, Ktéra mozZe zostaé
uwolniona do otoczenia w postaci pracy.

Rysunek (2.3.3) pokazuje dwa efekty, ktore mozemy wytlumaczy¢ przez
dziatanie napigcia powierzchniowego
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Rysunek 2.3.3. a) Pecherzyk powietrza dochodzacy do powierzchni wody musi
pokona¢ sity napiecia powierzchniowego. Gdy sity wyporu s3a za mate
pecherzyk pozostanie pod powierzchnia wody nieco ja uwypuklajac. Duza
liczba takich pecherzykéw tworzy jeden z rodzajoéw piany; b) nitka utozona na
btonie mydlanej rozpietej na ramie, po przebiciu srodkowej czeSci btony
utworzy okrag co jest efektem dziatania sit napiecia powierzchniowego.

Przyktadem jeszcze jednego zjawiska jest tworzenie si¢ kropel, gdy woda wolno
wyplywa z kranu (rys. 2.3.4).

Rysunek 2.3.4. W miare wyptywu
cieczy z rurki, dzieki dziataniu sit
napiecia powierzchniowego tworzy
sie kropla. Gdy kropla staje sie za
ciezka gorna jej czes¢ ulega
przewezeniu a nastepnie oderwaniu.

No dobrze, ale co to ma wszystko wspolnego z cisnieniem? Napigcie
powierzchniowe wywotuje w cieczy dodatkowe ci$nienie. Rysunek (2.3.5)
pokazuje dwie mozliwe sytuacje.

Oszacuje wielko$¢ tego ci$nienia na przykladzie banki mydlanej. Przez
dziatanie napigcia powierzchniowego ci$nienie wewnatrz banki jest wigksze niz
na zewnatrz. Aby je oszacowal, w pierwszym kroku rozwazmy banke
zawierajacg powietrze, ale znajdujaca si¢ w prozni. Potowa tej banki tworzy
potsfere pokazang na rysunku (2.3.6). Sity miedzyczasteczkowe powoduja, ze
dwie takie potsfery przyciagaja si¢ wzdtuz krawedzi. Nasza banka wcale nie musi
by¢ podzielona na pétsfery. Dzielimy ja w mysli 1 wnioskujemy, ze jezeli banka
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nie rozpada si¢ wzdtuz linii podziatu to czasteczki po obu stronach tej linii musza
si¢ przyciggac.

Rysunek 2.3.5. a) btonka wypukta wywiera ci$nienie na ciecz znajdujaca sie
pod nig - w kropli lub bance pojawia sie podwyzszone ci$nienie; b) btonka
wklesta wywiera ci$nienie na zewnatrz cieczy - pod jej powierzchnig pojawia
sie obnizone ci$nienie.

W stanie rownowagi (przy zewngtrznym ci$nieniu rdwnym zeru), sita wywierana
przez lewa potsfere na prawg musi by¢ rowna sile jakie wewngtrzne ci$nienie
wywiera na prawg potsfere. Inaczej nie bedzie stanu rownowagi 1 banka rozleci
sie. Warto$¢ sity F, z jakg potsfery dziatajg na siebie obliczamy ze wzoru

Fy :27(27rr):4)/7zr 2.3.6

Rysunek 2.3.6. Banka rozdzielona na dwie potsfery. Czarne strzatki na
obwodzie ilustruja sity spdjnosci kropli, ktére przeciwdziatajg sitom ci$nienia
atmosferycznego (purpurowe strzatki). Ze wzgledu na dziatajace sity spdjnosci
ciSnienie wewnatrz banki jest wieksze od ci$nienia atmosferycznego.

Dwojka na poczatku wynika z faktu, ze btona banki mydlanej sktada si¢ z dwdch
powierzchni migdzy ktorymi mamy cienkg warstwe wody z mydtem (rys. 2.3.1b).
Z warunku rownowagi wynika sita F, musi by¢ réwna parciu P wywieranego na
prawa czasze przez powietrze o ciSnieniu p zgromadzone w bance.
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2.3.7
F —P=0=2y(27r)-par’=0= p=4—r7/

Wzor (2.3.7) wymaga komentarza. Zauwaz, ze parcie licz¢ tak jakby dziatalo na
koto o promieniu r (wyraz pr?), a nie na powierzchnie polsfery o promieniu r.
Wezmy jednak przekroj sfery wzdhuz kota wielkiego (takie kolo powstaje
Z przecigcia sfery plaszczyzng przechodzacy przez jej srodek. Rysunek (2.3.7)
pokazuje taki przekroj. Widac, ze sktadowe sity wywieranej przez ci$nienie, ktore
sa prostopadie do osi symetrii polsfery zeruja sie. Korzystamy tu z faktu, ze
cisnienie wywiera sil¢ prostopadla do powierzchni banki. Natomiast sktadowe
rownolegte dodaja sie, na dodatek tak, ze parcie jest rowne iloczynowi pola
przekroju 1 ci$nienia. Niech to na razie wystarczy za uzasadnienie. Doktadnie;j
zajm¢ si¢ tg sprawa przy okazji dywagacji na temat prawa Archimedesa
(rys. 3.1.2).

Rysunek 2.3.7. Na sferze wyznaczono
dwa kota wielkie (czerwone linie). Czarne
wektory pokazujg kierunek dziatania sity
wywotanej przez ciSnienie wewnatrz
potsfery. Sg one dobrane tak, ze: a) rzuty
tych wektoréw (zielone wektory) na
kierunek rownolegly do osi symetrii
(ré6zowa linia) sumujg sie, b) rzuty na
dowolny kierunek prostopadty do osi
symetrii (niebieskie wektory) znosz3 sie.
Kazdemu wektorowi na pétsferze mozna
dobra¢ do pary taki wektor, ze spetnione
sg punkty (a) i (b). Wyjatkiem jest wektor
na biegunie (pomaranczowy) ale on ma
tylko sktadowa réwnolegta do osi symetrii
potsfery.

Gdy banka jest w powietrzu o ci$nieniu P, wzOr powyzszy opisuje réznicg cisnien
w bance 1 w pomieszczeniu

4y 2.3.8
.

Na tej samej zasadzie sferyczna kropla wody odczuwa ci$nienie warstwy
zewngtrznej. Poniewaz jednak ograniczona jest jedng powierzchnig wzor (2.3.8)
przyjmie postaé
2y 2.3.9

r

p_po

p_po
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Wykorzystujac powyzsze wzory oszacuj¢ dodatkowe ci§nienie wywierane
na krople wody o promieniu r=1mm, w temperaturze 20°C. Z wzoru (2.3.9)
I tabeli (2.3.1) mamy
A _ 2y _2:0.073 N 2.3.10

r 0.001 m

Jest to okoto siedmiuset razy mniej niz ci$nienie atmosferyczne.

Ze wzoru (2.3.912.3.8) wida¢, ze cisnienie zwigksza si¢ jak maleje promien
kropli czy banki. Obrazuje to proste doswiadczenie pokazane na rysunku (2.3.8)

Rysunek 2.3.8. Po dwdch stronach
kranu sg dwie banki o roéznych
Srednicach. Dodatkowe ci$nienie
wywierane przez napiecie
powierzchniowe jest  wieksze
w przypadku matej banki. W efekcie
powietrze przeptywa od banki
mniejszej do banki wieksze;j.

Wz6ér na ci$nienie wewnatrz kulistej kropli lub banki mozna uogdlni¢ na
bardziej zlozone ksztatty. Zbudujmy dwa prostopadie cigcia po matym ptacie
powierzchni kropli (banki) 0 promieniach krzywizn ry i 1y (rys. 2.3.9). Wtedy dla
tegoz ptata mozna wyprowadzi¢ wzor (tzw. wzor Laplace’a)

2.3.11
a b
a dla kropli mamy
2.3.12
Ap = 7/(1 + l]
ra rb

Rysunek 2.3.9. Dla ptata niesferyczne;j
powierzchni banki (kropli ci$nienie
obliczamy wykorzystujgc krzywizny
dwoéch prostopadtych do siebie cie¢
przez powierzchnie banki.
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Przypominam, ze ze wzgledu na twierdzenie (DXx) warto$§¢ wyrazenia
W nawiasie nie zalezy od sposobu prowadzenia prostopadtych cie¢ na
powierzchni kropli (banki). Przyktadowo dla powierzchni walcowej wygodnie
jest wybraé cigcie, wzdhuz ktorego jedna z powierzchnia ma nieskonczony
promien krzywizny, stad dla kropli walcowej mamy

Ap:Z 2.3.13
r

Gdzie r jest promieniem krzywizny walca.

W poprzednim temacie (8TII 8) opisalem dziatanie sit na granicy ciecz
podioze (rys. TII 8.5). Wyroznitem dwa przypadki: a) sity migdzy czasteczkami
cieczy sg wigksze niz mi¢dzy czasteczkami cieczy 1 podtozem (podtoze nie ulega
zwilzeniu); b) na odwro6t (podtoze ulega zwilzeniu). Rysunek (2.3.10) ilustruje to
na przyktadzie rurki. Zgodnie z rysunkiem (2.3.5) pod wklesta powierzchnig
cieczy mamy podcisnienie. Jezeli cienka rurka tkwi w naczyniu z woda to
ci$nienie wewnatrz rurki musi by¢ taki same jak na zewnatrz. Oznacza to, ze ciecz
w rurce musi si¢ podnies¢ na wysokos¢ h, tak by zréwnowazy¢ niedobor
cisnienia.

R
el

g Ko}
hIl\g)r Ih

Rysunek 2.3.10. Uwypuklenie sie na skutek oddziatywania z naczyniem
powierzchni cieczy nazywamy meniskiem. W przypadku rurki o przekroju
kotowym menisk jest wycinkiem sfery. a) ciecz zwilzajgca tworzy menisk
wklesty. Kat o jest katem zwilzania, punkt C wskazuje Srodek sfery, ktorej
wycinkiem jest menisk, promien R to promien tej sfery; b) ciecz niezwilzajgca
tworzy menisk wypukty.

Stad z (2.3.12) 1 biorgc pod uwage, ze oba promienie dla sfery sg takie same,
Mmamy zatem zwigzek

V4
27~ pgh
R F9 23.14

Gdzie R to promien czaszy utworzonej przez ciecz, a p to gestos¢é cieczy. Niech
I oznacza promien rurki, wtedy na podstawie rysunku (2.3.9a) mamy

36



Jan Masajada © — 45 tematow z fizyki

r 2.3.15
R =

cos(a)
Po podstawieniu do (2.3.14) mamy

_2ycos(a)
rog 2.3.16

Z otrzymanego wzoru wynika, ze im mniejszy promien I rurki tym wyzej
podniesie si¢ w niej stup wody. Cienkie rurki nazywane sg kapilarami (od wtos.
capilus - wlos). Zjawisko zmiany poziomu cieczy w kapilarach nazywamy
zjawiskiem wloskowatosci.

h

Jezeli ciecz nie zwilza materiatu rurki, to wtedy powierzchnia cieczy jest
wypukla co jest zwigzane z nadciSnieniem. W efekcie poziom cieczy w rurce
opada (rys. 2.3.9b). Taki uwypuklony (wklesty) ksztalt cieczy nazywamy
meniskiem odpowiednio wypuktym lub wklgstym.

Zjawisko wloskowatosci ma istotne znaczenie w przyrodzie. Wsigkanie
wody w ziemi¢ 1 w materialy porowate napgdzane jest zjawiskiem wloskowatosci.
Przyktadem z techniki jest dziatanie knota oraz tzw. flotacja, czyli proces
pozwalajacy na oddzielenie rudy metali od skaty macierzystej. Na zakonczenie
jeszcze jeden przyktad

Przyktad 2.2.1:

Na jaka wysokos¢ podniesie si¢ ciecz umieszona mig¢dzy dwoma
rownolegltymi ptytami odleglymi od siebie o d? Ciecz zwilza materiat ptyt.
Napigcie powierzchniowe cieczy wynosi 7.

Powierzchnia cieczy przyjmie ksztalt wklestego cylindra 0 promieniu

krzywizny R. Ujemne cis$nienie zwigzane z jego obecnoscig obliczymy ze wzoru
(2.3.13).

y 2.3.17
a
Dla kata zwilzania ¢, na podstawie rysunku (2.3.9a) mamy
. d 2.3.18
- 2cos(a)

Stad wzor na cisnienie przyjmuje postac
2y cos(a) 2.3.19
p= a4

Cisnienie to jest rowne ci$nieniu stupa cieczy o wysokosci h.

37



Jan Masajada © — 45 tematow z fizyki

2ycos(a) _ pgh=h= 2ycos(a) 2.3.20

d dpg

2.4. Wzor barometryczny

Zajmiemy si¢ jeszcze zagadnieniem ci$nienia gazu W atmosferze. W naszej
analizie bedziemy musieli poming¢ wptyw wiatru 1 pradéw konwekcyjnych
zwigzanych z nagrzewaniem si¢ ziemi pod wplywem slonecznego
promieniowania. Wyobrazmy sobie, ze mamy wyizolowany wysoki shup
powietrza, a powietrze mozemy traktowac jako gaz idealny (rys. 2.4.1)

Rysunek 2.4.1. Rozwazamy kolumne

zawierajaca stup powietrza. Powietrze

g Py . . o )
l jest nieruchome i jedyng sila
l l l zewnetrzng, ktéra na nie oddziatuje
TT‘H‘ P jest sita grawitacji. Nadto wszedzie
mamy taka samg temperature.

Cisnienie  dziatajagce zdotu na
plaszczyzne P jest takie same jak
ciSnienie dziatajace =z géry. Inaczej

I uktad nie bytby w rownowadze

Bedziemy si¢ starali wyprowadzi¢ wzdr opisujacy zmiang¢ ci$nienia gazu wraz
z wysokos$cig. Musimy przyjac¢ jaki§ model opisujacy powietrze w kolumnie.
Skorzystamy z najprostszego modelu — z modelu gazu doskonatego, ktory
omowie w tematach (TXVIII 1 TXIX). Aby by¢ w zgodzie z tym modelem
musimy dokonac jeszcze jednego istotnego zatozenia — zatézmy, ze temperatura
gazu w naszej kolumnie jest wszedzie taka sama. Poniewaz gaz jest doskonaty
mozemy korzysta¢ z rOwnania opisujacego stan gazu doskonatego w postaci

(TIX 3.15).
pV =nkT 2.4.1.

Gdzie p to cisnienie, V objetos¢, n liczba moli gazu, k stata Boltzmana, T
temperatura w skali bezwzglednej (liczona od zera bezwzglednego (8TXIX 3)).
Wiemy, ze opis gazu doskonatego jest jeszcze przed nami. Ale prostym modelem
mozemy si¢ postuzy¢ nawet nie do kofica rozumiejac o co w nim chodzi. Fizycy
czesto zreszta sa w sytuacji, ze nie do konca rozumiejg o co chodzi, co nie
przeszkadza im odnosi¢ sukcesy. Przedzielmy kolumne gazu powierzchnig P
znajdujacg si¢ na wysokosci h (rys. 2.4.1). Od dotu gaz dziata na tg powierzchnig
cisnieniem o wartosci p. Takie samo cis$nienie dziala z gory i ptaszczyzna jest w
rownowadze. Jednak jezeli wezmiemy drugg powierzchnig potozong o oh nad
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pierwsza to nacisk na nig z gory (a na mocy prawa Pascala rowniez z dotu) bedzie
mniejszy o warto$¢ ci¢zaru gazu miedzy tymi powierzchniami (rys. 2.4.2).

gl 4 5h Rysunek 2.4.2. CiSnienie dziatajgce
g z dotu na ptaszczyzne dolng P4 jest
P, wieksze niz ciSnienie dziatajgce
D, z géry na plaszczyzne goérna Pg
h 0 wartosc¢ ciezaru czastek powietrza
na jednostke powierzchni,
znajdujacych sie miedzy tymi

Zat6ézmy, dla ulatwienia sobie zycia, ze pole powierzchni plaszczyzny jest
jednostkowe, wtedy roznica ci¢zaru przeliczy si¢ bezposrednio na réznice cisnien
dp(h). Mozemy teraz zapisac

Presn — Pn = 8p(h) = —mgn(h) h 242
W tym wzorze m jest masg pojedynczej czasteczki gazu, n(h) jest gestoscia
czgstek na wysokosci h. Jest to wzor przyblizony, gdyz przyjeliSmy ze w calej
objetosci pomigdzy powierzchniami gestos¢ czastek n(h) nie zalezy od wysokosci
h. Wida¢ roéwniez, ze obliczajac sile cigzenia ze wzoru mg, przyjeliSmy
dodatkowe =zalozenie, ze ¢ jest stale. Na wykladzie po$wigconym polu
grawitacyjnemu pokaze (tab. TXVI 2), ze nawet dla stosunkowo duzych rdéznic
wysokosci rzedu stu kilometrow przyblizenie to jest sensowne.

Domyslasz si¢ co teraz nastgpi. Przechodzac do granicy sh —0 mamy

dp = —mgndh 24.3

To przejs$cie uwalnia nas od zatozenia statosci cisnienia pomiedzy szczelinami, w
tym sensie, ze gdy odlegtosci miedzy nimi jest nieskonczenie mata, to btad
zalozenia jest tez nieskonczenie maty, czyli dla fizyka zaden. RGwnanie stanu
(2.4.1) pozwala nam wyrazi zmiang ci$nienia przez zmiang liczby moli czasteczek

B _ kT
pV—nkT=>dp—7dn 244
Co po podstawieniu (2.4.3) daje nam réwnania postaci
dn  mg 2.4.5
dh kT "
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Separujgc zmienne otrzymamy

dn mg " 2.4.6
n kT
Calkujac obie strony w granicach od n, do n oraz od 0 do h mamy
ny__mg 2.4.7a
i (n(,) = Txkr !
Wykorzystujac whasnosci logarytmdéw mozemy ten wzor przeksztatci¢ do postaci
~ { mg h} 2.4.7
n = nyexp T

Gestos¢ N jest gestoscia czastek na wysokosci poczatkowej h=0. Przy statym g w
rébwnaniu tym wystepuje czton mgh, ktéry mozemy interpretowac jako energie
potencjalng E, czastki w polu grawitacyjnym. Wzor na gestos¢ czastek przyjmie
teraz postac

E 2.4.8
n = ngexp {— ﬁ}
W?z0r (2.4.4) na cis$nienie przyjmie postaé
(y = "ok E, (D)) E,(h) 249
Do

W tym wzorze po jest ci$nieniem na wysokosci h=0. Przy do$¢ wyidealizowanych
warunkach udato si¢ nam znalez¢ wzor wigzacy cisnienie w stupie powietrza z
wysokoscig nad poziomem odniesienia h=0.

Otrzymany przez nas wzor opisuje znacznie ogolniejsza sytuacje, zwigzang
z rozkladem Boltzmanna. Nawigz¢ do niego w temacie poswieconym fizyce
statystycznej (8TXIX 4).
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3. Prawo Archimedesa ¢

Prawo Archimedesa nalezy do grupy najbardziej znanych praw fizyki. Wiaze si¢
z nim romantyczna opowies¢ o Archimedesie, ktoéry po jego odkryciu,
dokonanym w czasie kapieli, mial nagi wyskoczy¢ z wanny i biega¢ po ulicach
rodzinnych Syrakuz krzyczac ,,eureka”! Wiele wskazuje na to, ze Archimedes
rzeczywiscie odkryt to prawo, lecz jego bieganie na goto po ulicach jest raczej
kwestig mitu narostego wokot tego uczonego (nie jedyny to zreszta mit z nim
zwigzany). Przypomne co mOwi ham prawo Archimedesa

Okreslenie 3.1: Prawo Archimedesa
Ciafo zanurzone w cieczy traci pozornie na wadze tyle ile wazy wyparta przez niego

clecz.

Fakt 3.1.

Cho¢ prawo Archimedesa byto sformutowane dla cieczy, to obowigzuje réwniez dla
ciat w gazach. Sity wyporu dziatajg rowniez przy zanurzeniu w ciatach sypkich (ogdlnie
pojetych ptynach), ale ich obliczanie nie jest tak proste jak to wynika z prawa
Archimedesa.

Wyjasni¢ co oznacza stowo pozornie. Na cialo zanurzone w cieczy dziata taka
sama sita grawitacyjna co na ciato nie zanurzone. Skad zatem bierze si¢ pozorna
utrata cigzaru? Jej zrodlem musi by¢ nowa sita dziatajaca przeciw sile cigzenia,
ktorg nazywamy sitag wyporu. Prawo Archimedesa okresla prostg regute
pozwalajacag w tatwy sposdb obliczy¢ warto$¢ sity wyporu. Wszystkie te
informacje mozna znalez¢ praktycznie w kazdym kursie fizyki. Mniej znany jest
fakt, ze prawo Archimedesa mozna wyprowadzi¢ z zasady zachowania energii.
Rozwazmy naczynie z cieczg o gestosci p.. W cieczy zanurzone jest ciato
0 objetosci V 1 gestosci p. Niech w pewnej chwili ciato znajduje si¢ w potozeniu
a, a nastgpnie powoli wedruje do gory do potozenia b (rys. 3.1). Rdznica
pozioméw pomiedzy oboma potozeniami wynosi Ah. Przyjmuje, ze wysokos$ci
liczymy od $rodka masy obu objetosci. PO przesunigciu cialo zajmie miejsce
uprzednio zajmowane przez ciecz. Ciecz natomiast zajmie miejsce zwolnione
przez ciato. Mozemy sobie zatem wyobrazi¢, ze przesuwaja si¢ dwa bloki o tej
samej objetosci: blok ciata i blok cieczy. W ten sposéb caty proces sprowadzamy
do zamiany potozenia tej samej objetosci cieczy i zanurzonego ciala. Dwie
poziome linie przerywane, na rysunku (3.1), pokazuja potozenie poziomu a i b.
Przyjme, ze potencjat grawitacyjny na poziomie a jest rowny zeru. Wtedy
potencjal grawitacyjny (8Tl 7) na poziomie b jest rbwny gAh. Zmiana energii
potencjalnej ciata AE. przy jego przeniesieniu z poziomu a do poziomu b wynosi

AE, = p,VghAh 3.1
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Zmiana energii potencjalnej objetosci V cieczy AE,, przy jej przeniesieniu
z poziomu b do poziomu a wynosi

AE,, = —p,,VgAh 3.2

Rysunek 3.1. Ilustracja do wyprowadzenia prawa Archimedesa z zasady
zachowania energii.

Znak minus oznacza, ze przy opuszczaniu energia potencjalna maleje. Obie
energie nie sg sobie réwne (ich suma nie jest rowna zeru)

AE = AE,, + AE, = AhgV(p, — py) 3.3
Zatdzmy, ze gestosé ciala jest wigksza od gestosci cieczy p > p.. Wiedy obliczone
wyzej wyrazenie jest dodatnie, 1 W procesie wynurzania ciala catkowita zmiana
energii potencjalnej jest dodatnia. Z wyrazenia (3.3) mamy

AE = AhgVp, — AhgVp,, = (F, — E,)Ah 3.4
Widzimy, ze rdznica energii potencjalnej jest réwna ci¢zarowi ciala
pomniejszonemu o ciezar wody przemnozonej przez réznice wysokosci. Zrodlem
tej dodatniej energii jest praca wykonana przez na przyktad migs$nie reki. Nie
mozemy tej pracy liczy¢ przez pomnozenie ci¢zaru ciata przez roznice wysokosci,
gdyz wyszta by nam za duza wartos$¢, co bytoby sprzeczne z zasada zachowania
energii. Musimy przyjac, ze cigzar ciata zostal pomniejszony 0 ci¢zar wypartej
wody, co stanowi prawo Archimedesa.

Pozostaje jeszcze przypadek gdy p < pw. Wtedy wyrazenie (3.3)

AE = AE,, + AE, = AhgV(p, — py) 3.5.
jest ujemne. Oznacza to, ze przy braku sity wypory z uktadu uciektoby nieco
energii. Cialo mniej geste wymaga sity skierowanej przeciwnie do kierunku sity
wyporu, gdy chcemy je w cieczy unie$¢ do gory lub ruchem jednostajnym opuscié
w dot. Naciskamy na ciato sitg Fn ktora rownowazy site wyporu i przesuwamy je
z potozenia b do polozenia a. Powoduje to, ze energia z uktadu nie znika tylko
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jest zmagazynowana w uktadzie (jak w sprezynie). Gdy puscimy ciato, to pod
wplywem sit wyporu samo wyptynie odpowiednio zwigkszajac swoja energie
potencjalng.

Moze si¢ wydawaé, ze wprowadzitem tutaj site wyporu nieco sztucznie
I tylko po to, by zbilansowaé zasade zachowanie energii. Zwracam wam uwage
na fakt, ze prawo Archimedesa zostalo sformutowane na dlugo przed zasada
zachowania energii. To co teraz pokazalem to fakt, ze prawo Archimedesa jest
z zasadg zachowania energii spdjne. Spdjno$¢ ta oznacza to, ze prawo
Archimedesa mozna wywnioskowa¢ z zasady zachowania energii (jako zasady
ogolniejszej). Obecnos¢ sity wyporu mozna pokaza¢ bez odwolywania si¢ do
zasady zachowania energii, zanurzajac cialo zawieszone na dynamometrze
(przyrzadzie do pomiaru sity) w cieczy. Gdy ciato ma gestos¢ wigksza od cieczy
wskazania dynamometru zmniejszajg si¢ o wartos¢ sity wyporu. Wartos¢ sity
wyporu zgadza si¢ z wyliczeniami przeprowadzonymi na podstawie prawa
Archimedesa. W przypadku ciat o gestosci mniejszej od gestosci cieczy kazdy
Znas moze bezposrednio odczu¢ dziatanie sity wyporu, probujac ,,na sile”
zanurzy¢ takie ciato catkowicie pod powierzchni¢ cieczy.

Prawo Archimedesa pozwala, w prosty sposob, okresli¢ jakie ciata beda
ptywaty, a jakie zatong. Istotnym parametrem jest tutaj stosunek gestosci masy
ciata do ggstosci masy cieczy. Jakby kto$ jeszcze nie wiedziata co to jest ta gestosé
masy ciata to przypominam, ze

Definicja 3.1: Gestos¢ masy
Gestos¢ masy ciata jest rowna stosunkowi jego masy do objetosci

W uktadzie SI gesto$¢ wyrazona jest w kilogramach na metr sze$cienny.
W wielu wypadkach wygodniejsza jednostka jest gram na centymetr szescienny.
Generalnie ciata o gestosci mniejszej od gestosci cieczy ptywaja, podczas gdy
ciala gestsze tong. Ciala o takiej samej gestosci jak gestos$¢ cieczy sg na granicy
migdzy plywaniem a tonieciem. Oczywiscie cialo nie musi by¢ jednorodne.
Kadtub statku moze by¢ wykonany z materiatu gestszego od wody, takiego jak
stal. Jednak kadhub jest zwykle pusty w srodku, a gesto$¢ wypelniajacego go
powietrza, w poréwnaniu z ggstoscig wody, jest zaniedbywalnie mata. Mozemy
wprowadzi¢ $rednig gesto$¢ kadluba, ktora jest rowna masie catego kadtuba
podzielonej przez jego objeto$¢. Srednia gestosé kadiuba statku jest mniejsza od
gestosci wody — oczywiscie do momentu, gdy do §rodka kadluba nie dostanie si¢
woda (na przyktad przez dziure); wtedy Srednia gestos¢ kadluba gwattownie
rosnie i statek tonie.
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Rysunek 3.2. Tak Archimedesa wyobrazat sobie Domenico-Fetii - obrazz 1660
roku. Archimedes to grecki matematyk i fizyk z Syrakuz (ok. 287-212 p.n.e).
Oprécz powszechnie znanego prawa Archimedesa, jego prace obejmowaty
zagadnienia z zakresu hydrostatyki, statyki, mechaniki, astronomii i
matematyki (byl prekursorem rachunku rézniczkowego icatkowego;
wyznaczyt przyblizong warto$ci liczby 7); Zrédto - Wikipedia

Morze Martwe nalezy do najbardziej niezwyklych akwendéw na Ziemi.
Znajduje si¢ na pograniczu mi¢dzy Izraclem a Jordanig (rys. 3.3). Duze zasolenie
powoduje, ze zyja w nim tylko nieliczne organizmy zywe. Jeszcze do niedawna
uwazano, ze takowych nie ma w ogoble, stad nazwa — Morze Martwe. Silnie
zasolona woda ma wigkszg gestos¢ od czystej wody. Oznacza to, ze ptywanie
w morzu martwym jest banalnie proste. Wystarczy si¢ tylko potozy¢ na wodzie
(rys. 3.4). Niestety lzrael i Jordan nadmiernie eksploatujg zasoby rzeki Jordan,
gltownego doptywu Morza Martwego, co powoduje, ze od lat powierzchnia tego
unikalnego zbiornika kurczy si¢ (rys. 3.5).
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Rysunek 3.3. Jeszcze niedawno powierzchnia Morza Martwego wynosita
1020km? (maleje na skutek nadmiernej eksploatacji rzeki Jordan),
a najwieksza gtebokos¢ 399m. Lustro wody znajduje sie na poziomie -499m
- najglebsza depresja na Ziemi. Srednie zasolenie to 27.6%. Zasolenie
zmienia sie z gtebokoscia. Na powierzchni zasolenie wynosi 22% a na
glebokosci 50m 36%. Dla poréwnania Baltyk jest nisko zasolonym morzem
(0.2-1.2%), zasolenie oceanu Atlantyckiego wynosi 3.4%-3.7%. Wysoko
zasolonym akwenem jest morze Kaspijskie. Warto$¢ zasolenia waha sie tam
od stodkowodnej czesci péinocnej (blisko 0%), do ok. 1.2% w czesci
srodkowej oraz 30% w zatoce Kara-Bogaz-Got.
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Rysunek 3.4. Morze Martwer. U géry: Przy brzegu odparowujgca woda
zostawia pokryty solg pas. U dotu: Ze wzgledu na duza gestos¢ wody (skutek
znacznego zasolenia) ptywanie w Morzu Martwym jest szczeg6lnie
relaksujace; nurkowanie natomiast bardzo ucigzliwe; Zrédto zdjec
Wikipedia.
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Rysunek 3.5. Zdjecie Morza Martwego z poktadu promu kosmicznego z marca
2001 roku (misja STS 102). Potudniowa cze$¢ wyschia. Jasniejsze obszary
w czes$ci potudniowej to instalacje stuzgce do uzyskiwania cennych mineratéw
z soli Morza Martwego, gtéwnie potasu, bromu i magnezu; Zr6dto NASA

Najgestszg cieczg, w warunkach normalnych (tj. w temperaturze pokojowej
1 pod normalnym ci$nieniem atmosferycznym), jest rte¢, ktora jest jednoczesnie,
w tych warunkach, jedynym ptynnym, metalem. Ggstos¢ rtgci wynosi
13.58g/cm?®. Gdyby nie trujace wlasnosci par rteci plywanie po jej powierzchni
mogtoby dostarcza¢ niezwyklych wrazen i1 na pewno staloby si¢ powszechng
rozrywka.

Areometry sg prostymi przyrzadami do pomiaru gestosci cieczy (rys. 3.6).
Gestos¢ cieczy zalezy od jej sktadu — na przyktad zawartosci alkoholu, czy ilosci
rozpuszczonej soli jak to wyzej bytlo juz wspomniane. Stad powszechne
wykorzystanie tego prostego, bazujacego na prawie Archimedesa, przyrzadu do
pomiaru mi¢dzy innymi stezenia roztwordw cukru, alkoholu (w piwie, winie), czy
stopnia natadowania akumulatoréw otowianych
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Rysunek 3.6. Areometr do szybkiego pomiaru stezenia alkoholu etylowego
w wodzie. Urzadzenie wycechowane jest w procentach zawarto$ci alkoholu.
Zwracam uwage, ze podobnie jak klasyczny termometr rteciowy, areometr
wyposazony jest w linijke. Tyle, ze w przypadku tego areometru, linijka jest
wycechowana w procentach zawarto$ci alkoholu. Przeliczanie jednostek
dtugosci na procenty jest mozliwe dzieki prawu Archimedesa (prawo
Archimedesa to teoria z pomocg, ktdrej skalujemy areometr - §TI_2); Zrodto
zdjecia - Wikipedia.

Innym przyktadem wykorzystania prawa Archimedesa sg balony
| sterowce. Powietrze w przeciwienstwie do wody jest Scisliwe. Dlatego przy
powierzchni Ziemi jego gesto$¢ jest wieksza niz na duzej wysokosci. Z tego
powodu, w przeciwienstwie do oceanu wody, nie mozemy mowi¢ o czyms takim
jak dobrze okreslona powierzchnia §wiatowego oceanu powietrza. Zatem balon
nie wyplynie na powierzchni¢ powietrznego oceanu, ale zatrzyma si¢ na
wysokosci, gdzie gestos¢ powietrza zrowna si¢ ze Srednig gestoscig balonu (masa
balonu wraz z gazem oraz gondoli i zatogi podzielona przez obje¢tos¢ balonu
gondoli i zatogi; zartowatem objetos¢ gondoli i zatogi mozna pomingé¢). Aby
zmniejszy¢ $rednig gestos¢ balonu, jego czasze wypelnia si¢ gazem o mniejszej
gestosci niz gestosé powietrza. Moze to by¢ wodor (obecnie rzadko uzywany,
gdyz w potaczeniu z tlenem tworzy wysoce wybuchowg mieszaning), hel (ale jest
bardzo drogi) lub najpopularniejsze w sporcie balonowym ciepte powietrze (rys.
3.7).
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Rysunek 3.7. Balon na ciepte powietrze; Zzrédto - Wikipedia

Sterowiec jest rodzajem balonu z napgdem mechanicznym. Klasyczny
balon jest unoszony przez wiatry. Sterowce s3 wyposazone w Smigla
I napgdzajace je silniki. Aby zmniejszy¢ opory powietrza sterowce majg zwykle
ksztalt cygara. Pierwowzor sterowca skonstruowat francuski inzynier Henri Jules
Giffard (rys. 3.8). Giffard wyposazyt balon w ksztalcie cygara w $migto
nap¢dzane maszyng parowa o mocy 2.2 kW. W wrzesniu 1852 roku przebyt
swym aerostatem tras¢ o dtugosci 27km z Paryza do Elancourt. Predkos¢ lotu
wynosita 8km/h.

Rysunek 3.8. Balon sterowy Julesa Giffarda. Rycina z Meyers Blitz-Lexikon,
Leipzig, 1932; Zrodto Wikipedia

Pod koniec XIX wieku Wegier David Schwarz opracowatl sztywna konstrukcje
balonu w ksztalcie cygara opartg o aluminiowy szkielet. Po jego $mierci, plany
| patenty wykupit od Zzony Schwarza Niemiec Ferdynand von Zeppelin. Zeppelin
rozpoczat produkcje sterowcoOw. Sztywna konstrukcja umozliwita budowe
sterowcow o ogromnych rozmiarach osiagajacych predkos¢ powyzej 100km/h.
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Pierwszy aerostat, Zeppelina, wprowadzony do uzytku w 1900 roku, miat 126.8m
dhugoscii 11.6m $rednicy. Wyposazony byt w dwa spalinowe silniki o mocy 5kW
i osiggat predkosci do 30km/h. Najwickszy sterowiec Hindenburg przedstawiony
jest na rysunku (3.9). Te powietrzne kolosy stanowity wowczas konkurencj¢ dla
transatlantyckiej zeglugi pasazerskie;.

Rysunek 3.9. Sterowiec Hindenburg miat 243 metry diugosci 43 metry
Srednicy i mogt by¢ wypelniony gazem o objetosci 200 000m3. Napedzany byt
czterema silnikami o mocy 1200KM kazdy i osiggal predko$¢ maksymalng
135km/h. Na trasie Niemcy - USA przewozit 50 pasazerow i 61 osob zatogi
zapewniajgc pasazerom wysoki komfort podrozy. Podroz trwata okoto trzech
dni. W roku 1936 sterowiec przewidzt 2798 pasazer6w oraz 160 ton tadunku
i poczty. Sptonat w katastrofie 6 maja 1937 roku, po stronie amerykanskie;.
Zgineto wowczas 13 pasazeréw i 22 cztonkéw zatogi. Okoliczno$ci katastrofy
nie zostaty do konca wyjasnione. Katastrofa Hindenburga wstrzymata loty
sterowcow; Zrodto Wikipedia

Wielkie sterowce budowali rowniez Amerykanie. W zaktadach Goodyear
powstaly dwa blizniacze sterowce wypelnione helem Acron i Macon. Sterowce
byly tylko sze§¢ metréow krotsze od Hindenburga. Zostaly ukonczone Acron
w 1931 (rys. 3.10) roku a Macon w 1933. Przy budowanie korzystano
Z doswiadczenia niemieckich konstruktorow sterowcow. Oba sterowce stuzyly w
US Navy. Probowano je miedzy innymi wykorzysta¢ w roli powietrznej bazy dla
samolotow (jako lotniskowce). W kwietniu 1933 roku Akron, podczas sztormu,
wpadt do Atlantyku, w wyniku czego $mier¢ poniosto 73 cztonkow zatogi.
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Wprowadzony w 1933 roku do stluzby Macon, ulegt katastrofie w luty 1935 roku,
rownie podczas sztormu. Zgingto dwoch z 76 cztonkow zatogi.

Rysunek 3.10. Na zdjeciu USS Acron nad Dolnym Manhattanem; Zrédto zdjecia
Wikipedia.

Obecnie sterowce powracaja powoli do task, jako narzedzie rozrywki,
reklamy ale rowniez transportu (rys. 3.11). Liderami w produkcji sterowcoOw sg
dzi§ Niemcy, Japonia i USA. Cho¢ obecnie eksploatowane konstrukcje nie
porazaja swoimi rozmiarami to testowane sg modele o udzwigu przekraczajacym
50ton, a w projektach sg maszyny o udzwigu do 500ton. Nie wiadomo jednak czy
plany te maja szanse¢ realizacji.
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Rysunek 3.11. Wspéiczesny Zeppelin w locie. Jest to produkt niemieckiej firmy
Zeppelin Luftschifftechnik GmbH, bedacej czeSciag koncernu Zeppelin. Przy
objetosci nieco ponad 8000m3 jest znaczenie mniejszy od przedwojennego
wzorca. Sterowiec ten wypetniony jest helem i moze dZzwigna¢ 1900kg tadunku.
Zwykle lata na wysokos$ci 300m, a predkos¢ przelotowa wynosi 70km/h. Firma
planuje budowe wiekszych jednostek. Zrédto Wikipedia

Oczywistg wadg wszelkiego rodzaju sterowcow 1 balonéw jest ich ogromna
objeto$¢. Obliczmy no$nosé 1m? helu i wodoru w powietrzu przy powierzchni
Ziemi przy temperaturze 20°C. W tych warunkach:

< Cigzar wlasciwy helu wynosi 0.178kg/m?
< Cigzar wlasciwy wodoru wynosi 0.089kg/m?
< Cigzar wlasciwy powietrza wynosi 1.293kg/m?

Poniewaz cigzary wlasciwe podatem w kg/m® wystarczy odja¢ cigzar wiasciwy
wodoru lub helu od cigzaru wlasciwego powietrza aby uzyska¢ mase, wyrazong
w kilogramach, kt6ra moze udzwigna¢ 1m? helu lub wodoru. Mozemy obliczong
wielkos$¢ nazwa¢ udzwigiem wilasciwym dla danego gazu.

< Dla helu otrzymujemy 1.115kg/m?
«<*Dla wodoru otrzymujemy 1.204kg/m?

Jezeli chcemy zna¢ minimalng objeto$¢ gazu, potrzebng na udzwigni¢cie danej
masy wyrazonej w kilogramach, to mase t¢ nalezy przemnozy¢ przez obliczony
udzwig wlasciwy. Na przyktad dla dzwignigcia 200kg potrzebne jest co najmniej

% helu 179.4m3
% wodoru 166.1m?

Pamigta¢ rowniez nalezy, ze dzwigana przez balon czy sterowiec masa to rowniez
masa samej powtoki balonu i1 calego osprzetu, a nie tylko pasazerdéw i tadunku
uzytecznego. Jak wida¢ réznica objetosci pomiedzy balonem helowym a
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wodorowym nie jest duza. Balon helowy nie straszy nas przy tym eksplozja.
Z drugiej strony hel jest duzo, duzo drozszy od wodoru. Pod wzgledem
rozpowszechnienia we Wszech$wiecie zajmuje zdecydowanie drugie miejsce po
wodorze. Jednak na Ziemi jest go malo, co przy duzym zapotrzebowaniem,
skutkuje w wysokich cenach.

Problem 3.1.
Postaraj si¢ odpowiedzie¢ na pytanie: Dlaczego balony nie sg
,,wypelnione” proznig? Wszak gesto$é prozni to 0g/cm?,
Prawo Archimedesa jest wdzigcznym tematem do zadan. Oto przyktady

Zadanie 3.1.

W wodzie o gestoéci p1=1000kg/m?® ptywa drewniany sze$cian 0 gestosci
=600kg/m® (rys. 3.12). Krawedz sze$cianu ma dlugos¢ a=0.1m.
Obliczy¢ a) wysokos$¢ czes$ci niezanurzonej szes$cianu, b) prace, jaka
trzeba wykonaé aby sze$cian wyciagna¢ z wody. Silty tarcia i napigcia
powierzchniowego pomijamy.

Obliczymy, w pierwszym kroku, wysokos$¢ niezanurzonej czgsci szeScianu. Jego
masa M; jest rowna iloczynowi objetosci 1 gestosci

M, = a3p, = 0.001m3600k—g = 0.6kg
1 2 m3 3.6

Rysunek 3.12. Rysunek do zadnia (3.1).

Poniewaz szeScian ptywa, wyparta woda musi mie¢, mase 0.6kg, wysokos¢ stupa
wody hy, 0 takiej masie i podstawie kwadratowej 0 powierzchni a? wynosi

- My _ 0.6kg _ 0.06m
w = 5 - - U
a“P1 .01 m2 1000% 3.7

53



Jan Masajada © — 45 tematow z fizyki

Zatem niezanurzona cz¢$¢ drewnianego szescianu ma wysokosci hy

h, =a—h, = 0.04m 3.8

Podstawiajac wzory (3.7) 1 (3.8) do wzoru (3.9) otrzymamy ogolne wyrazenie na
wysokos$¢ niezanurzonego szescianu hy

3.9

Prace wykonang przy wynurzaniu sze$cianu obliczymy na dwa sposoby. Sposob
pierwszy jest bardziej geometryczny, przez co prostszy, ale mniej ogolny. Przy
wynurzaniu szescianu zmniejsza sie ta jego czg¢$¢, ktora jest zanurzona (rys. 3.13)

Ty

Rysunek 3.13. Przy wycigganiu
szeScianu z wody, maleje
réwniez sita wyporu, gdyz coraz
mniejsza objeto$¢ szeScianu
pozostaje w zanurzeniu.

Zatem maleje réwniez sita wyporu 1 sita, ktora wyciagga sze§cian musi wzrosnac.
Powiedzmy, ze szescian zostat podniesiony 0 wielkos¢ Ay, wtedy jego zanurzenie
zmaleje 1 bedzie wynosic¢

h, — hy, — Ay 3.10
Korzystajac z wyrazenia (3.7) aktualna warto$¢ gtebokosci zanurzenia wyniesie
hw = a’p, — Ay 3.11

A wartos$¢ sity wyporu wyrazi si¢ wzorem

M,
a’p;

E, = a’hyp g = azplg( - Ay) = Mg — p1ga*ly 312

Mase M1 moge wyrazi¢ przez gestos¢ ciata

3.12a
F, = a®p,g — p1ga*Ay = a*g(ap, — p1Ay)
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Wartos$¢ sity dziatajacej przy wyciaganiu sze$cianu bedzie rowna sile cigzkosci
pomniejszonej o site wyporu

F(Ay) = a®gp, — a’g(ap; — p1Ay) = a’gp, Ay 313
Zatem sita dziatajaca na drewniany szescian jest proporcjonalna do Ay. Jest to sita
o tym samym charakterze co sita dzialajaca na naciggang sprezyne, ktora jest
liniowo zalezna od przesuni¢cia (TII 5.1.1). W przypadku sprezyny im bardziej
ja naciggniemy tym wigkszg musimy dziata¢ sita. Tutaj im bardziej wyciggniemy
szeScian tym wigkszg sita musimy dziata¢, bo mniej nam pomaga sita wyporu.
Zauwaz przy tym, ze dla Ay=0 sita wyrazona wzorem (3.13) jest rOwna zeru.
Zgodnie z warunkami zadania cialo wtedy ptywa po powierzchni wody 1 sita
cigzko$ci ma takg samg warto$¢ jak sita wyporu. Praca jest réwna sile razy
przesunigcie. Na wykresie jest to pole powierzchni pod wykresem sita versus
przesunigcie. W naszym przypadku jest to pole pod trojkatem (rys. 3.14).

F(y)

tan(a) = a’p,g Rysunek 3.14.  Wykres
zalezno$ci sity dziatajace przy
wycigganiu  szeScianu od
stopnia jego wyciggniecia

y=2ay
Wysokos¢ tego trojkata jest rowna warto$¢ sity F(hy) dzialajace na szeScian
w monecie kiedy szeécian zostaje wynurzony (wtedy Ay=hy)

F(h,)=a’ngh,

tan(a) 3.14
Bez problemu policzymy pole trojkata — czyli szukang prace
1 1o o
WZEF(h\N)h\N:Ea Aah;, 3.15

Metoda druga, bardziej zaawansowana, oznacza odwotanie si¢ do ogdlnego
wzoru na prace (rys. 3.13)

Yk
W = [ F(y)dy 3.16

Yp
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Jezeli przyjmiemy, ze uktad wspotrzednych zdefiniowany jest tak, ze yp=0, to

wtedy Ay=y

F(y)

F(y) dy

.

yp =0 yk y = Ay

Rysunek 3.15. Ilustracja do catki (3.3.17). Obliczajgc ta catke sumujmy
nieskonczenie mate przyczynki postaci F(y)dy

Wzor na F(y) juz mamy, przy przyjetym wyborze uktadu wspotrzednych jest to
(patrz (3.13).

3.17

F(y)=a’pgay =apgy
Przyjatem, ze Ay=y-0=y, gdyz y zaczyna si¢ od zera. Teraz sumujemy (catkujemy)
po nieskonczenie matych przyczynkach postaci

Yie=hy, Yie=hy, ) 1 , ,
| F(yyy= | a’pgdydy=>a’pgh; 3.18
_ _ 2
yp_o yp_o
Jest to ten sam wynik (3.15) co obliczony z pola trojkata. Ogdlnos¢ tej metody
polega na tym, ze do wzoru na prace

Ye=hy
[ F(y)y 3.19
=0

Yp
mozemy podstawi¢ rozne postacie funkcji F(y).

Warto jest zda¢ sobie sprawe z tego co policzyliSmy w poprzednim
zadaniu. Nie policzylismy sity z jaka rzeczywisty drewniany klocek sze$cienny
jest wyciggany z wody. PoliczyliSmy site jakg trzeba uzy¢ do wyciagnigcia
takiego ciata z wody, gdy dziala tylko sita cigezkosSci i wyporu. Pomijamy
w zadaniu zawsze obecne sily tarcia inapigcia powierzchniowego. Gdy ciato
wyciggamy powoli te dodatkowe sity nie sg zbyt duze. Ponadto liczymy sile
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graniczng, to znaczy rownowazacg sity oporu. Stosujgc sile graniczng
wyciagaliby$my ciato nieskonczenie dlugo; nieco za dlugo. W rzeczywistej
sytuacji musimy nada¢ mu niezerowg predkos¢, czyli zwiekszy¢ jego energie
kinetyczng co wymaga dodatkowej pracy. Nas jednak interesowata tylko ta cze$¢
pracy, ktora zostata wykonana przeciw sitom ci¢zkosci.

3.1. Prawo Archimedesa ponownie

Pokazatem, ze prawo Archimedesa wynika z zasada zachowania energii. Mozna
je rowniez wyprowadzi¢ korzystajac z prawa Pascala. Przy okazji bed¢ mogt
zaprezentowac rys technik obliczeniowych, cz¢sto wykorzystywanych w fizyce.
Rozwazmy sze$cienny blok zanurzony w wodzie* (rys. 3.1.1).

a b
.| v
J| i 4

Xy Xy

Rysunek 3.1.1. a) ci$nienie wywierane na podstawe sze$cianu jest mniejsze niz
ciSnienie wywierane na jego gérng powierzchnie. CiSnienie dziatajace na
boczne Scianki powoduje sity (parcie), ktéra nie ma sktadowej pionowe;j,
a w linii poziomej sity te musza sie rownowazy¢, gdyz przy braku rownowagi
blok przesuwatby sie w ptaszczyznie poziomej; b) przy skos$nej Sciance sity
parcia rosng wraz z glebokos$cig i majg niezerowa sktadowg pozioma i pionowa.
Zielona kreska wyrdznia elementarng powierzchnie.

Cisnienie wywierane na $ciany boczne rOwnowazy si¢ — inaczej szescian by si¢
przesuwat w kierunku poziomym. RdzZnica cisnien wywieranych na gérng i dolng
powierzchni¢ szescianu wynosi

3.1.1
AP = pX,0 — pX,0 = pg (X, — X, ) = pgh

Gdzie p to gestos¢ cieczy, ktdra w naszym przyktadzie jest mniejsza od gestosci
szeScianu. Réznica sit z jaka ciecz napiera na gérng i1 dolng powierzchni¢ jest
rowna

AF = ApS = pghS = pgV =mg 3.1.2

S jest powierzchnig $ciany sze$cianu, a M masg stupa wypartej wody.
OtrzymalisSmy ciezar wyparte] wody, czyli prawo Archimedesa. Teraz, jak to

4 Zamiast wody moze to by¢ dowolny ptyn, ktérego gestos¢ jest mniejsza od gestosci ciata.
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mamy w zwyczaju, przejdziemy do trudniejszego przykladu. Rozwaze klin
zanurzony w cieczy, tak jak na rysunku (3.1.1b). Niech krawedz klina ma dtugos¢
L, a powierzchnia jego pochylej $cianki wynosi S. Zgodnie z prawem Pascala
ci$nienie wywierane przez ptyn dziata prostopadle do powierzchni ciala.
Wydziele sktadowa pionowa (rys. 3.1.1b) elementarnej sity jakg ciecz wywiera
na ciato na danej gtebokosci X

T .
dF = pgxcos| = —« |dS = pgxsin(e« )dS
Py (2 aj pgxsin(a) 3.1.3
Wyznacze powierzchnie¢ plata dS
dxL = dS cos(ar) = dS = L — X
cos(a) 3.14
Wracajac do (3.1.3) mamy
dF = xLSin—(a)dx = poxLtan () dx
PY COS(a) P9 3.15

Wzor (3.1.5) wyraza sitg (parcie) jaka na glgbokosci x dziata, w Kkierunku
pionowym, na nieskonczenie cienki pasek klina o dlugosci L i szerokosci
dx/cos(a). Caltkowita sktadowa pionowa sity bedzie rowna sumie sit dziatajacych
na poszczegolne paski plus cisnieniec wywierane przez warstwe cieczy hp nad
klinem

h h

F = pgh,S + jpngtan(a)dx = pgh,S +ngtan(a)dex 316
0 0

ogh,S +%ngtan(a)h2

S oznacza goérng powierzchnig klina. Réznica sity dziatajacej na $cianke skosng
I na gorng powierzchnig klina wynosi

1 1
AF = pghyS + Eng tan(a)h? — pgh,S = Eng tan(a)h? 317

Mozna jg wyrazi¢ w postaci

1
AF = pg 5L tan(a)h® = pgV = mg 3.1.8

%4

Gdzie V jest objetoscig klina, a m masg wypartej wody. Ponownie mamy prawo
Archimedesa.
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Zauwaz, ze wyrazenie (3.1.5) mozna przepisa¢ w postaci
dF = pgxLtan( e )dx = pgxdS. 3.1.9
dS. =dxLtan(a) 3.1.9a

dS); jest rzutem powierzchni nieskonczenie cienkiego paska ds powierzchni S na
kierunek rownolegty do dna. Wzor (3.1.9) oznacz, ze sktadowa pionowa sity
dzialajgcej na nieskonczenie cienki wycinek skosnej §cianki (rownolegly do dna),
dziata w taki sposob, ze jest rowne sile jaka dziata na powierzchni¢ bedaca rzutem
skosnej Scianki na kierunek prostopadty do pionu. Mozna to krétko podsumowacé
stwierdzeniem, ze zamiast rzutowac site na kierunek pionowy mozemy rzutowaé
wektor odpowiedniego wycinka powierzchni. lustruje to rysunek (3.1.2).

Rysunek 3.1.2. a) Na element powierzchni ptaskiej (wskazanej czarng strzata),
stycznej do zanurzonej powierzchni dziata sita (zielona) wywotana przez
ci$nienie. Zanurzong powierzchnie mozemy przedstawi¢ jako sume takich
nieskonczenie matych ptaskich ptatéw; b) Niebieska strzatka pokazuje pionowa
Fp sktadowa sity wywieranej przez ci$nienie. Jest ona rowna Fy=pScos(a), gdzie
pto ci$nienie na danej gtebokoSci a S to powierzchnia ptata (ds dla
nieskonczenie matego ptata); c) wyrazenie Scos(a) daje rzut Sp powierzchni na
kierunek prostopadly do pionu. Oznacza to, ze Fp=pSp. Liczymy zatem site
mnozac ciSnienie na danej gtebokoSci przez powierzchnie sktadowej
powierzchni prostopadtej do pionu. Suma takich sktadowych da warto$¢ rowna
polu powierzchni przekroju zanurzonego ciata na danej gtebokosci.

Przejde¢ do jeszcze bardziej ztozonego przypadku (rys. 3.1.3a). Ciato sktada
si¢ z dwoch czesci: prostopadtoscianu 1 klina. Z rysunku wida¢, ze mozemy je
potraktowac osobno, a obliczone dla kazdej czesci sity wyporu doda¢. Powotujac
si¢ na wyniki przedstawione powyzej otrzymamy ponownie prawo Archimedesa.
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X.-L§-- -
‘ AAA
v
Rysunek 3.1.3. a) w przypadku obiektu ztozonego z sze$cianu i klina ci$nienie

w kierunku pionowym dziata niezaleznie na obie czeSci. Mozemy wiec
odpowiednie sity wyporu doda¢; b) ciato o przekroju trapezu.

Rysunek (3.1.3b) pokazuje cialo o przekroju trapezu sktadajace si¢ z dwoch
Klindw i czesci regularnej w postaci prostopadtoscianu. Cisnienie dziatajagce na
$cianke dolnego klina wyznaczamy tak jak w krokach (3.1.3-3.1.5). Elementarna
sita dziatajgca, w kierunku pionu, na nieskonczenie cienki pasek dolnego klina
WYynosi

dF = pgx'Ltan(a)dx’ 3.1.10

Calkowita sita (parcie) na dolny klin moze zosta¢ roztozona na sile¢ zwigzang
z ci$nieniem jakie dziata do gl¢bokosci h, oraz sitg¢ zwigzang z ciSnieniem jakie
dziata na $cianke klina, przy czym przyrost giebokosci dla klina liczmy od hs.

0%y
F, = pgh,P +ngtan(a) I X'dx’ =
1 O ) 3.1.11
pgh2P+Engtan(a)(5x2) = pgh,P +m,g

P jest powierzchnig przekroju czgsci regularnej ciata (na rysunku przekroj
zaznaczony jest linig r6zowsg), My jest masg wody wypartej przez dolny klin. Na
gorny klin otrzymujemy wyrazenie

0%
F, = pghP + pgL tan( ) I X'dx' =
. N, 3.1.12
pgh P+ Engtan(a)(éxl) = pghP+m.g
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Mg jest masa wody wypartej przez gorny klin, a pgh;P wyznacza cisnienie jakie
wywiera gorna warstwa wody na glebokosci h;. Roznica migdzy parciem
(w kierunku pionu) na dolng i gorng czes$¢ ciala wynosi

AF = pgh,P +m,g - pghP -m g = pgP(h, —h )+
m,g —m,g =mg+m,g—mg

3.1.13

Gdzie mg jest masg wody wypartej przez prostopadloScian obrysowany
pomaranczowg przerywang kreska (rys. 3.1.2b)). Poniewaz

mg _ngg :msg 3.1.14

Gdzie ms jest masg wypartej wody przez cialo bez gornego i dolnego klina.
Wstawiajgc w (3.1.13) za mg wrazenie z (3.1.14) mamy

AF =m,g+m,g+m,g=m.g 3.115

Gdzie m. jest masa wody wypartej przez ciato.

Zauwaz, ze cialo o dowolnym ksztalcie mozemy zlozy¢ z podobnych
elementow, majacych ksztalt stupka (rys. 3.1.4). Roznica elementarnych sit
dziatajacych na taki shupek od dotu i1 gory liczy si¢ podobnie jak dla ciata
0 przekroju trapezu, podobnie dostajemy prawo Archimedesa. Poniewaz cale
cialo jest zlozeniem takich slupkow, po zsumowaniu dostaniemy prawo
Archimedesa dla ciata o dowolnym ksztatcie.

Rysunek 3.1.4. Ciato o nieregularnym
ksztalcie mozna potraktowac jako sume
nieskonczenie cienkich stupkéw
> wyciagnietych ~w  kierunku  pionu.
y Wewnatrz ciata narysowane sg dwa
przyktadowe stupki. Z prawej stupek
w powiekszeniu. Jego podstawy
zaznaczone s3 fioletowym kolorem.
Obliczajac parcie dziatajagce na dolng
podstawe takiego stupka i odejmujac parcie
dziatajagce na jego goérng podstawe
otrzymamy warto$¢ rOwng masie wypartej
przez stupek wody. Sumujac (catkujac) po
wszystkich takich stupkach otrzymamy
prawo Archimedesa dla catego ciata.

Powyzsze rozumowanie nie jest S$cistym wyprowadzeniem prawa
Archimedesa dla dowolnego ciata, ale mam nadzieje¢, ze masz teraz intuicje jak
obliczamy takie problemy, a o to mi chodzito. Zwrd¢ réwniez uwage na
podobienstwo tych obliczen do obliczania pracy w polu sit zachowawczych
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(rys. TII_5.3.6). Z owocami takiego sumowania wptywow (np. sit) dziatajacych
pod katem do wybranego kierunku na powierzchni¢ zorientowang pod katem do
tegoz kierunku nieraz jeszcze bedziemy si¢ spotykac.

Warto tu jeszcze nawigza¢ do sposobu jaki obliczalem parcie wywierane
na sferyczng banke (rys. 2.3.6). Zauwaz, ze we wzorze na parciec (2.3.7)
mnozyliSmy ci§nienie przez pole powierzchni przekroju sfery. Zamiast obliczy¢
parcie wywierane na poszczeg6olne platy powierzchni i je zrzutowac na wybrany
kierunek rzutowaliSmy wektory ptatoéw powierzchni z ktdorych mozna zbudowac
sfere i mnozylisSmy je przez cisnienie. Rzuty takich ptatéw dla sfery o promieniu
r tworza przekroj tej sfery czyli dysk o promieniu r. Przy wyprowadzaniu prawa
Archimedesa stosujemy ten sam trick. Rzuty powierzchni na jej podstawe sumuja
si¢ do pola powierzchni podstawy, pod warunkiem ze jest to wystarczajaco
regularna powierzchnia.
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4. Perpetuum mobile ¢

Dazenie do zbudowania maszyny zdolnej do wiecznego ruchu pojawito si¢
W czasach starozytnej Grecji, jezeli nie wezesniej. Przed wiekiem XIX nikt tego
dazenia nie utozsamiat z konieczno$cig zlamania zasady zachowania energii,
gdyz woéwczas zasada ta nie byla jeszcze sformutowana. Brak dobrze okreslonych
praw fizyki dawal duzo swobody przy wymyslania perpetuum mobile.
Sformutowanie zasady zachowania energii nie oznaczato zupetnego konca idei
perpetuum mobile jako maszyny czerpigcej energi¢ z niczego. Dalej istnieje
grono inzynierow amatorow probujacych dokonac tej sztuki. Niestety, nie zdaja
sobie sprawy jako bardzo beznadziejne jest to zadanie przynajmniej przy
odwotywaniu si¢ do wuktadow mechanicznych 1 prostych uktadéw
elektromagnetycznych. Dodam, Ze rozrézniamy perpetuum mobile I rodzaju 1 11
rodzaju. Obecnie méwimy o perpetuum mobile | rodzaju.

Definicja 4.1: Perpetuum mobile | rodzaju
Perpetuum mobile I rodzaju to urzqdzenie, Rtorego dziatanie jest Scisle zwigzane z
tamaniem zasady zachowania energii.

Z punktu widzenia zastosowan praktycznych tamanie zasady zachowania
energii nie jest konieczne. Wszak maszyny ,,nie zjadaja” energii, gdyz jest to
sprzeczne z zasadg jej zachowania. Przez urzadzenia energia przepltywa. Innym
pomystem na wiecznie poruszajgca si¢ maszyne jest konstrukcja, w ktorej
zachowana energia przeplywa w obiegu zamknigetym. Niestety konstrukcja takiej
maszyny ztamataby druga zasade termodynamiki, o ktorej bedziemy mowic
w dziale termodynamika. Gdyby udato si¢ zbudowa¢ maszyne, w ktorej energia
krazytaby w kotko, lub na przyktad pojemnik o wysokiej temperaturze odbieratby
ciepto od pojemnika o nizszej temperaturze, bez dodatkowych efektow
termodynamicznych, to mieliby$my perpetuum mobil Il rodzaju

Definicja 4.2: Perpetuum mobile 1l rodzaju

Perpetuum mobile 11 rodzaju to urzqdzenie, Ktorego dziatanie jest Scisle zwiqzane z
tamaniem drugiej zasady termodynamiki.

Podam teraz przyktady projektow perpetuum mobile opartych o elementy
mechaniczne. Do najbardziej znanych nalezy projekt Villarda de Honnecourt,
cztowieka, ktorego zycie znamy tylko z pozostalego po nim szkicownika
(rys. 4.1).
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Rysunek 4.1. Czasem po cztowieku, jak ma szczeScie co$ zostaje, na przyktad
szkicownik. Tak tez jest w przypadku Villarda de Honnecourt (12007 - ?). Jego
szkicownik znajduje sie obecnie w zbiorach Francuskiej Biblioteki Narodowe;j.
Poza nim po autorze nie zostat Zzaden inny $lad. W szkicowniku na 33 stronach
jest okoto 250 rysunkéw, przedstawiajgcych m.in. ludzi, architekture, maszyny,
motywy dekoracyjne. Szkicownik jest jednym z najwcze$niejszych
zachowanych dziet zawierajacych rysunki architektoniczne. U gory
domniemany autoportret Villarda de Honnecourt. U dotu trzy przykiadowe
szKkice.

Projekt wiecznie poruszajacej sic maszyny wedtug Villarda® przedstawia rysunek
(4.2).

5 S. Walton, Villard’s Perpetuum Mobile, Avista Forum Journal, 18 24-30 (2008)
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Rysunek 4.2. Perpetuum mobile projektu Villarda de Honnecourt okoto
1230 roku, z prawej nowsza wersja tego projektu.

Przed Villardem podobny projekt znalazt si¢ w pracy (1150 rok) indyjskiego
uczonego Bhaskara. Bhaskara jest postacig bardzo ciekawa. Byl prawdopodobnie
najwickszym matematykiem swojego czasu — wiemy o tym od niedawna.
Bhaskara stworzyl migdzy innymi podwaliny pod rachunek rozniczkowy. Ze
wzgledu na brak wystarczajacych zrodet trudno jest ocenic¢ zakres wptywu prac
Bhaskary na Villarda de Honnecourt i na innych europejskich uczonych.

Sprobuje dokona¢ podstawowej analizy dzialania maszyny Villarda.
Rysunek (4.3) przedstawia analizowang wersje maszyny. Srodek masy maszyny
znajduje si¢ ponizej srodka kota. Dzieje si¢ tak dlatego, ze wigkszos$¢ kulistych
obcigznikéw znajduje si¢ ponizej przerywanej linii wskazujgcej poziom, na
ktorym jest §rodek kota maszyny. Poniewaz mamy siedem obcigznikdéw stan
maszyny powtarza si¢ co 1/7 obrotu. Oznacza to, ze zaczynajac w pozycji (a)
I przekrecajac maszyne o 1/7 pelnego obrotu wracamy do pozycji (a). Czgsé (b)
pokazuje stan maszyny po obrocie o kat mniejszy niz 1/7 petnego obrotu. Widac,
ze $redni poziom ci¢zarkoOw obnizyl sie, a co zatem idzie obnizyt si¢ roOwniez
srodek masy calego urzadzenia. Niemniej po 1/7 petnego obrotu $rodek masy
powrodci do poziomu wskazywanego na rysunku (a). Wynika z tego, ze co 1/7
pelnego obrotu srodek masy maszyny wedruje tam 1 z powrotem wzdtuz pewnego
odcinka. Odcinek ten moze mie¢ skladowa pozioma, ale poruszanie si¢
w poziomie nie zmienia bilansu energii potencjalnej, wigc mozemy si¢ ograniczy¢
do analizy ruchu wzdhluz skladowej pionowej (zaznaczonej na niebiesko).
W gruncie rzeczy dziatanie maszyny sprowadziliSmy do podnoszenia ci¢zarka do
dotu 1 do géry wzdluz pewnego odcinka. To raczej kiepska perspektywa dla
perpetuum mobile.
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Rysunek 4.4. Przyktadowe dwa stany maszyny typu Villarda

Zasadniczym problemem projektantow perpetuum mobile jest to, ze
dziatanie maszyny musi by¢ cykliczne. Maszyna moze przechodzi¢ przez rdézne
stany, ale w koncu musi powroci¢ do stanu poczatkowego i zaczac¢ kolejny cykl
pracy. Jak wiemy z tematu (8TII 7) pole grawitacyjne jest zachowawcze. Oznacza
to, ze zmiana energii ciata w polu grawitacyjnym jest zalezna tylko od pozycji
poczatkowej 1 koncowej ciata. To jak si¢ to cialo poruszato miedzy punktem
wyjscia 1 punktem zakonczenia przemieszczenia nie ma znaczenia dla zmiany
jego energii potencjalnej. PokazaliSmy wyzej, ze dziatanie maszyny Villarda da
si¢ sprowadzi¢ do cyklicznego procesu podnoszenia i opuszczenia ciala miedzy
tymi samymi potozeniami granicznymi: dolnym i géornym. Podnoszac ciato do
gory zwigkszam jego energi¢ potencjalng, a przy opuszczaniu do dotu ciato
zmniejsza swoja energi¢ potencjalng doktadnie o tg samag wartos¢, jaka zyskato
W procesie podnoszenia. Nie ma tu zadnego zysku energii. Podobny wyniki
dostaniemy analizujac ruch kazdego mtota, czy kuli z osobna. Srodek masy mtota
(lub kuli) porusza si¢ po krzywej zamknigtej. Krzywa ta ma gdzie§ punkt
najnizszego potozenia i punkt najwyzszego potozenia. Mtot jest podnoszony od
punktu najnizszego do najwyzszego, a nastepnie opuszczany z powrotem do
punktu najnizszego. W catym cyklu zmiana jego energii potencjalnej jest rtowna
zeru. W efekcie zmiana energii calej maszyny w jednym cyklu musi by¢ rowna
zeru. Mozemy teraz na zagadnienie budowy perpetuum mobile spojrze¢ bardziej
syntetycznie. Potrzebujemy procesu cyklicznego (taki proces nazywa si¢ czgsto
procesem kotowym) podczas ktorego suma energii wtozone] w maszyng jest
mniejsza od sumy energii wydatkowanej przez maszyng przy powrocie do stanu
poczatkowego. Nadwyzka energii oznacza famanie zasady zachowania energii —
czyli perpetuum mobile pierwszego rodzaju. Zachowawczo$¢ pola
grawitacyjnego  wyraznie wskazuje, ze na cyklicznych procesach
wykorzystujacych pole grawitacyjne wiele nie wygramy.

Znacznie trudniej jest si¢ polapa¢ w projekcie perpetuum mobile
pokazanym na rysunku (4.4). Zawitos¢ konstrukcji nie jest dowodem na jej
poprawno$¢, wrecz przeciwnie, jest to powodd do sceptycyzmu. Perpetuum
mobile, jezeli jest mozliwe, musi oprzec si¢ na jakims$ genialnym pomysle, a takie
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pomysty zwykle porazaja swa prostota. Mnozenie kotek, dzwigni iinnych
maszyn prostych niczego nowego do zasad funkcjonowania maszyny nie wnosi.
Ma tylko za zadanie zgubi¢ krytykdéw, ktorym nie maja ochoty analizowac
kolejnego skomplikowanego uktady trybikow. Moze tez wywies¢ w pole samego
autora, ktory w ztozonym projekcie moze przeoczy¢ jeden lub wigcej szczegdtow
dzigki czemu bilans energii si¢ zamknie. Niestety konstrukcja w czasie dziatania
nie przeoczy niczego.

Dag Merffeburaifhe Pernetuum Mobile!ye.s¢.

Rysunek 4.4. Jedna z wersji perpetuum mobile wedtug projektu Johanna
Besslera z 1719 roku, niemieckiego medyka i zegarmistrza, ktéry przedstawit
kilka projektow perpetuum mobile; Zrédto rysunku Wikipedia.

Wspotczesne projekty chetnie wykorzystujg mozliwosci tkwigce w polach
elektrycznych i magnetycznych. Jeden z XX wiecznych projektow przedstawia
rysunek (4.5). Niezaleznie od tego jak mocne argumenty wysuniemy przeciw
perpetuum mobile (a w przyszto$ci wysung mocniejsze argumenty) to 1 tak znajda
si¢ chetni do jego budowy. Bierze si¢ to z kilku przyczyn. Po pierwsze te mocne
argumenty nie sg zbyt proste, co powoduje, ze s3g to argumenty hermetyczne
(trzeba mie¢ przygotowanie by je zrozumie€). Po drugie zawsze bedzie istniata
grupa ludzi z definicji odnoszace si¢ nieufnie lub wrogo do tego co mowi tzw.
oficjalna nauka. Wigc jak oficjalna nauka powie A, to ludzie ci powiedzg ,,nie A”.
Po trzecie kwestia perpetuum mobile dobrze wypisuje si¢ w teorie spiskowe,
ktore majg swoja szerokg publicznos¢. Tak wigc tajne sity matacza zagradzajac
ludziom droge do darmowe;j energii - to bardzo chwytliwe hasto.

Kwestia perpetuum mobile nie jest bynajmniej zamknigta. Co jaki$ czas
pojawiaja si¢ w oficjalnej nauce hipotezy zawierajagce w sobie ztamanie zasady
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zachowania energii. Tyle, ze hipotezy te odnoszg si¢ do egzotycznych obszaréw
naszej rzeczywistos¢. Budowa perpetuum mobile jako uktadu czysto
mechanicznego 1 elektrycznego jest raczej zamkni¢tym rozdziatem historii.

Rysunek 4.5. Diagram z patentu US. Patent 4,215,330, autorstwa
E.T. Hartmanna. Na pochylym torze umieszczona jest metalowa kulka, ktéra
wciggana jest do gory przez dwa rzedy magnesow. Po wspieciu sie na szczyt
kulka spada i powraca, toczac sie pod réwnig pochyta, do punktu wyjscia
i wszystko zaczyna sie od nowa. Ktopot z tym pomystem polega, jak zwykle, na
koniecznosci zamkniecia toru kulki. Wbrew stwierdzeniom autora takie
zamkniecie jest niemozliwe bez strat energii, ktore dyskwalifikuja to
urzadzenie jako perpetuum mobile (w idealnym wypadku bilans wyszedt by na
zero). Warto zauwazy¢, ze pole magnetostatyczne jest polem stacjonarnym.
Zamkniecie toru kulki w takim polu oznacza, Ze pole to wykonato prace réwna
zeru. Po drodze w wyniku tarcia dojdzie do rozpraszania energii kulki. Stad
w praktycznych rozwigzaniach nie mozna domkna¢ bilansu nawet na zero.
W Internecie mozna znaleZ¢ bardziej szczegdétowa dyskusje tego rozwigzania.

Moze dobrze jest jednak, ze ludzie probuja. Z kotek zebatych perpetuum nie
zbuduja, ale czasem powstajg w ten sposob pigkne konstrukcje mechaniczne, a ich
autorzy maja tworcze zajgcie 1 rozwijajg swoje umiejetnosci konstruktorskie.
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5. Zasada prac wirtualnych e

Zasada prac wirtualnych jest bardzo waznym przyktadem zastosowania zasady
zachowania energii do badania zagadnienia stabilno$ci konstrukcji
mechanicznych. Zaliczana jest zwykle do tematow trudniejszych, czyli
pomijanych w typowych kursach fizyki. Ja jednak tg krzywdzaca opinig nie mam
zamiaru si¢ przejmowaé i wprowadze zasadg prac wirtualnych w trzech
odstonach prostej (co zrobi¢ teraz) i trudniejszej (8TV 4) i najtrudniejszej
(8TXVII)

5.1. Typy rownowagi

Pierwszg odston¢ zaczne od przedstawienia podstawowej typologii rownowagi
mechanicznej. Rysunek (5.1.1) zatatwia sprawe.

. & &

Rysunek 5.1.1. Podstawowa typologia stanéw réwnowagi. Z lewej strony
przyktad uktadu w stanie réwnowagi chwiejnej. Pitka stojaca na szczycie
wzniesienia moze z niego spa$¢ nawet pod wptywem matego popchniecia lub
niewielkich drgan podioza. Efektem spadku bedzie oczywiScie obnizenie
energii potencjalnej pitki (§TII 4). W Srodku stan ro6wnowagi obojetnej. Pitka
pozostaje na tym samym poziomie grawitacyjnej energii potencjalnej. Lekkie
pchniecie moze zmieni¢ jej potozenie, ale nie zmieni wartos$ci energii
potencjalnej. Z prawej stan réwnowagi trwatej. Lekkie popchniecie pitki
spowoduje, ze zmieni ona swoje potozenie, ale zaraz potem wr6ci do
najnizszego punktu dotka.

Skoro juz wiemy z jakimi typami réwnowagi mozemy mie¢ do czynienia,
czas na znalezienie metod pozwalajacych na okreslenie warunkow, przy ktorych
uktad bedzie w rownowadze trwatej, gdyz ta nas najbardziej interesuje. Ale nim
przejde do teorii kilka uwag praktycznych. Wiesz juz, ze jezeli uktad wpadnie do
dotka energii potencjalnej, to na wydostanie si¢ be¢dzie potrzebowat okreslone;
dawki energii (8Tl 4). Dopoki odpowiednia dawka energii nie pojawi si¢ dopoki
uktad bedzie tkwit w dotku. Oto cata tajemnica rownowagi trwatej. Przy czym
dotek energii potencjalne; nie musi by¢ prawdziwym dotkiem, na przyktad
wykopanym w ziemi. Zwykle jest to dotek na wykresie energii potencjalnej. Na
przyktad gdybySmy narysowali energi¢ potencjalng sprezyny jako funkcje jej
naciggnigcia lub $cisnigcia, to dla potozenia rownowagi pojawitby si¢ dolek
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energii potencjalnej; cho¢ sama sprezyna w stanie rownowagi nie ma dotka. Inny
przyktad pokazuje rysunek (5.1.2).

X

Rysunek 5.1.2. Uktad zwigzanych sitami elektromagnetycznymi sze$ciu
atomoéw trzech rodzajéw tworzy czasteczke chemiczng w taki sposéb, ze
w potozeniu rownowagi suma energii potencjalnej atoméw jest minimalna -
uktad jest w dotku energii potencjalnej. Ten rownowagowy uktad atomoéw
wyobraza uktad kropek otoczony niebieskg linig. Energia potencjalna uktadu
wykreslona jest nizej. Gdy uktad jest w stanie rGwnowagi energia potencjalna
przyjmuje warto$¢ minimalng; odpowiada mu niebieska kropka na wykresie
energii. Gdy przemie$cimy czerwony atom wzdtuz osi x-6w, to energia
potencjalna zmieni sie (wzros$nie). Wzro$nie réwniez energia potencjalna
catego uktadu. Po usunieciu sit powodujacych to przesuniecie atom powrdci do
potozenia wyjsSciowego. Kolory linii otaczajacej uktady atoméw odpowiadaja
kolorom kropek wskazujacych ich energie potencjalng na wykresie tej energii.
Zauwaz, ze cho¢ mamy tu ewidentny dotek na wykresie energii potencjalnej to
nie ma to nic wspolnego z czyms$, co mozna by nazwac¢ dotkiem w ukladzie
atomow.

Rownowaga chwiejna wyrdznia si¢ tym, ze dawka energii potrzebna na
opuszczenie potozenia roOwnowagi jest bardzo mata, w idealnej sytuacji
nieskonczenie mata. Tu znowu musze rozrézni¢c miedzy podejsciem
teoretycznym a praktycznym. W teorii potrzebna dawka energii jest
nieskonczenie mata. W praktyce co$ takiego nie ma miejsca. Sprobuj postawic
otowek na tej czesci, ktorg rysujesz. Przy bardzo duzej dozie cierpliwos$ci prosty
otowek powinno da¢ si¢ w koncu tak postawi¢. Ewentualnie nieco mozna
sptaszczy¢ koncowke grafitu, tak by byto tatwiej. Stojacy otéwek jest w potozeniu
rownowagi. Z punktu widzenia praktycznego jest to rownowaga chwiejna.
Wystarczy maly ruch powietrza i otdéwek spada na bok, czyli do pozycji
rownowagi trwatej. Energia potrzebna do przewrocenia otowka jest bardzo mata,
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ale nie nieskonczenie mata. Zatem teoretycznie otdwek jest w rOwnowadze
trwalej (bo jest maty dolek zwigzany z jego grawitacyjng energia potencjalng).
W praktyce réwnowaga jest chwiejna, gdyz dotek energii potencjalnej jest bardzo
ptytki. Tak ptytki, ze procesy, nad ktorymi nie sprawujemy kontroli, sa w stanie
wyprowadzi¢ uktad poza dotek. Niewielki ruch powietrza, drgania mechaniczne
wywotane zamknieciem drzwi, czy ruchem drogowym na pobliskiej drodze, ktére
przez podtoze moge przenie$¢ si¢ na stot na ktorym stoi otowek. Wszystkie te
zdarzenia mogg dostarczy¢ do otowka energii niezbednej do jego przewrocenia.
Na zdarzenia te mamy niewielki wptyw i dlatego uznajemy, ze od strony
praktycznej otowek znajduje si¢ w Stanie rownowagi chwiejnej.

5.2. Zasada prac wirtualnych dla wszystkich &

Jezeli chcemy wiedzie¢ czy dany uktad fizyczny jest w stanie rownowagi trwalej

lub obojetnej, musimy zbadaé, czy nie znajduje si¢ w dotku energii potencjalnej,
lub na jej ,,wyptaszczeniu”. Od strony technicznej znajdowanie takich dotkow
(minimdw) nie jest proste. Jednak zagadnienie jest na tyle wazkie, ze opracowano
metody, ktore pozwalaja na rozwigzywanie praktycznych probleméw. Do
najbardziej uniwersalnych metod nalezg te, ktore za punkt wyjscia biorg zasade
prac wirtualnych. Co wigcej zasada prac wirtualnych uro$nie nam, w toku
wyktadu, do zasady d’Alemberta, najbardziej ogolnej zasady mechaniki
klasycznej. Temat prac wirtualnych jest wigc wazki.

Zastandbwmy si¢ nad uktadem przedstawionym na rysunku (5.2.1) Czy
korzystajac z zasady zachowania energii jesteSmy w stanie wyznaczy¢ wartos¢
masy mj i m; dla ktoérych uktad jest w rownowadze? W analizie pomijamy wptyw
tarcia.

Rysunek 5.2.1. Pytamy

P v o rOwnowage uktadu

~ ztozonego  z  dwdéch

o ciezarkow, rowni i bloczka

m, w konfiguracji takiej jak na
rysunku.

Powiedzmy, ze masy m; I m, sg takie, ze powyzszy uktad jest w stanie rOwnowagi.
Wyznacze jego energie potencjalng przy roéznych potozeniach mas m; i my.
Zaktadam, ze ni¢ laczaca cigzarki jest nierozciggliwa, t0 znaczy nie zmienia
swojej dtugosci przy przesuwaniu cigzarkow. Energi¢ potencjalng uktadu znajde
korzystajac z pomocy rysunku (5.2.2). Przyjatem iz na poziomie gruntu energia
potencjalna jest rowna zeru. Energia potencjalna uktadu mas m; i m; jest rowna

71



Jan Masajada © — 45 tematow z fizyki

E12 = 1gh1 + nghz 521

Wysokosci h; 1 hy sg oczywiscie wyznaczone od poziomu zerowego energii
potencjalnej do srodka masy poszczeg6lnych cial.

Rysunek 5.2.2. Rozktad sit dziatajgcych na masy m: i mz na réwni pochytej.
Zero energii potencjalnej zostato przyjete na poziomie podstawy réwni. Gdy
uktad jest w rownowadze pary sit dziatajacych na dang mase wzdtuz tego
samego kierunku dodaja sie do zera.

Jak zmieni si¢ energia potencjalna gdy przesuniemy ten uktad mas? Podniesmy
mas¢ M 0 0S1, dziatajac sitg Fpi, ktéra rownowazy dziatanie sily cigzenia Fi
(rys. 5.2.3). Czyli mamy relacje

522
Foo =—F
Dzigki zrownowazeniu sily cigzenia F1 podnoszenie mozemy wykona¢ bardzo
powoli, czyli tak aby nie zwigksza¢ energii kinetycznej masy m;. W takim
przypadku przy podnoszeniu wykonamy prace Wi rowng przyrostowi energii
potencjalnej masy m;.

W, =F,, -6s, =-mg-0s, =m,gos, 5.2.3
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Rysunek 5.2.3. Gdy przesuwamy obie masy ruchem jednostajnym, to praca
wykonana przy tym przesunieciu jest réwna zeru. Oznacza to, ze zmiana
potozenia obu mas, przy zachowaniu ich wzajemnej odlegtosci, nie zmienia
energii potencjalnej tego uktadu mas.

Warto zauwazy¢, ze wektory g i 8S1 sg skierowane przeciwnie, stad ich iloczyn
skalarny jest ujemny. Po przylozeniu sity Fpi, ktora rownowazy site ciezkoSci
msg, przestaje dziata¢ sita naciggajaca ni¢ taczaca obie masy. Nie chcemy jednak
aby masa m; zaczeta przyspiesza¢ pod wptywem sily $ciggajacej Fs. By temu
zapobiec zastepujemy site naciagu sitg Fpo, takg ze

524

Fos = R
Teraz druga masa moze zsuwac si¢ bez zmiany predkosci, czyli bez zwigkszania
swojej energii kinetycznej na drodze rownej co do wartosci 6S1. Opiszemy ten
ruch wektorem 3s, takim ze

5.2.5
|65, =|5,|
Praca wykonana przez ta sit¢ wyniesie
W, =Fy, - 65, =-F;,05, 5.2.6

Znak minus wzigl si¢ stad, ze wektor sity Fp2 jest skierowany przeciwnie do
wektora przesunigcia 8Sz. Biorac pod uwage, ze

Fo, =Fu =—Fzsin(a):—ngsin(a) 5.2.7

Majac na uwadze (5.2.5) praca nad druga masg wyrazi si¢ wzorem

W, =-m,gds, sin(a) =—-m,gds,sin(a) 5.2.8

Dodajac do siebie wyrazenia (5.2.3) i (5.2.8) otrzymamy wzor na pracg catkowita
We
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W, =W, +W, =m,g &s, —m,gsin(a)ds,
R — 5.2.9

Zazadalismy przy tym by uktad w potozeniu poczatkowym byt w rownowadze.
Oznacza to, ze sita F1 musi by¢ rowna co do wartos$ci przeciwnie skierowanej sile
sciggajacej] Fn2. W przeciwnym razie obie sily by si¢ nawzajem nie
kompensowaty 1 wypadkowa sila dzialajagca na uklad bylaby roézna od zera.
W efekcie uklad cigezarkéw przemieszczatby si¢. Mowiac krotko, aby lina
pozostawata nieruchoma z obu koncoéw trzeba ciggna¢ z taka samg silg. Fakt, ze
obie sity sg przeciwnie skierowane zawarty jest w znaku minus przy drugim
sktadniku wyrazenia (5.2.9). Korzystajac z tego faktu stwierdzamy, ze wzor
(5.2.9), gdy uktad jest w rownowadze, przyjmie postac

W, =W, +W, =(m,g —m,gsina)ds, =0 5210
Calkowita wykonana praca jest rOwna zeru. Skoro przesuwanie ukladu mas
w rdbwnowadze nie wiaze sie z wykonaniem pracy, to energia potencjalna tego
uktadu nie zalezy od polozenia ukladu tych mas. Zatem uktad znajduje si¢
W stanie rownowagi obojetne;.

Teraz mozemy odwrodcic¢ nasze dziatania. Powiedzmy, ze mamy uktad taki
jak na rysunku (5.2.1) i znamy warto$¢ masy m,. Jaka powinna by¢ masa m;, aby
uktad byt w rownowadze oboj¢tnej? Robimy to zadanie tak. Wiemy, ze w Stanie
rownowagi obojetnej spetnione musi by¢ réwnanie (5.2.10). Z rOwnania tego
mozemy znalez¢ warto$¢ szukanej masy.

Whioski z rownania (5.2.11) uogolnie do rangi zasady nazywanej zasada prac
wirtualnych. Zasady to méwi co nastepuje:
Okreslenie 5.2a: Zasada prac wirtualnych
URfad w Rtorym dziatajq sity Fi,...., Fu i tylRo te sity jest w réwnowadze obojetnej,
wtedy gdy praca wyRonana przez te sity przy dowolnym przesunigciu wirtualnym

O, Rtdre nie zmienia istniejgcych w ukfadzie sif reakfi, jest réwna zeru. Czyli

N 5.2.12
Y F-6r=0
i=1

Przez przesunigcie wirtualne rozumiem tu male, ale skonczone przesunigcie
zrealizowane mys$lowo. Co oznacza zadanie by owo przesuni¢cie wirtualne nie
zmienilo sit reakcji? Z przesunigciem wirtualnym musi by¢ stowarzyszona sita
dziatajaca w kierunku tego przesunigcia. Te stowarzyszone sily moga zmieniaé
uktad sit reakcji, co thumaczy rysunek (5.2.4).
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Rysunek 5.2.4. Przesuniecie planujemy w kierunku sko$nym w stosunku do
powierzchni réwni. Z przesunieciem tym kojarzymy site Fpz. Site t3 mozemy
roztozy¢ na sktadowa prostopadia do powierzchni réwni Fnp oraz sktadowa
réwnolegla do powierzchni réwni Fpr. Zalézmy, Ze ciezarek jest dalej
w rownowadze. Oznacza to, ze Fpr=-Fs. Ale zrdwnowazona musi by¢ réwniez
sita Fnp. Sita ta powoduje dodatkowy nacisk na podtoze. Ten nacisk powoduje
reakcje podioza o takiej samej wartosci jak sita nacisku ale przeciwnie
skierowana, czyli site Fr. Jak wida¢ tak okreslona sita Fpz zmienia sity reakcji
(w tym wypadku reakcji podtoza) i nie moze by¢ uzyta w réwnaniu (5.2.12).
Zauwaz, Ze sita Fpz skierowana do géry w stosunku do poziomu réwni
zmniejszytaby site nacisku na powierzchnie réwni i w efekcie réwniez
zmienitaby site reakcji podtoza rowni. Tak tez by¢ nie moze.

Zanim przejde do dalszej dyskusji zasady prac wirtualnych uczyni¢ dwie krotkie
dygresje na temat przesuwania ci¢zarkow bez zwigkszania ich energii kinetycznej
oraz prostowania uktadow prosto zakreconych.

Dygresja 5.2.1: O przesuwaniu bez zwiekszania energii kinetycznej

Powiedzmy, ze podnosimy mase m do gory na wysokoS¢ Ah. Jezeli poczgtkowo
masa spoczywa, to by jg podnie$¢ do gory musimy nadac jej pewng predko$c
poczatkowg. Czyli na samym poczatku dziatamy sumg dwdch sit, sity Fa
rownowazgcej ciezar tej masy, oraz sity Fs potrzebnej na zwiekszenie jej predkosci.
W momencie gdy masa m uzyska jakg$ niezerowg predkosc, ta druga czesc sity Fg
Staje sig niepotrzebna. Teraz masa m moze podrozowac w gore ze statg predkoscia.
Gdy liczymy zmiane energii potencjalnej masy m interesuje nas tylko dziatanie sity
Fa. Sita Fs zmienia energie kinetyczng ciata, wiec w obliczeniach pomijamy jg. Cata
ta procedura kryje sie za niezbyt szczesliwym zwrotem, ze podnosimy ciato bardzo
wolno. Oznacza to, zZe sita Fgjest na tyle mata, ze mozemy jg pomingc. Jednak $cisle
rzecz biorgc nie pomijamy jej jako bardzo matej, tylko nie bierzemy jej pod uwage
w obliczaniu przyrostéw energii potencjalnej, gdyz sita ta odpowiada za przyrost
energii kinetycznej.

Dygresja 5.2.2: O prostowaniu ukfadéw prosto zakreconych

Chce zwrdécic rowniez uwage na fakt, ze choc¢ uktad ciezarkow na rowni jest uktadem
dwuwymiarowym, to mozemy go traktowac jako uktad jednowymiarowy. Jak widac
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z rysunku (5.2.2) sity, ktore analizujemy w przyktadzie z rownig, dziatajg albo
rownolegle do powierzchni rowni albo w kierunku pionu. Ruch obu ciezarkow jest ze
sobg Scisle skorelowany poprzez sztywng linke, ktéra zawija sie wokot bloczka.
Jedynym zadaniem bloczka jest zmiana kierunku utoZenia linki. Poniewaz wszystko
dzieje sie wzdtuz linki i mamy jedno proste tamanie kierunku linki, ktdre samo
w sobie nic do dynamiki uktadu nie wnosi, linke mozemy traktowac jako linie prostg
wyznaczajgcg oS uktadu wspotrzednych wzgledem, ktorego analizujemy caty uktad.
W  takich przypadkach przechodzimy do ,wyprostowanego” uktadu
jednowymiarowego (prostujemy w mysli linke). Moge tu uogolni¢ pojecie ruchu
jednowymiarowego na taki, ktory odbywa sie wzdtuz jednej linii, ktdra moze byc linig
famang, pod warunkiem, Ze zmiany kierunku jej biegu nie dodajg Zadnych sit do
uktadu oraz, ze wszystkie rozwazane masy poruszajg sie po liniach prostych (nie
wchodzg w zakret).

Zrobmy teraz taki przyktad. W dotku jest kulka, potozona na jej stoku
(rys. 5.2.5). Sita nacisku na podtoze jest zrbwnowazona silg reakcji tego podtoza.
Jest jeszcze niezrownowazona sita §ciggajaca kulke na dno dotka Fs. Jakg musimy
przytozy¢ site F» aby kulka byta w rownowadze?

Rysunek 5.2.5. W potozeniu poczatkowym kulka lezy na stoku dotka i jest
w stanie rownowagi. Site nacisku Fn rownowazy sita reakcji podtoza Fr. Musimy
znaleZz¢ site F», ktora rownowazy site Sciggajaca Fs. Sita ta musi by¢
antyréwnolegta do sity Fs. Aby znaleZ¢ jej warto$¢ nadajemy kulce wirtualne
przesuniecie s w kierunku szukanej sity F» ikorzystamy zzasady prac
wirtualnych. Linia przerywana wyznacza styczng do dotka w punkcie styku
miedzy kulka a dotkiem.

Obliczenia wykonam wykorzystujac zasade prac wirtualnych. Nadam kulce
przesuniecie wirtualne, ale uwaga musi to by¢ przesunigcie styczne do
powierzchni dotka w danym punkcie, inaczej sita nie spetni warunku méwigcego,
ze przesuni¢cie wirtualne nie moze generowa¢ dodatkowych sit reakcji. Sprawe
wyjasnia rysunek (5.2.6).
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Rysunek 5.2.6. Mamy trzy wersje przesuniecia wirtualnego ds srodka kulki,
czarna wersja dziata rownolegle do stycznej do powierzchni dotka w punkcie
styku kulka-dotek, niebieska podnosi nieco kulke nad styczng, zielona wciska
nieco kulke w powierzchnie dotka. Szukana sita F2 musi by¢ réwnolegta do
wirtualnego przesuniecia. Rozktadajac te sity na skladowe réwnolegla
i prostopadia do stycznej (analogicznie jak na rysunku (5.2.4)) wida¢ od razu,
ze sita stowarzyszona z zielonym i niebieskim przesunieciem wirtualnym
zmieni site reakcji ze strony podioza. Reakcji podtoza nie zmieni tylko sita
stowarzyszona z czarnym przesunieciem.

Korzystam z zasady prac wirtualnych (5.2.12)

Fos+Fos=0=F,=-F, 5.2.13
Tez mi odkrycie! Wyliczytem wiasnie, ze aby kulka byla w rownowadze szukana
sita F» musi by¢ rowna, co do wartosci, ale przeciwnie skierowana do sily
sciggajace] Fs. Wystarczy spojrze¢ na uktad 1 widaé, ze tak ma by¢. Ale takie
oczywiste przyktady maja swojg warto§¢. Widac z nich, ze metoda daje poprawne
wyniki, 1 ze potrafimy ja poprawnie zastosowat. A wobec oczywistosci
osiggni¢tego wyniku nie myslimy o tym czy jest on aby na pewno dobry
I mozemy z wigksza ufnoscig skupi¢ na glebszym zrozumieniu samej metody.

Powiedzmy, ze przylozylem do kulki obliczong sit¢ F». Z jakim typem
rownowagi mamy teraz do czynienia? Cho¢ uktad jest prosty, to nie jest tatwo na
to pytanie odpowiedzie¢. Sprawdzenie typu roOwnowagi wymaga przesuni¢cia
kulki, a to wiele zmienia. Przyjrzyj si¢ rysunkom, wystarczy przesunaé¢ kulke
nieco do gory lub do dotu, a sita Sciggajaca zmieni swojg wartosé i kierunek. Czy
powinnismy to uwzgledni¢ szukajac odpowiedzi na zadane wyzej pytanie czy
nie? Jezeli zatozymy, ze sita F» jest stata, to po lekkim przesunieciu kulki zmieni
si¢ sifa reakcji podtoza, co jest niedozwolone. Z drugiej strony stosujac zasade
prac wirtualnych zaktadamy, ze wszystkie sity sg state na drodze wirtualnego
przesuniecia. Czy mamy zatem prawo stosowac ja w uktadzie, gdzie nawet mate
przesunigcie powoduje zmiang kierunku dziatania sit?

Na szczgscie dla zasady prac wirtualnych dzieje si¢ co§ magicznego. Magia
polega na tym, Ze ignorujemy zmiany wartoSci rzeczywistych sit i zmiany
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kierunku ruchu uktadu i jednoczesnie twierdzimy, ze to nic nie szkodzi! Ignorujac
zmiany sit dokonujemy jakby transformacji dotka do ksztaltu réwni
0 powierzchni stycznej do dotka w danym punkcie (rys. 5.2.7). A na rowni
wszystkie rozwazane sity sg state, a przesunig¢cia proste.

Rysunek 5.2.7. Stosujgc zasade prac wirtualnych przesuwamy kulke po
powierzchni réwni, a nie po powierzchni dotka. Rdwnia ta ma punkt styczny
z powierzchnig dotka, ktory jest punktem styku kulki i réwni przed
zastosowaniem przesuniecia wirtualnego. Im blizej punktu stycznego tym
bardziej podobna jest powierzchnia réwni do powierzchni dotka.

Czy to ma sens? Ma, dlatego ze lokalnie kazdy dotek, nawet mocno
zaokraglony wyglada jak kawalek powierzchni stycznej do dotka w danym
punkcie. Z punktu widzenie nieskonczenie malego przesunigcia nie ma znaczenia
czy poruszamy si¢ po powierzchni dotka czy po ptaszczyznie stycznej. Biorgc za
punkt wyjscia takie nieskonczenie male przesunigcie mozemy zatem zamiast

(5.2.12) napisac

iFi-dr:O
i=1

Widzisz r6znice? Skonczone przesunigcie dr zastgpione zostato nieskonczenie
matym przesunieciem dr. Teraz jest czas na hokus pokus. Poniewaz dla
nieskonczenie matych przesuni¢¢ nie ma znaczenia czy idziemy po rowni
0 powierzchni stycznej do powierzchni dotka czy po powierzchni dotka, mozemy
nieskonczenie mate dr zamieni¢ na skonczone dr i przejs¢ na ruch po rowni.
Dzieje si¢ tak dlatego, ze na rowni wszystkie sity 1 kierunki przesunig¢ sg stale.
A dla statych wielko$ci nie ma znaczenia czy bierzemy przyrosty nieskonczenie
mate czy skonczenie mate. Wynik obliczen jest taki sam. Podsumowujac, mamy
nastepujac cigg krokow. Zaczynamy od nieskonczenie matych przesuni¢c. Potem
zauwazamy, ze dla nieskonczenie matych przesuni¢¢ nie ma roéznicy migdzy
dotkiem a rownig o powierzchni stycznej do dotka, wigc skaczemy na réwnig
I rozwigzujemy rownowazny problem dla rowni. Zauwazamy, ze na powierzchni

5.2.14
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réwni nie ma roznicy czy przesuni¢cia sg nieskonczenie mate czy nie, wigc
zamieniamy przesunig¢cia nieskonczenie mate na przesunigcia skonczone!

Moge juz odpowiedzie¢ na pytanie: w jakiej rownowadze jest uktad
pokazany na rysunku (5.2.5)? W sumie nie ma to juz znaczenia. Bo wiem, ze
korzystajac z zasady prac wirtualnych zamieniam ten uklad na uktad
rOwnowazny, ktéry jest ukladem bgedagcym w réwnowadze obojetnej; W naszym
przypadku dotek zamienilem na réwni¢. Zasade¢ prac wirtualnych stosuje do
znalezienia sit, dzigki ktorym uktad jest w rdwnowadze. Stosujac jg przenosze si¢
do matematycznego $§wiata, w ktérym uktad jest w rOwnowadze oboj¢tnej. W tym
Swiecie znajduj¢ szukang sile, ktora rownowazy rzeczywisty uklad. Slowem
pytanie o typ rownowagi naszego uktadu jest z punktu widzenia zasady prac
wirtualnych niezbyt istotne. W praktyce pytanie moze by¢ jednak wazne. Ale
sama zasada prac wirtualnych go nie rozstrzyga. Pozwala nam znalez¢ sity, dla
ktorych mamy stan rownowagi.

Zauwaz réwniez, ze stan rownowagi czy to obojetnej, czy chwiejnej, czy
tez trwatej osiggamy, na wyplaszczeniu wykresu energii potencjalnej, a wigc tam,
gdzie uktad ma maksimum (rownowaga chwiejna) minimum (rownowaga stata)
warto$ci energii potencjalnej, lub warto$¢ tejze energii jest stata. Przy dojsciu do
takiego miejsca maleje do zera tempo zmian energii potencjalnej.

Za sprawg komputerow stowo ,,wirtualny” zrobito blyskawiczng kariere.
Doszto do tego, ze czujemy si¢ czasem zobowigzani do poinformowania naszego
rozmowcy, czy rzecz dzieje si¢ w ,realu” czy w rzeczywistosci wirtualne;j.
Niektorzy futurysSci przewiduja, ze juz niedlugo przecigtny zjadacz chleba
wigkszo$¢ czasu bedzie spedzal w rzeczywistosci wirtualnej. Jednak zanim
pojawily si¢ komputery osobiste zdolne do stworzenia tego co dzi§ nazywamy
rzeczywistos$cig wirtualng, stowo wirtualne pojawito si¢ w fizyce. W fizyce
wysokich energii roi si¢ od wirtualnych czgstek. Nim jednak ten r6j wirtualnych
czastek si¢ nam objawil, mechanika powotala do stuzby wirtualne prace
I przesunigcia. Samo stowo pochodzi z jezyka francuskiego, gdzie stowo virtuel
thumaczy si¢ jako teoretycznie mozliwy.

Czas na krotkg klasyfikacje przesunig¢ do jakich odwotujemy sie¢
mechanice. Powiedzmy, ze w pewnym uktadzie na punkt materialny dziatajg sity
{Fi}, ktore nazwiemy sitami zadanymi oraz sily reakcji wigzow {Gk} (na
przyktad sita reakcji podioza).

Definicja 5.2.1: Przesuniecie rzeczywiste
Przesunigciem rzeczywistym dr punktu materialnego nazywa si¢ nieskoticzenie mate
przesunigcie tego punktu pod wptywem zaréwno zadanych sit F; jak,i sit reakcji
wiezow Gk,

Z przesunigciem rzeczywistym sprawa wyglada tak. Bierzemy wszystkie
dziatajace sitly zadane i1 wiezy i uktadamy réwnanie ruchu dla punktu
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materialnego, na ktéry te sity i wigzy dzialaja. Jezeli przesunigcie dr jest
rozwigzaniem tego uktadu ruchu to jest to przesuniecie rzeczywiste.

Definicja 5.2.2: Przesuniecie mozliwe

Przesunigciem mozliwym punktu materialnego nazywamy takie przesuniecie dr
punktu materialnego, Rtore jest zgodne z wigzami dziatajqcymi w ukfadzie.

Na przyktad jezeli mamy powierzchni¢ dotka, ktory ogranicza ruch kulki, to dla
tej kulki przesunigcia mozliwe to takie przesunigcia, ktdre nie naruszajg sit reakcji
wiezow, czyli leza w ptaszczyznie stycznej do danego punktu powierzchni dotka.

Definicja 5.2.3. Przesuniecie wirtualne w stanie rownowagi statycznej
Przesunigciem wirtualnym punktu materialnego, w stanie réwnowagi statycznej,
nazywamy takie sRoriczone przesunigcie Or tego punktu, Rtore odbywa sig po
wyimaginowej powierzchni, na Ktérej ukfad jest w stanie réwnowagi obojetnej
i Rtora, w danym punkcie P zawiera maksymalny zbiér liniowo niezaleznych
wektorow przesunigcia mozliwego ukfadu dr.

Przez maksymalny zbior wektorow liniowo niezaleznych rozumiem tu taki zbior,
ze kazdy nastgpny niezerowy wektor dodany do tego zbioru jest juz liniowo
zalezny od pozostatych. Przyktadem jest analizowane tu przesunigcie wirtualne
kulki na zboczu dotka. W analizowanym wyzej przyktadzie powierzchni, na
ktorej uktad jest w stanie rownowagi obojetnej jest styczna do powierzchni dotka
w punkcie, w ktorym analizowana jest energia kulki. Przesunigcie wirtualne ma
miejsce wzdhuz powierzchni tej rowni. Tak przesuwana kulka porusza si¢ poza
powierzchnig dotka ale to nam nie przeszkadza. Méwimy w koficu o przesuni¢ciu
wirtualnym, a nie rzeczywistym. Zwracam uwage na fakt, ze definicja (5.2.3).
dotyczy uktadéw w stanie rownowagi statycznej. W ogolnym przypadku definicja
przesunigcia wirtualnego® bedzie nieco bardziej ztozona. Poki co zajmujemy sig
zagadnieniem roOwnowagi statycznej i podana tu definicja jest wystarczajaca.

5.3. Zadania &

Czas zrobi¢ uzytek z zasady prac wirtualnych. Pierwsze zadanie rozwigzaliSmy
omawiajac zagadnienie rOwnowagi ciezarkow na rowni (patrz wzor (5.2.11)
I opis). Nastepne przyktady zadan przedstawiam ponize;.

Zadanie 5.3.1

6 S. Ray and J. Shamanna, On virtual displacement and virtual work in Lagrangian dynamics,
Eur. J. Phys., 27 311-329 (2006)
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Bloczek o masie M=50kg zawieszony jest w srodkowym punkcie linki
ACB, tak jak jest to pokazane na rysunku (5.3.1). AC=BC=5m,

AB=5v/2m. Wyznacz sity naciagu drutu

A B

Rysunek 5.3.1. Rysunek do zadania (5.1.1)

Mam zamiar si¢ nad tym zadaniem nieco pozngcaé. W pierwszym kroku zrobig
je zupehie elementarnie.

5.3.1.1. Metoda szkolna
Rysunek (5.3.2) ilustruje metode ,,szkolng”.

Rysunek 5.3.2. [lustracja do metody ,,szkolnej”

Z symetrii uktadu wynika, ze sily podtrzymujace ci¢zar z lewej 1 prawej strony
musza by¢ takie same. Suma sktadowych pionowych tych sit musi by¢ réwna
cigzarowi M. Stad mamy

Mg 5.3.1
2F =M F =
.cos(a)=Mg=F, cos(a)
Mamy przy tym
5.3.2a
4_AB_5V2 m]:i[m]
2 2 2
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5.3.2b

cos(«) =d£= 2

Piszac wyrazenie (5.3.2b) skorzystatem z faktu, ze kat CBA jest rowny katowi .
Ostatecznie mamy

Mg
F=—f7
© 2
Zadanie okazato si¢ by¢ proste. Czy warto dalej si¢ nad nim pastwic¢? Wiasnie

proste zadania stanowig dobry poligon do ¢wiczen nad metodg i dyskusji nad jej
niuansami. Dlatego zrobig¢ to zadanie jeszcze dwoma innymi metodami.

~346.8[N] >33

5.3.1.2. Przez zasadg energii minimalnej
Druga metoda odwotuje si¢ do zasady energii minimalnej. Poddam uktad
z rysunku (5.3.1) modyfikacji. Zamiast podwiesza¢ mas¢ m bezposrednio do
belki, zrobig¢ to poprzez dwa bloki (rys. 5.3.3a).

a

(111774477474777477744

Rysunek 5.3.3. a) Uktad z rysunku (5.3.1) zamieniam na fizycznie rownowazny,
w ktérym trwale zaczepy do belki zostajg zamienione na bloczki
z podwieszonymi ciezarkami o masie m. Ciezarkami tymi moge jezdzi¢ do gory
ido dotu, szukajac takiego potozenia, w ktéorym energia potencjalna catego
uktadu jest minimalna; b) stan po zmianie potozenia ciezarkéw. Ciezarki i kotka
mozemy uzna¢ za dowolnie mate, s3 to konstrukty teoretyczne. Dlatego
przyjmujemy, zZe odcinek h rozcigga do gornej belki.

Za stan poczatkowy przyjme¢ pozycje cigzarkdw pokazang na rysunku (5.3.3b).
Bede szukat takiego potozenia ciezarkow, przy ktoérym energii potencjalnej
uktadu osigga minimum. Przerywana kreska u dotu rysunku (5.3.3b) pokazuje
przyjety poziom zerowy energii potencjalnej. Zgodnie z tym co zostato
powiedziane w (8TIl 7) poziom ten mogg przyja¢ w dowolnym miejscu. Energia
potencjalna uktadu na rysunku (5.3.3b) wynosi.
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2
E o =2mg(h—oh) +2mgr + h—\/(Lp—ah) —d? |Mg 5.34

oH

SH jest odcinkiem, o ktory podniesie si¢ masa M, gdy cigzarki m opadng o 5h. L,
jest poczatkowa dlugosci linki lgczacej bloczek z ciezarkiem M. Szukamy
warunku na minimum tak okreslonej energii potencjalnej. Policze pochodng
powyzszego wyrazenia ze wzgledu na zmiang wysokosci oh i przyrownam ja do
Zera.

L, —Sh

J(L,—oh) +d?

Stad mozemy wyznaczy¢ m

Mg =0 5.3.5

L, —oh M_ M
2 !/
\/(Lp—éh) _g2 2 2cos(a’)

Przez o oznaczytem kat migdzy osig pionowg a drutem o biezacej dtugosci. Gdy
uktad spetnia poczatkowe warunki zadania, to jest: L,-0h=L=5m, to mamy o'=¢.
Dla masy m wyznaczonej przez wzor (5.3.6) uktad jest w réwnowadze.
W zasadzie powinienem udowodni¢, ze zero pochodnej dane wzorem (5.3.5)
wyznacza jej minimum. Zrobi¢ to rysujac wykres energii Epy, danej wzorem
(5.3.5) jako funkcji oh (rys. 5.3.4). Z rysunku (5.3.4) mozemy odczyta¢ warto$¢
oh, przy ktorej funkcja ma minimum. Majac dh i h mozna obliczy¢ jakie jest L
przy spetnionym warunku rownowagi. L wyznaczone na podstawie wykresu, jest
inne niz L, dane w zadaniu, co oznacza, ze masa m=30kg uzyta do wykreslenia
rysunku (5.3.4.) nie jest szukanym rozwigzaniem. Z warunkéw zadania wynika,
ze mamy znalez¢ rownowage, gdy:

m=

5.3.6

L=L,-6h=AC=>5m 5.3.7a
5.3.7b
2 5
L —-6h) —d? =—
(L, -on) a7 =5
Stad ze wzoru (5.3.6) mam
52M M
m="-—=—~35.355k
5 2 2 J 5.3.8

Wykres zmian energii potencjalnej dla tej masy pokazuje rysunek (5.3.5).
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E, ] A

6000
3 6 ¢h [mn]

Rysunek 5.3.4. Wykres przebiegu wartoSci energii potencjalnej jako funkcji 6h,
dla m=30kg, i h=10m; pozostate wartos$ci jak w zadaniu. Wida¢, ze krzywa ma
minimum - jest to szukany punkt réwnowagi dla masy m=30kg.

E, U] A
6900

6500-

Rysunek 5.3.5. Wykres zaleznoSci energii potencjalnej analizowanego uktadu
od dh, dla warto$ci masy danej wzorem (5.3.6).

Teraz wszystko si¢ zgadza. Dla przyje¢tego powyzej h=10m, L, wynosi L,=10.6m.
Zgodnie z wykresem minimum przypada dla 6h=5.6m, stad L= L,-h=5m, czyli
tyle ile dane jest w zadaniu. Oznacza to, ze gdy dla masy m=35.355kg cigzarki m
spadng o 5.6m, to wtedy uktad bedzie mial wymiary doktadnie odpowiadajace
warunkom zadania 1 zarazem uktad bedzie w potozeniu roéwnowagi. Zatem
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m=35.355kg jest szukanym rozwigzaniem. Majac dang mas¢ m moge obliczy¢
site naciggu nicli

F, =mg =346.8N 5.3.9

Otrzymalismy tg samg warto$¢ co poprzednio (5.3.3.)

Patrzac na wykresy (5.3.3) i (5.3.4) wida¢, ze wyrysowana krzywa nie jest
symetryczna wzgledem punktu rownowagi. Po prawej stronie krzywa wspina si¢
znacznie szybciej do gory. Wiem, ze dla czgSci z was jest to zaskoczenie. Oznacza
to bowiem, ze masa M idzie szybciej do gory niz spadaja do dotu ciezarki m. Ze
tak, rzeczywiscie jest pokazuje prosty rachunek. Szybko$¢ zmian odcinka L
(rowna szybkos$ci opadania ciezarkow m), jako funkcji kata y miedzy tym
odcinkiem a odcinkiem r (rys. 5.3.6) wynosi

L(7)=— = L'(y)=r Si”Z(V) 5.3.10a
COS(V) cos (7/)
Szybko$¢ zmian odcinka S jako funkcji tego samego kata wynosi
' 1
=0 ;a0
stad
$(7) 1 1cos’(y) 1 5.3.10

L'(¥) -f cos’(y)r sin(y) sin(y)

Wyrazenie (5.3.10) jest, dla ye(0, ©) wigksze od jednosci, zatem odcinek s skraca
si¢ szybciej niz odcinek L. Pokazatem to rowniez na schematycznym rysunku

(5.3.6).

r

TS,
B I,

L, :

Rysunek 5.3.6. Zmiana dtugosci odcinka L: Li—L2, jest wolniejsza niz
odpowiadajacego mu w tréjkacie odcinka s: s7—s2. Aby to pokazaé przyjme, ze
r=d/2=2.5m, tak jak w zadaniu (5.3.1). Niech kat miedzy Li:, a odcinkiem r
wynosi 4°. Wtedy odcinek L: ma dtugo$¢ L1=2.5061m, odcinek Lz ma dtugos¢
L2=2.5015m, odcinek s; ma dtugos¢ s:=0.1748m, a odcinek s2 ma dtugos¢
52=0.0873m. Roéznica oh=Li-L2=0.0046m jest mniejsza niz réznica SH=si-
52=0.0916m. To znaczy, ze ciezar M porusza sie szybciej od ciezarkow m.
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Linia na wykresie (rys. 5.3.5) nie przekracza wartosci 6h=7.1, przy ktorej
ni¢ ulega zerwaniu. Opuszczajac cigzarki m do dotu trafimy w koncu na punkt,
w ktorym L=d. Dalsze wycigganie nici spowoduje jej zerwanie. Wyrazenie pod
pierwiastkiem (5.3.7b) staje si¢ ujemne, a pierwiastek ma wartosci urojong. W ten
sposob matematyka daje sygnat, ze warto$§¢ dh=7.1 wyznacza punkt krytyczny,
przy ktérym zachowanie uktadu ulega zasadniczej zmianie.

5.3.1.3. Metoda 3. Uzycie zasady prac wirtualnych

Oblicze teraz warunek réwnowagi wykorzystujac zasade prac wirtualnych.
Powiedzmy, ze ci¢zarki m przesunety si¢ o 6h w dot. Wtedy ciezar M podniost si¢
do goéry o odcinek dH. Odcinek 6H wyznacze z rysunku (5.3.7). Jezeli przyjme
przyblizenie objasnione w podpisie rysunku (5.3.8) obliczenia stajg si¢ proste

_sh
cos(a) =~ 5.3.11a
oh oh
oH = = L
COS(a) L2 + H2 5311

Rysunek 5.3.7. Rysunek przedstawia fragment rysunku (5.3.3b). Aby obliczy¢
OH punkt A rzutujemy na dtuzszy odcinek nici (punkt C). W ten sposéb
otrzymujemy trojkat prostokatny ABC. Diugo$¢ oh jest doktadnie réwna
dtugosci odcinka DB. Punkt D otrzymujemy jako przeciecie okregu o promieniu
L z odcinkiem Lp. W przybliZeniu przyjmujemy dalej, Ze 5h=CB. Dla matych
katow miedzy L i Lp btad wynikajacy z przyjetego przyblizenia (to jest
zastgpienia punktu D punktem C) jest bardzo maty. Przyjecie tego przyblizenia
pozwala na wyliczenia 8H z relacji w tréjkacie prostokatnym ABC.

W ostatnim wzorze cosinus kata o zostal wyrazony przez parametry z rysunku
(5.3.1b), dzigki czemu wigzemy si¢ z warunkami przyjetymi w zadaniu. Przyjme,
ze cigezarki o masie m doznaly wirtualnego przesunigcia -6h, a cigzar M doznat
wirtualnego przesunigcia OH. Oba przesunigcia nie naruszajg sit reakcji
w uktadzie. Stosujgc zasade prac wirtualnych (5.2.12) mam
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M SH 5.3.12

-2mgoh+MgoH =0=m——
2 oh
Wstawilem znak minus przy oh, gdyz dH jest przeciwnie skierowana w stosunku

do dh. Wstawiajac wyrazenia (5.3.10 1 5.3.11) mam

M sh 1 M
M=-—| ——=|L—= — 35,355k
2( L2+H2j Sh  2cosa g 5.3.13

Majac dang mase m moge obliczy¢ sil¢ naciggu nici

F, = mg =346.8N 5.3.14

OtrzymaliSmy tg samg warto$¢ co poprzednio (5.3.3.)

Masz prawo mie¢ watpliwosci zwigzane z przyjetym przyblizeniem,
w ramach ktorego roéznice miedzy odcinkami L i L, wyznaczam z trojkata
prostokatnego ABC (rys. 5.3.7). Jest to czesto stosowane przyblizenie, wiec
przyjrz¢ mu si¢ doktadniej. Powiedzmy, ze mamy dwa odcinki wychodzace
z jednego punktu P i odchylone o niewielki kat (rys. 5.3.8).

¢

Rysunek 5.3.8. Dwa odcinki o dtugosciach ri R tworzace niewielki kat d¢, przy
czym jeden z nich jest nieznacznie wiekszy od drugiego. W przyblizeniu
pierwszego rzedu mozemy przyjac, ze roznica diugosci o miedzy tymi
odcinkami wyraza sie przez odcinek o.

Chcemy wyznaczy¢ roznice dlugosé & tych odcinkdw. Geometrycznie robimy to
W prosty sposob. Ustawiamy nézke cyrkla w punkcie P 1 zakreslamy okrag
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0 promieniu rownym dtugosci krotszego odcinka. Punkt D przecigcia tego okregu
z dhluzszym odcinkiem wyznaczy odcinek or. Aby zobaczy¢ jak to dziata bez
cyrkla zastosuje metode przyblizong. Pociggne prostopadia AC miedzy dtugim
a krotkim odcinkiem. Z rysunku widaé, ze im mniejszy jest kat d¢ miedzy tymi
odcinkami, tym bardziej punkt D zblizy si¢ do punktu C. Jak duza jest r6znica 66
pomiedzy wartos$cig przyblizong rdéznicy o dlugosci odcinkdéw a wartoscia
doktadng &? Korzystajac z rysunku (5.3.8) mozemy wypisa¢ nast¢pujgce
zaleznosci

66 =5-6, =dsin(p)—(R-r) 5.3.15
5 5
. 2 . . 2
R =5+\/r2 —r?(sin(Sp)) =dsin(¢p)+ r\/l—(sm(&p)) 5 316

Teraz dokonam rozwini¢¢ funkcji Sinus i V1 — x w szereg potegowy (DB 3.3)
I odrzuce wyrazy w potedze dwa i wyzsze

R 5.3.17
i _y P C g ~
sin(p) =g—“o-+ 55 +0[el: sin(e)~¢
Ax=1- XX X5 4 1 0O[x]; Vi- 1——

28 16 128 5.3.18

Symbole O[x] i O[¢], oznaczaja wszystkie pominigte wyrazy w wyzszych
potegach. Jak wida¢ oba rozwinigcia obcinam na pierwszym rzedzie.
Podstawiajac te rozwinigcia za pierwiastek we wzorze (5.3.16) mam

—(5(0)2 ~1_ (5420)2

Ponownie pomingtem przyrosty w kwadratach 1 w wyzszych potegach. Teraz
wyrazenie (5.3.16) na dlugos¢ R moge zapisa¢ w postaci

~1 5.3.19

R~dsin(@)+r=5+r 5.3.20
Czyli dlugos¢ odcinka R jest rowna dtugosci krotszego odcinka r powigkszonego
0 odcinek o. A dlugos¢ odcinka o obliczamy z trojkata prostokatnego ABC, co
oznacza zastgpienie odcinka AD, odcinkiem AC. Bledy jakie przy tym
popetniamy sg drugiego rzedu w stosunku do kata d¢. Zaleznosci (5.3.17-5.3.20)
pokazuja, ze zastgpienie roéznicy dlugosci & rdznicg o ma sens, gdyz w granicy
wielko$ci nieskonczenie matych wielkos¢ w potedze 2 lub wyzsze] mozemy
poming¢ (8Tl 6). Pamictasz jak wyglada sztuczka zwigzana z zasadg prac
wirtualnych? Zaczynamy od nieskoficzenie matych przesuni¢é, ktore
przedtuzamy do matych, ale skonczonych przesunig¢, nawet jezeli te skonczone
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przesunigcia sa fizycznie nierealne; na przyktad wchodza w glab jakiego$
materialnego elementu uktadu, jak to byto w przypadku ruchu wewnatrz kolistego
dotka (rys. 5.2.5-5.2.7). Te nieskonczenie mate przesuni¢cia mozemy wyznaczac
odrzucajgc wyrazy w potedze 2 i wyzszej, tak jak to ma miejsce w naszym
przyktadzie.

Aby nie bylo watpliwosci oblicze jeszcze warto$¢ bledu 60 (rys. 5.3.9).
Podstawiajac do (5.3.16) wyrazenie (5.3.15), ale tym razem wraz z druga potega
do mam

00 ~ r—r\/l—(sin(égo))2 5.3.21

Korzystajac z (5.3.19) mam

2 2
SO ~r—r 1—@ =r(5—2(p) 5.3.22

Tak jak si¢ nalezalo spodziewac btad 66 jest proporcjonalny do drugiej potegi d¢.
Oczywiscie wyrazenie doktadne na 69, bedzie zawierato rowniez d¢ W potegach
wyzszych niz 2, ale te wyzsze potegi, przy malych d¢ maja jeszcze mniejsze
znaczenie od wyrazenia w drugiej potedze. Wazne jest to, ze we wzorze (5.3.22)
nie ma wyrazow proporcjonalnych do d¢.

Zauwaz réwniez, ze zadane przesuni¢cie wirtualne nie zmienia sit reakcji.
W osi poziomej z obu stron masy M dziataja te same sity tylko przeciwnie
skierowane. Zatem wypadkowa tych sit jest caly czas rGwna zeru. W osi pionowe;j
dziata sita grawitacji oraz sktadowa pionowa Fpion sily naciagu nici Fy, ktora
wyraza si¢ wzorem

2 5.3.23

F . =F,cosa~F, +FN%+...

pion
W rozwini¢ciu wyraz liniowy dla kata « jest rowny zeru. Z doktadnoscig do
pierwszorzedowego rozwinigcia sita naciggu nici jest stala. Zatem nieskonczenie
male przesuni¢cie dr=dH nie zmieni sit reakcji nici. Wiemy, ze w metodzie prac
wirtualnych, takie przesuni¢cie mozemy przedtuzy¢ do przesunigcia skonczonego
dr=o0H. Reasumujac:

a) pokazatem ze w granicy nieskonczenie matego 5¢: d¢p—0, przyrost dH wyrazi
si¢ wzorem

gy o __dh

cos(@) 12+ H?

5.3.24
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b) zastosowalem do badanego uktadu przesunigcie wirtualne, to jest przedtuzylem
nieskonczenie mate dH do skonczonego 6H, ktore wyraza si¢ wzorem (5.3.11).

c) stwierdzitem Ze zastosowane przesuni¢cia wirtualne nie naruszajg sit reakcji
w uktadzie.

Dla lepszego wyczucia metody prac wirtualnych zrobie¢ kolejny przyktad.

Zadanie 5.3.2

Cienki pret o dlugo$¢ rownej L opiera si¢ jednym koncem o pionowa
$ciang, a drugim o podtoge. Kat miedzy podloga a pretem wynosi «
(rys. 5.3.9). W punkcie A pregta przytozono pionows site F. Jaka powinna
by¢ warto$¢ sity F» przylozonej jak na rysunku, aby uklad byt
w rownowadze statycznej. Cigzar preta i tarcie pomijamy.

y

A

X\F

Rysunek 5.3.9. llustracja do zadania (5.3.2)

Zgodnie z trescig zadania uwzgledniamy tylko dwie sity F i F». Sita F dazy do
Zrzucenia preta na podloze, czemu przeciwdziata sita F». Jezeli pod dziataniem
obu sit pret jest w rownowadze, to musi by¢ spetnione rownanie (5.2.12). Nadamy
pretowi przesunigcie wirtualne W kierunku sity F». Przesunigcie to jest rownolegte
do podtoza wigc nie powinno zmieni€ sit reakcji tegoz podtoza. Gorzej rzeczy si¢
majg po drugiej stronie preta. Pret bedzie si¢ wciskal w $ciang, co moze
skutkowa¢ zmiang sit reakcji. ZatozyliSmy jednak, ze sity tarcia sg pomijalnie
mate. Mozemy wigc przyjac, ze pret nie czujac oporu przy ruchu wzdtuz pionowe;j
Sciany przesunie si¢ gtadko do gory 1 sily reakcji nie ulegng zmianie. Poza tym
,realne” musi by¢ tylko przesunigcie nieskonczenie male, a jego przedtuzenie
moze juz przebijac¢ Sciang. W wyniku tego przesuni¢cia punkt przytozenia sity F
przemiesci si¢ nieco w Kierunku osi y i nieco w kierunku osi x. Jednak ruch
w kierunku osi X jest prostopadty w stosunku do kierunku sity F. Zatem mamy
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F-8s=F-(5y,0%) = F -8y 5:3.25
a rownanie (5.2.12) przyjmie postac
~FSy+F,6x=0 5.3.26

Przy czym skorzystatem z faktu, ze ruch dolnego i1 gérnego konca preta moge
traktowac jako zachodzacy w jednym wymiarze (dygresja 5.2.2). Przesuni¢cia
wirtualne 8x i oy sa ze soba powigzane i wygodnie jest je przedstawié jak funkcje
kata a. Przy nieskonczenie matych przyrostach mamy

y=ssin(a)=dy =scos(a)da 5.3.27a

x=Lcos(a)= dx=-Lsin(a)da 5.3.27b

Odwohujac si¢ do zasady prac wirtualnych moge zamieni¢ nieskonczenie mate
przyrosty na przyrosty skonczone

8y =scos(a)da 5.3.28a

Sx=—-Lsin(a)da 5.3.28b
Podstawiam te przesuni¢cia do rownania (5.3.26)

(—Fscos(a)+F,Lsin(a))sa =0 5.3.29
Szukana sita wyraza si¢ wzorem

F=F Ecot(a) 5 2,30

Poszto szybko, tatwo i przyjemnie.

Moze Was jeszcze niepokoi¢ sprawa sity ciezkos$ci oraz sit jakie na drabine
wywiera podtoze i §ciana. Jezeli chodzi o sily reakcji podtoza i §ciany to zadane
przesuni¢cia wirtualne jest prostopadte do tych sit i ich nie zmienia. Sita cigzkosci
jest wazna, ale w zadaniu nie ma nic na jej temat. Nalezy wiec przyjac, ze drabina
jest lekka i w porownaniu z sitg F sita cigzkosci niewiele znaczy. Sita F moze
pochodzié¢ na przyktad od 120 kg malarza, ktdry stoi w punkcie B. Przy tej masie
malarza wage aluminiowej drabiny mozemy poming¢. Mozesz oczywiscie
rozwigzac to zadanie z dodaniem sily cigzkos$ci. Zatoz, ze drabina jest jednorodna
1 Srodek masy drabiny przypada w srodku jej dtugos$¢. Tam nalezy przytozy¢ site
ciezkosci.

Mam nadziej¢, ze zasad prac wirtualnych, dla uktadéw statycznych, stata
si¢ dla Was klarowna. Ale to dopiero poczatek. Nastepne spotkanie z zasada
bedzie miato miejsce w temacie V.
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