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1. Newtonowska teoria grawitacji ¢

Aby napisa¢ newtonowskie rownania ruchu, dla uktadu cial, musimy okresli¢
masy tych cial, ich polozenia oraz dziatajace na nie sily. Rozktad sit mozna
znajdowac¢ empirycznie. Mozemy na przyktad zmierzy¢ site reakcji sprezyny
w zaleznosci od jej wydtuzenia. Bardziej elegancka metodg bytoby znalezienie
kilku podstawowych rodzajow sit i nauczenie si¢ okreslania ich wielkos$ci. Dzisiaj
nie mowimy o podstawowych sitach tylko o fundamentalnych oddziatywaniach.
Znamy cztery fundamentalne oddzialywania: grawitacyjne, elektryczne, stabe
I silne. Przyjmuje si¢, ze wszystkie sitly mozemy wyprowadzi¢ znajac reguly
rzadzace tymi oddzialywaniami. W wiekszo$ci wypadkow tak postawione
zadanie jest na tyle trudne, Zze pozostajemy przy metodach wspomaganych
eksperymentem. Przyktadowo, w teorii moglibySmy wyliczy¢ site tarcia migdzy
dwoma powierzchniami, gdyz tarcie generowane jest przez oddzialywanie
elektromagnetyczne mig¢dzy czasteczkami materiatdw, z ktorych zrobione sg trace
powierzchnie. Wazna jest rowniez topografia obu powierzchni. Rachunkowo
problem jest bardzo, bardzo trudny, tatwiej wigc jest zrobi¢ to eksperymentalnie.

Jako pierwsze spojnej teorit doczekato si¢ oddziatywanie grawitacyjne.
Dzisiaj nazywamy ja newtonowska teorig grawitacji lub klasyczng teorig pola
grawitacyjnego. Ze wszystkich teorii opisujacych cztery podstawowe
oddzialywania newtonowska teoria grawitacji jest teorig najprostsza.

W newtonowskiej teorii grawitacji przyjmuje si¢, ze wszystkie ciala
punktowe przyciggaja si¢ z silag proporcjonalng do ich mas 1 odwrotnie
proporcjonalnie do kwadratu odlegtosci miedzy nimi (rys. 1.1).

Okreslenie 1.1: Prawo powszechnego ciazenia
Kazde dwa punKkty materialne przyciggajq sie z sitq, Rtora dziata wzdtuz linii
tqczqcej te punkty, a jej wartos¢ jest wprost proporcjonalng do iloczynu ich mas
i odwrotnie proporcjonalna do Rwadratu odlegtosci migdzy nimi.

Wzorem zapisujemy to tak:
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Fi2 jest silg z jaka punkt o masie m; przycigga punkt o masie m, ri jest

dlugoécia wektora pociagnictego od punktu m; dopunktu my [, jest
jednostkowym wektorem réwnolegtym do wektora ri. Wspdtczynnik
proporcjonalnosci G nazywany jest stalg grawitacyjng. Stata grawitacyjna jest
liczbowo rowna sile wzajemnego przyciggania dwoch punktow materialnych
0 jednostkowych masach oddalonych od siebie o jednostke dlugos$ci. W uktadzie
SI mamy:
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Prawo powszechnego cigzenia zdefiniowane jest dla punktow
materialnych, czyli abstrakcyjnych i nie fizycznych (ze wzgledu na nieskonczong
gestos¢) tworow. W praktyce ciata punktowe mogg odpowiada¢ obiektom tak
matym, ze w porownaniu do odlegtosci miedzy nimi, mozemy uznac je za punkty.
Mozemy rowniez przej$¢ do gestosci masy 1 sformutowac prawo powszechnego
cigzenia, dla nieskonczenie matych objetosci. Wtedy sily oddzialujace miedzy
takimi objetosciami sg tez nieskonczenie mate, a przez procedure catkowania
mozemy przej$¢ do ciat skonczonych. Procedurg ta wkrotce zastosujemy dla cial
0 symetrii sferycznej.

Gdy mamy wigcej punktow materialnych my, ma,..., my, to sity grawitacji
Fi jakie te punkty wywieraja na wybrany punkt materialny m sumuja si¢ tak jak
sumujg si¢ wektory (rys. 1.2.1). Oznacza to, ze sily grawitacji od réznych
punktow zrédtowych (ro6znych mas punktowych) dziatajace na wybrany punkt nie
przeszkadzajg sobie nawzajem. Mozemy oblicza¢ odzialywanie grawitacyjne
migdzy wybranym punktem a dowolnym innym punktem tak jakby nie byto
innych punktoéw materialnych. Gdy chcemy znaé catkowite oddzialywanie na
dany punkt, to dodajemy policzone niezaleznie sity od wszystkich innych
punktow materialnych. Mowimy, ze oddziatywanie grawitacyjne spetnia zasade
superpozycji.



Fakt 1.1:
Oddziatywanie grawitacyjne spetnia zasade superpozycji, to znaczy, ze sita
przyciggania danego ciata punktowego o masie m, przez uktad ciat
punktowych o masach m; jest réwna sumie wektorowe;j sit dziatajgcych na
m, przez masy m;, przy czym kazda taka sita sktadowa dla danej masy m;
jest wyznacza tak, jakby nie istniaty inne masy uktadu
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Rysunek 1.2. Sity przyciggania masy m przez i-ta3 mase Fi sumujg sie jak
wektory. Z lewej - uktad trzech punktéw materialnych o masie miz, mzi ms, oraz
punkt o masie m, dla ktérego wyznaczamy dziatajace nan sity. Z prawej -
sktadowe sity przyciggania (czarne wektory) punktu m przez trzy pozostate
punkty mz, mz i ms oraz sita wypadkowa (niebieski wektor).

1.1. Masa grawitacyjna

Przyzwyczajeni jesteSmy do faktu istnienia tadunku elektrycznego, ktory jest
zrodtem pola elektrycznego. W teorii grawitacji rolg zrodta (fadunku
grawitacyjnego) pelni masa. Nie bedziemy jednak méwi¢ tadunek grawitacyjny,
gdyz to si¢ nie przyjeto. Jezeli chcemy podkresli¢, ze chodzi nam o mase, jako
zrédto pola grawitacyjnego, to mowimy ,,masa grawitacyjna”. Masa wystepuje
réwniez w drugim prawie Newtona
d°r
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Drugie prawo Newtona nic nie méwi o polu grawitacyjnym. Uzyta w tym prawie
masa nie jest zrédtem niczego poza oporem jaki stawia sile powodujacej zmiang
w ruchu ciala. Przy czym nie musi to byC sita grawitacji. Moze to by¢ sila
przyciggania elektrycznego, tarcia, czy jakakolwiek inna. Gdyby nie ten opor
kazda najdrobniejsza sita rozpgdzataby dowolnie wielkie ciatlo od razu do
nieskonczonej predkosci. Masa uzyta w drugim prawie Newtona jest masg



okreslajacg bezwladno$¢ ciata 1 dlatego czasem nazywamy jg ,,masg
bezwladnosciowy”.

Tak si¢ przy tym sktada, ze dla kazdego ciata masa grawitacyjna; 0znaczmy
ja jako mg jest liczbowo dokladnie rowna masie bezwtadnosciowej my. Jest to
niesamowity, a przez to wysoce podejrzany zbieg okolicznosci. Na przyktad
tadunek elektryczny, bedacy zrodtem sity (sity elektrycznej) nijak ma si¢ do masy
bezwtadnosciowej. Dlaczego wiec tadunek grawitacyjny mg jawi si¢ jako tozsamy
z masg bezwladnosciowa my? Uznanie tego faktu za dziwny i podejrzany bylo
jednym z wazniejszych tropow prowadzacych Alberta Einsteina do
sformutowania ogdélnej teorii wzglednosci.

Konsekwencje faktu, ze mp = my sa frapujace, nawet jezeli nie siggamy po
0go6lIng teori¢ wzglednosci. Obliczmy z jakim przyspieszeniem, w danej chwili t,
porusza si¢ punktowe cialo o masie my, pod wplywem przyciggania punktowego
ciata o masie m;. Niech w tej danej chwili t ciata te s3 w odlegtosci r. Sita
grawitacji dzialajaca na ciato m; jest rowna (1.1)
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Pod wplywem tej sity, zgodnie z drugim prawem Newtona, cialo 0 masie m;
doznaje przyspieszenia

Fic2 my
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Spojrzmy na uzyskany wynik. Obliczone przyspieszenie nie zalezy od masy ciala
m,. To oznacza, ze niezaleznie od tego jaka masg¢ bedzie miato ciato my,
umiejscowione w danym punkcie przestrzeni, pod wptywem grawitacji ciata my,
zawsze bedzie doznawato tego samego przyspieszenia. Jednym z wnioskOw
Z tego wyniku jest znany ze szkoty fakt, ze wszystkie ciata w polu grawitacyjnym
Ziemi, przy braku oporu powietrza, spadatby tak samo. Ale konsekwencje
uzyskanego wyniku sg duzo ciekawsze i jeszcze do nich wrécimy. Zauwaz, ze
gdyby mg= my otrzymaliby$Smy inny wynik.
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Teraz przyspieszenie pierwszego ciala zalezy zaré6wno od jego masy

grawitacyjnej jak i od masy bezwladnosciowej, chyba ze
Mye 1.15

Réwnos$¢ masy grawitacyjnej 1 bezwladnosciowej moze by¢ zrodiem
nieporozumien. Jednym z najczesciej wystepujacych jest mylenie cigzaru ciata



Z jego masg. Masa ciala jest miarg liczno$ci materiil, ktora (przynajmniej w teorii
klasycznej) nie zalezy od pola grawitacyjnego. Cigzar ciala jest sitg jaka w danym
polu grawitacyjnym dziata na to ciato. W starym uktadzie jednostek MKSA (8TI
6) sita wyrazana byla przez jednostk¢ nazywang kilogramem sita - oznaczenie
[kG]. Masa mierzona byta (i jest) rowniez w kilogramach tyle, ze masy —
oznaczenie [kg]. Kilogram sita jest silg z jakg w Srednim polu grawitacyjnym przy
powierzchni Ziemi przyciggana jest masa 1 kg masy. Zatem jeden kilogram masa
wazyt jeden kilogram sita. W zyciu codziennym mato kto rozroéznial miedzy
jednym, a drugim kilogramem. Ale kilogram masy nie wszedzie wazy kilogram
sita. Na wysokosci 4000 m (np. w Tybecie) przyspieszenie grawitacyjne jest
Mmniejsze niz Srednie. To znaczy, ze kilogram masy jest przyciggany z nieznacznie
mniejszg sitg niz przy powierzchni Ziemi. Znacznie gorzej byloby na Ksi¢zycu,
gdzie kilogram masy wazy zaledwie 0.16 kilogramow sita.

W uktadzie SI wprowadzono nowa jednostke sity - jeden niuton
(def. TVI 3.1.1). Jeden niuton, to sita jaka jednemu kilogramowi masy nadaje
przyspieszenie jednego metra na sekunde¢ do kwadratu. Poniewaz $rednie pole
grawitacyjne nadaje jednemu kilogramowi masy przyspieszenie okoto 9.81 m/s?
to, 1[kG] = 9.81 [N].

W praktyce uzywamy dwoch rodzajow wag. Czesciej uzywanym typem
jest waga mierzaca sile przyciggania danej masy (zwykle waga sprezynowa
(rys. 1.1.1), lub elektryczna). Drugi typ jest najczesciej realizowany jako waga
szalkowa i stuzy do porownywania dwdch mas.

Rysunek 1.1.1. Z lewej - przyktad prostej wagi sprezynowej. Wagi tego typu
mierzg site przyciggania grawitacyjnego mierzonej masy; Z prawej — waga
szalkowa, ktora stuzy do wyznaczania masy przez porOwnanie z mas3
WZOrcowa.

Waga mierzaca sil¢ (np. waga sprezynowa) wyskalowana jest w kilogramach sita
[kG]. Wyniki pomiardw prowadzone przy uzyciu wagi mierzacej site cigzenia
zalezg od warto$¢ przyspieszenia grawitacyjnego g 1 w roznych punktach Ziemi

1 Taka definicja masy nie jest bynajmniej powszechnie przyjeta. Masa, jak kazde podstawowe pojecie
teorii fizycznej, sprawia przy probach jej definiowania ktopoty, do czego jeszcze wroce. Nam tu jednak
takie okreslenie masy zupetnie wystarczy.



moga si¢ nieznacznie r6zni¢. Na Ksiezycu kilogram masy wazy okoto sze$ciu
razu mniej niz na Ziemi. Wagi szalkowe, takie jak na rysunku (1.1.1), poréwnuja
mas¢ wazonego ciala z masg wzorcowg (odwaznikami). Waga szalkowa daje
oczekiwany wyniki niezaleznie od lokalnej warto$¢ przyspieszenia ziemskiego g.
Dadza rowniez poprawny wynik na Ksi¢zycu. Jezeli wage przeniesiemy np. na
Ksiezyc to wazone ciato bedzie przyciggane prawie szes¢ razy stabiej. Ale tyle
samo razy stabiej przyciggane beda odwazniki. Zatem masa jednego kilograma
pomidoréw bedzie na takiej wadze w rownowadze z odwaznikiem o masie 1kg
zaréwno na Ziemi jak 1 na Ksiezycu.

1.2. Przyciaganie cial sferyczno-symetrycznych

Gdyby zastosowanie prawa powszechnego cigzenia ograniczato si¢ do obliczania
przyciggania cial punktowych jego praktyczna warto$¢ ulegtaby znacznemu
ograniczeniu. Na szczgscie tak nie jest. Stosujac metody analizy matematyczne;j
mozna udowodni¢, ze

Twierdzenie 1.2.1: Przyciaganie cial sferyczno-symetrycznych
Ciata o sferyczno-symetrycznym rozkfadzie masy przyciqgajq sie tak, jakby cata ich
masa zlokalizowana byta w ich srodRu.

Dowod tego twierdzenia jest jeszcze przed nami, tu zajme si¢ jego omowieniem.
Powiedzmy, ze mamy dwie kule, ktorych $rodki oddalone sg o |r|. Zgodnie
Z powyzsza regulg uktad tych kul mozemy zastgpi¢ uktadem dwoch punktow
materialnych odlegtych tak jak odlegte sg srodki kul i 0 masach rownych masom
kul. Sita przyciggania grawitacyjnego migdzy takimi punktami jest rdwna sile
przyciggania grawitacyjnego mi¢dzy odpowiednimi kulami.

m, r m, Rysunek 1.2.1. Dwie kule o masie m1
© i mz2 przyciagaja sie grawitacyjnie

doktadnie tak samo jak dwa punkty

materialne bedace w tej samej

odlegtosci co $rodki kul i majace te

. r o same masy co kule. Obliczone dla kul

m, m sity przyciggania nalezy zaczepic

2 w ich $rodkach.

Przez ciata sferyczno-symetryczne bedziemy rozumieé ciata o sferyczno-
symetrycznym rozkladzie gestosci masy. Przyktadem takiego ciala jest
jednorodna kula. Innym przyktadem ciata o sferyczno-symetrycznym rozktadzie
gestosci masy jest powtoka sferyczna o statym rozktadzie ggstosci masy. Jeszcze
innym to kula ztozona z wspotsrodkowych powtok sferycznych, kazda o statej
gestosci masy (rys. 1.2.2). Przyklad ,,cebulowego” ciata jest o tyle istotny, Ze
planety i Stonce mozemy, z dobrym przyblizeniem, uwazac za ciata o sferyczno-



symetrycznym rozkladzie gestosci masy; majg one warstwowg budowe (rys.
1.2.3).

. O o Rysunek 1.2.2. Goéra -

przyktad ciat o sferyczno-

ciata sferyczno-symetryczne symetrycznym rozktadzie
masy; dot przyktad cial nie
majacych sferyczno-

symetrycznego rozkladu masy.

Rézne stopnie szarosci
V \ oznaczaja rézne gestosci masy.
‘JI

ciata, ktore nie sg sferyczno-symetryczne

STRUKTURY: I POWIERZCHNIOWA

Rysunek 1.2.3. Ziemia i Stonce (jak réwniez inne planety) zbudowane sa
z warstw o roznej gestosci, ktore uktadaja sie jak warstwy cebuli. W pierwszym
przyblizeniu mozemy uznad, Ze s3 to idealnie sferyczne warstwy o jednorodnym
rozktadzie masy.

W bardziej ogolnym przypadku, kiedy jedno ciato jest punktowe (lub
sferyczno-symetryczne), a drugie rozciagle i nie o sferyczno-symetrycznym
rozkladzie ggstosci masy, musimy odwota¢ si¢ do zlozone] procedury
rachunkowej. Dzielimy rozciagte ciato na mate komorki, im mniejsze tym lepiej,
a nastgpnie wyznaczamy odleglos¢ pomiedzy ciatem punktowym (lub srodkiem
ciata sferyczno-symetrycznego) a $rodkiem kazdej komorki ciala rozcigglego.
Wyznaczamy roéwniez mas¢ kazdej komorki, a nastgpnie sile przyciggania
pomiedzy cialem rozcigglym acialem punktowym (lub  sferyczno-
symetrycznym) (rys. 1.2.4). Nastepnie tak wyznaczone sily sumujemy. Im



mniejsze sg komorki, na ktore dzielimy cialo niesymetryczne tym doktadniejsze
obliczenia, ale wigcej komorek. W granicy nieskonczenie drobnego podziatu
zastgpujemy sumowanie catkowaniem. Z rysunku (1.2.4) widaé, ze przy
skonczonych rozmiarach komoérek nie mozna jednoznacznie okresli¢ odlegtosci
miedzy komorka a cialem w punkcie P. Pytanie: od ktérego punktu komorki
nalezy liczy¢ odlegtos¢ nie ma zwykle dobrej odpowiedzi, poza wyjatkiem ciata
o symetrii sferycznej. Wtedy jak wiemy z twierdzenia (1.2.1) odlegtos¢ nalezy
liczy¢ od srodka symetrii. Wybieramy zwykle §rodek komorek sze$ciennych, na
ktére podzielone jest ciato.
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Rysunek 1.2.4. Cialo o niesymetrycznej budowie lub niesymetrycznym
rozktadzie gesto$ci masy dzielimy na mate komorki, ktére mozemy uznaé za
masy punktowe. Nastepnie obliczamy przycigganie miedzy dang masa
punktowa P a kolejnymi komérkami niesymetrycznego ciata i wszystkie sity do
siebie dodajemy. Na rysunku zaznaczone s3g trzy odcinki reprezentujace
odlegto$¢ od ciata punktowego znajdujacego sie w punkcie P, a trzema
komorkami ciata niesymetrycznego.

Kiedy oba ciala sg nieregularne, to oba musimy podzieli¢ na komoérki
I obliczy¢ sily przyciggania grawitacyjnego migdzy wszystkimi kombinacjami
komorek z obu ciat (rys.1.2.5). Nalezy pamigtac, ze dzielimy ciato na komorki,
ktore sa obecne w catej jego objetosci, nie tylko na powierzchni.

Gdy cialo, na ktore dziata sita grawitacji nie mozemy uznac za punktowe
pojawia si¢ dodatkowy problem. Przeniesienie wszystkich sit do srodka masy tego
ciala 1 ich wysumowanie nie zalatwia sprawy, gdyz w ten sposdb mozemy zgubic
moment obrotowy jaki na dane ciato wywiera grawitacja drugiego ciata. Chyba,
Ze istnienie tego momentu mozemy pomingé. W przeciwnym razie musimy
wyznaczy¢ 1 sity wypadkowe 1 momenty sit.

/_ \\
\ 7
\../

A




Rysunek 1.2.5. Rozwigzanie pelnego zagadnienia dla ciat rozciggtych
i niesymetrycznych oznacza, Ze musimy obliczy¢ wypadkowe sity dziatajace na
kazda komorke ciata. Tutaj wyrysowane s3a trzy wektory sity dla jednej
z komorek kazdego ciata. Te trzy wektory sity reprezentuja przycigganie przez
trzy komorki drugiego ciata. Pamietac réwniez nalezy, ze komorki znajduja sie
réwniez we wnetrzu kazdego z cial - komorki szeScienne wypeiniajg cala
objeto$¢ ciata i kazda z nich wytwarza pole grawitacyjne jak rowniez na kazda
z nich dziata pole grawitacyjnej wytworzone przez kazda komorke drugiego
ciata, tak jakby nie byto innych komoérek. Stowem dziata zasada superpozycji
(fakt 1.1).

1.3. Stala grawitacyjna

Do praktycznego wykorzystania prawa powszechnego cigzenia potrzebna jest
warto$¢ statej grawitacyjnej G. Jej wyznaczenie nie jest proste, gdyz sity
grawitacji sg stabe. Dwie kule o masie 1000kg kazda, ktorych srodki oddalone sg
od siebie 0 1m przyciagaja si¢ z sitg zaledwie 6.67 10 N. Z taka sita naciska na
stot potozona na nim kulka o masie 7mg. Newton probowat wyznaczy¢ wartos¢
stalej grawitacyjnej. Ze wzgledu na jej matg warto$¢ metody laboratoryjne uznat
za nieuzyteczne. Oparl si¢ na oszacowaniu $redniej gestosci Ziemi 1 wartos$ci
przyspieszenia z jakim ciala spadaja przy powierzchni Ziemi. Warto$¢ Srednie;j
gestosci Ziemi oszacowat zaskakujaco dobrze, btad miescit si¢ w granicach 10%
w stosunku do warto$ci znanej obecnie. Jego nastgpcy przez prawie sto lat
probowali sami szacowac gesto$¢ Ziemi, ale robili to gorzej od Newtona.
Pierwszy laboratoryjny pomiar wartosci statej grawitacyjnej wykonal Lord
Henry Cavendish (1731-1810) w Wielkiej Brytanii. Cavendish uzyt wagi skrecen,
zaprojektowanej i wykonanej przez Johna Mitchella (1724 — 1793), ktory nie
zdazyl jej wykorzysta¢. Po Smierci Mitchella aparatura dostata si¢ w rece
Cavendisha (rys. 1.3.1), ktéry w latach 1797-1798 roku dokonczyt dzieta. Waga
skrecen uzywana przez Cavendisha sktadata si¢ z cienkiej nici kwarcowej (ok.
180cm dtugosci), na ktorej zawieszony byt lekki pret (ok. 1m dlugosci). Na
koncach preta zawieszony byly mate kule otowiane o masie 0.73kg kazda. Do nici
byto przymocowane zwierciadlo. Wigzka $wiatla padajaca i odbijajaca si¢ od
zwierciadla i padajgca nastgpnie na skale pozwalata na precyzyjne wyznaczenie
niewielkich katow skrecenia nici. Cavendish umiescit nastepnie, w poblizu
matych kul, dwie duze kule otowiane (po 158kg kazda) i zmierzyt kat skretu preta.
Na podstawie tych pomiaréw wyliczyt warto$¢ statej G=6.74 10 m3 kg* s
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Rysunek 1.3.1. Oryginalny rysunek wagi skrecen Cavendisha; Zrédto
Wikipedia

Cavendish zdawat sobie sprawe z subtelnosci efektu, ktory chciat zmierzy¢. Duzo
wysitku poswiecit eliminacji zrodel zaktocen. Aby uchroni¢ pomiar przed
skutkami ruchow cieplnych powietrza pret z matymi kulkami umieszczony byt
wewnatrz drewnianej skrzyni, zaopatrzonej w mate okienka ktére umozliwiaty
obserwacje¢ eksperymentu (rys. 1.3.1-2). Caty system pomiarowy zamknigty byt
w specjalnie przygotowanym pomieszczeniu, w ktorym panowata stata
temperatura. Pomieszczenie to wyposazone bylo w system otwordéw, lunet
I dzwigni, ktoéry pozwalal na pomiar i kontrolg ustawienia duzych kul bez
wchodzenia do jego wnetrza. W czasie doswiadczenia duze kula byty przysuwane
na odleglosci 0.5cm do $cianek skrzyni, ktora izolowata od otoczenia mate kule.

Waga skrecen do dzi§ stanowi jeden z najprecyzyjniejszych przyrzadow
pomiarowych. Kolejne dziesigciolecia przynosily jej coraz doskonalsze wersje
dajace coraz lepsze pomiary wartos$ci statej G. Wspotczesne wagi skrecen pracuja
w niskich temperaturach (aby unikng¢ btedow wynikajacych z drgan
termicznych), wykorzystuja magnetyczne tozyska 1 sterowane sa komputerowo.
Opracowano réwniez inne metody pomiaru wartosci statej grawitacyjnej, lecz
waga skrecen ciagle daje najwigksza doktadno$¢ pomiaru. Niemniej, mimo
licznych wysitkow warto$¢ statej grawitacyjnej G jest wyznaczona mato
doktadnie, jezeli porownamy ja do wartosci innych, podstawowych statych
fizycznych. Obecnie przyjmuje sie, ze G=6.6742-10"1* m3 kg s2. W ostatnich
latach pojawita si¢ nowa technika wykorzystujgca interferometry atomowe.
W 2007 roku Fixler?> ze wspotpracownikami opublikowali warto$é statej
grawitacyjnej, mierzonej w ten sposéb, G=6.693(34) 10! mé®kg? s2. W 2014
roku, po dopracowaniu tej techniki pomiarowej Rosi® ze wspolpracownikami

2 J. B. Fixler; G. T. Foster; J. M. McGuirk; M. A. Kasevich (2007-01-05), Atom Interferometer
Measurement of the Newtonian Constant of Gravity, Science, 315 (2007) 74-77

3 G. Rosi, F. Sorrentino, L. Cacciapuoti, M. Prevedelli and G.M. Tino, Nature, Precision measurement
of the Newtonian gravitational constant using cold atoms, 510 (2014) 518-521
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zmierzyli warto$¢ stalej grawitacyjnej jako G=6.67191(91) 10! m? kg s2. Sama
technika wymaga jeszcze dopracowania i szerszej aprobaty ze strony fizykdow.

7/ K/{ (/ﬁ;z,p/a/ /?

Rysunek 1.3.2.Z lewej - Laboratorium Cavendisha - waga skrecen; z prawej - Henry
Cavendish (10 X 1731 - 24 11 1810) brytyjski fizyk i chemik. Urodzit sie w bogatej
arystokratycznej rodzinie. Rodzinny majatek pozwolit mu na poswiecenie catego
czasu nauce. Cavendish byt jednym z najlepszych eksperymentatoréw w historii.
Odkryt miedzy innymi wodor, oznaczyt sktad powietrza i wody. Przed Coulombem
odkryt prawo Coulomba, przy czym jego pomiary byly znacznie precyzyjniejsze od
Coulomba (inna metoda), wyznaczyt statg grawitacyjng G i obliczyt mase Ziemi.
W zZyciu prywatnym postrzegany byta jako dziwak stronigcy od ludzi. Nie szukat
stawy i nie publikowat swoich osiggnie¢, ktére ujrzaly swiatto dzienne dzieki jego
spadkobiercom. Po S$mierci, z jego pieniedzy ufundowano na uniwersytecie
w Cambridge laboratorium badawcze - the Cavendish Laboratory. Rysunek
autorstwa George’a Wilsona z 1851; rysunki, Zrodto Wikipedia

1.4. Problem z oddzialywaniem przez prozni¢

Legenda glosi, ze Newton wpadl na trop prawa powszechnego cigzenia, gdy
podczas rozmyslan w ogrodzie, spadajace jabtko ugodzito jego zamyslong glowe.
Nie wiadomo na ile jabtko to moze sobie przypisywa¢ udzial w powstaniu
klasycznej teorii grawitacji. Wydaje si¢, ze obserwacje uporczywie spadajacych
cial (jabtek, kamieni, filizanek) u osoby takiej jak Newton musialy pozostawiaé
jakie$ niepokojace slady myslowe. Owo jabltko, jezeli tak rzeczywiscie byto,
moglo by¢ po prostu kropla przelewajaca czare. Dodatkowo spekulacje o sitach
wywieranych wzajemnie przez ciata niebieskie miaty juz dluga historig.
Kopernik, ktory usunal Ziemi¢ ze srodka Kosmosu, nie mogt juz twierdzi¢, ze
ciala spadajg na $rodek Kosmosu, tak jak to bylo w kosmologii Arystotelesa
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(TVI 1.3). Postulowal, ze ciala maja w sobie zdolno$¢ przyciggania innych ciat,
przynajmniej ze swojego otoczenia. Ale rOwniez nie byl to oryginalny pomyst
Kopernika. W czasach Newtona pomyst, wzajemnego przyciggania cial byt juz
znany w szerszym gronie uczonych. Oczywiscie nie byt jeszcze rdwnie szeroko
akceptowany. Co wigcej, pomyst odwrotnej proporcjonalnosci sit przyciggania do
kwadratu odlegltosci tez juz sie pojawil. Przedstawil go na przyktad Robert Hook.
Newton nie musial wigc wymysla¢ grawitacji od zera. Jego zastugg jest natomiast
Jjej matematyczne opracowanie i potaczenie z drugim prawem dynamiki. Ta dwa
fakty spowodowaty, ze teoria grawitacji stata si¢ naukg ilo§ciowg pozwalajaca na
wytyczanie orbit ciat niebieskich, oraz na glebsze uzasadnienie 1 uzupehienie
znanych wczesniej praw, takich jak prawa Keplera.

Pisatem w pierwszym temacie, ze fizyka poszukuje regut, ktorych mozliwie
szeroko ,,trzyma si¢” przyroda. Prawo powszechnego cigzenia jest takg regulg —
postuluje, ze wszystkie ciala materialne (bez wyjatku) przyciggaja si¢
grawitacyjne. Z tego postulatu, w zasadniczej mierze, wynika bogactwo ruchow
cial niebieskich. Prawa dynamiki newtonowskiej idg dalej. Maja by¢ jednako
wazne 1 w sprawach nieba 1 w sprawach ziemskich. Kiedy Newton publikowat
swoje zasady mechaniki, wcigz zywy byl jeszcze, w §wiadomosci dwcezesnych
ludzi, podziat swiata na cz¢$¢ podksiezycowsa i nadksiezycowa (rys. TVI 1.3.6).
Obie te czesci mialyby sie rzadzi¢ odrebnymi zasadami. Mechanika newtonowska
byla zwienczeniem wysitkow uczonych, ktorzy walczyli z tym podziatem. Prawo
grawitacji potaczyto niebiosa z ziemig we¢ztem wspolnego prawa powszechnego
cigzenia 1 praw dynamiki.

Samo sprowadzenie fizyki Nieba i Ziemi do jednego mianownika, cho¢
stanowito Swiatopogladowe wyzwanie, nie bylo juz wtedy postrzegane jako co$
trudnego do przetkniecia. Wrecz przeciwnie Newton mogt oczekiwac na wsparcie
ze strony rosngcej liczby Owczesnych uczonych. W prawie powszechnego
cigzenia tkwita jednak powazna intelektualna herezja. Wynikato z niego ni mniej
ni wiecej, ze miedzy dwoma cialami, przez prozni¢, dziata magiczna sila
przyciagania.

Powszechne juz wowczas, przynajmniej w gronie uczonych, przyjecie
uktadu heliocentrycznego sktanialy do uznania, Ze olbrzymig przestrzen mi¢dzy
cialami niebieskimi wypetnia proznia. Prze$wiadczenie to wspieraly
do$wiadczenia z préznig, ktore staty si¢ popularne w drugiej potowy XVII wieku
(np. kule magdeburskie) Z préznig ciagle jednak nie bylo tatwo. Dla czgsci
owczesnych uczonych proznia to NIC. A NIC to nic - to taka proznia, ktora
w swej naturze filozoficznej nie znosi zadnego kompromisu. Krytycy, ktorzy
wychodzili z pozycji prozni filozoficznej nie dostrzegali faktu, Zze nauka zaczeta
bada¢ wlasng prozni¢. Proznia w eksperymentach fizycznych byla proznig
nowego typu; nie filozoficzng a fizyczng. Préznia fizyczna to obszar pozbawiony
materii. Obecno$¢ energii, na przyktad w postaci Swiatta oswietlajacego ten pusty
obszar, nie byl traktowany jako naruszenie prozni fizycznej. Mogla w niej
réwniez przebywac subtelna materia obecnych w fizyce XVIII wieku fluidow,
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jak na przyklad cieplika. Jednak na przetomie XVII i XVIII wieku proznia
filozoficzna i fizyczna ciagle si¢ ludziom w glowach mieszaty. Jezeli kto$ nie
rozréznial tych dwdch prozni to miat problem. Pomysl. jezeli miegdzy dwoma
ciatami jest NIC to jest to NIC ikropka. Nie moze by¢ mi¢dzy nimi nawet
przestrzeni, bo przestrzen to cos, CO ma wlasciwosci, na przyktad metryczne (8TV
3.4), aNIC ich nie ma. Myslac w taki sposob, istnienie prozni — jako prawdziwego
NIC - negowal Kartezjusz, ktoérego poglady wywieraly duzy wplyw na
owczesnych uczonych. Jezeli my$limy kategoriami prozni filozoficznej, to trudno
si¢ z Kartezjuszem nie zgodzi¢. Prézni po prostu nie ma. My jednak odwotujemy
si¢ dzi§ do proznia fizycznej, to jest do obszaru przestrzeni pozbawionego
,hormlanej” materii. Sama przestrzen jest czyms co ma okreslone wtasnosci — na
przykltad metryczne i nie moze by¢ traktowana jako nic. Wiasnosci metryczne
oznaczaja, ze mi¢dzy dwoma punktami tej przestrzeni mozemy zdefiniowac
odleglos¢. Inng cechg przestrzeni jest wymiar — zyjemy w trojwymiarowej
przestrzeni. NIC nie ma zadnej wlasnosci. Na nieporozumieniach zwigzanych
Z proznig jednak problemy z grawitacja si¢ nie konczyly. Powiedzmy, ze mamy
dwa oddalone od siebie ciata, np. Ksiezyc i Ziemi¢. Skad Ziemia ,wie”
0 Ksigzycu, a Ksigzyc o Ziemi? Z prawa powszechnego cigzenia wynika, ze
Ziemia ,,wie” nie tylko o Ksiezycu ale, gdy Ksiezyc oddali si¢ od Ziemi, to Ziemia
to wyraznie ,,poczuje” (jako zmniejszenie si¢ sity grawitacji). Wyglada to na
dzialanie magiczne. Zeby cho¢ Ksiezyc przesylat jakies sygnaty do Ziemi, ale nic
takiego w prawie powszechnego cigzenia nie znajdziecie. Dzialajacy przed
Newtonem Kepler réwniez borykat si¢ z problemem oddziatywania migdzy
cialami  niebieskimi. Wymyslit  koncepcje  magnetycznych — promieni
wychodzgcych ze Stonca, poprzez ktore Stonce napedzato planety. Widac, ze
Kepler odczuwat potrzebe okreslenia nosnika oddziatywan. Podobnie czuli 1 inni
uczeni, w tym réwniez Newton, dla ktérego brak nos$nika oddziatywan
grawitacyjnych stanowil powazny problem. Newton nie byl w stanie
zaproponowac¢ zadnego przekonujgcego mechanizmu przenoszenia oddziatywan
grawitacyjnych. Mogt tylko zapostulowac, ze takie oddziatywanie ma miejsce i ze
opisuje je prawo powszechnego cigzenia. Oficjalnie odmawial wytlumaczenia
mechanizmu grawitacji. Jednak mniej oficjalnie podjat przynajmniej trzy proby
skonstruowania hipotezy rozwigzujacej problem nosnika grawitacji. Hipotezy te
ocieraty si¢ o ezoteryke 1 Newton zadnej z nich nie przedstawil jako swojej
powaznej propozycji. Dociekliwy i filozoficznie nastawiony ludek Owczesnej
nauki poczat weszy¢ w prawie powszechnego cigzenia jaki§ filozoficzno-
naukowy przekret. Na domiar ztego Newton postulowal, ze oddziatywania
grawitacyjne rozchodzg si¢ nieskonczenie szybko. Nie mial wyboru, jezeli nie
byto nosnika oddziatywan grawitacyjnych to nie byto czego§ czemu mozna by
przypisa¢ predkos¢ rozchodzenia si¢. Takie oddzialywanie niesie ze sobg
powazne konsekwencje. Na przyktad w momencie gdy jaka§ masa przemiesci¢
si¢ na Ziemi (na przyktad cigzaréwka), to zwigzang z tym zmiang sily grawitacji
odczuje kazde cialo we Wszech§wiecie w tym samym momencie, tak jakby
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miedzy ciatami nie bylo przestrzeni. Mowimy, ze takie oddziatywanie jest
nielokalne. Lokalno$¢ oznacza, ze obiekt mozna analizowaé abstrahujac
przynajmniej przez chwile od jego zwigzkow z innymi obiektami. W teoriach
lokalnych zmiana oddzialywania miedzy jednym a drugim obiektem moze
zachodzi¢ na skutek bezposredniego kontaktu, lub przez przestanie ,,postanca”
poruszajacego si¢ ze skonczong predkoscig. Przestrzen migdzy obiektami stanowi
rzeczywistg separacj¢ miedzy nimi, a pokonanie prawdziwej separacji wymaga
skonczonego czasu. Lokalno$¢ silnie zakladata fizyka Arystotelesa, fizyka
wiekow Srednich 1 Odrodzenia. Dzieki licznym fluidom w lokalno$ci ptawita si¢
fizyka XVIII wieku, dumna, ze wyrzucita magiczne oddziatywania ze swego
terytorium. Niestety byt powazny wyjatek od tego szczescia, nieszczgsna teoria
grawitacji. Nielokalno$¢ jest bardzo niewygodng cecha z punktu widzenia
rozwoju nauki nacelowanej na praktyczne cele. W czasach Newtona bardziej
kojarzyla si¢ magia niz z naukg. Cze¢s¢ krytykow Newtona zwracata na to uwagg,
to znaczy, ze te tajemnicze, nielokalne oddzialywania grawitacyjne spychaja
nauke w ramiona magii. Samg magi¢ dzielono na sympatyczng 1 homeopatyczna.
Magia homeopatyczna zakladata, Zze podobne dziala na podobne. Magia
sympatyczna stwierdzata, ze dwie rzeczy bedace niegdys w kontakcie pozostaja
zawsze ze soba zwigzane. Teoria powszechnego cigzenia miata cechy magii
homeopatycznej. Wszystkie ciala materialne natychmiastowo oddziatywaty ze
sobg przez tajemniczg sile grawitacji (podobne dziatato na podobne).

Ogolna teoria wzglgdnosci uratowata lokalnos$¢ sit grawitacyjnych
postulujac, ze oddziatywania te rozchodza si¢ z predkoscig swiatta w postaci fal
grawitacyjnych. Stad taki szum, w ostatnim czasie, wokdt detekcji fal
grawitacyjnych. Ale nielokalno$¢ to twarda sztuka i powrocita do wspodtczesne;j
fizyki za sprawg mechaniki kwantowej 1 to w jeszcze gorszej postaci niz to miato
miejsce W przypadku prawa powszechnego cigzenia Newtona. Co wigcej, okazato
si¢ roOwniez, ze ogoOlna teoria wzglednosci rowniez kryje w sobie groznie
wygladajace nielokalnosci. O tym wigcej powiemy sobie poznie;j.

Wszystkie te filozoficzne problemy byly potencjalnie grozne dla prawa
powszechnego cigzenia. Newton mial jednak silnego asa w rekawie. Jego prawo
powszechnego ciazenia bylo skuteczne. Swietnie thumaczyto dlaczego Ksiezyc
obiega Ziemi¢, a Ziemia Stonce. Wnioskiem z prawa powszechnego cigzenia
I zasad dynamiki byty prawa Keplera. Co wigcej Newton mogt wprowadzi¢ do
tych praw poprawki. Praktycznych sukcesow byto wigce;.

Dzis praktyczne sukcesy sg dla nas wystarczajgcym powodem do przyjecia
danej teorii. Jest to elementem szeroko akceptowanej filozofii, ktéra w skrocie
rzecz uymujac glosi, ze jak co$ dziala, to nalezy to przyja¢ niezaleznie od
wszelkich innych watpliwosci. Jednak w czasach Newtona niekoniecznie
oczekiwano od nauki skutecznego rozwigzywania probleméw. Nauka miata
szuka¢ prawdy o §wiecie — esencjonalnej prawdy, nieznoszace] czg¢sciowosci
I kompromisu. Skuteczno$¢ praktyczna byta istotna dla rzemiosta a nie dla nauki.
Dla tradycyjnie zorientowanych uczonych skuteczno$¢ praw Newtona nie byla
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wystarczajaco silnym argumentem, przynajmniej tak dlugo jak dtugo Newton nie
wyjasnit jak poprzez przestrzen dziata grawitacja.

Czasy si¢ jednak zmienialy 1 szybko rosta liczba uczonych gotowych
zamieni¢ prawde esencjonalng na prawde skuteczng. Do prekursorow tego
kierunku nalezat Galileusz. Dla wigkszo$ci uczonych wspdiczesnych
Galileuszowi nauka 1 rzemiosto byly dwiema wyraznie odrgbnymi dziedzinami
ludzkiej dzialalno$ci. Jak juz wspomniatem, nauka poszukiwata prawd
esencjonalnych o $wiecie. Wida¢ to chocby po odziedziczonej po greckich
filozofach dysputach na temat tego czym jest ruch. Szukajac prawd
esencjonalnych fizyka zblizata si¢ w swym charakterze do filozofii, za ktorej
cz¢$¢ byla uwazana, oraz do teologii. Rzemiosto miato aspekt praktyczny.
Rzemieslnik nie szukat esencjonalnej prawdy na temat bytu czy bardziej
szczegotowo natury na przyktad garnka. Jego celem bylo wytworzenie owego
garnka, a miarg sukcesu byt tu stopien uzytecznosci tegoz garnka. Galileusz
W czasie swojego zycia staral si¢ zdziatah naukowych czerpa¢ korzysci
finansowe jako rzemies$lnik. Wida¢ to szczegdlnie w okresie, ktory spedzit
w Wenecji, gdzie bedac profesorem uniwersytetu w Padwie byt jednoczesnie
zalozycielem 1 wlascicielem warsztatu, ktory miat przekuwaé jego nauke
w uzyteczng produkcje. Cho¢ dzis jest to dla nas oczekiwane podejscie do sprawy,
w czasach Galileusza taka dziatalno$¢ tracita mocno mezaliansem miedzy
arystokratyczng w swej naturze nauke a plebejskim rzemiostem. Majac taki
stosunek do spraw nauki Galileusz przyczyniat si¢ do zmiany podejscia do
naukowej prawdy. Jego dywagacje na temat ruchu, opis wahadta i ruchu ciata
w polu grawitacyjnym nie si¢gat po esencj¢ ruchu ale dawat praktyczne reguty do
jego obliczania. Te praktyczne reguly mogly by¢ zastosowane do budowy
praktycznych urzadzen (np. teoria wahadta — zegar wahadlowy), czyli do dziatan
o charakterze rzemieslniczym. Po Galileuszu widzimy prawdziwy wysyp nowych
(np. termometr, barometr, elektroskop) iulepszonych starych urzadzen
pomiarowych. Fizyka idzie w pomiary 1 w coraz wigkszym stopniu wchlania
metody matematyczne, ktore pozwalajg na ilosciowe obliczanie réznych
wielkos$ci, a co za tym idzie, na projektowanie nowych, praktycznych przyrzadow
I urzadzen. Dochodzi do swoistego rozwodu z filozofig i1 teologia na rzecz
zwigzku z technikg (rzemiostem) 1 matematykg. Efekty tych nowych zwigzkow
na ludzka historie¢ okazaty si¢ piorunujgce. Nowa technika catkowicie zmieniata
nasze zycie.

Nie chce tu powiedzie¢, ze Galileusz byt samotnym wojownikiem, ktory
zmienil bieg historii. W jego czasach dzialalno$¢ naukowo-rzemieslnicza
zyskiwata na coraz wigkszej popularnosci. Juz w §redniowieczu cze$¢ uczonych
zwracata uwage na duzg praktyczng warto$¢ badan naukowych. Wszystkie te
wczesne dzialania mozemy uzna¢ za przygotowanie atmosfery pod przetom,
ktory mial miejsce w czasach Galileusza. W tak przygotowanej atmosferze
osiggniecie Galileusza, oraz legenda zwigzana z jego procesem uczynit zen
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autorytet, ktoéry pociagat i dodawat odwagi potencjalnym nastepcom. A tych jak
pokazata historia nie brakowato. Czasy po prostu dojrzaty ku takiej przemianie.

Niestety rownoczesnie rozwingl si¢ nurt pogardy do filozofii. Dzi$, gdy
pewnych rzeczy nie potrafimy sensownie wyjasni¢, wielu uczonych kryje swa
niemoc za pogardliwym stwierdzeniem, ze to filozofia. Ma to oznaczac, rzecz nie
wartg zachodu. Jak si¢ nieraz okazato rzeczy nie warte zachodu stawaty sie¢
Z czasem warte zachodu, dlatego tez okreslenie ,,to tylko filozofia” winno nasung¢
nam podejrzenie, ze kryje si¢ za nim ciekawy problem, a tylko wspoétczesni nam
uczeni nie maja pojecia jak go ugryz¢. Jego rozwigzanie, jezeli nastgpi, zacznie
si¢ prawdopodobnie od rozwazan natury filozoficzne;.

1.5. ROwnowaznos¢ masy grawitacyjnej i

bezwladnosciowej

Wroce jeszcze do zagadnienia réwnowaznosci masy bezwladnosciowej
| grawitacyjnej. Przypomne, ze fakt ten ma istotne konsekwencje. Wynika
Z niego, ze wszystkie ciata spadaja, przy braku innych sit niz grawitacja, z takim
samym przyspieszeniem, niezaleznie od ich masy. Dzigki temu mamy stan
niewazko$ci 1 mozemy umieszczac¢ na orbicie satelity.

Z rownowaznos$cig masy bezwladno$ciowej i grawitacyjnej jest jeszcze
jeden problem — na gruncie fizyki klasycznej nikt nie wie dlaczego tak jest.
Oczywi$ci mozna wzruszy¢ ramionami 1 stwierdzi¢, ze skoro tak jest to nalezy to
przyjac 1 glowy sobie sprawg nie zaprzatac. Jednak zawsze znajda si¢ niespokojne
umysty, ktére nie bedg mogly przej$¢ obojetnie obok koincydencji o tak istotnych
skutkach. Nieraz ich podejrzliwo$¢ okazala si¢ owocna 1 tak tez bylo w tym
przypadku. Jak juz  wspomnialem réwno$¢ masy  grawitacyjnej
I bezwtadnos$ciowej jest fundamentalnym faktem, na ktérym opart si¢ Einstein
formutujac ogdlng teorie wzglednosci, w ramach ktorej przestaje by¢ ona
zaskoczeniem, a staje si¢ naturalng konsekwencja wyptywajaca z nowej teorii.

Zanim jednak pojawita si¢ ogdlna teoria wzglednosci uczeni prébowali
zmierzy¢ na ile doktadnie masa bezwtadno$ciowa jest rowna masie grawitacyjne;j.
Najbardziej bezposredniag metoda sprawdzenia tego faktu jest pomiar czasu
spadania (w prozni) kulek o tej samej wielkos$ci wykonanych z substancji 0 rdznej
gestosci. Wymaga to jednak wytworzenia prozni i doktadnych pomiaré6w matych
czasow spadku (chyba, ze zdecydujemy si¢ na wykonanie bardzo wysokiej
kolumny prozniowej). Pierwsze sensowne pomiary roOwnowaznosci masy
grawitacyjnej 1 bezwladnosciowej wykorzystywaty wahadlo. Dwa wahadta
0 jednakowej dtugo$¢ L, na ktorych zawieszono kulki z dwoch réznych
materialdw powinny wahac si¢ z t3 samg czgstoscig. Aby zbadaé sprawe blizej
powroce do réwnania ruchu wahadla matematycznego. Za ruch wahadta
odpowiada sktadowa §ciggajaca sity ciezkosci (rys. TVIII 1.2.1). W przyblizeniu
matych katow mozemy napisac

FS ~-Mge 151
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Gdzie ¢ to kat wychylenia wahadta. Rownanie ruchu przyjmie postaé
m,Lo=-m,ge 15.2

Jak widzisz rozréznitem mas¢ bezwladno$ciowa mp od masy grawitacyjnej mg
(poréwnaj ten wzér ze wzorem (TVII 1.2.1). Wzér ten zapisz¢ w postaci
(TVIII 1.2.8)

oMy g
W =—=
m L 1.5.3a

Wida¢ z tego, ze dla dwoch kulek A 1 B wykonanych z réznych materiatéw
bedziemy mieli
wz_%g. 2_Mgg 2 2 g(%_%]

= W =——— = O, — W =—
A ' B A B
M, A L Mg L L m, My

Roéznica kwadratow czestosci wahadet wyraza si¢ przez roznice stosunkéw masy
grawitacyjnej i bezwladnosciowej. Gdy te stosunki sg rowne jeden to cata réznica
jest rowna zeru. Mierzac okres wahan wahadta z kulkami z r6znych materiatow
mozemy wykry¢ roznice w ich czestosciach. Bedzie to silny dowdd na to, Ze masa
bezwladnos$ciowa nie jest rdwna masie grawitacyjnej. Doswiadczenia takie
prowadzil miedzy innymi Galileusz 1 Newton. Niestety doktadnos$¢ tych
pomiarow nie byta duza. W analizie wahadta przyjmujemy przyblizenie malego
kata, nadto jest wiele innych czynnikow mogacych zaktocic¢ probe precyzyjnego
wyznaczenia czgstosci drgan wahadel (lub ekwiwalentnie okresu ich drgan).
Wzgledna dokladno$¢ pomiaréw Newtona wynosita okoto 1073, co oznacza ze
réznica masy grawitacyjnej 1 bezwtadnosciowej nie powinna przekracza¢ 0.1%
warto$ci masy bezwtadnosciowej (grawitacyjnej).

Precyzyjniejsze pomiary (w latach 1885-1890) przeprowadzil wegierski
fizyk Roland EOtvOs. Schemat jego przyrzadu pokazuje rysunek (1.5.1). Pomiary
Eo6tviosa wykazaly rownos$¢ masy grawitacyjnej i bezwladnos$ciowej z wzgledna
doktadnoscig wynoszacg 5-10°. W latach 60-tych XX wieku zesp6ét Roberta
Dickiego poprawit doktadnos¢ pomiarow EOtvOsa 0 dwa rzgdy wielkosci. Dickie
1 zespot uzyl zmodyfikowanego przyrzadu EOtvOsa mierzac roznice przyspieszen
jakich musiatby doznawac¢ ci¢zarki o r6znej masie na skutek zmian ich potozenia
wzgledem Stonca (dobowy ruch Ziemi), gdyby masa bezwladnosciowa byta inna
niz masa grawitacyjna®,

1.54

4 Doktadnie o pomiarach Eotvdosa i Dicka mozecie przeczytaé w znakomitym podreczniku
A.K. Wréblewski, J.A Zakrzewski: Wstep do fizyki, tom 2 cz. 1. PWN 1989, Warszawa.
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Rysunek 1.5.1. a) W swoich eksperymentach Roland E6tvos uzyt wagi skrecen
(rys. 1.3.1); a) na precie zawieszone byly dwie kulki o takiej samej masie, ale
wykonane z réznych materiatéw. Pret zawieszony byt na cienkim drucie ze
stopu platyny i irydu. Na drucie przymocowane byto zwierciadto, ktére odbijato
wigzke Swiatlta dajac zajaczek na umieszczonej przed zwierciadtem skali
pomiarowej; b) w czasie pomiaréw pret byt orientowany wzdtuz precyzyjnie
wyznaczonego kierunku wschéd-zachdd. Na kulki dziatala taka sama sita
grawitacji (czarne strzatki), oraz sita odsrodkowa (czerwone strzatki). Oznacza
to, ze sily (a zatem i momenty sit) zalezaty zaréwno od masy grawitacyjnej jak
i od masy bezwtadnos$ciowej. Przy analizie wagi skrecen wygodnie jest uzy¢
uktadu nieinercjalnego zwigzanego z Ziemig. Gdyby masa bezwtadnoS$ciowa
réznita sie od masy grawitacyjnej mp/mg#1, to na uktad zadziatatby niezerowy
moment sit (zauwaz, ze sita odSrodkowa ma niezerowa sktadowa wzdtuz
pionu) i waga obrocitaby sie o pewien kat. E6tvos nie stwierdzit obrotu wagi.

Rysunek 1.5.2. Lorand E6tvos (27 lipca 1848
w Budzie, zm. 8 kwietnia 1919 w Budapeszcie)
- wegierski matematyk, geofizyk i polityk
(minister kultury i oS$wiaty), ktérego
nazwiskiem nazwano jednostke zmiany sity
grawitacji Eotvos. Zastyngl ze swojej
grawitacyjnej wagi skrecen wykorzystywanej
w geologii jak rowniez do bardzo precyzyjnego
testowania réwnos$ci masy grawitacyjnej
i bezwtadnos$ciowej. Takie postacie jak Tycho
Brache i E6tvés przypomina nam jak bardzo
wazna jest w fizyce (nauce) umiejetnos¢
zaprojektowania i przygotowania (trwa to
czasem latami) i wykonania precyzyjnych
doswiadczen




2. Pole grawitacyjne

Cho¢ prawo powszechnego cigzenia Kieruje nasza uwage na wyznaczanie sit
przyciggania migedzy dwoma punktowymi masami, to oddzialtywanie
grawitacyjne charakteryzujemy dwiema innymi wielko$ciami: natezeniem pola
grawitacyjnego i potencjatem pola grawitacyjnego. Zaczne¢ od omodwienia
natezenie pola grawitacyjnego.

Definicja: 2.1: nat¢zenia pola grawitacyjnego
Natezenie pola grawitacyjnego w danym punkcie przestrzeni jest rowne liczbowo sile
grawitacji dziatajqcej na punktowq, jednostkowq mase umieszczong w tym punkcie.
Kierunek i zwrot nateZenia pola grawitacyjnego jest zgodny z RierunKiem i zwrotem
sity grawitacyjnej dziatajgcej na to ciafo.

Natezenie pola grawitacyjnego g wytworzonego przez punktowg mas¢ m
wyrazamy w nastepujacym wzorem

g§=—-G5r 2.1

Gdzie f jest wektorem jednostkowym wskazujacym od masy m do punktu,
w ktorym wyznaczamy nat¢zenia pola grawitacyjnego. Wymiarem nate¢zenia pola
grawitacyjnego jest dlugo$¢ na czas do kwadratu czyli przyspieszenie; stad
czedciej uzywana nazwa przyspieszenie grawitacyjne. W uktadzie SI mamy:

[g] = [ m’ ke| _ [2] 2.2

Zwigzek miedzy sila grawitacyjng F dzialajaca na mase punktowa m,
a nat¢zeniem pola grawitacyjnego g (przyspieszeniem grawitacyjnym) jest bardzo
prosty

m mym
F=m,g=m, (—Gr—zr)=—G 2 r 2.3

Poniewaz masa grawitacyjna jest rOwna masie bezwladno$ciowej a wymiarem
natgzenia pola jest przyspieszenia, natezenie pola grawitacyjnego wskazuje
z jakim przyspieszeniem poruszajg si¢ ciata w polu grawitacyjnym, niezaleznie
od ich masy, co juz wiemy z czg$ci pierwszej tego tematu.

Postugiwatem si¢ do tej pory pojeciem pola grawitacyjnego bez jego
zdefiniowania. Co to jest pole grawitacyjne od punktowej masy m? Pole
grawitacyjne jest polem wektorowym (8TXIV 2), co oznacza, ze w kazdym
punkcie przestrzeni mamy wektor, ktory to pole reprezentuje. Od strony fizycznej
wektor ten, to nat¢zenie pola grawitacyjnego dane wzorem (2.1). Gdy mamy
wiele mas, rozrzuconych w przestrzeni, to pole grawitacyjne jest suma wektorow
natezenia pola od poszczegdInych mas (zasada superpozycji). Mozemy to ujac tak
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Definicja 2.2: Pole grawitacyjne

Pole grawitacyjne to przyporzqdRowanie Raidemu punktowi przestrzeni,
z interesujgcego  nas  obszaru, wektora  przyspieszenia  grawitacyjnego,
reprezentujqcego przyspieszenie, jakie masa punktowa doznaje w danym punkcie
przestrzeni, na skutek oddziatywania grawitacyjnego z innymi masami.

Masa punktowa wytwarza radialne pole grawitacyjne pokazane na rysunku (2.1)

- - . - - Rysunek 2.1. Wektorowe pole
. x grawitacyjne wytworzone przez

mase radialna.

P v / f AY ~ N

v’ < 4 1 v > ~»

Pole grawitacyjne dla masy punktowej ma osobliwos$ci. W punkcie potozenia
masy jego wartos¢ rosnie do nieskonczonosci, gdyz odlegto$¢ punktu od siebie
samego jest rowna zeru, a masa punktu materialnego jest skonczona. Céz, to cena
za tak osobliwy obiekt jak masa punktowa. Zwykle jednak nie sprawia nam to
ktopotow. Dla realnego uktadu fizycznego masy punktowe reprezentuja ciata
0 rozmiarach znacznie mniejszych niz odleglo$ci miedzy nimi. Moga rowniez
reprezentowac ciata o sferyczno-symetrycznym rozkladzie masy. I w jednym 1 w
drugim przypadku, gdy odnosimy si¢ do praktycznych problemow, nie
spotykamy si¢ z konieczno$cig liczenia oddzialywania grawitacyjnego na
odlegtosciach dazacych do zera. OczywiScie z punktu widzenia teorii to jest
jednak rys na strukturze teorii.

Pole grawitacyjne wzajemnie oddziatujagcych ciat niebieskich nie jest

statyczne. Ciala te poruszajg si¢ wzgledem siebie, co powoduje, ze ich
przestrzenny uktad nieustannie si¢ zmienia. Zamiana ta pocigga za sobg zmiane
pola grawitacyjnego. Jednak dla ciat znajdujacych si¢ pod dominujgcym
wplywem grawitacji jednego masywnego obiektu pole grawitacyjne, tego
obiektu, mozemy uzna¢ za stale.
Zyjemy w polu grawitacyjnym Ziemi. Srednie przyspieszenie grawitacyjne przy
powierzchni Ziemi wynosi 9.80665 m/s?; w zadaniach przyjmujemy 9.81m/s?,
a czasem po prostu 10m/s?. Przyspieszenie ziemskie maleje wraz z wysoko$cia.
Tabela (2.1) przedstawia wybrane przyktady wartos$ci pola grawitacyjnego i sity
grawitacyjnej na réoznych wysokosciach nad powierzchnig Ziemi. Tabela (2.2)
pokazuje wartos¢ przyspieszenia grawitacyjnego przy powierzchni planet uktadu
Stonecznego oraz Ksi¢zyca, Plutona i Stonca.
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h [km] Rz+h [km] g [m/s?] sita [KG] sita [N]

0 6372 9.81 80 785
4 6376 9.80 79.90 784
10 6382 9.78 79.75 783
250 6622 9.09 74.07 726
30000 36372 0.30 2.46 24
400000 406372 0.0024 0.02 0.19

Tabela 2.1. Wartos$ci natezenia pola grawitacyjnego Ziemi na wybranych
wysokoSciach nad jej powierzchnig. Kolumny ,sita” pokazuja wartos¢ sity
przyciggania grawitacyjnego osoby o masie 80kg. Przyjeto nastepujace
wartoS$ci: promien Ziemi Rz = 6378km (promien rownikowy), masa Ziemi
Mz=5.98 1024kg.

promien masa g cigzar srednia
nazwa rownikowy | (masa [m/s?] [kG] gestosé

[km] Ziemi = 1) g/cm?
Ksiezyc 1738 0.012 1.6 12.9 3.34
Stonce 695980 332000 273.5 2231.0 14
Merkury | 2420 0.056 3.8 30.6 54
Wenus 6052 0.815 8.9 72,8 5.2
Ziemia 6378 1 9.8 80.0 55
Mars 3389 0.107 3.7 30.3 3.94
Jowisz 71400 317.9 24.9 202.9 1.34
Saturn 60000 95.15 10.5 86.0 0.71
Uran 25560 14.54 8.9 724 1.25
Neptun 24600 17.23 11.4 92.7 1.64
Pluton 1140 0.0023 0.7 5.8 1.9

Tabela 2.2. WartoSci natezenia pola grawitacyjnego przy powierzchnia
planet Uktadu Stonecznego oraz Plutona, Ksiezyca i Stonica. Kolumna ciezar
pokazuje sita przyciggania grawitacyjnego osoby o masie 80kg. Uwaga:
granica powierzchni Stonca i wielkich planet gazowych Jowisza, Saturna,
Urana, Neptuna nie jest tak jednoznacznie okre$lona jak mniejszych planet
skalistych (Merkury, Wenus, Ziemia, Mars, Pluton). Jest to tzw. powierzchnia
umowna.

Zwraca uwage bardzo mate przyspieszenie przy powierzchni Saturna i Urana.
Przyspieszenie przy powierzchni Saturna jest niewiele wigksze od ziemskiego,

22



cho¢ Saturn ma 95 razy wigkszag mas¢ od Ziemi. Jednak przy bardzo matej
sredniej gestosci, powierzchnia Saturna jest polozona nieproporcjonalnie dalej od
jego srodka, stad mate przyspieszenie. Podobnie jest w przypadku Urana, ktory
majac mas¢ ponad 14 razy wigksza od ziemskiej, ma przyspieszenie grawitacyjne
mniejsze od ziemskiego.

2.1. Stan niewazkosci

Prawie kazdy ma jakie§ pojecie o stanie niewazkoSci. Wiemy, ze ludzie
I przedmioty swobodnie latajg w kabinach statkdw kosmicznych, tak jakby nie
bylo sity cigzenia. Czy zatem na orbicie nie dziata grawitacja?

Rozwazmy kabin¢ windy, ktéra z bardzo duzej wysokosci spada na Ziemig.
W kabinie jest pasazer. Czy pasazer odczuwa dziatanie sity grawitacji? Cata
magia tej sytuacji tkwi w fakcie, ze masa grawitacyjna jest rOwna masie
bezwladnosciowej. Jak juz wiemy, z tego faktu wynika, ze wszystkie ciata
obdarzone masg spadaja w polu grawitacyjnym z tym samym przyspieszeniem.
Stad pasazer nie czuje zadnego dociskania do podtogi kabiny 1 moze po niej
swobodnie ,fruwa¢”. Rozwazmy jeszcze jeden przyklad. W swobodnie
spadajacej kabinie pasazer wyrzuca przed siebie pitke. Kabina, pitka i pasazer
spadaja z przyspieszeniem (¢, tak wigc z punktu widzenia pasazera poziomo
wypchnigta pitka oddala si¢ od niego nie spadajac na podtoge kabiny.

Rysunek 2.1.1. Na Ziemie spada
swobodnie kabina z pasazerem.
Kabina i pasazer spadajg z tym
samym przyspieszeniem
o wartosci g.
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Dla obserwatora zwigzanego z Ziemig wszystko leci na teb 1 szyje w dot z tym
samym przyspieszeniem. Jak, dramatyczne w swym zakonczeniu, do§wiadczenie
pasazera w spadajacej na Ziemi¢ kabinie ma si¢ do niewazko$ci w statkach
kosmicznych? Rysunek (2.1.3) odpowiada na to pytanie. Jak wynika z rysunku
(2.1.3) statek orbitalny musi mie¢ odpowiednig predkos¢ poprzeczng w stosunku
do kierunku przyspieszenia grawitacyjnego. Pod wplywem przyspieszenia
grawitacyjnego statek spada na S$rodek Ziemi. Jednak dzigeki predkosci
poprzecznej przesuwa si¢ prostopadle do promienia Ziemi. Powierzchnia Ziemi
opada wzgledem przesuwajacej si¢ kabiny. Przy odpowiednim doborze warto$¢
predkosci poprzecznej, predko$¢ opadania statku moze by¢ réwna predkosci
opadania powierzchni Ziemi. W efekcie statek moze caly czas swobodnie spada¢
na powierzchni¢ Ziemi, nie zblizajac si¢ przy tym do tej powierzchni.

Rysunek 2.1.2. W swobodnie spadajgcej kabinie pitka pchnieta poziomo nie
spada na podtoge kabiny. Dla obserwatora na Ziemi kabina, pasazer i pitka
spadaja z przyspieszeniem g.

W powyzszym rozwazaniu nie uzywaliSmy sity odsrodkowej, ktora jest sitg
pozorng (rys. 2.1.4). Czesto podreczniki odwotujg si¢ jednak do sity odsrodkowe;j
1 bywa, ze robig to niedbale. Na szczescie nie prowadzi to do btednych wynikow.
Aby odwota¢ si¢ do sil pozornych musimy by¢ w uktadzie nieinercjalnym.
Zwykle zaktadamy, ze Ziemia jest uktadem inercjalnym, wigc kiedy nasz uktad
wspotrzednych zwigzany jest z Ziemig nie mamy prawa do stosowania sit
pozornych.
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gl /bj Rysunek 2.1.3. Gdy kabina ma
odpowiednio duza predkos¢
poprzeczng, to jej odlegtos¢ od
powierzchni Ziemi pozostaje stata,
gdyz przy odpowiednio duzym
przesunieciu w kierunku
prostopadtym do ziemskiego
promienia  powierzchnia  Ziemi
opada pod kabing w takim samym
stopniu jak kabina opada na
powierzchnie Ziemi.
AF'oot
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Rysunek 2.1.4. W uktadzie
inercjalnym nie powinniSmy sie
odwotywac do sity odsrodkowej, tylko
do sity dosrodkowe;j.

Patrzac na sprawe w uktadzie inercjalnym widzimy, ze statek kosmiczny spada
na Ziemi¢ z przyspieszeniem g, ale dzieki predkosci poprzecznej powierzchnia
Ziemi ucieka spod statku. Niepotrzebna jest zadna sita rownowazaca sile
przyciggania. Inaczej sprawy si¢ majg w ukladzie zwigzanym ze statkiem
kosmicznym, ktory jest uktadem nieinercjalnym (NUQO). W tym uktadzie
obserwator zwigzany z kabing statku stwierdza, ze dziata na nig sita grawitacji,
a pomimo to, w jego uktadzie wspotrzednych kabina nie porusza si¢ w kierunku
dziatania sity. Ewidentnie potrzebna jest pozorna sita rOwnowazaca; w tym
wypadku jest to sita odsrodkowa.

Warunek na roéwnowage wartoSci sity grawitacyjnej 1 wartosci sity
odsrodkowej zapisujemy w postaci rOwnania
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2 2.5

Tutaj My oznacza masg ciata niebieskiego, m mase ciata orbitujgcego, v predkosé
ciala orbitujacego, r jest odlegloscia od Ssrodka ciala niebieskiego do ciata
orbitujacego (cialo orbitujace traktujemy jako punkt materialny). Powyzszy
warunek pozwala nam obliczy¢ wartos¢ predkosci ciata orbitujacego po orbicie
kolowej o promieniu r.

M,
= |G—
v - 2.6

Jezeli za r przyjmiemy promien Ziemi r= 6378km, za My mase Ziemi 5.98-10%kg
to otrzymamy warto$¢ predkosci 7.91 km/s. Jest to predkos¢ jaka nalezy nadac
ciatu, znajdujacego sie¢ blisko powierzchni Ziemi, w kierunku stycznym do
promienia Ziemi, aby swobodnie spadajac na Ziemi¢ nie zblizato si¢ do jej
powierzchni (czyli zeby weszto na orbitg). Oczywiscie przy zaniedbaniu oporow
powietrza.

’ Rysunek 2.1.5. Na pasazera w kabinie
Z dziata sita grawitacji. Pomimo to kabina
stoi w  miejscu (w  uktadzie
wspotrzednych pasazera). Aby stosowac
drugg zasade dynamiki pasazer musi
doda¢ odpowiednia site pozorng; site
odsrodkowa.

Sprobujmy teraz przeprowadzi¢ analiz¢ stanu niewazkos$ci z punktu
widzenia obserwatora zwigzanego z Ziemia (rys. 2.1.6). Obserwator widzi, ze
kabina porusza si¢ po orbicie kotowej o promieniu r wokot Ziemi z predkoscia v.
Wie, ze ruch po okregu wymaga dzialania sity dosrodkowej; w tym wypadku jest
to sita grawitacji. Pisze wigc rOwnanie wigzace site dosrodkowa (grawitacyjng)
Z przyspieszeniem dosrodkowym w ruchu po okregu z predkosciag liniowa V.
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Otrzymuje doktadnie ten sam zwigzek co poprzednio, ale tym razem bez udziatu
sit pozornych. Obserwator na Ziemi stwierdza nadto, ze na kabing 1 jej pasazera
dziata ta sama sita grawitacji. Nie ma wigc zadnych powodow, aby pasazer spadat
z przyspieszeniem na podtoge kabiny — mamy zatem stan niewazkosci. Obliczona
powyzej predkos¢ (2.6) nazywana jest pierwsza predkoscig kosmiczng.

Definicja 2.1.1: Pierwsza predkos¢ kosmiczna
Pierwsza predkos¢ Rosmiczna jest to predRos¢ jakg naleZy nadaé ciatu, w Rierunku
stycznym do powierzchni Ziemi, aby ciafo to utrzymafo si¢ na orbicie Rofowej
0 promieniu rownym promieniowi Ziemi.

Rysunek 2.1.6. W [UO
zwigzanym z Ziemia Kkabina
porusza sie po torze kotowym.
Jest to mozliwe wtedy, gdy na
kabine dziata sita skierowana
do $rodka okregu, po ktorym
przesuwa sie kabina. Zrédtem
tej sity jest grawitacja.

Oczywiscie, ze wzgledu na gory 1 atmosfere nie mozna zawieszac satelitow
tuz nad powierzchnig Ziemi. W praktyce na wysoko$ci okoto 200km nad
powierzchnig Ziemi sztuczka ta juz udaje si¢. Roznica predkosci orbitalnych dla
orbit kotowych o promieniu rownym promieniowi Ziemi i promieniowi Ziemi
plus dwiescie kilometrow jest znikoma.

Uwaga 2.1.1:
Tak niskie orbity nie sq zbyt trwate, gdyz nawet na tej wysoRosci istnieje rzadka atmosfera,
Ktora hamuje satelite i powoduje jego powolny spadek,

Chcialby$ zaznac¢ stanu niewazko$ci? Nie musisz lecie¢ na orbite. W sumie
gdy zeskoczysz ze stopnia schodu przez moment jeste§ w stanie niewazkosci,
czyli spadasz swobodnie z przyspieszeniem g. Niestety, opory powietrza
powoduja, ze zwigkszajac predkos¢ zmniejsza si¢ twoje przyspieszenie, co
konczy stan niewazkoS$ci (o hamowaniu w powietrzu byto w (8TVI 4.3.1)). Jezeli
chcesz by¢ dtuzej niz moment w stanie niewazko$ci, nie wydajac milionow na lot
w kosmos to jest jeszcze inna opcja, czyli lot paraboliczny samolotem.
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Przyktadowo firma® ,,Space Adventure” zaprasza. Twoj lot odbedzie si¢ w Star
City (Gwiezdne Miasteczko w dawnym ZSRR), w samolocie Iliuszyn 76 (IL-76
MDK), specjalnie skonstruowanym do celéw szkolenia kosmonautéw w stanie
niewazkosci (rys. 2.1.7). Zeby umozliwi¢ stan niewazkoéci, IL-76 MDK leci
lotem parabolicznym. Lot rozpoczyna si¢ poziomo, a nast¢pnie dzidb pojazdu
wznosi si¢ pod katem 45 stopni. W tym czasie pasazerowie doznajg przecigzenia
11ich ciata wazg dwukrotnie wigcej. Nastgpnie samolot kieruje swoj lot ku dotowi
po tuku paraboli i rozpoczyna si¢ stan niewazkosci. Dlaczego akurat po paraboli?
Zgodnie z rozwigzaniem uzyskanym w (8TVI 3.5) swobodnie zrzucony kamien,
to jest przy braku oporéw powietrza, porusza si¢ po tuku paraboli. A kazdy
swobodny lot oznacza opadanie z przyspieszeniem g, czyli stan niewazkoSci.
Nawet gdy kamien wznosi si¢ po tuku paraboli to ,,opada” z przyspieszeniem g;
to znaczy, ze hamuje w pionie z przyspieszeniem roéwnym przyspieszeniu
ziemskiemu. W czasie lotu po trajektorii parabolicznej odpowiadajgcej
swobodnemu rzutowi, kazda zosob w samolocie doznaje uczucia “stanu
lewitacji". Nast¢pnie samolot wychodzi z nurkowej paraboli i kiedy wszyscy
znajda si¢ bezpiecznie na migkkiej podtodze manewr jest powtarzany. Kazdy lot
paraboliczny wymaga pokonania r6znicy poziomdow z okoto 7600 m do ponad 10
000m. Pasazerowie uzyskuja w czasie kazdej paraboli okoto 20-30 sekund
mikrograwitacji. Zazwyczaj jest od 8 do 12 lotow parabolicznych w czasie cale;j
podrozy. Mogloby sie wydawac, ze 30 sekund trwania zerowej grawitacji to
bardzo mato. Jednak jest to wiecej niz chwila niewazkosci przy skoku ze stotka,
a przy tym wystarczajaco dlugo by przez 30 sekund lata¢ w calej przestrzeni
pomieszczenia w samolocie, wykonujac powietrzne ewolucje i ¢wiczenia jak
olimpijski gimnastyk. Podloga kabiny przeznaczonej dla pasazerow wytozona
jest migkka okladzing tak, aby w momencie ,,wytaczenia” stanu niewazkosci
pasazerowie mogli bez szkody dla siebie na nig spas¢. Do calej sztuczki potrzebny
jest samolot z mocnymi silnikami. Przy predkosciach charakterystycznych dla
samolotow opory powietrza s3 naprawde duze, tak ze utrzymanie toru
parabolicznego wymaga sporej mocy.

Izaak Newton na drodze do swojej teorii grawitacji wspierat si¢ prawami
Keplera. Prawo powszechnego cigzenia, jako ogdlniejsze od prawa Keplera
powinno nam da¢ — no wilasnie prawa Keplera. I tak si¢ dzieje. Jak zobaczmy
ponizej (czes¢ 4 biezacego tematu) rozwigzaniem zagadnienia ruchu dwoch ciat
sg orbity eliptyczne z jednym z tych ciat w ognisku elipsy (I prawo Keplera),
w takim ruchu spetniona jest zasada zachowania pedu, co jak wiemy daje drugie
prawo Keplera (okr. TVI 2.21a). Pozostaje nam zmierzy¢ si¢ z trzecim prawem
Keplera. Wzor (2.6) daje nam predkosc ciata na orbicie kotowej o promieniu r
wokot ciata o masie M. Okres ruchu wyrazi si¢ wzorem

5 Nie wiem czy ta firma istnieje w momencie gdy czytasz te stowa. Nawet jezeli nie to by¢ moze jest
jeszcze jaka$ inna firma oferujgca takie doznania.
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Rysunek 2.1.7. Z lewej: IL-76 MDK; z prawej: panowie - na fikanie macie okoto
30 sekund

v 3 2.8
T =—— podstawiajac(2.6) T =2
y- p J3c(2.6) "\ M

Dla orbity kotowej r jest rowna duzej potosi elipsy a. Mamy zatem
, P TP 4Ax® 2.9
= — =

GM a’ GM
Czyli trzecie prawo Keplera, ale tym razem mamy dobrze okreslong wartos$¢
statej. Pokazemy (W czg¢sci (4)), ze Sciste rozwigzanie zagadnienia ruchu dwoch
cial pod wplywem wtasnej sity grawitacji prowadzi do orbit eliptycznych,
z jednym z ciat w ognisku. W takim przypadku dalej obowigzuje trzecie prawo
Keplera, ale za stalg wyrazong wzorem

T2 A2 2.10

e — = const
GM|1+—
)

Réwnanie (2.10) uwzglednia fakt, Ze oba ciala krazg wokot wspolnego $rodka
masy. Ale okres T wyznaczony jest jako okres obiegu (po orbicie eliptycznej)
jednego ciata, wzgledem jednego z ognisk elips, w ktérym tkwi drugie cialo.
Z tym drugim ciatem zwigzany jest ukltad wspotrzednych, ktory jest uktadem
nieinercjalnym. Wzor (2.10) pokazuje, ze stosunek szescianu okresu do kwadratu
dhugiej potosi orbity jest staty ale tylko dla danego ciata. To znaczy, ze dane ciato
poruszajace si¢ po roznych orbitach wzgledem tego samego ciata centralnego ma
ten stosunek taki sam dla kazdej orbity. Gdy wezmiemy inne ciato o innej masie
my, to stosunek ten zmieni warto$¢, chyba ze mozemy stosowac przyblizenie
(2.9). Stosunek m/M jest dla ciat w uktadzie stonecznym, gdy za M przyjmiemy
mase¢ Stonca, bliski zera. Dla najwigkszej planety Jowisz jego warto$¢ wynosi
1.00095, dla Ziemi zaledwie 1.000003, wigc stosowanie przyblizonego wzoru
(2.9) jest w takich sytuacjach usprawiedliwione.

T?=4r
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3. Praca w polu grawitacyjnym

Temat pracy w polu grawitacyjnym jest blisko zwigzany z tematem jej
grawitacyjnej energii potencjalnej, ktora to byta omawiana w temacie (TII), dla
przypadku stalego pola: g=const. W biezacym temacie przyjrzymy si¢ sprawie
blizej, majac na uwadze fakt, ze przyspieszenie grawitacyjne zmienia si¢ wraz
z odlegloscig od zrodtowej masy. Na rysunku (3.1) przedstawiona jest trasa
wzdtuz, ktérej zostat przemieszczony bloczek. Srodek masy bloczka zaznaczony
jest na czerwono.

Ah T gl l Ah

b —— |

Rysunek 3.1 Gdy bloczek powraca na poziom poczatkowy, to jego energia nie
ulega zmianie. Praca wykonana nad bloczkiem jest rowna zeru.

Na pierwszym odcinku bloczek zostat podniesiony na wysoko$¢ Ah. Zewngtrzna
sita wykonata prace przeciw polu grawitacyjnemu, zgodnie z ruchem bloczka. W
efekcie bloczek zyskat energie¢ potencjalng. Mowimy, ze sity zewnetrzne
wykonaty nad nim dodatnig prace. Na drugim odcinku bloczek zostat przesunigty
rownolegle do poziomu (prostopadle do kierunku dziatania sity grawitacji). Jego
energia nie zmieniata si¢. Na tym odcinku sity zewnetrzne nie wykonaty zadne;j
pracy nad bloczkiem. Na trzecim odcinku sily zewnetrzne wykonujg prace
przeciw sile grawitacji — sity te skierowane sg przeciwnie do kierunku
przesuniecie bloczka. Mowimy, ze sity zewne¢trzne wykonaly nad nim ujemng
prace, lub, ze to blok wykonal prace nad sitami zewnetrznymi. Catkowita praca
wykonana przez sity zewngtrzne nad blokiem jest rowna zeru. Na koncu drogi
energia bloczka (potencjalna, kinetyczna i kazda inna) jest taka jak na poczatku
drogi.

ZwykliSmy podchodzi¢ do zagadnienia pracy bardzo osobiscie.
Stwierdzenie, ze kto§ kto przenosil ci¢zary z jednej platformy na druga nie
wykonat przy tym zadnej pracy moze doprowadzi¢ do awantury (rys. 3.2). Jednak,
jak juz o tym mowitem, w fizyce rozumiemy prace¢ inaczej (dygresja: Tl 5.1).
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Pytamy si¢ o efekt energetyczny pracy wykonanej nad danym uktadem (ten uktad
to moze by¢ cho¢by worek kartofli). Jezeli uktad zyskuje energie to praca nad nim
wykonana jest dodatnia. Jezeli nic si¢ nie zmienia to wykonana nad nim praca jest
réwna zeru. Jezeli uktad traci energi¢ to wykonana nad nim praca jest ujemna, lub
to uktad wykonuje prace nad sitami zewnetrznymi. Fizyczne pojecie pracy
zazwyczaj niewiele ma wspolnego z pojeciem potocznym. Oznacza raczej
przeptyw energii z jednego uktadu do drugiego.

wykonana
praca
réwna jest
ZERU!

Rysunek 3.2. Praca w potocznym sensie ma inne znacznie niz w fizyce.

Do tej pory uzywaliSmy przyblizonego wzoru na prace w polu
grawitacyjnym — W = mgh. Przyjmowalismy, Ze jezeli h nie jest duze to natezenie
pola grawitacyjnego g mozna uzna¢ za state. Ale zgodnie ze wzorem (2.1)
natezenie pola grawitacyjnego zmienia si¢ wraz Z odlegtoscia od srodka Ziemi
(lub innego obiektu o kulisto-symetrycznym rozktadzie masy). Obliczymy
doktadny wzor na prac¢ wykonang przy przesunigciu ciata o masie m od punktu
A o wektorze wodzagcym ra do punktu B o wektorze wodzacym rg, w polu
grawitacyjnym ciata niebieskiego o masie My (uktad wspotrzednych jest
zaczepiony w $rodku planety czy gwiazdy). Niech w punkcie A w okolicy ciata
niebieskiego o masie My spoczywa ciato o masie m. Powoli przesuwamy to ciato
do odleglejszego punktu B. Jaka przy tym wykona pracg pole grawitacyjne (rys.
3.3)?
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Rysunek 3.3. a) Podnoszac cialo w polu
grawitacyjnym dziatam sitg rownowazacg site

cigZzenia, tak by ciato mogto przemiescic sie od
punktu poczatkowego do punktu konicowego
F mg ruchem jednostajnym; b) gdy cialo opada
podtrzymuje je site rownowazaca sile

grawitacji tak aby to ciato mogto opas¢ ruchem
jednostajnym z punktu poczatkowego do
punktu konicowego.

Korzystamy ze wzoru na pracg (T1l 5.3), oraz ze wzoru (1.1.2) na site grawitacji
Fg. Praca pola grawitacyjnego wynosi

B B
W,A—>B = j%dr=_GMNm j —ZdT
Ta T
1 1y 32
 Gmym(L-1)
s Ta

Przy czym zaden z punktoéw A i1 B nie moze leze¢ wewnatrz ciala niebieskiego.
Znak minus we wzorze (3.2) bierze si¢ stad, ze przy podnoszeniu ciata, kierunek
dziatania sity grawitacji jest przeciwny do kierunku przesunigcia. Praca wychodzi
ujemna, co oznacza, ze pole grawitacyjne jest biorgc energii, tak jak na przyktad
sprezyna przy nacigganiu. Mozemy tez powiedzie¢, ze biorgc energii jest
przemieszczane ciato, ciato zyskuje energi¢ potencjalng, ktora przy spadku
zamienia si¢ na energi¢ kinetyczng. Na jednostk¢ masy otrzymamy wzor

w' =GM ( ! 1) 3.2
A-B = N — .2a
Gdy oddalimy punkt B do nieskonczonosci to wzor (3.2a) przejdzie w
1
W,A—>oo = _GMN — 33
Ta

Jest to praca jaka zyskuje pole grawitacyjne przy przesunigciu jednostkowej masy
A do nieskonczonosci. Zyskuje gdyz mamy znak minus, wigc to pole
grawitacyjne jest biorac energii. GdybysSmy obliczali prace wykonang przez site
zewnetrzng to bylby znak plus. Gdyz zZrodlo tej sily zewnetrznej, przy
podnoszeniu ciata tracitoby energi¢ na rzecz pola grawitacyjnego.

Chcemy teraz kazdemu punktowi P przestrzeni przyporzadkowac liczbe Vp,
taka, ze praca wlozona w pole grawitacyjne przy przesuni¢ciu ciala
0 jednostkowej masie od punktu A do punktu B, bedzie rowna roznicy tych liczb
Ve-Va, czyli bedzie okreslata energie Wa-,g, wydatkowang przez site zewnetrzng
na drodze od A do B. Ta energia wydatkowana begdzie rowna minus energii Wag
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=-W a-s, czyli minus energii wydatkowanej przez pole grawitacyjne. Patrzac na
wzor (3.2a) widac jak powinien wyglada¢ wzér na Vp

1

Vp = _GMN_ 34

Tp
Tak zdefiniowany potencjal méwi nam jaka musi zosta¢ wykonana praca, aby
cialo o jednostkowej masie przenies¢ z punktu A do nieskonczonosci.
Jednoczesnie informuje nas ile energii zyska na tym procesie pole grawitacyjne,
lub o ile zwigkszy si¢ energia potencjalna ciala. Zgodnie ze wzorem (3.4)
W nieskonczonosci potencjal spada do zera. Zobaczmy zreszta jak to dziata.
Oblicze roéznicg potencjalow dla punktu A 1 punktu w nieskonczonosci.

1 1) _GMy

AVA—>00 B Voo _VA - GMN (;‘l‘r_
A

_W, —00 .

T A 3.5a
Wartos$¢ tej roznicy jest rowna pracy jaka nalezy wykona¢ nad danym cialem
0 jednostkowej masie aby go przenies¢ z punktu A do nieskonczonosci. Podobnie
jezeli przesunigcie nast¢gpuje od punktu A do punktu B to réznica potencjatow
daje

1 1 1 1
AVA—>B :VB_VA =GMN <__+_>=_GMN (___) 35b

g T4
!
- _W A—B

Zauwaz, ze w nieskonczonosci potencjat jest rowny zeru, jest to zarazem
najwicksza mozliwa wartosci energii potencjalnej ciata w polu grawitacyjnym
ciala niebieskiego. Wartosci mniejsze od zera jest warto$cig ujemna, czyli przy
tak przyjetej definicji, potencjaty sg liczbami ujemnymi. Wazne sg dla nas roznice
potencjatu. To oznacza, ze w kazdym punkcie przestrzeni mozemy dodac¢ do
warto$ci potencjatu tg samg liczbe, co nie zmieni wartosci roznicy. Tgq swobode
nazywamy cechowaniem. Mozemy tak cechowa¢ potencjat, Zze zero energii
wypadnie przy powierzchni planety (na przyklad Ziemi). Zero energii
potencjalnej przyjmujemy przy powierzchni Ziemi, gdy korzystamy ze wzoru
Ep,=mgh.

Jak wynika ze wzoru (3.2) praca wykonana przez pole grawitacyjne przy
przejsciu od punktu blizszego A do dalszego B jest ujemna. Jest to jednoczes$nie
energia potencjalna jaka zyskuje pole grawitacyjne lub ciato. Czy energia moze
by¢ ujemna? Energi¢ potencjalng mozemy traktowac jako forme¢ dlugu pola
wzgledem ciata. Ciato podniesiona na niewielkg wysoko$¢ h nad Ziemi¢ ma
energi¢ potencjalng mgh, co oznacza, ze przy spadku cata ta energia moze zostaé
zamieniona na energi¢ kinetyczng tego ciata. Zauwaz, ze cialo samo z siebie nie
moze mie¢ energii potencjalnej. Energia potencjalna pojawia si¢ zawsze przy
oddziatywaniu na przyktad ze sprezyng, lub polem grawitacyjnym lub polem
elektrycznym. Opuszczajac cialo w polu grawitacyjny przyktadamy site
skierowang przeciwnie do kierunku sily grawitacyjnej, warto$¢ pracy jest wiec
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ujemna (sita dziata przeciwnie do przesunigcia). Ciato znajdzie si¢ w sytuacji
innej niz ciato uniesiona na pewng wysokos¢ nad powierzchnig. Cialo uniesione
swobodnie puszczone zamieni energi¢ potencjalng na kinetyczng. Cialo
opuszczone na powierzchni¢ planety niczego bez pomocy z zewnetrz nie zrobi.
Mozna uznaé, ze zostalo uwigzione W polu grawitacyjnym a wyzwolenie si¢
z wigzdw oznacza konieczno$¢ sptaty dtugu energetycznego wobec pola. Dlatego
sensownie jest uznaé, ze z punktu widzenia ciala energia pola grawitacyjnego to
jego dtug, czyli warto$¢ ujemna. Tak tez bedziemy przyjmowali

Rysunek (3.4a) poréwnuje wartos¢ pracy wykonanej przy podniesieniu
jednostkowej masy na dang wysoko$¢ nad powierzchni¢ Ziemi, obliczonej ze
wzoru doktadnego (3.5) 1 przyblizonego mgh. Wida¢, ze przy zmianie wysokosci
o kilka tysiecy metréw obliczone roéznice sg tak mate, ze w wielu praktycznych
zagadnieniach nie majg znaczenia. Rysunek (3.4ba) pokazuje warto$¢ pracy przy
przeniesieniu ciata na wigksza wysokos¢ (do 80 000km). Wida¢, ze kiedy
wysoko$¢ przekracza kilka tysigcy kilometrow przyrost wartosci pracy szybko
spada wraz z przyrostem wysokosci. Nie moze to dziwi¢ biorgc pod uwage, ze
promien Ziemi to ok. 6400km.

wmat 2 m— b
2-

50r

L
/,// ——— przyblizony
doktadny

100 200 pkm] 40000 80000 | rem)

Rysunek 3.4. a) warto$¢ pracy wykonanej nad masg m=1kg przeciwko polu
grawitacyjnemu Ziemi przy przejsciu réznicy wysokosci od zero do dwustu
kilometrow nad powierzchnie Ziemi nad masg 1kg. Praca obliczona jest ze
wzoru doktadnego (3.5b) i przyblizonego W=mgh. Wida¢, ze do wysokosci
niskich orbit satelitarnych (ok. 200km) obie linie biegng blisko siebie; b)
warto$¢ pracy wykonanej nad masg m=1kg przeciwko polu grawitacyjnemu
Ziemi przy przejsciu rdéznicy wysokosci od zero do 80000 kilometréw nad
powierzchnie Ziemi. Tym razem wida¢ wyrazny spadek przyrostu pracy z
wysokos$cig. Ale dla wysokosci 6400km nad powierzchnig Ziemi pole
grawitacyjnej jest cztery razy stabsze niz na powierzchni.

Mozemy teraz okresli¢ energi¢ catkowita E. satelity o masie m na orbicie
kotowej i eliptycznej wokot ciata o duzo wiekszej masie M. Satelita krazy po
orbicie o promieniu R. Energia ta jest réwna sumie energii Kinetycznej
I potencjalnej. Korzystajac ze wzoru (2.6) na predkos¢ satelity na orbicie kotowe;j
oraz ze wzoru (3.4) na potencjat mamy
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Znak minus wynika z tego, ze teraz przenosimy satelite¢ z nieskonczonos$ci do
punktu odlegtego o R od $rodka Ziemi. Energia potencjalna satelity jest wiec
ujemna. Jest to energia jego wigzania z polem grawitacyjnym. Widzimy, ze
energia catkowita jest ujemna, co wynika z faktu, ze ujemna energia potencjalna
jest dwa razy wieksza od dodatniej energii kinetycznej satelity. Podobnie bedzie
dla orbity eliptycznej. Dla orbity eliptycznej ze zwigzku (3.6) mozemy skorzystac
w punktach, w ktorych satelita przecina proste wyznaczajgce o$ malg i wielkg
orbity eliptycznej. Tam krzywizna orbity jest taka jak krzywizna okregu
0 promieniu réwnym, odpowiednio matemu i duzemu promieniowi orbity
eliptycznej (rys. 3.5). Zatem w tych punktach mozemy uznaé, ze lokalnie satelita
porusza si¢ po orbicie kotowej 1 zastosowal¢ wzor (3.6). Jednak zasada
zachowania energii mowi nam, ze energia jest stala, co pozwala nam uznac, ze
zwigzek (3.6) jest wazny w kazdym punkcie orbity.

Rysunek 3.5. W czterech
wyréznionych punktach elipsa jest
styczna do okregéw o promieniu
réwnym, odpowiednio duzej i matej
osi elipsy. Oznacza to, ze krzywizna
elipsy w tych punktach jest taka
sama jak krzywizna odno$nych
okregdw iruch w tych punktach
mozna analizowa¢ jak ruch po
okregu o danym promieniu

Zatozenie, ze masa M ciala centralnego jest duzo wieksza niz orbitujacego,
pozwala nam przyjaé, ze satelita ma zaniedbywalnie maly wplyw na ciato
centralne — srodek masy uktadu wypada bardzo blisko $rodka masy ciata
centralnego. W przypadku uktadu Ziemia-Ksi¢zyc zatozenie to nie jest dobrze
spelnione. Uktad krazy wokot wspdlnego srodka masy. Jednak dalej spelniona
jest zalezno$¢ (3.6). Mamy zatem

Fakt: 3.1:

W uktadzie dwdch ciat oddziatujgcych grawitacyjnie energia potencjalna
uktadu jest dwukrotnie wieksza od energii kinetycznej.

W (8TXIV 4) pokazalismy, ze gdy sity sag odwrotnie proporcjonalne do
kwadratu odleglosci to pole jest zachowawcze, to znaczy, ze praca po krzywej
zamknigtej jest rowna zeru. Oznacza to, ze pole grawitacyjne jest polem
zachowawczym z czego korzystatem rysujac rysunek (3.2).
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Fakt 3.1:
Pole grawitacyjne jest polem zachowawczym

Wiemy juz, ze wektorowe pole zachowawcze mozemy skutecznie reprezentowac
przez funkcje skalarng nazywang potencjalem tego pola. Z potencjatem
spotkali§my si¢ powyzej i w (§TIl 7). Poswiece temu waznemu pojeciu wigce]
uwagi.

3.1. Potencjal pola grawitacyjnego

Na podstawie tego co zostalo juz powiedziane mozemy zdefiniowaé potencjat
pola grawitacyjnego dla masy punktowej lub ciata o sferycznie symetrycznym
rozktadzie masy

Definicja 3.1.1: Potencjal pola grawitacyjnego od masy punktowej
(sferyczno-symetrycznej)
Potencjaf pola grawitacyjnego od masy punktowej M w punkcie A odlegtym od 11 od
tej masy wyraza sig wzorem

1
Vy=—-GM —+C 3.1.1
Ta

Gdzie C jest dowolng statq liczbowq

Fakt: 3.1.1.
Wymiarem potencjatu jest [m?/s?]

Potencjat przyporzadkowuje kazdemu punktowi przestrzeni taka liczbe, ze
roznica tych liczb méwi o pracy wtozonej przy przeniesieniu jednostkowej masy
od punktu A do punktu B. Zatem praca wykonana w polu grawitacyjnym przy
przeniesieniu masy m od punktu A o potencjale Va, do punktu B o potencjale Vg,
jest rowna réznicy potencjatléw pomiedzy tymi punktami

Wyp = mVp —V,)

Jak juz zostato powiedziane, w roznicy potencjatow znika wielko§¢ C. Dzieki
stalej C, jaka zawsze mozemy doda¢ do potencjatu (byleby we wszystkich
punktach przestrzeni) punkt o zerowym potencjale mozemy zdefiniowad
gdziekolwiek. We wzorze (3.4) jest on w nieskonczono$ci. Mozemy jednak dodac
do potencjatu (3.4) taka liczbe C, ze zero potencjatu znajdzie si¢ przy powierzchni
na przyktad Ziemi. Wtedy wrécimy do przypadku z prostych zadan na energie¢
potencjalng, opartych o przyblizony wzér mgh. Zgodnie z tym wzorem zero
potencjatu wypada dla h=0, co zwykle oznacza powierzchni¢ Ziemi.
Energia potencjalna ciata o masie m, w punkcie A, wynosi

3.1.2

1
Epp = —GmM —+mC 3.1.3
Ta
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Wzér bierze si¢ oczywiscie stad, ze potencjat to energia potencjalna ciata na
jednostke masy.

3.1.1. Potencjal powloki sferycznej

Obliczmy warto$¢ potencjalu grawitacyjnego w wybranym punkcie P od
jednorodnej powtoki sferycznej. Rozwazmy powtoke sferyczng o promieniu R.
Punkt P 0 masie m znajduje si¢ w odlegtosci r od srodka powtoki (rys. 3.1.1).
Obliczymy elementarng mas¢ wybranego na rysunku nieskonczenie cienkiego
pierscienia powloki

dM, = 2nRsin(6)RdOo = 2nR?*sin(6)dOo

Biorgc pod uwage, ze wszystkie punkty pierScienia sg jednakowo oddalone od
punktu P tatwo jest obliczy¢, ze element potencjatu pola grawitacyjnego od
elementarnego pierscienia w punkcie P wynosi

dM,  2mR*sin(6)dfo

-G 3.15
r r

3.1.4

dE, = —G

r sind

Rysunek 3.1.1. Ilustracja do
obliczen potencjatu  powtoki
sferyczne;j.

Stosuja prawo cosinusOw do trojkata utworzonego z odcinkow r, r;, R mamy
rZ =12+ R? — 2Rrcos(6) 3.16

Obliczymy rézniczke z obu stron tego roéwnania
2r;dr; = 2rRsin(0)d6

Wzor (3.1.5) na element potencjatu przyjmie postaé

3.1.7
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2nRo
dEp = -G dry 3.1.8
r

Potencjal od catej powtoki to suma (catka) elementow potencjatu od wszystkich
takich pierscieni. Stowem musimy wysumowaé¢ wyrazenie (3.1.8) po wszystkich
nieskonczenie matych dri. Gdy punkt P lezy na zewnatrz powtoki wtedy r;
zmienia si¢ w granicach od r-R do r+R i suma po wszystkich nieskonczenie
matych przyrostach wynosi

r+R

2nRo 2nRo ATTR?0
J dr, = —G 2R = —G

r r

TGRMp 3.1.9
B r
Gdzie M, jest masg powtoki. Wida¢, ze dla punktu lezacego na zewnatrz sfery
potencjat wyraza si¢ tak jakby cata masa sfery skupiona byla w jednym punkcie.
Z faktu tego juz korzystatem (tw. 1.2.1), teraz go udowodnilismy. Gdy punkt P
lezy wewnatrz powloki sferycznej wtedy sumowanie rozciagga si¢ w granicach od
R-r do R+r i nasza suma ma postaé

r+R
E = GZnRa dr. = GZnRaz — _CAZR
p =4 f =TT A = ThAnRe 3.1.10
R-r
=G
R

Potencjal wewnatrz powloki sferycznej jest staty! Rysunek (3.1.2)
pokazuje przebieg potencjatu dla wybranej powtoki sferyczne;.

Potencjat grawitacyjny od jednorodnej kuli dla punktu lezgcego na
zewnatrz tej kuli mozna tatwo okresli¢. Kulg mozna traktowac¢ jako ztozong ze
wspotsrodkowych powlok (rys. 3.1.3). Potencjat w punkcie zewnegtrznym P
zalezy tylko od masy powloki i odlegtosci od jej srodka. Wszystkie powtoki
tworzace kule majg srodek w tym samym punkcie. Mamy wigc proste sumowanie

My
1 M, 3.1.11
VK =—G;j de :_GT
0

Gdzie My jest masg najwigkszej powtoki. Dla punktow lezacych wewnatrz kuli
sytuacja jest bardziej zlozona. Kule mozemy podzieli¢ na dwie czgsci, tg pod
punktem i t3 nad punktem (rys. 3.1.4). Zaczniemy od wyznaczenia sity dziatajace;j
na punkt materialny w funkcji jego odleglosci od srodka kuli.
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Rysunek 3.1.2. Przebieg potencjatu dla wybranej powtoki sferyczne,;.
W przyktadzie masa powtoki wynosi Ms=1012kg, jej promienn R=1000km

Rysunek 3.1.3. Kule mozemy roztozy¢

na nieskonczenie cienkie
@ wspotsrodkowe sfery

Rysunek 3.1.4. Dla punktu P lezacego
wewnatrz kuli, kule mozemy podzieli¢
na cze$¢ lezaca nad sferg obejmujaca
punkt P i pod tg sfera.

Kiedy pod sobg mamy kul¢ o masie Mp (czyli od $Srodka do punktu P) i promien
Rp, to warto$¢ sity grawitacji dziatajacej na mas¢ m wynosi

iu
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mM(R
F=G % 3.1.12
P
To, co jest nad nami nie ma znaczenia. Potencjat wewnatrz powtoki sferyczne;j
jest staty. A jak staly jest potencjat to jego gradient jest rowny zeru, a zatem, i sita
od powtoki sferycznej jest rowna zeru. Biorgc pod uwage, ze

4
M(Re)=50Rs 3.1.13

Gdzie p jest gestoscig kuli. Wstawiajac (3.1.13) do (3.1.12) otrzymujemy

4
F(Re)=3GPmR; 3.1.14

Wzor (3.1.14) opisuje wartos¢ sity grawitacji, dziatajacej na mas¢ punktowa m,
dla jednorodnej kuli o promieniu Rp. Wida¢, ze sita jest proporcjonalna do
promienia Rp, a nie odwrotnie proporcjonalna do kwadratu tegoz promienia.
Trzeba jednak pamigtac, ze masa przyciagajacej kuli zostata wyrazona przez jej
gestosé i objetosé. Objetosé zawiera RS |, co redukuje sie z R, do R.* . Nadto
wzor (3.1.14) jest mniej ogdlny od prawa powszechnego cigzenia (1.1), gdyz
obowigzuje tylko na powierzchni kuli o promieniu Rp. Nie mniej przydatny jest
na przyktad do analizy nastepujacego zagadnienia.

Przyjmijmy, ze przez Ziemi¢ przewiercono tunel, o niewielkiej §rednicy
(rys. 3.1.5). Z wielu wzgleddéw jest to nierealne, ale przeprowadzamy teraz
eksperyment myslowy i1 problemami praktycznymi nie przejmujemy si¢. Niech
mata kulka spada w tym tunelu. Lecagc w dot mija kolejne warstwy Ziemi.
W danym punkcie P ma pod sobg kulke o $rednicy R(P), a nad sobg reszte Ziemi.
Mozemy powiedzie¢, ze w tej danej na kule dziata sita dana wzorem (3.1.14),
pochodzaca od kuli o promieniu R(P). Jaka sita dziata na nig od reszty Ziemi?
Reszta Ziemi tworzy nad kulg powloke sferyczng, ktora sktada sie z sumy
nieskonczenie cienkich powtok wspotosiowych. Od kazdej z tych powtlok, sita
jest rdwna zeru. Zatem od ich sumy rowniez jest roOwna zeru. Zatem na naszg kulg
dziata tylko sita (3.1.14). Musimy ostroznie uwzgledni¢ znaki. Niech $rodek
uktadu wspohrzednych znajduje si¢ w $rodku Ziemi. Poniewaz ruch jest
jednowymiarowy R mozemy zamieni¢ na zmienng X. Wtedy mamy

F(x) :—ngmx: F(x)=—kx

k

Czyli sila dziatajaca wewnatrz tunelu spelnia takg samg relacje jak sita
sprezystosci  (wzor TVII_1.1). Majac silg opisang takim wzorem jak
w przypadku oscylatora harmonicznego, mamy takie samo rozwigzanie rownania
ruchu, czyli spodziewamy si¢ ruchu harmonicznego, mozesz okresli¢
czestotliwos$¢ tego ruchu, korzystajac z rozwigzan na oscylator harmoniczny
przedstawionych w (8TVIII 1).

3.1.15
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Rysunek 3.1.5. Ruch kulki
w tunelu. Przez Ziemie
przewiercony jest waski tunel,
w ktorych podrézuje mata kulka.
W punkcie P na kulke dziata
grawitacyjnie masa zgromadzona
w podkuli o $rednicy R(P).
Zewnetrzne czeSci masy nie
wywieraja na  kulke  sity.
Wewnatrz powtoki sferycznej
potencjat jest staly, a zatem jego
zmiana jest réwna zeru, co
zgodnie ze wzorem daje zerowa
site.

Mozemy w tym miejscu wroci¢ do wyjsciowego zagadnienia, to jest
obliczenia potencjalu wewnatrz jednorodnej kuli. Zaczn¢ od wzoru na prace
wykonang przy przesuni¢ciu kulki o masie m wewnatrz jednorodnej kuli.
Przesuwanie ciata wewnatrz np. Ziemi jest wysoce klopotliwe, ale my si¢
praktycznymi aspektami tutaj nie przejmujemy, my przesuwamy myslowo mata,
kulista mas¢ m dla potrzeb obliczania rozktadu potencjatu, a nie projektujemy
do$wiadczenia polegajacego na takim przesuwaniu. Sila jest dana wzorem
(3.1.14). Zatem praca na drodze od r=0 do r=R jest rowna

R
W,z :gﬂGpmj rdr :gnGmez 3.1.16
r=0

Zauwaz, ze poniewaz sila wyraza si¢ tak jak w przypadku sprezyny, prace
moglismy policzy¢ wykorzystujac wzor na pole trojkata. Jest to zmiana energii
potencjalnej, czyli rdéznicg potencjaldw przemnozona przez mas¢ m, a nam
potrzebny jest wzor na potencjat. Roznica potencjalow przemnozona przez mase,
daje prace wykonang przy przesuni¢ciu tej masy migdzy dwoma punktami. Mamy
zatem

3.1.17a
m(V, —V,) :énemez =V, =§7erR2 +V,

Jezeli wykorzystamy wzor na objetos$¢ kuli to wzor (3.1.17a) przejdzie w
1G 3.1.17b
VR = EE M(R) +VO

Wzor (3.1.17b) okresla potencjal z doktadnoscia do statej Vo (Vo to potencjal
w srodku kuli). Wiemy jednak, ze dodanie dowolnej wartosci do potencjatu
(byleby w kazdym punkcie) niczego nie zmienia w kwestii energii 1 sity, ktore
z potencjatu zwykle wyznaczamy. Wyznaczmy warto$¢ Vo dla przypadku, gdy
zero potencjatu znajduje si¢ w nieskonczonosci. Bedziemy wtedy zgodni ze

41



wzorami uzyskanymi dla punktéw P lezacych poza kulg (3.1.11). Niech zatem
dla R=Rk potencjat dany wzorem (3.1.17b) bedzie rowny potencjatowi
My, 1gM _,y, _ 36M 31174
R, 2 R, 2 R,
W?z0r (3.1.17) podaje wartos¢ potencjatu, przy zatozeniu, ze warto$¢ zerowa jest

w nieskoﬁczonoéci Wz6ér na potencjat wewnatrz kuli przyjmuje postaé
3 GM 3.1.18

Rysunek (3.1.7) przedstawia pelny wykres potencjatu dla kuli

A 2 2
V. [kg/m’]

=-300000F

-600000}F

=950000F
0 500000 2000000

-
>
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Rysunek 3.1.7. Potencjat kuli w zaleznosci od odlegtosci od jej srodka. Kula ma
parametry: promien 1000km, masa 102%2kg, gestos$¢ 2.39g/cm3.

3.1.2. Zwiazek miedzy natezeniem pola i potencjalem

Z (T 7.10) wiemy jaki jest zwigzek migdzy potencjatem a odpowiadajagcym mu
zachowawczym polem wektorowym. Wektor gradientu potencjalu V pola
grawitacyjnego jest proporcjonalny do wektora nat¢zenia g tego pola i przeciwnie
skierowany. Doktadana relacja ma postac

g=-VV 3.1.29

Korzystaja z relacji pomiedzy energig potencjalng Ep a potencjalem V oraz sila
przyciaggania grawitacyjnego F I nat¢zeniem pola grawitacyjnego g mozemy
rowniez zapisac relacje:

F = —VEp 3.1.20

42



Korzystajac z prawa powszechnego cigzenia mozemy zapisac

E VE m. . 3.1.21
—=——"=-VV =-G2¥,
ml ml r12
Wzor
m, .
VW, =G—1, 3.1.22
r12

Mozemy traktowac jako inny matematyczny zapis prawa powszechnego cigzenia.
No dobrze mozemy, ale czy warto? Odpowiem tak, jak w przysztosci chcemy co$
sensownego powiedzie¢ o ogolnej teorii wzglednosci, to taka postaé prawa
powszechnego cigzenia begdzie przydatna.

Majac dany wzor na potencjal od powloki sferycznej wewnatrz tej sfery
(3.1.10), wiemy jakie jest natezenie pola wewnatrz takiej powtoki. Poniewaz
wewnatrz powtoki potencjat jest staty, od razy mozemy przewidziec¢, ze natezenie
pola (czyli przyspieszenie g) bedzie rowne zeru.

Fakt: 3.1.1.
Wewnatrz powtoki sferycznej potencjat pola grawitacyjnego jest staty,
z czego wynika, ze natezenie pola grawitacyjnego g jest zerowe.

Na zewnatrz powloki sferycznej potencjal w danym punkcie jest odwrotnie
proporcjonalny do odleglosci migedzy tym punktem a srodkiem powtoki (3.1.9). Z
(8TXIV 1.1.2) wiemy, ze gradient z takiego pola skalarnego daje wyrazenie
odwrotnie proporcjonalne do kwadratu odlegtosci, czyli wzor (3.1.22). Rysunek
(3.1.8a) przedstawia wykres natezenia pola grawitacyjnego dla przyktadowe]
powtoki sferyczne;j

W przypadku pelnej kuli natezenie pola mozemy obliczy¢ w podobny
sposob. W punkcie na zewnatrz kuli mamy zanany juz nam wzor (2.1).
Korzystajac ze wzoru (3.1.18a), w punktach wewnatrz kuli mamy

Q(R):—V(gﬂ'GpRZ +Voj:_%7szR 3.1.23

Wykres warto$ci nat¢zenia pola grawitacyjnego w funkcji odlegtosci od
srodka petnej kuli pokazuje rysunek (3.1.8b).
Wiemy, ze prawo Coulomba dla dwoch tadunkow elektrycznych gp i g2 ma
posta¢ podobng do prawa powszechnego cigzenia (1.1)
_ e %%

Fo =k 3.1.24
Przez analogi¢ do pola grawitacyjnego mozemy pokazac, ze potencjat elektryczny
od jednorodnie natadowanej sfery jest wewnatrz tej sfery staty, a przez to i
natgzenie pola elektrycznego jest rowne zeru. Poza sfera, jak 1 dla przypadku kuli
odnosne relacje sg takie same jak dla grawitacji, z tym, ze trzeba uwazac¢ na znak
tadunku. W grawitacji tadunki (czyli masy) sg dodatnie, a tadunki elektryczne
moga by¢ dodatnie i ujemne, przez co sily moga by¢ 1 przyciagajace 1
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odpychajace. Nie mniej z faktu, ze struktura rownan (3.1.24) i (1.1) jest taka sama,
a w szczegolnosci sity sg odwrotnie proporcjonalne do kwadratu odlegtosci
miedzy punktowymi tadunkami, cechy obu oddzialywan sg do siebie pod wieloma
wzgledami podobne. Dziata zasada uniwersalno$ci matematyki, ktéra méwi, ze
wlasciwo$ci wyrazen matematycznych nie s3 czule na nasze fizyczne
interpretacje.

a
4. x10~"
1.x10" "}
. - »
0 500000 2000000 RO
A
0.7}
b
0.3}
01}
000 2000000 -
0 500 RIm]

Rysunek 3.1.8. Warto$¢ natezenia pola grawitacyjnego dla sfery i kuli w funkcji
odlegtosci od Srodka R; a) dla powtoki sferycznej - dane powtoki jak na rysunku
(3.1.2); b) dla petnej kuli - dane kuli jak na rysunku (3.1.7).

To czy rozwazana przez nas sila odwrotnie proporcjonalna do kwadratu
odleglosci jest sita elektryczng, grawitacyjng czy inng dla wyrazenia
matematycznego nie ma zadnego znaczenia. Oczywiscie fakt, ze mamy dwa
rodzaje tadunku (dodatnie i ujemne), oraz ze sity elektryczne sg duzo pote¢zniejsze
od grawitacyjnych niesie za sobg wiele istotnych skutkow fizycznych, ktérych nie
znajdziemy w oddzialywaniu grawitacyjnym. Przykladowo, atom jest dla nas
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praktycznie obojetny, co wynika z takiego samego ladunku dodatniego
I yjemnego zgromadzonego w jego bardzo malej objetosci. Takiej wzajemnej
kompensacji oddziatywan nie znajdziemy w grawitacji. Ale rdznice te wynikaja
albo z faktu istnienia dwéch rodzajow tadunku elektrycznego albo z rdéznic
warto$ci parametrow. W pierwszym przypadku ma to odniesienie do dziedziny,
w zakresie ktorej stosujemy rownania (3.1.25) i (1.1). W pierwszym przypadku
dziedzina zmiennosci mas jest dodatnia, w drugim, dla tadunkow, jest to cata o$
liczbowa. Poszerzenie dziedziny zmienia niektore wlasciwosci wyrazen
matematycznych. W drugim przypadku jest to kwestia innych wartosci jakie
generujg oba wyrazenia, ale to juz bardziej kwestia fizyki niz matematyki.

3.2. Predkos¢ ucieczki

Rozwazmy nastepujacy problem: z jaka minimalng predkoscia nalezy wyrzucic
przy powierzchni Ziemi kamien o masie m, aby oddalit si¢ od Ziemi na dowolng
odlegtosc? Zaktadamy, ze nie ma oporéw ruchu (zaniedbujemy istnienie
atmosfery)

Niech wartos¢ predkosci naszego kamienia przy wyrzucie wynosi V. Jezeli
kamien oddali si¢ na jakas$ odleglos¢ h, od powierzchni Ziemi, to jego energia
kinetyczna zamieni si¢ na energi¢ potencjalng pola grawitacyjnego. Nie mozemy
jednak korzysta¢ z przyblizonego wzoru AE, = mgh, gdyz h moga by¢ dowolnie
duze. Musimy skorzysta¢ ze wzoru doktadnego.

1 1
AEp:—GI\/IZm —_——— 3.2.1
g Ta

Punkt poczatkowy znajduje si¢ na powierzchni ziemi ra=Rz, a punkt koncowy
W nieskonczonosci (dalej juz si¢ nie da) rg=oo. Przyrost energii potencjalnej ma
zatem wartos¢

GM, m,

AR, =——— 3.2.2
A

Z zasada zachowania energii mamy rownanie
2
m, v :GMka

3.2.3
2 R,
Stad znajdujemy wartos¢ szukanej predkosci
V= ZGMZ 3.24
R,

Dla Ziemi predko$¢ ta ma warto$¢ 11.19km/s i jest nazywana druga predkoscia
kosmiczna.
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Definicja 3.2.1: Druga predkosci kosmiczna
Druga predRosci Rosmiczna jest predRosciq ucieczRi z powierzchni Ziemi, to jest
najmniejszq predRosciq, jakg nalezato by nada¢ ciatu przy powierzchni Ziemi, przy
braku oporu powietrza, aby ciato to wyrzucone z tq predRoscig pionowo do géry nie
powrdcifo na powierzchnie Ziemi wyltqcznie na skutek, oddziafywania ziemsKiej
grawitacyi.

Druga predko$¢ kosmiczna daje nam pojecie o wysitku jaki nalezy wlozy¢
w uwolnienie si¢ od ziemskiej grawitacji. Nie daje jednak odpowiedzi na pytanie
jak to zrobi¢. Uzycie wielkiego dziala do nadania kapsule statku kosmicznego
odpowiedniej predkosci® nie ma szans powodzenia z powodéw zasadniczych (nie
wspominajac o problemach technicznych). Pierwszym z tych probleméw jest
atmosfera, ktora z jednej strony hamowataby kapsule (trzeba by jej byto nadaé
predkos¢ znacznie wigksza od predkosci ucieczki), a drugim przyspieszenie jakie
panowaloby w kapsule w momencie wystrzatu. Jezeli zatlozymy, ze lufa dziala ma
1000m dilugosci, to Srednie przyspieszenie wewnatrz dziata przekroczyloby
6000g. Przy takim przyspieszeniu 5 kg krwi dorostego cztowieka miatoby cigzar
ponad trzydziestu ton. Byloby to zabdjcze dla cztowieka, ale rowniez dla
wigkszosci poktadowych przyrzadow. Kolejnym czynnikiem jest cieplo jakie
wydzielitoby sie na skutek opordéw atmosfery. Osiggnigcie predkosci wiekszej od
11km/s w gestych warstwach atmosfery rozgrzatoby powierzchni¢ statku do
bardzo duzej temperatury, stawiajac niemozliwe do spelnienia wymogi
materialowe. Z tego powodu lot w Kosmos odbywa si¢ wedlug znacznie
tagodniejszego schematu (co nie znaczy, ze fagodnego), to jest z uzyciem rakiet
nosnych.

3.3. Ksztalt Ziemi

Jaki Ziemia ma ksztalt? Nawet dzieci wiedza, ze jest kulg. No dobrze, Ziemia jest
kulag w pewnym przyblizeniu. W lepszym przyblizeniu jest elipsoida, czyli nieco
sptaszczong na skutek wtasnego obrotu kulg. Ale na dobrg sprawe nie jest rOwniez
elipsoidg. Sa na Ziemi przeciez 1 gory 1 doliny 1 oceany. Podyskutujmy nieco na
temat ksztattu Ziemi.

Dawniej ludzie mysleli, ze Ziemia jest ptaska. Mozna by rowniez zapytac:
dlaczego ptaska? Mieszkancy rownin moze byliby usprawiedliwieni w Swym
domniemaniu ptasko$ci Ziemi, ale gorale (rys. 3.3.1). A jednak gorale réwniez
gustujg w plaskiej Ziemi. Za nasze odczucie w sprawie ksztaltu Ziemi nie
odpowiada geometria jej powierzchni tylko geometria linii rownego potencjatu.
Dobrze - wiem, ze dawniej ludzie nie mieli pojecia o czyms$ takim jak
powierzchnia rownego potencjatu pola grawitacyjnego, nie mniej mieli moznos¢
jej posredniego obserwowania. Moge przytoczy¢ przynajmniej dwa przyktady
tatwej do poczynienia obserwacji (rys. 3.3.2). Kiedy mowimy o kulistym

6 Tak jak to opisat Juliusz Verne w powiesci ,Wokot Ksiezyca”
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ksztalcie Ziemi, moéwimy réwniez o tej tajemniczej wyrodznionej powierzchni
(rownego potencjatu), ale tym razem majacej ksztatt sfery (rys. 3.3.3). Mozemy
zdefiniowa¢ ksztalt Ziemi odnoszac si¢ do powierzchni réwnego potencjatu.
Zdefiniujmy zatem, powierzchni¢ Ziemi jako powierzchni¢ rownego potencjatu,
przebiegajaca najblizej powierzchni §wiatowego oceanu.

Rysunek 3.3.1. Ptaska Ziemia?

£

& Z

Rysunek 3.3.2. Gorny rysunek - lustro wody przyjmuje takg samg orientacje
niezaleznie od tego czy naczynie stoi na stoku czy na rowninie. Dolny rysunek -
kierunek pionu, tutaj reprezentowany przez kierunek spadania kamieni, nie
zalezy od tego czy wyznaczamy go na rOwninie czy na stoku gérskim. Réwniez
my odczuwamy pochyto$c¢ stoku (mamy poczucie kierunku pionu). Wszystko to
sktania nas do przyjecia istnienie wyr6znionej ptaszczyzny (kreskowana belka),
ktora niezaleznie od ksztattu powierzchni Ziemi wyznacza orientacje lustra
wody i kierunek pionu.
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Pozostaje nam jeszcze znalez¢ ksztatt tej powierzchni, CO nie jest zadaniem
tatwym. Robi si¢ to za pomocg pomiarow grawimetrycznych, ktore majg za
zadanie wyznaczenie lokalnego przyspieszenie grawitacyjnego. Na tej samej
powierzchni ekwipotencjalnej przyspieszenie grawitacyjne musi mie¢ takg samag
warto$¢, oraz by¢ skierowane prostopadle do tej powierzchni.

Rysunek 3.3.3. Powierzchnia
kulistej Ziemi oznacza, Ze istnieje
wyrozniona powierzchnia sfery,
wzgledem ktorej orientuje sie
zaroOwno Kkierunek pionu jak
i powierzchnia wody. Na rysunku
lustro wody w szklance, niezaleznie
czy na zboczu gory, czy na rOwninie,
jest rownolegte do tej wyrdznionej
powierzchni sferycznej (zielona
gruba kreska). Sciéle rzecz biorac
lustro wody winno by¢ wycinkiem
sfery, ale szklanka jest za mata aby to
byto widoczne. Co innego morza czy
oceany. (Cze$¢ powierzchni Ziemi
narysowana jest na niebiesko. To
ilustracja powierzchni oceanu, ktéra
oczywiscie jest cze$cig sfery.

Rysunek 3.3.4. Geometria geoidy zalezy od réznic w lokalnym rozktadzie mas.
Na rysunku: 1 - ocean; 2 fragment geoidy reprezentujacy przybliZzony ksztatt tej
czesci Ziemi; 3 lokalny kierunek pionu (réznica odchylen w réznych punktach
jest tu dla celow ilustracyjnych mocno przesadzona); 4 13d; 5 - lokalny przebieg
geoidy.
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Otrzymana w ten sposob powierzchnia jest w swych szczegotach skomplikowana
| otrzymata swojg wlasng nazwe geoida. Jej przyktadowy przebieg lokalny (na
matym obszarze) pokazuje rysunek (3.3.4). Rysunek (3.3.5) pokazuje mape
geoidy w skali globalnej. Uzyta do jej wyrysowania jednostka jest gal [Gal]. Jest
to jednostka spoza uktadu SI, ale che¢tnie wykorzystywana w grawimetrii. Kolory
pokazujag warto$¢ odchylenia przyspieszenia grawitacyjnego wyrazonego w
galach w stosunku do warto$ci $redniej dla oceanu (warto$¢ 0). Nierdwnosci
pokazane na rysunku to witasnie ksztatt geoidy.

Definicja 3.4.1: Gal
Jeden gal jest réwny przyspieszeniu jednego centymetra na seRunde do Rwadratu

Dodam jeszcze, ze nazwa gal wzigla si¢ z checi uczczenia Galileusza.

Rysunek 3.3.5. Ziemia
widziana ,0czyma”
kosmicznego grawimetru
GRACE; Zrodto NASA.

Earth's Gravity Field Anomalies {milligals)

-50 -40 <30 <20 <10 O 10 20 30 40 X

Pokazana na rysunku geoida zostata wykonana przez dwa satelity o nazwie
GRACE, ktore stanowity grawimetr kosmiczny zdolny do obmierzenia catlej
planety (rys. 3.3.6).

Rysunek 3.3.6. GRACE to dwa bliZniacze
satelity wystrzelone w marcu 2002
przez NASA. Zadaniem bliZniakow byto
przeprowadzenie precyzyjnych
pomiaréw grawimetrycznych w skali
catej planety. Gdy blizniaki znajduja sie
nad obszarem onieco innej warto$ci
przyspieszenia grawitacyjnego oddalaja
sie lub przyblizaja do siebie. Precyzyjny
dalmierz laserowy S$ledzi te wzajemne
ruchy a system komputerowy przelicza
na dane grawimetryczne. Szczegoty
mozna znaleZ¢ na stronach NASA.

Oprdcz kosmicznego grawimetru GRACE istnieje jeszcze wiele innych ich
odmian. A zastosowan majg wiele. Przyktadowo w czasie Zimnej Wojny
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grawimetry byly uzywane do nawigacji w todziach podwodnych. Majac mape
grawitacyjng dna morskiego 1grawimetr mozna byto dokladnie okreslac
polozenie okretu. Ogromng zaleta tej metody bylo to, Ze okret nie musial
emitowa¢ zadnego sygnalu, jak to ma miejsce na przyklad w metodach
echolokacyjnych. Mdégt zatem unikng wykrycia. Po zakonczeniu zimnej wojny
wiele technik zostato odtajnionych 1 grawimetria zrobita wielkg karier¢ przy
poszukiwaniu zt6z mineratow 1 w badaniach geofizycznych Ziemi.

To, ze Ziemia jest kulg bylo powszechnie uznang prawda w $wiecie
starozytnych greckich filozoféw. W oparciu o to przekonanie zbudowal swoj
model kosmologiczny Arystoteles (rys. TVI 1.3.6). Wbrew obiegowej opinii elity
Kosciota katolickiego w $redniowieczu rowniez przyjmowaty to za fakt. Zapewne
nieksztalcony lud miat na ten temat swoje wilasne zdanie, zblizone do zdania
naszych archaicznych przodkdéw. Ale w dawnych czasach stanem wyksztalcenia
ludu z zasady nikt si¢ nie przejmowat.

3.3.1. Grawimetry

Na zakonczenie tematu dotyczacego ksztaltu Ziemi jeszcze kilka stow
0 grawimetrach. Grawimetry to urzadzenia do pomiaru warto$ci przyspieszenia
grawitacyjnego. Ogoélnie dzielimy ja na grawimetry absolutne i wzgledne.
Grawimetry absolutne mierza warto$¢ przys$pieszenia a wzgledne rdznice
przyspieszenia grawitacyjnego w dwodch punktach. Najprostszym grawimetrem
absolutnym jest wahadto, ktére wykorzystatem do pomiaru przyspieszenia
ziemskiego w temacie (rys. Tl 3.2). Moj eksperyment byt do§¢ prymitywny, po
jego dopracowaniu mozemy uzyskac¢ doktadniejsze wartosci. Niemniej grawimetr
oparty o wahadto jest mato doktadny (nawet po dopracowaniu) a pomiar zajmuje
sporo czasu. Wspotczesne grawimetry absolutne wykorzystujg spadek
zwierciadla ($cislej jest to retroreflektor) w kolumnie prézniowej. Wykorzystujac
uktad interferometru Michelsona (rys. TX 1.1.1) mozna bardzo precyzyjnie
okresli¢ przys$pieszenie zwierciadta. Najbardziej rozpowszechnionym typem
grawimetru wzglednego jest grawimetr sprezynowy. Wykorzystuja one cigzarek
na sprezynie. W réznych miejscach na Ziemi cig¢zarek rozcigga sprezyng w
roznym stopniu. Urzadzenie trzeba skalibrowa¢ wzgledem wybranego punktu
odniesienia na Ziemi. Najczulszymi urzgdzeniami sg  grawimetry
nadprzewodzace. Wykorzystuje si¢ w nich lewitacje przewodzacej kuli (zwykle
niobowej) w polu magnetycznym, w temperaturze nadprzewodnictwa. Warto$¢
pola magnetycznego potrzebna dla utrzymania kuli w stabilnej lewitacji zalezy od
przyspieszenia grawitacyjnego. Czutos¢ tego typu instrumentdéw jest rzedu 10°
“m/s? (jeden nanogal). Czuto$¢ tych przyrzadow pozwala wykryé zmiany
W przyspieszeniu zwigzane z ruchem Stonca i Ksiezyca (tzw. sity pltywowe),
ktérych poziom nie przekracza +100nanogali (£1000nm/s?). Inng klasg
grawimetrow sg grawimetry orbitalne (rys. 3.4.6). Ich doktadnos¢ jest mniejsza
niz grawimetréw ziemskich, ale pozwalaja na mapowanie pola grawitacyjnego w
skali catej planety. By¢ moze juz niedlugo rozpowszechnig si¢ grawimetry
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wykonane w technologii mikro. Ich zasadnicza zaleta bedzie niewielki koszt
jednostkowy przy ich masowym wytwarzaniu.

3.4. Energia grawitacyjna kuli

Jezeli na Ziemie spadl kawatek materii z kosmosu, to dla jego uwolnienia z pola
grawitacyjnego planety nalezy mu dostarczy¢é pewnej energii. Energia ta jest
rowna energii kinetycznej tego kawatka poruszajgcego si¢ z predkoscig rownag
drugiej predkosci kosmicznej. Przyjmujac, ze druga predkos¢ kosmiczna to
11.9km/s mamy, ze na kazdy kilogram materii potrzeba energii o wartosci

1kg11900%*(m/s)’
E-—9 2( ) 70805000J ~ 70M3 341

To catkiem sporo. Mozemy powiedzie¢, ze energia ta jest grawitacyjng energia
wigzania kilograma materii znajdujgcego si¢ przy powierzchni Ziemi. Energia
wigzania to co§ w rodzaju dlugu wobec pola grawitacyjnego, ktory musimy
splaci¢ jezeli chcemy si¢ od niego uwolni¢. Dlatego, we wzorach na potencjal,
przyjmuje si¢ wartoSci ujemne (3.4), a zero potencjatu znajduje si¢
w nieskonczonosci, gdzie dlug jest catkowicie sptacony. Inne wyobrazenie to tzw.
studnia potencjatu grawitacyjnego. Wyobrazamy sobie, ze przy powierzchni
Ziemi jesteSmy jakby w glebokiej studni. Wysokos¢ $cian tej studni obrazuje
wysitek jaki musimy wtozy¢ w wydostanie si¢ na zewnatrz.

Koles! Ale wpadtes!

Pt

Rysunek 3.4.1. Nasza sytuacje
w polu grawitacyjnym Ziemi
mozemy sobie przedstawi¢ jako
sytuacje kogo$ kto znalazt sie w
gtebokiej studni. Giebokos¢ studni
reprezentuje  wielko§¢  naszego
energetycznego dtugu wobec pola
grawitacyjnego planety.
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Oczywis$cie o studni grawitacyjnej mozemy roéwniez mowi¢ w przypadku innych
cial niebieskich. Ich glebokos¢ zalezy od pola grawitacyjnego przy powierzchnia
planety’.

Energia grawitacyjna wigzania Ziemi jest niewyobrazalnie ogromna.
Sprobuje jednak da¢ wam pewne wyobrazenie. Ziemia ma ponad 12000km
srednicy, przyjmijmy dla prostoty, ze jest to dokladnie 12000km. Jezeli
zmniejszymy ja milion razy to otrzymamy kul¢ o $rednicy 12m. Powiedzmy, ze
chcemy nada¢ predkos¢ ucieczki lkm szesciennemu ziemi. Jezeli sze$cian
0 rozmiarach 1kmx1kmx1lkm zmniejszymy milion razy to otrzymamy sze$cian o
dtugosci krawedzi 1mm. Pomys$l jak malym kawatkiem kuli o $rednicy 12m jest
szeScian 0 boku 1mm. Na powierzchni 12 metrowej kuli mamy ponad 450
milionow takich sze$cianow®. Rysunek (3.4.2) pokazuje odcinek o dugosci 12cm
1 kwadrat o boku Imm. Dwunastometrowa kula ma sto razy wig¢ksza od tego
odcinka $rednice. ROwnowazenie, aby zachowaé skale mozemy zmniejszy¢
rozmiar kwadratu do jednej setnej milimetra. Wtedy bytby jednak niewidoczny.

S x100

Rysunek 3.4.2. Kwadra o boku 1mm na tle odcinak o dtugosci 12cm - sto razy
mniejszego od Srednicy dwunastometrowej kuli.

Mozna zatem powiedzie¢, ze szeScian o boku lkm drobniutki odprysk na
powierzchni Ziemi. Ile trzeba energii aby nada¢ mu drugg predkos¢ kosmiczng?
Przyjmijmy, ze $rednia gesto$¢ Ziemi przy jej powierzchni to 3.5g/cm?®. Zatem
jeden kilometr sze$cienny wazy 3.5 miliarda ton, czyli 3.5 biliona kilogramow;
3.5:10%%kg. Przyjmijmy, ze w objetoSci szeScianu przyspieszenie ziemskie jest
state. Idac na ledwie kilometr w gtab Ziemi przyspieszenie rzeczywiscie zmienia
si¢ w sposOb nieznaczny. Oznacza to, ze predkos¢ ucieczki dla naszego
szeSciennego bloku jest praktycznie taka jak dla kamienia przy powierzchni
Ziemi. Niech to bedzie, dla okraglosci 11km/s. Teraz mozemy policzy¢ energi¢
potrzebng na nadanie szeScianowi tej predkosci
1 3.4.2

5110002 .3.5-10% ~ 2.8-10*J
Wyszto nam 280 trylionéw dzuli. A przy powierzchni jest ponad 500 miliondw
takich kawatkow! Jest to liczba, ktora jest tak wielka, Zze nic nam nie mowi.
Sprobujmy zatem ugryz¢ ja inaczej. Powiedzmy, ze na Ziemi jest w arsenatach
40 tysiecy bomb atomowych o mocy 1Mt kazda®. Czy energia tych wszystkich
tadunkow wystarczy do wystrzelenia jednego kilometra sze$ciennego ziemi

”W przypadku gazowych planet olbrzyméw jest to powierzchnia umowna

8 W rzeczywistosci Ziemia ma ponad 12600km $rednicy a jej powierzchnia wynosi okoto 520 milionéw
kilometrow kwadratowych.

9 Jest to wiecej niz moc tadunkéw nuklearnych zgromadzonych na Ziemi.
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w kosmos? Zgodnie z (def. TIl 2.8) jedna megatona to rownowaznie 4.18-10%J.
Zatem 40 tysiecy bomb 0 mocy jednej megatony daje energie 1.67-10%%], czyli
mniej od tej wynikajacej ze wzoru (3.4.1). Mimo, ze energia zgromadzona
w tadunkach nuklearnych jest dla nas zatrwazajgca wielka, jest jej za mato na
wystanie w kosmos okruchu jakim dla naszej planety jest 1 km? jej materii.
Swiadczy to o tym jak wielka jest energia grawitacyjna wiazaca Ziemie.

Jaka jest calkowita energia wigzania grawitacyjnego jednorodnej kuli
0 danej masie 1 $rednicy? Wrdé¢my do Ziemi. Jezeli nadalibySmy pierwsza
predkos¢ kosmiczng catej wierzchniej warstwie o grubosci 1km, to promien Ziemi
stalby si¢ mniejszy o 1km. Zatem przyspieszenie grawitacyjne, przy powierzchni,
zmalatoby (Ziemia zawieralaby mniej masy), co pociagneloby za sobag
zmniejszenie predkosci ucieczki. Nasuwa to pomyst na obliczenie energii
grawitacyjnego wigzania kuli.

Podzielmy jednorodna kulg 0 promieniu R zbudowang z materii o ggstosci
o na nieskonczenie cienkie sfery o grubosci dr (rys. 3.4.3).

Rysunek 3.4.3. Kule o promieniu R

dzielimy na  nieskonczenie  wiele
@ nieskonczenie cienkich wspo6tsrodkowych
powtok sferycznych.

Masa powloki o promieniu I jest nieskonczenie mata i rowna jej polu powierzchni
przemnozonej przez grubos¢ powtoki dr i jej gestosé

3.4.3

Energia potencjalna takiej powtoki w polu kulistej masy znajdujacej si¢ w jej
wnetrzu jest rowna (3.4)

4 3 j 2
—7zrp ||4zrepdr 3.4.4
G(?’ ( ):—%G(47zp2)r4dr

dm =%7zr2pdr

dE =—

r

Zauwaz, 7ze W pierwszym nawiasie mamy mas¢ kuli o promieniu r i gestosci p,
a w drugim mase powtoki. Calkujac (3.4.4) po wszystkich powtokach tworzacych
Ziemi¢ mamy

1 R 1 1
E=-=G(4rp’)|r'dr =—=G( 40" )=R®
56 p)! SG(470°) 3.45

Masa kuli wyraza si¢ wzorem
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4.
M = g 2R p 3.4.5a
Co pozwala uproscic¢ (3.4.5a) do postaci
_ 3M?
"SR 3.4.6

Dla kuli o $redniej gestosci Ziemi i jej rozmiarach energia wigzania wynosi

> 7(5,96-10% ) [ kg®
E _ 36.67.10"| N ( ) [k ]=—2-2-10323 347
5 kg’ |  6370000[m] o

Daje to jeszcze dwanascie rzgdow wielkosci wigcej niz wyrazenie (3.4.2). Nie jest
to doktadnie energia Ziemi, ktérej gestos¢ rosnie w kierunku jej srodka, ale dobrze
oddaje rzad wielko$ci grawitacyjnej energii wigzania naszej planety. Dla
poréwnania energia wigzania kuli otowianej o masie jednej tony wynosi zaledwie

3 W[ m? ](1000)°] kg? | } 348
E =——6,67-10 | N =-4.0-10"J
"5 kg’ 1[m]
Na szcze$cie dla kuli olowianej jej spojnos¢ zalezy od sit elektrycznych a nie
grawitacyjnych. Olbrzymia warto$¢ grawitacyjnej energii wigzania Ziemi
zwigzana jest z niewyobrazalng dla nas ilo$cig materii jaka si¢ w niej znajduje.
Wiem, ze zne¢canie si¢ nad wytworami wspolczesnej kinematografii moze
wygladac jak znecanie si¢ nad matym dzieckiem, ale od czasu do czasu warto cos,
tak na wszelki wypadek, skomentowac¢. W sadze ,,Gwiezdne Wojny” brzydkie
Imperium terroryzuje nieszczesnych mieszkancow Galaktyki urzadzeniem
nazywanym Gwiazda Smierci. Ta wielka maszyneria wypuszcza z siebie
strumien czgstek zdolnych do rozbicia planety. Popatrz na wzoér (3.4.5)
okreslajacy energi¢ potrzebng na wyrwanie z Ziemi drobnego okruszka z jej
powierzchni w postaci sze$cianu o krawedzi jednego kilometra. Energia na
rozbicie Ziemi miesci si¢ migdzy warto$cig dang wzorem (3.4.5) a wartoscig dang
wzorem (3.4.6). Dlaczego nie doktadnie (3.4.6)? Wyobraz sobie, ze rozbijamy
planete na dwie potkule. Uwolnienie ich z dlugu wobec pola grawitacyjnego
wymaga ogromnej energii. Jednakze w kazdej potowce zwigzana jest potowa
materii planety, ktora zawiera jaki$ utamek energii wigzania catej planety. Wzor
(3.4.6) okresla energie potrzebng na rozbicie kuli w drobny mak. Gdy pozostaja
duze kawatki potrzebna energia jest mniejsza — mniejsza o kilka rzedow
wielkosci, co dalej, w przypadku Ziemi, daloby energi¢ lezaca poza naszym
wyobrazeniem. Z drugiej strony przyjmujemy, ze kometa 0 objetosci kilku
kilometrow szeSciennych spowodowata wyginiecie dinozaurow. Nie ma w tym
zadnej sprzeczno$ci. Zycie na Ziemi jest zjawiskiem powierzchniowym.
Wyzwolenie bardzo duzej energii w jednym punkcie powoduje, ze po
powierzchni Ziemi rozchodzi si¢ miazdzaca fala uderzeniowa, a przy uderzeniu
malej komety cata powierzchnia planety jest nadto bombardowana jej ognistymi
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odtamkami. Wzbudzone przy tym masy pytu na lata obnizajg ilosci energii jak ze
Stonca dociera do powierzchni Ziemi. Krétko moéwige Imperator z Gwiezdnych
Wojen ponidst ogromne koszty zwigzane z budowg machiny, ktoérej uzycie
przypomina strzelanie z armaty do komara. Miast jednej potezne; Gwiazdy
Smierci mogt zbudowaé kilka powiedzmy miliard razy mniej poteznych machin
wojennych, ktore z punktu widzenia zycia mieszkancow planet takich jak Ziemia
bylyby ciagle totalnie destruktywnymi urzadzeniami. Wtedy zniszczenie jednej
z tych machin bytoby matg strata dla floty Imperatora. Coz, ani strategii, ani
taktyka nie byta mocng strong bohaterow Gwiezdnych Wojen.
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4. Zagadnienie dwoch ciat &

Majac prawo powszechnego cigzenia potrafimy okresli¢ sity przyciggania
dziatajace miedzy dwoma kulistymi masami. Oznacza to, Ze mozemy napisac
rownanie ruchu dla tych mas. Zaczniemy od dwdch mas m; i m, potozonych tak

jak na rysunku (4.1).

>
X

Rysunek 4.1. Dwie oddziatujace
grawitacyjnie masy w wybranym
inercjalnym uktadzie odniesienia.
Punkt P jest punktem $rodka masy
tych dwéch mas. Uktad

wspoétrzednych zwigzanych
zpunktem P  jest ukladem
inercjalnym. Nasz uktad

wspoétrzednych moze by¢ uktadem
przesunietym w  przestrzenie
wzgledem punktu P. Taki uktad tez
jest inercjalny.

Zaktadamy, ze sity zewnetrzne dziatajace na te masy mozemy poming¢. Sity
dziatajace na masy spetniajg warunek (trzecie prawo Newtona)

F,=-F,

4.1

Przy czym, zgodnie z (1.1.3) i oznaczeniami na rysunku (4.1)

B mm, . . . mm, .
F12__G 2 r12’ le_G 2 r12
r r
="y =¥
FZQ—Q

Uktad rownan ruchu dla obu mas ma postaé
dzr2 e m,m, i

4.2

4.2a

4.2b

4.3a

4.3b

Pozwolg sobie na malg dygresje rachunkowa. Dodajac stronami rownania (4.3)

2dt> r2
2
i -n
mamy
s

Calkujac to rownanie po czasie mamy

4.4
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% +m % =const

dt 2 dt 4.5
Rdéwnanie (4.5) wyraza zasade zachowania pedu dla naszego uktadu. Dostajemy
ja dlatego, ze prawa strona (4.4) jest wektorem zerowym, co wynika z trzeciego
prawa Newtona, zgodnie z ktorym dwie masy przyciagajg si¢ z sitami o tej same;j
wartos$ci ale przeciwnie skierowanymi. Czas wroci¢ do rozwigzywania uktadu
rownan (4.3). Przepisze¢ rownania ruchu (4.3) w postaci

ﬁ:_iG mm, ; 4.6a
d> m, r?
dr,_ 1 mm,, 460
d> m  r’
a nastgpnie odejme je stronami i skorzystam z (4.2b)
d’r, d’r, _d’r :—(i+ijG mm, . 4.7
dt* dt* dt? m m, r?
Niech
__mm, 4.8
S m+m,

Wielko$¢ ¢ nazywamy masg zredukowang.

Definicja 4.1: Masa zredukowana ukladu dwoch mas
Masq zreduRowang uRfadu dwdich mas nazywamy wielRos¢ okreslong wzorem (4.8)

Masa zredukowana jest dos¢ wazng wielkoscig. Pojawi si¢ przy
rozwigzaniu ukladu réwnan ruchu dla dwoéch czastek natadowanych, oraz
w mechanice kwantowej (mig¢dzy innymi w modelu Bohra atomu wodoru).

Z uzyciem masy zredukowanej rOwnanie (4.7) przyjmie postac

d’r  ar 4.9
da? r*r
a=0Gmm, 4.9a
r 4.9b

[ mamy czary mary, gdyz rOwnanie (4.9) mozemy traktowac jako rownanie ruchu
pojedynczego ciata o masie ¢ w polu sity skierowanej zgodnie z wektorem —r,
przy czym wektor r traktujemy jako wektor wodzacy ciata o masie zredukowanej
. Wektor r wskazuje jednocze$nie potozenie jednego ciata wzgledem drugiego.
Zatem ruch wyznaczamy w ukladzie zwigzanym z cialem, w ktérym zaczepiamy
wektor r. Na rysunku (4.1) jest to ciato o masie my, ale rownie dobrze mogliby$my
przenie$¢ punkt zaczepienia do ciala 0 masie m,. Wiemy, ze uklad zwigzany
z ciatem m; (lub my) jest uktadem nieinercjalnym (zobacz np. (rys. TIV 2.1)),
jednak uktad rownan ruchu (4.3) napisali$my w uktadzie inercjalnym. Po drodze
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nie tamaliS$my zadnych zasad matematyki, mozemy wigc uznaé, ze przenoszac
uktad wspotrzednych do ciata o masie m; automatycznie uwzgledniamy efekt
nicinercjalnosci nowego uktadu odniesienia. Tutaj jest element naszej wiary
w matematyke. Jak dokonujac przeksztatcen nie famiemy zasady matematyki, to
nie spodziewamy sie przykrych niespodzianek.

Podkresle, ze od teraz nie rozwigzujemy uktadu réwnan wzgledem
poczatku uktadu wspotrzednych pokazanego na rysunku (4.1), tylko wzgledem
jednego z cial. Zgodnie zrysunkiem (4.1) wzgledem masy m;. Przyjmujac
przeciwny znak w (4.2b), co spowodowatoby zmian¢ znaku w rdwnaniach (4.3),
rozwigzanie odnositoby si¢ do polozenia ciata mj.

Musimy to réwnanie rozwigza¢. Pomnoz¢ wektorowo obie strony réwnania

(4.9) przez wektor r

d’r ra

I’X,uﬁz—l’xFrz—O 410

Wykorzystamy nastepujaca zaleznos$¢

d N 3 411
a(rxyr):rxyr+rxyr:0
Zerowanie si¢ tego wyrazenia wynika z (4.10). Stad mamy
4.12

%(rxyr):O:rxyr:const

Wyrazenie to ma posta¢ wzoru na moment pedu masy zredukowanej g Jest ono
rOwnowazne wyrazeniu na moment pedu mas m; i my obliczonego wzgledem
uktadu zwigzanego ze $rodkiem masy. Aby to pokaza¢ wprowadzimy wektory
potozenia ris, s obu mas wzgledem srodka masy Rs

R _ M +rm, 413
Com+m,
fo=r-R,=—£r=r=-T0(r,—R,) 4.13b
m, H
"25=r2—Rs=—ir 4.13c
m2
Moment pedu mas m; i m; w uktadzie srodka masy ma postaé
K =g XMyFy + g XMy 4.14
Wstawiajac (4.13b-c) do (4.14) mamy
2 2
Ks=£rxmlﬁr+ﬁrxmlﬁr:£ ALUL BRI }rxr 415
m, m m, m, m+m, m+m,
Po dalszych przeksztatceniach, wykorzystujac (4.8) otrzymujemy
KS:,u(rxl"):rx,ul" 4.16

Czyli wzor (4.14). Pokazali$my istotny fakt:
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Fakt 4.1:
Moment pedu (kret) dla masy zredukowanej 4, liczony wzgledem punktu
wyznaczajgcego potozenie jednej z mas sktadowych jest rowny
momentowi pedu obu mas liczconemu wzgledem punktu okreslajgcego
potozenie srodka masy tego uktadu.

Zasada zachowania momentu pedu powoduje, ze ruch czastek odbywa sie w statej
ptaszczyznie. Pozwala to na przejscie do uktadu biegunowego (rys. TIV 5.2.1).
Niech poczatek uktadu biegunowego znajdzie si¢ w punkcie 0 masie my (rys. 4.2).

m,

Rysunek 4.2. W ukladzie
biegunowym masa mi: jest
wjego poczatku, a potozenie
masy mz okresla wartos¢ kata ¢
i promienia wodzacego r.

Tu niestety bede siegal po wzory wyprowadzone dopiero w temacie
(TXVII 5), gdzie zajme si¢ blizej wspotrzednymi krzywoliniowymi. W uktadzie
biegunowym predkos¢ rozktadam na dwie sktadowe, radialng (wzdtuz promienia
I 1 azymutalng (prostopadle do promienia). W uktadzie biegunowym predkos¢
punktu wyrazamy przez wspoirzedne przez wzory

v, =F v, =r¢ 4.17
Punkt wskazywany przez wektor r ma oczywiscie wspotrzedne r(r,0). Wzor na
moment pedu przyjmie postac

K |=|rx ut]=|(r,0,0)x z(¥,r,0)| = pur’g> 4.18
Zapis (r,0,0) pokazuje jakie wspotrzedne ma wektor r. Drugi nawias zawiera
wspotrzedne wektora predkosci pomnozone przez mas¢ zredukowana.
Przyjmujemy dla wygody, ze trzecia wspotrzedna jest rowna zeru (wszystko
odbywa si¢ w ptaszczyznie). [loczyn wektorowy liczmy tak jak zawsze.

Tu ponownie nieco skrecimy w kierunku zasady zachowania energii. Jest
to o tyle usprawiedliwione, ze bede pdzniej ze wzoru na energi¢ uktadu dwdch
cial korzystat. Wroce do naszego réwnania (4.9) i pomnoze skalarnie jego obie
strony przez wektor predkos$ci ciata 0 masie zredukowanej w uktadzie masy m:
v=dr/dt

o V__a,r 4.19
g~ ey
Wykorzystamy wzor na rézniczkowanie iloczynu wyrazen
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dv_ dv-v_d 4.20a

V-—= _ =
0 a2 a2
ey r_yy2_de
r’ r r o dtr 4.20b
Po wstawieniu tych zaleznosci do (4.19) mamy
d(w° «o W o«
—|——-——|=0=>~—-—=E
dt( 2 r) 2 r 4.21

Pierwszy wyraz ostatniej rownosci wyraza energi¢ kinetyczng ukladu mas
obliczong w uktadzie §rodka masy. Mozna to pokaza¢ zapisujac wyrazenie na
energi¢ kinetyczna

_pp o 4.22
m 2 m, 2 2 2
Gdzie skorzystatem z (4.13b-c). Wyrazenie
2__ mm, 4.23
r r
Wyraza energi¢ potencjalng oddzialujacych mas w uktadzie srodka masy, zatem
suma (4.21) wyrazen (4.22) i (4.23) wyraza catkowitg energi¢ w ukltadzie §rodka
masy, ktora jest na mocy (4.21) stata, co jest zgodne z zasadg zachowania energii.
Majacy wzory na energi¢ uktadu mozemy wroci¢ do rozwigzywania uktadu
roéwnan ruchu.
Kwadrat momentu pegdu (4.18) wyrazony w ukladzie biegunowym wynosi
KZ = pr'e? 4.24
Kwadrat warto$¢ wektora predkosci we wspotrzednych biegunowych (4.17)
wyraza si¢ wzorem

VE=V2 Ve =1 4120 = rPgf =V —F? 4.25
Wstawiajac ostatnie rownanie do (4.24) mamy
KZ = p?r?(v> —¢?) 4.25
Obliczmy z tego kwadrat wartosci predkosci
, K2 ) 4.26
Vi=—2o+1
ur
Po sprowadzeniu prawej strony do wspolnego mianownika mamy
2 :i( KZ . r2r2ﬂ2] 4.27
2 2 2
ol r

Wyrazimy Z z pomocg wzoru (4.24) i wstawimy do wyrazenia w nawiasie, po
uporzadkowaniu mamy

, K1 ¢? 4.28
v _’uz F+r4¢2

Korzystajac z zaleznoSci
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rZ B il 2 429
r‘'e’ \der

W?z0or (4.27) moge przepisa¢ w postaci

, Kj[]. (ﬁd 1]2] 4.30
V== =% 5.~
u\r der
Wyrazenie to podstawi¢ do wzoru na catkowita energi¢ uktadu (4.21)
) 2
Eif%+ﬂilj}_ﬂzgc 4.31
2ul r der r
Przeksztalcimy posta¢ rownania (4.31) do wygodniejszej przez podstawienie
1 4.32a
pP==
r
K_52 - d 2 . 4.32
24 P do P P=E

Zrézniczkujemy obie strony po ¢, kolejne sktadowe nowego wyrazenia majg
postac
do 4.33a

d d
p=-L 4.33
dep’ de +99C

2 2 2 2
Ks (Z,Oderdedp}—ad—p:O:&(,Oer'Dj—a:O 4.34

d’p _op 4.35

A to mozemy zapisa¢ w postaci

d?2 o o 4.36
: [p—j(p—j
@ K, K,

Wynika z tego, ze nasze rOwnanie przyjmuje postac
d? _ 4.37
— X=—kx; gdzie k=1, x:p—a—/;
de K
Jest to posta¢ harmonicznego réwnania ruchu. Znamy jego rozwigzanie ogdlne
(TVII 1.3), po skorzystaniu z niego i wstawieniu za X wyrazenia (4.37) mamy
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p=%+ Acos(¢p— o) 4.38

S

A o, to state (wyznaczane z warunkow poczatkowych). Przechodzac do r (4.32a)
1 porzadkujac otrzymujemy

p 4.39
r =
1+ &cos(p—-9)
K2 4.39a
p=—=
o
K2 4.390
e=A—~
oy

Uzyskane rozwigzanie przedstawia rownanie krzywej stozkowej napisane
w biegunowym uktadzie wspotrzednych. Zanim przejde do jego analizy zrobig
krotka dygresje.

Zajmowali$my si¢ nastgpujacym problemem - Dwie izolowane punktowe
(lub sferyczno-symetryczne ) masy poruszaja si¢ pod wptywem oddzialtywania
grawitacyjnego. Opisz ruch tych mas. lzolowane oznacza brak innych
oddziatywan procz ich wlasnego oddziatywania grawitacyjnego. Rozwigzalismy
to zagadnienie korzystajac z dwoch regul: prawa powszechnego cigzenia oraz
praw dynamiki Newtona. Reguty te pozwolity nam napisaé¢ uktad rownan ruchu
(4.3). Od tego punktu zaczeta si¢ nielatwa droga przez matematyke. Uktad
roéwnan ruchu rozwigzali$my sprowadzajac je do znanej postaci rownania ruchu
dla oscylatora harmonicznego (4.37), czyli skorzystaliSmy z drogi wiadra. Nie jest
to jedyna droga rozwigzania rOwnan ruchu dla zagadnienia dwoch ciat, ale inne
drogi do prostych tez nie nalezg. Fakt, ze rozwigzanie problemu dwoch ciat mozna
sprowadzi¢ do réwnania ruchu harmonicznego dla ciata o masie zredukowanej
(4.8), to godny podkreslenia wynik.

Fakt 4.2:
W uktadzie biegunowym ukfad réwnan dwdch ciat poruszajgcych sie
tylko pod wptywem wtasnej grawitacji mozna sprowadzi¢ do postaci
rownania ruchu oscylatora harmonicznego

Po drodze pokazalismy, ze w uktadzie dwoch mas punktowych oddzialujacych
grawitacyjnie spetniona jest zasada zachowania pedu (4.5), momentu pedu (4.12)
I energii (4.21). Wsparli$my si¢ réwniez tymi zasadami. Zasada zachowania
momentu p¢du pozwolita nam stwierdzi¢, ze ruch ukladu miesci si¢
W plaszczyzZnie.

W (8TIV 2) stwierdzitem, ze gdy Ksiezyc porusza si¢ wokot Ziemi po
orbicie kotowej, to tamana jest zasada zachowania pedu. To samo dotyczy
rowniez orbity eliptycznej. Rozwigzanie (4.39) pokazuje, ze Ksigzyc moze si¢
porusza¢ po orbicie eliptycznej z Ziemig w jej ognisku. Nie ma tu jednak
sprzecznosci. Rozwigzanie (4.39) zaklada, ze uklad wspotrzednych jest
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w ognisku krzywej stozkowej. Taki uktad wspodlrzednych jest nieinercjalny
| zasada zachowania pedu nie jest w nim spelniona, co podkreslitem rowniez
w (8TIV 2). Rozwigzujac uktad roéwnan ruchu ze wzgledu na r, to jest wektor
wzglednego potozenia mas punktowych, przeniesliSmy sie¢ niepostrzezenie do
nowego, nieinercjalnego ukltadu odniesienia. W tym nowym ukladzie zasady
zachowania nie sg spetnione, ale rozwigzanie uzyskuje wygodng posta¢. Mozemy
zatem stwierdzic¢ teraz, ze 1 prawo Keplera (okr. TIV 2.1) obowigzuje w uktadzie
nieinercjalnym. Przejscie do ukladu nieinercjalnego nie powinno nas tu
niepokoi¢. Rownania ruchu zostaty napisane w uktadzie inercjalnym. Dokonujac
przejscia do innego uktadu automatycznie uwzgledniamy sity pozorne, ktore
pojawig si¢ w nowym rownaniu ruchu jako cztony dodatkowe. Problem dopisania
sit pozornych zaistniatby, gdyby$my na samym starcie probowali napisa¢ uktad
rownan ruchu w ukladzie nieinercjalnym.

Wroéce do rozwigzania (4.37) 1 okre$le jego warunki poczatkowe, CO
sprowadza si¢ do okreslenia wartosci statych p 1 A. Statag p mamy dang poprzez
(4.39a). Znajac masy cial mozemy okresli¢ statag o« (4.9a), jezeli dodatkowo
znamy wzajemne polozenie 1 pedy ciata w danej chwili poczatkowej to, tO
mozemy w tejze chwili okresli¢ moment pedu uktadu Ks wzgledem $rodka masy.
Musimy jeszcze wyznaczy¢ statg A. W tym celu wstawi¢ rozwigzanie (4.36) do
rownania (4.31).

2 2 2
ZK_; (%4‘ Acos(go—é)] +(%[%+ Acos(go—5)D

s s 4.40a

—a[%+ Acos((p—é)j =E,
d [ au :
—| —+ Acos(p—0) |=—Asin(¢p—0
5 (0( < (¢ )j (¢-9) 4.40b
Wstawiajac (3.38b) do (3.38a) 1 porzadkujagc wyrazy mamy
2
KZ2|( au . 2
—| | —+Acos(¢—-0) | +(-Asin(p—-0o
» [Kf (¢ )j (=Asin(e ))J
4.40c

ap
—Q(F + ACOS(¢— 5)] = EC
S
Po wymnozeniu wyrazow 1 uproszczeniu oraz rozwigzaniu ze wzgledu na A
mamy
A=2E 4
K Ho
Zanim przejde do omowienia przyktadéw uzyskanego rozwigzania omowig
jeszcze kwestie jego stosowalnosci na przyktadzie uktadu Ziemia-Ksiezyc.

2 4.41
2K ¢

2
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Czy mozemy uzyskane rozwigzanie Sensownie zastosowa¢ do uktadu
Ziemia-Ksiezyc? Na podstawie uzyskanych wyrazen, przy okresleniu warunkow
poczatkowych powinnismy umie¢ okresli¢ ruch Ziemi i Ksi¢zyca. Czy mozemy
jednak zaniedbac¢ wplyw Stonca? Policzymy nat¢zenie pola grawitacyjnego Ziemi
w punkcie znajdujacym si¢ w $redniej odleglosci do Ksiezyca, to jest ok.
380000km i poréwnajmy wynik z natezeniem pola grawitacyjnego Slonca
w srodku Ksigzyca przyjmujac odlegtos¢ Ksiezyc-Stonce za rdéwng
150 000 000km. Masa Ziemi wynosi M,~6.0-10%kg, a masa Slonca
Ms~2.0-10%%kg. Natezenie ziemskiego pola wynosi g,=0.0028m/s?, a stonecznego
gs=0.006m/s?. Wyglada na to, ze Stofice mocniej przyciaga kazdy kilogram
Ksiezycowej masy niz Ziemia. Na jakiej podstawie mozemy zaniedba¢ wplyw
Stonca? Wyjasnia to rysunek (4.3).

niewidzialna ni¢
b grawitacji

s

Rysunek 4.3. a) chlopiec powoli kreci kulka uwigzang na nici, starajac sie
utrzymac jej tor w poziomie. Gdyby stal na Ziemi kulka opadtaby pod wptywem
przemoznej ziemskiej grawitacji. Chtopiec jednak jest w windzie, ktora
swobodnie spada na Ziemie - jest zatem w stanie niewazkosci. W tej sytuacji
moze krecic¢ kulka, utrzymujac jej tor w poziomie, sitg znacznie mniejsza od sity
grawitacji; b) Uktad Ziemia-Ksiezyc mozemy sobie wyobrazi¢ jako uktad
zamkniety w kabinie wielkiej windy. Uktad ten obraca sie wokot Srodka masy
podtrzymany niewidzialng nicig sit grawitacji. Przemozna sita grawitacji Stonca
nie przeszkadza w tym krazeniu, gdyz uktad Ziemia-Ksiezyc swobodnie spada
na Stonce.

Sprawy nie sg jednak az tak proste. Odleglos¢ Ziemi i Ksiezyca w stosunku do
Stonca rézni si¢, czasem nawet o ok. 400 000km (rys. 4.4). W poréwnaniu do
150 000 000mIn km to niewiele ale pamigtaj, ze przy braku oporu ruchu nawet
mate sity, dziatajac przez dluzszy czas moga da¢ wymierny efekt. Dla
150 000 000km natezenie pola stonecznego juz znamy. Napisze jego wartos¢
z wickszg dokladno$cig: ¢s~0.005929m/s?. Ile wynosi to natezenie dla
150 400 000km? Po obliczeniu mamy gs~0.005900m/s?. Ta niewielka roznica
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ma znacznie. Powoduje zaburzenia ruchu Ksi¢zyca i w efekcie nasze rozwigzanie
moze da¢ dobre przewidywanie jego ruchu w wzglednie krotkich okresach czasu.
Gdy chcemy zbadac¢ ruch Ksiezyca doktadniej, tak aby méc opisac jego trajektorie
w dluzszej perspektywie czasu, musimy uwzgledni¢ dziatanie Stonca, a to juz jest
zagadnienie trzech ciat. Przy jeszcze doktadniejszym podejsciu musieliby$Smy
uwzgledni oddziatywanie bliskich planet: Jowisza, Wenus i Marsa. Inna sprawa
to przyjecie modelu, w ktorym Ziemia i1 Ksiezyc jest idealnym ciatem sferyczno-
metrycznym. Im doktadniej chcemy poznaé przyszia lub przeszlty trajektorie
Ksiezyca, tym doktadniej musimy przeanalizowa¢ prawomocnos¢ wszystkich
uproszczen w naszym modelu.

e

&

Rysunek 4.4. Trzy rézne potozenia Ziemi wzgledem Ksiezyca daja trzy r6znigca
sie odlegtosci Ksiezyc-Stonce, przy tej samej odlegtosci Ziemia-Stonce. Oznacza
to, Ze sita grawitacji Stonecznej nie dziata tak samo na Ziemie i na Ksiezyc. Oba
ciata spadajg na Stonice nieznacznie réznymi przyspieszeniami.

4.1. Zagadnienie dwéch cial — analiza

Pozostaje nam przyjrze¢ si¢ blizej co ciekawszym konsekwencjom
przeprowadzonej wyzej analizy ruchu dwoch cial. Rozwigzanie (4.37)
przedstawia krzywa stozkowg. W ognisku tej krzywej jest jedno z dwoch ciat,
a drugie obiega je po tejze krzywej. Przypomng, ze oznacza to, ze uklad
wspotrzednych zwigzany z cialem obieganym jest uktadem nieinercjalnym.
O rodzaju krzywej stozkowej decyduje parametr &, ale parametr £ nie wystarcza
do okreslenia toru ciala — wazna jest rOwniez energia catkowita. Aby to zobaczy¢
wezme pod uwage wzory (4.9, 4.21, 4.37b, 4.39), ktore tu przepisze

d’r ar 4.1.1a
“a T
W 4.1.1b

2 r °

K 4.1.1c
£ = ”
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2 4.1.1d
A= 2 g

K Ho
Parametr « jest liczbe okreSlajaca warto$¢ i znak sily centralnej odwrotnie
proporcjonalnej do kwadratu odleglosci dzialajaca na mase zredukowang . Dla
oddzialywania grawitacyjnego jest on dodatni (4.9a), ale dla oddzialywania
elektrycznego bedzie mogt by¢ ujemny, gdyz sity elektryczne moga by¢
odpychajace. Zatem traktujemy teraz uzyskane rozwigzanie jako ogolne
rozwigzanie zagadnienia dwoch cial w polu sit centralnych o wartos$ci odwrotnie
proporcjonalnej do kwadratu odlegtosci. Parametr « dookresla fizyczng nature
tych sit.

Ze wzoru (4.1.1a) wida¢, ze gdy sita jest odpychajaca a<O energia
catkowita jest wigksza od zera Ec>0, co 0znacza brak zwigzania obu ciat. Wtedy
po wstawieniu za A w (4.1.1c) wzoru (4.1.1d) widaé, ze &1, i mamy do czynienia
Z hiperbolg. Poniewaz sily sg odpychajace ciatlo musi biec po dalszej gatezi
hiperboli (rys. 4.1.1). Ten przypadek bedzie wazny w elektrostatyce. Gdy >0, to
sity sg przyciaggajace i E; moze by¢ ujemne, dodatnie lub réwne zeru. Gdy E.>0
I 1, to ciato biegnie po blizszej gatezi hiperboli (rys. 4.1.1).

Rysunek 4.1.1. Zagadnienie dwoch
ciata - ruch po hiperboli. Ciato
centralne, czyli to w ktérym lokujemy
uktad wspotrzednych,
reprezentowane jest przez czarny

bt punkt. Gdy sily sg odpychajace a<0 to
wtedy Ec>0i &>1, a tor ciata biegnie po
dalszej gatezi hiperboli (zielona linia).
Gdy o>0 (sita przyciagajaca) oraz
Ec>01 &1, to tor ciata wyznacza dalsza
gatazZ hiperboli (zielona linia).

Gdy a<0 oraz E.<0 (uktad jest zwigzany), t0 &<l i tor jest elipsg. Mamy
przypadek analogiczny do opisywanego przez pierwsze prawo Keplera
(okr. TVI1 2.1). Gdy a<0 i E.=0, to &=1 i tor jest parabolg (rys. 4.1.2).

Jak z tego wida¢, teoria Newtona odtwarza drugie prawo Keplera
wskazujac jednoczesnie, ze prawo to wyrdznia tylko jeden z mozliwych typow
orbity, to jest orbite eliptyczng. Gdy energia kinetyczna ciata orbitujgcego jest
odpowiednio duza, to cialo centralne nie jest w stanie utrzymac go na zamknigte;j
orbicie. Wtedy cialo porusza si¢ po zakrzywionym ale otwartym torze
hiperbolicznym, a w szczegdlnym przypadku parabolicznym. Mozemy réwniez
uwzgledni¢ przypadek cial, ktore si¢ odpychaja. Wtedy orbita jest zawsze otwarta
1 ma ksztatt hiperboli.
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Rysunek 4.1.2. Zagadnienie dwoch

ciat - ruch po paraboli. Ciato
centralne, czyli to w ktorym lokujemy
uktad wspotrzednych,

reprezentowane jest przez czarny
punkt. Sita jest przyciagajaca o>0,

b oraz Ec=0, co oznacza, ze &=11i tor jest
parabola.

Planety obiegaja Stonce po orbitach eliptycznych, ktorych sptaszczenie jest

bardzo nieduze. Tabela (4.1.1) pokazuje parametry orbitalne planet Uktadu
Stonecznego.

Planeta | Perycentrum = Apocentrum  Mimosrod = Okres | Predkosé

[mIn km] [mIn km] [doby] [km/s]
Merkury 46.0 69.8 0.2060 88,0 38.9-59.0
Wenus 107.5 108.9 0.0067 224.7 | 35.3-34.8
Ziemia 147.1 152.1 0.0167 365.3 | 30.3-29.3
Mars 206.6 249.2 0.0934 686.98 | 26.6-22.0
Jowisz 740.5 816.6 0.0484 4332 | 13.7-12.4
Saturn 1352 1515 0.0541 10 759 9.09-
10.18
Uran 2741 3004 0.0472 30685 | 6.49-7.11
Neptun 4444 4546 0.0009 60189 | 5.37-5.50

Tabela 4.1.1. Wybrane dane ruchu orbitalnego planet Uktadu Stonecznego.
Perycentrum to najmniejsze odlegto§¢ miedzy planeta a Stoncem,
apocentrum to odlegto$¢ najwieksza. Mimosrod okresla stopien sptaszczenia

elipsy.

Przy okazji zdefiniuj¢ pojecia uzywane przy charakteryzacji orbit
opisanych z uzyciem prawa Keplera (tzw. orbit keplerowskich).
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Definicja 4.1.1: Apocentrum
Apocetrum to punkt na orbicie Replerowskiej potoZony najdalej od ciata centralnego

Definicja 4.1.2: Aphelium
Aphelium to punkt na orbicie sfonecznej potozony najdalej od Stotica.

Definicja 4.1.3: Apogeum
Apogeum to punkt na orbicie ziemskiej pofozony najdalej od Ziemi.

Definicja 4.1.4: Perycentrum
Perycetrum to punkt na orbicie keplerowskiej pofoZony najblizej od ciata centralnego

Definicja 4.1.5: Peryhelium
Peryhelium to punkt na orbicie stonecznej pofozony najblizej od Stotica.

Definicja 4.1.6: Perygeum
Perygeum to punkt na orbicie ziemskiej potozony najblizej od Ziemi.

Zobaczmy jak wyglada kwestia energii potencjalnej, obliczanej wzgledem
masy m;. Zaczn¢ od réwnania (4.7). Pomnoze je przez m;

m m, )m
Fzzmzi‘:—mz[i+i]Gml—T2f’=—GMf 411

m m, r r

Wielko$¢ F», to sita dziatajgca na mase m,. Zaleznos¢ sity F2 od odlegtosci miedzy
masami r, we wzorze (4.1.1) jest taka sama jak w prawie powszechnego cigzenia.
Tu muszg podkresli¢, ze podczas zmiany uktad wspotrzednych obliczane sity
grawitacyjne migdzy dwoma punktowymi (sferyczno symetrycznymi) masami
nie ulega zmianie. W kazdym uktadzie wspotrzednych masa m; i m, oraz
odlegloéci miedzy nimi sg takie same, zatem i wyliczone sily sg takie same°.
Mozemy wigc traktowac¢ rownanie (4.1.1) jako wzor okreslajacy site wywierang
na ciato o masie My przez nieruchome (jesteSmy ciagle w NUO zwigzanym z mj)
0 masie m;+m,. Nasz uktad wspotrzednych jest co prawda nieinercjalny, ale
roOwnanie o tym nie wie. Pamigtasz zasade: od strony matematycznej to samo
roOwnanie daje to samo rozwigzanie, niezaleznie od tego jak je interpretujemy
fizycznie. Mozemy teraz przez analogi¢ zapisa¢ wzor na energi¢ potencjalne
czastki m; (przyjmujemy, ze Ey»=0, dla r=o).

m1(1+mzjmz 4.1.2
(m1+m2)m2:_(3 m,

r r

E,=-G

10 Nie jest to prawdg na gruncie szczegolnej teorii wzglednosci. Dlatego potrzebna byta ogdélna teoria
wzglednosci, ktéra rozwigzata problemy z grawitacja. My jednak poruszamy sie w ramach fizyki
klasycznej i poki sie to nie zmieni poty obowigzujg jej zasady. Zresztg dla stabych pdl grawitacyjnych
(takich jak pole Ziemi czy Stohca) i niewielkich wzglednych predkosciach uktadow odniesienia
(1000km/s to ciggle niewielka predkos¢) efekty relatywistyczne sg bardzo stabe.
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Zauwaz, ze jezeli mp jest duzo wigksze od my, to utamek w nawiasie mozemy
przyja¢ jako réwny zeru i dostajemy wzor (3.1.3), ktory wyznacza nam energie
potencjalng masy my, przy zatozeniu, ze masa m; ma przyspieszenie wtasne rowne
zeru; wtedy uktad stowarzyszony z masg m; wyznacza uklad inercjalny. W
rzeczywistosci obie masy pod wpltywem wlasnego przyciggania poruszajg si¢.
Zatem wzér (4.1.2) wyznacza energie potencjalng z uwzglednieniem tego
wzajemnego ruchu. Gdy m;=m,, to (4.1.2) przechodzi w
2mm
E,.= —G% 4.1.2a

Jest to warto$¢ dwa razy wigksza niz w przypadku wzoru (3.1.3), ktory zaktada,
7Ze masa M; Mma zerowe przyspieszenie wilasne. Oczywiscie, w uktadzie
nieinercjalnym zasada zachowania energii nie obowigzuje. Ale piszac rOwnanie
(4.1.2a) nie mamy takich wymagan.

Energia potencjalna powinna nam wskazac z jaka predkoscig uderzy jedno
ciato w drugie. Jezeli obie masy sg takie same, to obie masy zblizajg si¢ do siebie
z tym samym przyspieszeniem (patrzac z inercjalnego uktadu odniesienia).
Zaktadajac, ze przyspieszenie jednej z nich jest rGwne zeru robimy btad, ktory
skutkuje, mniejszg energig kinetyczng przy zderzeniu. Obserwujac uktad z ciata
mi1 1 obliczajac jego energi¢ potencjalng ze wzoru (3.1.3) nie doszacujemy
wplywu predkosci ciata m, przy zderzeniu. Wzor (4.1.2a) uwzglednia obecno$é
przyspieszenia obu mas. Przy tych samych masach m; i m, przyspieszenie obu
cial mierzone w [UO (np. wzgledem $rodka masy) jest takie same. Oznacza to, ze
wzgledna predkosc¢ ciat przy zderzeniu jest cztery razy wieksza niz wyliczona ze
wzoru (3.1.3) w ukladzie ciata m;. Podwojenie energii potencjalnej (4.1.2a),
pozwala na obliczenie poprawnej wartosci predkosci przy zderzeniu. Oczywiscie
gdy masa m; jest duzo wigksza od masy m, przyspieszenie masy m; jest duzo
mniejsze i btad popetniony przy stosowaniu wzoru (3.1.3) jest bardzo maty.

Uwzglednienie ruchu obu mas wprowadza korekty rowniez do trzeciego
prawa Keplera, ktoérego zmodyfikowang posta¢ podatem we wzorze (2.10).

4.2. Ruch fotonu w klasycznym polu grawitacyjnym

Foton poruszajacy si¢ w polu grawitacyjnym kojarzy si¢ fizykom z og6lng teorig
wzglednosci. Jednak ruch wigzki promieni swietlnych w polu grawitacyjnym byt
analizowany jeszcze przed pojawieniem si¢ teorii wzglednosci. Nie postugiwano
si¢ wowczas pojeciem fotonu, ale samo $wiatto, we wszelkich aspektach,
znajdowato si¢ w centrum uwagi badaczy. W XVIII i na poczatku XIX wieku
zatozenie, ze $wiatlo oddziatuje grawitacyjnie, w $wietle teorii korpuskularnej
Newtona, wydawalo si¢ naturalne. Nie znano tylko masy czasteczek $wiatla, ale
w spadku swobodnym masa nie ma wplywu na przyspieszenie czasteczki.
W potowie XIX wieku przewage zyskata teoria falowa $wiatta i sprawy jego
ruchu w polu grawitacyjnym pogmatwaty sig.
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My przeanalizujemy ruch $wiatla korzystajac z pojecia fotonu oraz wzoru
Plancka na jego energi¢

E,=hv=hw 421
h:L 4.2.1a
27

Gdzie v jest czestoscig $wiatla podang w cyklach na jednostke czasu, o jest
czestoscig w radianach na jednostke czasu, a h jest stalg Plancka. W (8T XI 4.4)
wykorzystujac ten wzor pokazatem, ze z fotonem mozemy stowarzyszy¢ ped.
Podobnie, wykorzystujac wzor Einsteina E=mc?, mozemy przypisa¢ fotonowi
mase
ho 4.2.2
m, =—-

C2

Niech teraz foton ,,spadnie” w polu grawitacyjnym obnizajace swoje potozenie
0 Ah. Jego energia wzro$nie, kosztem energii potencjalnej, o
AE =m,gAh 4.2.3

Wzrost energii fotonu, zgodnie z (4.2.1) musi przejawia¢ si¢ zmiang jego
czestosci

4.2.4
@' =hw+ h_go gAh
C
Zmiana czgstosci wynosi
o _ 9 Ao g _ 1016
Ao=w —a)—a)?Ah:?—?Ah—l.OQ 10 Ah 4953
We wzorze (4.2.5) przyjatem g=9.81m/s%. Mamy jednocze$nie
Aw Av
—— =—"=1.09-10"°Ah
o v 4.2.5

Wzor (4.2.5a) opisuje wzgledne przesunigcie czestotliwosci §wiatta w polu
grawitacyjnym ciat niebieskich. W (8TIV 6) pisatem o doswiadczeniu Pounda-
Rebeki, ktorzy wykorzystujac efekt Mdssbauera zmierzyli przesunigcie czestosci
dla $wiatla biegngce wzdhuz linii pionu. Wartosci uzyskane ze wzoru (4.2.5a)
zgadzaja si¢ z danymi eksperymentalnymi, cho¢ nasze wyprowadzenie ma
charakter potklasyczny 1 nie uwzglgdniamy rownan ogolnej teorii wzglednosci.
Jednak w tak stabych polach grawitacyjnych jak pole Ziemi nalezy si¢
spodziewac, ze wiele klasycznych wzorow zachowa sg uzytecznos$¢.

Latwo jest pokazad, ze gdy uwzglednimy zmiang wartosci przyspieszenia
z wysokoscig to wzor (4.2.5) przejdzie w

Av _GM[1 1
— == [___J 4.2.6
Lo

1% C
Gdzie G to stala grawitacyjna, M masa kulisto symetrycznego obiektu (planety,
gwiazdy), rp odlegtos¢ poczatkowa od srodka masy M, ry odlegtos¢ koncowa od
srodka masy M. Podstawiajac r,—R, oraz ry—o0 mamy
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Av  GM 1

V&R 4.2.7
Przez R oznaczytem promien ciata o masie M. Wzor ten mowi nam ile najmniej
energii straci foton oddalajacy si¢ z powierzchni np. gwiazdy do nieskonczonosci,
przy pomini¢ciu obecnosci innych zrodet pola grawitacyjnego. Majac (4.2.7)
mozemy oszacowaé zmiane czestoSci Swiatla emitowanego z powierzchni
gwiazd. Spodziewamy si¢ tu, ze linie widmowe np. wodoru bgdg przesunigte Ku
czerwieni. Dla Stonca, wzgledne przesunigcie czestotliwosci wyniesie

Av =—G'\f5 L < 2110°

14 c® R

Biate karly sg gwiazdami o masie porownywalnej z masg Stonca, ale o promieniu
okoto sto razy mniejszym. Oznacza to, ze przesuni¢cie ku czerwieni powinny
mie¢ okolo sto razy wigksze. I rzeczywiscie pomiary tego przesuni¢cia wykazaty
duza zgodno$¢ ze wzorem (4.2.7).

Uwaga 4.2.1:

Cho¢ znamy wiele biatych Rarfow, to pomiar przesuniecia linii widmowych, zgodnego ze
wzorem (4.2.7) do prostych nie naleZy. Przesunigcie zwiqzane z polem grawitacyjnym
nakfada sie na przesuniecie zwigzane z efektem Dopplera, wynikajgcym z ruchu gwiazd
wzgledem obserwatora na Ziemi. Musimy zatem dokfadnie znaé wektor predRosci tych
gwiazd. Nadto musimy umie¢ dokfadnie wyznaczyc ich mase i promieri. Na szczescie dla
czesci biatych Rarfow mozliwe jest spefnienie powyZszych warunkgw.

4.2.8

Z prowadzonych tu rozwazan wynika, ze grawitacyjne przesunigcie
czestosci fal jest tym wieksze im silniejsze jest pole grawitacyjne. Ziemskie
I Stoneczne pole grawitacyjne jest stabe. Stabe jest rowniez pole grawitacyjne
biatego karta, stad wyniki na przesunigcie uzyskane w ramach klasycznej teorii
grawitacji dobrze zgadzaja si¢ z eksperymentem. Co to jednak znaczy, ze pole
grawitacyjne jest stabe? Sprobujmy dokonaé nastepujacej analizy. Obliczymy
site przyciggania jednego kilograma masy na powierzchni réznych obiektow
0 masie Slonca M=1.98-10%kg. Przy okazji oblicze réwniez roznice sily
przyciggania jednego kilograma masy przy réznicy wysokosci Ah=1m. To
znaczy, ze jeden punkt o masie m=1Kkg jest na powierzchni a drugi tez o masie
m=1kg znajduje si¢ o metr wyzej. Wyniki pokazuje tabela (4.2.1). Wida¢ z niej,
ze na powierzchni Slonca sama grawitacja nie powinna nam zrobi¢ krzywdy.
W przypadku biatego karla sprawy robig si¢ niepokojace. Stojacy dorosty
cztowiek czutby bardzo wyrazng rdznicg cigzenia przy stopach i na poziomie
glowy. Na jeden kilogram masy, przy réznicy metra wysokosci jest to ponad
200kG sity. Spadajacy swobodnie cztowiek, w pozycji pionowej czulby si¢
rozciggany. Takie sity dziatajace na ciatlo w wyniku réznego natgzenia pola
grawitacyjnego w réznych punktach tego ciala nazywamy sitami ptywowymi.
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Obiekt Promien Sita w pkt. | Sitlawpkt.2 = Roéznica

[km] 1 [N] sit
[N] [N]
Stonce 6.960-10° 272.6 272.4 0.2
Bialy karzet | 6.960-10° 2726000 2724000 2000
Gwiazda 10 1.3200-10*? | 1.31970-10%? 3-108
neutronowa
Horyzont 2.95 1.5168%3 1.5157%3 1.110
czarnej
dziury

Tabela 4.2.1. Rdznica sit grawitacji dziatajacych na obiekty o masie
1kg przy roznicy wysokos$ci 1m. W kazdym przypadku masa obiektu
jest r6wna masie Stonca.

Przy powierzchni gwiazdy neutronowej o masie Stonca rdznica sit wynosi
30 miliondéw kG sita. Spadajacy swobodnie czlowiek zostatby w mgnieniu oka
rozciggniety do rozmiarow dlugiego spaghetti. Przy horyzoncie zdarzeh czarnej
dziury o masie Stonica rdznica sit przekroczylaby miliard kG sita. Horyzont
zdarzen jest granicg po przekroczeniu, ktérej nie ma powrotu. Liczymy ja od
srodka czarnej dziury, dla ciata o masie M, ze wzoru
R =2 GI;/I 4.2.9
c

Tak obliczona wielko$ci nazywana jest rowniez promieniem Schwarzschilda.
Obliczona tu sita przyciggania jednego kilograma masy obrazuje mozliwos$ci pola
grawitacyjnego. We wszystkich przypadkach, przyjalem, ze masa obiektu
zrodtowego jest rowna masie Slonca, tyle ze masa ta miesci si¢ w coraz to
mniejszej kuli. W efekcie powierzchnia kolejnych obiektéw zbliza si¢ do ich
srodka, apole grawitacyjne zmienia si¢ coraz bardziej intensywnie wraz
Z wysokoscig. Jezeli pordwnamy site przyciggania jednego kilograma masy
(co jest liczbowo réwne natezeniu pola) przy powierzchni biatego karta
I powierzchni gwiazdy neutronowej to wida¢ ogromny skok jej wartosci. Pole
grawitacyjne przy powierzchni biatego karta, cho¢ duzo wigksze niz przy
powierzchni Ziemi, wydaje si¢ polem stabym, a w poblizu gwiazdy neutronowe;j
pole zdaje si¢ by¢ silne. To nie jest niestety dobra intuicja. Dla czarnej dziury
0 masie miliarda mas Stonca promien Schwarzschilda wynosi 3mld km, a sity
ptywowe przy horyzoncie zdarzen sg mate, cho¢ pole grawitacyjne jest pot¢zne.
Cztowiek swobodnie spadajacy w poblizu horyzontu zdarzen takiej czarnej dziury
nie czulby niepokojacych efektow grawitacyjnych. A pole grawitacyjne przy
horyzoncie zdarzen takiej czarnej dziury uznajemy za silne. Cala ta zabawa
prowadzi nas do wniosku, ze z kryterium pozwalajagcym okresli¢ czy pole jest
silne czy stabe musimy poczeka¢ do momentu, kiedy zajmiemy si¢ 0ogolng teori¢
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wzglednosci. Teraz musimy przyjac, ze ziemskie czy stoneczne pole grawitacyjne
nalezy do klasy stabych.

Pamig¢taj, ze przeprowadzone wyzej rozwazania maja charakter fizyczne;j
zabawy. Nieco arbitralnie pomieszaliémy tam wyniki z mechaniki kwantowe;j,
z wzorem E=mc? rodem ze szczegdlnej teorii wzglednosci oraz z klasyczna teoria
grawitacji. Zabawa ta dala calkiem sensowne wyniki. Nie ma w takiej zabawie
nic zdroznego, jest to nawet pouczajace. Dlatego fizycy tez tak si¢ bawig. Jednak
takie miksowanie r6znych teorii wymaga ostroznego podejscia — wyniki nie
zawsze s3 poprawne. Majac dzi$ szerszg wiedz¢ mozemy zrozumie¢ dlaczego

nasza zabawa data poprawne rezultaty, wigc zabawa jest bezpieczna.
Oszacujemy jak zmienia si¢ tor fotonu w poblizu obiektu o masie M

(rys. 4.2.1).

o Rys 4.2.1. W poblizu masywnego ciata

/ tor fotonu ulega zakrzywieniu, przy

I
/ zatozeniu, ze  foton  oddzialuje
v grawitacyjniee. W naszym modelu

Py

> L . .

przypisujemy fotonowi mase zgodnie

z podstawowymi wzorami mechaniki
kwantowej i teorii wzglednosci

T

Y4
\ :

Poniewaz interesuje nas odchylenia promienia bedziemy szukali zmiany
wspotrzednej x fotonu. Prawo powszechnego cigzenia daje nam réwnanie ruchu

dla osi x w postaci
d*x Mm, x 4.2.10
" dt? r2 r
2 =x2 472 4.2.10a

Zaktadamy, ze odchylenie dziala efektywnie w poblizu punktu P (rys. 4.2.1), gdyz
oddzialywanie grawitacyjne zmniejsza si¢ z kwadratem odleglosci (szybko

maleje). Mamy zatem
X~ 4.2.11a

Przyjmujemy nadto, ze w kierunku osi X $§wiatto nie zmienia swojej predkosci, bo
sita grawitacyjna jest normalna do predkosci, mamy zatem

Z=ct 4.2.11b
Po podstawieniu do (4.2.10) otrzymujemy

d2x c Mb 4.2.11

dz* (:2(22+b2)3
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Obie strony mnozymy przez dz.

2
d—)z(d2=—GM—b3dz 4.2.12
dz c? (22 + bz)
Musimy z catkowa¢ obie strony. Lewa strona daje
T d’x ,_ O dx
_wy _Ez:w _Ez}w 4.2.13a

Ale wyrazenie dx/dz okresla kat « stycznej do toru. Przyjmujac, ze wigzka
fotonow jest rownolegta, dla x=-oo mamy ;,=0. Zatem wzor (4.2.13a) okresla kat
odchylenia .

T d%x
_jw@dz = =a 4213
Druga strona (3.2.12) daje

Mb %  dz Mo oz [ M 4.2.14
-G 2_[ 7=-G— =-2G—-

C _w(zz+b2) ¢® p?\z2+b?|, cb
Mamy zatem

43.1
05=—2G¥ 315
cb

Dla $wiatla przechodzacego w poblizu Stofica przyjmujemy b=Rs=6.96-108m.
Wstawiajac mase Stonca Ms=1.98-10%%kg, dostajemy kat odchylenia: a=-0.87
sekundy katowej. Ogolna teoria wzglednosci daje dwa razy wiekszg warto$¢ na

kat odchylenia
4.3.16
a=-4G ¥
c’b

Mogtloby si¢ zdawac, ze rdznica jest spowodowana przyjetymi przyblizeniami.
Ale najgrubsze z nich (4.2.11) zwigksza otrzymang warto$¢ odchylenia, wigc
nalezy si¢ spodziewac, ze warto$¢ uzyskana z doktadniejszego modelu bedzie
mniejsza a nie wigksza. Pomiar odchylenia Swiatla gwiazd podczas catkowitego
za¢mienia Stonca zostal przeprowadzony po raz pierwszy w dniu 29 maja 1919
w dwoch miejscach: w Sobral w Brazylii i Principe w Zatoce Gwinejskiej. Obie
ckspedycje zostal zorganizowane przez A. Eddingtona i F. Dysona w celu
przetestowania $wiezo sformutowanej ogolnej teorii wzglednosci. Pomiary
potwierdzily jej przewidywania, tak samo jak pomiary powtarzane wielokrotnie
przy okazji innych catkowitych za¢mien Stonca.
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4.3. Sily plywowe

Wyniki pokazane w tabeli (4.2.1) wskazuja, ze na roézne punkty ciala
znajdujacego si¢ w swobodnie spadajacej kabinie dzialajg rozne sity. Réznice
w wartosci sit moga powodowa¢ deformacj¢ spadajacych ciat. Sity te nazywamy
sitami ptywowymi.

Definicja 4.3.1: Sily ptywowe
Roznica sit wywieranych przez pole grawitacyjne dla réZnych punktéw danego ciata
nazywamy sitami ptywowymi dziatajgcymi na to ciafo.

Jak widzielismy w tabeli (4.2.1) dla ciat o duzej gestosci, roznice te potrafig by¢
bardzo duze nawet przy rdéznicy potozen (liczonej wzdhuz pionu) rownej jeden
metr. Dziatanie sit ptywowych oznacza, ze czgs$¢ ciata blizsza powierzchni
planety (lub innego masywnego ciala niebieskiego) spada z wigkszym
przyspieszeniem niz czg$¢ dalsza. Oszacuje w ogoOlny sposob wartos¢ sity
ptywowej w polu grawitacyjnym Ziemi na bazie prostego modelu pokazanego na
rysunku (4.3.1). Obliczmy przyspieszenie grawitacyjne (nat¢zenie pola
grawitacyjnego) dziatajace na czastke P. Zaczng od sktadowej z-towej. Z rysunku
wida¢, ze dla duzych R iczastki P lezacej blisko poczatku lokalnego uktadu
wspotrzednych moge przyjac.

R=r 4.3.1a
Czyli sktadowa z-towa natezenia pola moge liczy¢ tak jakby czastka lezata
w punkcie P, to jest na osi z-owej uktadu wspotrzednych

GM,
9p =—

(r+z) 4.3.1

Gdzie Mz to masa Ziemi, r jest odlegtoscia od $rodka Ziemi do poczatku
lokalnego uktadu wspétrzednych O, z jest z-towa wspdirzedng tej czastki
w uktadzie odniesienia 0 poczatku w punkcie O. W punkcie O natezenie pola
(czyli przyspieszenie grawitacyjne) ma wartos¢

GM, 4.3.2

g
0] rz

Zatem przyspieszenie czastki wzgledem poczatku lokalnego uktadu O, czyli
sktadowa z-towa przyspieszenia z jakim czastka spada na poczatek lokalnego
uktadu O, wynosi

GM, . GM, _ .., —-2rz-7z?
A

+ -
(r+z)f 1 r4(1+zj2 4.3.3a

r
Biorac pod uwage, ze uktadzie wspotrzednych O wspotrzedna z<<r wzor (4.3.3a)
przyjmie przyblizong postaé
21

8, ~GM, 4.3.3
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Zatem w uktadzie O sita F;, ktdra powoduje to przyspieszenie, ma warto$¢

21 4.3.4
FZ ~ GM 7 m 3
r
Gdzie m masa czgstki. Podobnie postepujac moge wyznaczy¢ sktadowg y-owa

nat¢zenia pola (w lokalnym uktadzie wspotrzednych O) jakie dziata na czastke w
punkcie P. Aby to zrobi¢ wyznacze warto$¢ natezenia pola dla czastki
umieszczonej w punkcie Py na osi y, a nastepnie zrzutuje ta warto$¢ na o$ y. Punkt
Py lezy w polozeniu rzutu punktu P na 0§ y. Jak wida¢ z rysunku wektor R tworzy
niewielki kat « z kierunkiem PPy. Sita dziata wzdtuz promienia wiec jej rzut na
0si y bedzie zalezat od tego niewielkiego kata a.

Rysunek 4.3.1. Schemat do

szacowania sit ptywowych. Na

niebiesko  zaznaczony jest
o lokalny uktad wspoétrzednych

GM,y  GM, y GM,

aY=—g’sin(a)=—TF=—(r2+yz)mz_ oY 4.3.5

gdzie skorzystalem z faktu, ze y<<r. Sita odpowiadajaca za to przyspieszenie
WYNosi

GmM 4.3.6
FY = — r3 Z y
Analogicznie wyrazenie mozemy zapisa¢ dla sktadowej x-owej
GmM, 4.3.7
Fo=— 7 X
Zatem catkowita sita ma wspoétrzedne
GmM 4.3.8
F, = _TZ(X’ y,—22)
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Wzor (4.3.8) opisuje sity ptywowe, przy zatozeniu, ze w lokalnym uktadzie
wspotrzednych spelniony jest warunek X,y,z<<r. Rysunek (4.3.2) przedstawia
wykres pola wektorowego (4.3.8) na jednostkowg mase punktu P (czyli wykresla
rozktad przyspieszen powodowanych przez sity ptywowe).

W ogélnym przypadku (ale dla matych X,y,z), czyli dla dowolnego pola
grawitacyjnego, sity ptywowe dane sg wzorem

F.=rV.F 4.3.9
Gdzie r jest wektorem wodzgcym w lokalnym uktadzie wspotrzednych a gradient
obliczany jest dla r=0.

Rysunek 4.3.2. Przyktadowy rozkiad
sit ptywowych na jednostke masy, na
wysokosci 300km nad Ziemig. 0§ z
skierowana jest wzdluz osi ziemskiej.
Punkt odniesienia (poczatek lokalnego
uktadu wspoétrzednych) jest w centrum
rysunku. Wida¢, ze odchodzac od
punktu odniesienia w gore lub w dot
réznice sit grawitacji dziatajg tak, ze
ciato rozciggte jest rozciaggane.
Rozciggane jest rowniez na boki ale
z dwukrotnie mniejszg sitg. Dla réznicy
potozenia 6m wzdtuz osi z, réznice sit
maja warto$¢ rzedu 10-°N. Wynika z
tego, ze kosmonauci w stacji orbitalnej
nie s3 w stanie poczuc ich dziatania
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Sity ptywowe w statku kosmicznym na ziemskiej orbicie sg niewielkie,
przy roznicy odlegtosci 1m majg warto$¢ rzedu 10°N na jeden kilogram masy.
Jednak mogg skutkowa¢ w dobrze widocznych efektach nawet w stabym polu
grawitacyjnym, gdy odlegtosci migdzy dwoma punktami sg duze (to znaczy ciato
jest duze). Przykladowo Ksiezyc wywiera sity pltywowe na Ziemig, ktorych
skutkiem sg ptywy morskie (rys. 4.3.3). Zjawisko plywoéw morskich jest ztozone
I rysunek (4.3.3) przedstawia bardzo uproszczone podejscie do tej kwestii.
Doktadniejsza jej dyskusje¢ oraz efektow z nig zwigzanych (np. wydtuzanie si¢
doby ziemskiej) znajdziesz w podrecznikul'. Podam jeszcze tylko gar$é
podstawowych informacji o rzeczywistych ptywach. Ich wysokos¢ zalezy od
wielu czynnikow: takich jak grawitacja Ksigzyca i Stonca, wzajemne potozenie
Ksiezyca 1 Slonca, ksztalt wybrzeza, glebokos¢ wody, bezwladnos¢ mas wody.
Powoduje to znaczne rdéznice lokalne w wysokosci plywow morskich.
Najwieksze notuje si¢ na Atlantyku w Zatoce Fundy (Kanada), gdzie

11 A K. Wréblewski, J. A Zakrzewski, Wstep do Fizyki, tom 2 cze$¢ 1, PWN 1989.
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Rysunek 4.3.3. Schematyczne przedstawienie
powstawiania ptywéw morskich pod wplywem
grawitacji Ksiezyca. Zgodnie zrysunkiem Ksiezyc
generuje sity ptywowe, ktére po przeciwnych stronach
Ziemi zwrécone sg od Srodka na zewnatrz (zobacz tez
rysunek  (4.3.2)). Powoduje to wybrzuszenie
powierzchni morz i oceanéw, tu narysowane bardzo
przesadnie. Nalezy rdéwniez pamietaé, ze zjawisko
ptywow jest bardzo ztozone. Musi uwzglednia¢ miedzy
innymi dziatanie Stonca, bezwtadno$¢ mas wody, ksztatt

wybrzeza i inne czynniki. Rysunek ogranicza sie do
O K przedstawienia w uproszczony sposob efektu dziatania
Ksiezyca

srednio poziom wody zmienia si¢ o okolo 11 metréw, a podczas ptywu
syzyginjego (rys. 4.3.4 ) jest to $rednio 15metrow. Maksymalna zanotowana
réznica pozioméw miedzy odptywem a przyptywem wynosita 19.6m.

Rysunek 4.3.4. Schemat ilustrujacy
plywy morskie: a) syzygijny;
b) kwadraturowy. Oznaczenia: (1) Stonce,
(2) Ziemia, (3) Ksiezyc, (4) kierunek
przyciagania przez Stonce, (5) kierunek
przyciggania przez Ziemie. Przy potozeniu
Stonica i Ksiezyca w jednej linii
obserwujemy maksymalnie duze ptywy.
Gdy trojkat oparty o $rodki Stonca, Ziemi i
Ksiezyca jest trojkatem prostokatnym
poziom plywu jest najmniejszy; Zrédto:
Wikipedia, autor: MesserWoland, licencja:
Creative Commons Attribution-Share
Alike 3.0 Unported

W prostym modelu® dzialania samego Ksiezyca zmiana poziomu oceanu
szacowana jest na okoto 30cm. Uwzglednienie wptywu Ksigzyca 1 Stonca
w optymalnej wzajemnej pozycji (przypltyw syzygijny) daje wyniki na poziomie
jednego metra. Pokazuje to, ze prosty model oparty o dziatanie Ksi¢zyca i Stonica
daje zgrubne pojecie o ptywach morskich.

Na tak zamknigtym akwenie jak Battyk (brak szerokiego polgczenia
Z oceanem) plywy sg niewielkie. Na potudniowym Battyku poziom wody zmienia
si¢ 0 jeden centymetr, przy ciesninach dunskich jest to okoto 14cm.

Ruch wody podczas ptywow préobuje sie wykorzysta¢ do produkeji energii
elektrycznej. Obecnie (2020 rok) wszystkie elektrownie plywowe majg
sumaryczng moc okoto S00MW. Jednak planowane sg potezniejsze instalacje.
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Sity ptywowe rozpraszaja energi¢ ruchu obrotowego Ziemi, powodujac
wydluzanie si¢ doby. W ciggu najblizszych stu lat doba moze wydtuzy¢ si¢ o pigc
milisekund (8T1 6.3). Szacuje sig, ze cztery miliardy lat temu doba miata dhugos¢
okoto szesciu godzin. Jednoczesnie spowolnieniu doby towarzyszy oddalanie si¢
Ksiezyca, jednak wedlug obecnych przewidywan to uciekanie Ksi¢zyca ma swoje
granice i po osiggni¢ciu maksymalnego oddalenia Ksiezyc zacznie si¢ do Ziemi
zbliza¢. Jest to wynik modelowania opartego o ztozony model uwzgl¢dniajacy
dziatanie wielu czynnikow. Stowem stosowane do tego modele sg juz dalekie od
prostoty modelu kulistej krowy, ale dajg za to wglad w subtelne efekty, ktérych
kumulacja w dlugim okresie czasu moze mie¢ istotny wptyw na ewolucje
badanego uktadu fizycznego.

Sity ptywowe moga by¢ znaczne, albo ze wzgledu na duzy gradient pola
grawitacyjnego, albo ze wzgledu na duze rozmiary ciata w polu o matym
gradiencie. Przy duzych réznicach oddziatywania grawitacyjnego na dwa krance
ciala moze doj$¢ do jego rozerwania. Z efektem tym wigze si¢ pojecie granicy
Roche’a. Granica Roche’a okresla jak blisko dwa ciata mogg sie do siebie zblizy¢
aby sity ptywowe nie rozerwaty jednego z nich. Wynika z tego, ze nie mozna jej
wyznaczy¢ dla samej Ziemi. Granica Roche’a musi by¢ wyznaczona dla pary ciat.
[ tak przyktadowo, dla uktadu Ziemia-Ksiezyc granica Roche’a wypada
w odleglosci ok. 9500km, to znaczy w takiej odlegtosci muszg si¢ znalez¢ srodki
Ziemi i Ksigzyca, aby granica Roche’a zostata przekroczona. Dla Ziemi i typowej
komety jest to ok. 18000km. Oczywiscie rozmiary przecigtnego statku
kosmicznego sa zbyt mate aby mogl zosta¢ rozerwany przez sity ptywowe Ziemi.

Jedna z hipotez méwi, ze pierScienie Saturna sg resztkami jego ksi¢zyca,
ktory ,,smial” przekroczy¢ granicg Roche’a. co zakonczyto si¢ jego rozerwaniem.
Dzialanie sit ptywowych mogliSmy obserwowa¢ w lipcu 1994 roku, kiedy w
Jowisza uderzyta kometa Shomaker-Levy 9. Zanim dotarta do atmosfery planety
zostala rozerwana przez sity plywowe. W efekcie w Jowisza uderzyto wiele
kawatkow komety o roznych wielko$ciach (rys. 4.3.5).

Inny przyktad efektéw dziatania sit ptywowych pokazuje rysunek (4.3.6).
Na najbardziej wewnetrzny galileuszowy ksiezyc 10 silnie oddziatuje pola
grawitacyjne Jowisza. Planeta deformuje ksi¢zyc w wyniku czego wydziela si¢ w
nim duzo ciepto. Powoduje, to ze relatywnie male ciato jakim jest Io jest ciagle
na tyle gorace, ze na jego powierzchni dziatajg liczne czynne wulkany.

79



Jupiter in Ultraviolet

Rys. 4.3.5. Zdjecie Jowisza
(w ultrafiolecie), w 2h 30 minut po
ostatnim  wiekszym uderzeniu
resztek komety Shoemaker-Levy 9.
Czarne plamy na dole sg Sladami
kolejnych uderzen. Okragta plamka
na gorze jest obrazem ksiezyca lo
przesuwajacym sie na tle planety.
Zdjecie wykonane przez kosmiczny
teleskop Hubble’a; Zrodto NASA

Hubble Space Telescope
Wide Field Planetary Camera 2

Rys. 4.3.6. Czynny wulkan na ksiezycu
Jowisza lo. Zdjecie zostato wykonane
przez sonde Galileo w1999 roku
podczas bliskiego przelotu w poblizu
tego ksiezyca. lo jest pierwszym
pozaziemskim ciatem niebieskim, na

ktérym stwierdzono obecnos¢
czynnych wulkandw; zrodto zdjecia
NASA.

Skoro juz jestesmy przy kosmicznych tematach, to proponuj¢ mata
wycieczke w przestrzen kosmiczng Uktadu Stonecznego.
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5. Mate co nieco o lotach w kosmos ¢

Newtonowska mechanika nieba jest wykorzystywana do obliczania trajektorii
statkdw kosmicznych. Wymaga to postugiwania si¢ ztozonymi modelami, ktore
prowadza do wymagajacych 1 wielkoskalowych obliczen. Zajmowanie si¢ analizg
ztozony modeli jest zadaniem tak absorbujagcym, ze zwykle staje si¢ przedmiotem
zycia zawodowego. Fizyka w swych ideach moze by¢ prosta (w koncu prawo
powszechnego cigzenia i drugie prawo Newtona specjalnie trudne do zrozumienia
nie s3), ale w praktycznych dziataniach bywa skrajnie trudna. Mozna to ponownie
poréwna¢ do muzyki. Mozemy stucha¢ muzyki wykonanej na wielu
instrumentach, mozemy roéwniez stucha¢ wielu gatunkow muzyki, rozumie¢ ja
I cieszy¢ si¢ nig, ale to nie oznacza, ze mozemy nauczy¢ si¢ mistrzowsko gra¢ na
wszystkich instrumentach. Kazdy z nich osobno wymaga lat ciezkiej pracy. Co
wigce] profesjonalni muzycy, na profesjonalnym poziomie graja zwykle na
jednym instrumencie jeden gatunek muzyki. Méwiac o lotach w kosmos moge
przedstawi¢ przykladowe rozwigzanie kilku prostych probleméw, co moze nam
da¢ pojecie o pewnych technikach i trudnosciach, ale na pewno jest to dalekie od
tego czym zajmuja si¢ profesjonaliSci w tej dziedzinie. Moge natomiast 1 to
uczyni¢ powiedzie¢ do jakich dziwoéw owi specjalisci dochodza. W pierwszym
kroku powiem kilka stow o otwarciu kosmicznego szlaku.

5.1. Otwarcie szlaku

W 1957 roku ZSRR umiescita na orbicie pierwszego sztucznego satelite o hazwie
sputnik 1, data ta jest dla nas symboliczng data poczatku eksploracji przestrzeni
kosmicznej. W 12 kwietnia 1961 roku na orbicie okotoziemskiej znalazt sig
pierwszy cztowiek Jurij Gagarin (obywatel ZSRR —rys. 5.1).

Rysunek 5.1. Z lewej Jurij Gagarin w kosmicznym kombinezonie. Byt
zawodowym pilotem, oficerem Armii Czerwonej. Jako pierwszy cztowiek
znalazt sie na orbicie wokéiziemskiej. Zginal w Kkatastrofie samolotu
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treningowego MiG -15; z prawej kapsuta lgdownika statku Wostok; Zrédto
Wikipedia

To druga symboliczna data wyznaczajaca poczatek ludzkiej obecnosci
W przestrzeni kosmicznej. W lipcu 1969 roku zatoga Apollo 11 wylagdowata na
Ksigzycu (rys. 5.2). To najdalszy punkt osiggniety do tej pory przez cztowieka.

Rysunek 5.2. Z lewej - zdjecie modutu dowodzenia Columbia pilotowanego
przez Michaela Collinsa zrobione z pokitadu ladownika Eagle (orzet), po
rozigczeniu. Columbia wraz z Collinsem pozostata na orbicie Ksiezyca, a modut
ladownika rozpoczat procedure ladowania; z prawej - Edwin Aldrin na
powierzchni Ksiezyca. Zdjecie zrobit Neil Armstrong, ktérego odbicie wida¢
w szybie hetmu Aldrina; Zrédto Wikipedia

Kosmiczne roboty - sondy spenetrowaty sasiedztwo wszystkich planet Uktadu

Stonecznego. Dotarty rowniez do dwoch planet karlowatych Plutona i Ceres
(rys. 5.3)
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Rysunek 5.3. Z lewej - mozaika zdje¢ Plutona zrobiona przez sonde New
Horizons w lipcu 2015 roku; z prawej - zdjecie Ceres wykonane przez sonde
Dawn 4 maja 2015 z odlegtosci 40 000km; Zr6dto NASA

Do kosmicznej eksploracji wiacza si¢ coraz wigcej panstw. Zatogowe misje
zrealizowaty Chiny. Miedzyplanetarne misje sond zrealizowaty ESA? i JAXAL,
Zanim to jednak nastgpito cztowiek musiat otworzy¢ kosmiczny szlak i to nie
poprzez postep umiejetnosci technicznych, ale we wlasnym umysle.

W dawnych czasach niebo dla cztowieka byto miejscem zakazanym.
W archaicznych czasach mitologie czynity z nieba miejsce zamieszkania duchow
I bogow. Zwykle na skutek wystgpku wobec kosmicznego porzadku cziowiek
mial zakaz wstepu do nieba. Skazany byl na egzystencj¢ w marnym ciele,
a wickszej swobody zaznawal w czasie snu lub szamanskiego transu. W tej
sytuacji nikt nie mys$lat o podrdzach kosmicznych, przynajmniej nie tak jak my.
Z drugiej strony uwolniony od cig¢zaru ciata duch mogt si¢ w tych wyzszych
przestrzeniach porusza¢. My jednak méwigc o podrozy kosmicznej nie myslimy
o wysylaniu tam w czasie snu czy transu naszego ducha, tylko catosci, to jest
ducha 1 ciata. W tym sensie w umysle archaicznego cztowieka kosmiczny szlak
byt zamkniety.

W religiach wielkich cywilizacji $wiata starozytnego Kosmos byl ciagle
innym $wiatem. Pod wieloma wzgledami nawet, w tej swojej innosci, oddalit si¢
od doczesnego cztowieka bardziej niz w czasach archaicznych. Zamieszkany byt
przez potezne byty zasadniczo odmienne od ziemskich, tak ze trudno byto marzy¢
o dostaniu si¢ ,,tam”. Mimo odejécia od archaicznego $wiatopogladu kosmiczny
szlak w ludzkim umysle pozostat zamkniety. Grecka filozofia niewiele tu
zmienita, przynajmniej jej dominujaca cze¢s$¢. Kosmos ciagle pozostat inny.
W filozofii Arystotelesa byt zbudowany z zupetie innej podstawowej substancji
eteru (kwintesencji), podczas gdy §wiat pod sferg Ksiezyca konstytuowaty cztery
inne pierwiastki: ziemia, woda, powietrze i ogien (rys. TVI 1.3.6). W tej sytuacji

12 ESA — European Space Agency
13 JAXA — Japan Aerospace Exploration Agency
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dostanie si¢ do obszaru o innej fizyce, przez ciatlo zbudowane z czterech
elementow bylo tak niemozliwe jak dla nas wydostanie si¢ z czarnej dziury.
System Arystotelesa nie byt jedynym stworzonym przez Grekow. Najwigksze
nadzieje na otwarcie kosmicznego szlaku, budzily systemy wieloswiatowe, takie
jak na przyktad atomistyczny system Demokryta. W systemach wielo§wiatowych
Kosmos byt nieograniczony 1 zapetniony nieskonczong réznorodnoscia s§wiatoéw,
ktorych podstawowa natura byta taka sama jak naszego. Nie mamy jednak
Swiadectw mowiacych o tym, ze ich twércy przemysliwali o podrézach miedzy
tymi $wiatami. By¢ moze wig¢c kosmiczny szlak nawet w ich umystach
pozostawal zamkniety. Ponadto systemy atomistyczne nie byly systemami
glownego nurtu dwczesnej filozofii.

Sredniowiecze arabskie i europejskie przejelo system Arystotelesa.
W innych kosmologiach (ludow Chin, Indii, Ameryk) szlak rowniez byt
zamknigty, ogOlnie rzecz biorgc z tych samych powoddw, to jest innosci
I boskoSci nieba. Jego powolne otwieranie zaczg¢to si¢ od przetomu
kopernikanskiego. Przelom kopernikanski otworzyt droge do fizycznej jednosci
$wiata. Nie stalo si¢ to od razu, a sam Kopernik jeszcze takiego jednolitego obrazu
nie stworzyl. Jednak przyjecie systemu heliocentrycznego wigzato sig
Z odrzuceniem fizyki Arystotelesa 1 zwigzanego z tym podziatu na $wiat pod
I nadksiezycowy. W 1610 roku Galileusza zaczyna badania Kosmosu z uzyciem
teleskopu. Odkrywa gory na Ksiezycu, plamy na Stoncu, fazy Wenus, cztery
ksiezyce Jowisza. Swiat planet staje sie podobny w swym charakterze do $wiata
ziemskiego i coraz mniej przypomina arystotelesowski system idealnych kul.
Planety 11ich ksiezyce staja si¢ wielkimi globami na ktérych mozna postawi¢ nogg,
pod warunkiem, ze si¢ tam dotrze. W umysle czlowieka epoki Renesansu
kosmiczny szlak zostanie otwarty. Nie oznacza to jednak, ze czlowiek moze
w Kosmos polecie¢. Dlugo jeszcze nie bedzie ku temu mozliwosci technicznych.
Ponadto na poczatku XVII wieku olbrzymie potacie Afryki obu Ameryk 1 Azji
nie zostaly jeszcze przez Europejczykdéw zbadane. Nieznana pozostaje Australia
I mnogo$¢ wysp Oceanu Spokojnego. Zamiast w Kosmos oczy podroznikow-
odkrywcow patrzg w dal oceanow.

Kosmiczny szlak jest za to coraz intensywniej badany przez teleskopy.
Odkrywane sg kolejne ksiezyce (na przyktad w 1655 roku Huygens odkrywa duzy
ksiezyc Saturna — Tytan), komety. Powoli rozrozniane sg wielkie struktury
geologiczne na powierzchniach Ksigzyca 1 Marsa. Edmond Halley odkrywa, ze
pozycje jasnych gwiazd Arktura i Syriusza r6znig si¢ od pozycji wyznaczonych
przez astronomow hellenistycznych. Dokonuje réwniez pomiaru ruchow
Aldebarana. Ruchu wlasne gwiazd na sferze niebieskiej sa niewielkie 1 nie
przekraczajg kilku sekund miary katowej rocznie. Nie mozna ich jednak pogodzi¢
z Kosmosem Arystotelesa. Fakt, ze gwiazdy poruszajg si¢ ha swoj indywidualny
sposob (a nie jako czegsé sfery niebieskiej) jest jeszcze jednym z argumentow za
potraktowaniem ich za obiekty zbudowane ze zwyklej materii. William Herschel
ogtasza w dniu 13 marca 1781 odkrycie nowej planety, nazywanej dzi§ Uran.
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Sukces, ktory szybko obiega europejskie spotecznosci isilnie dziala na
wyobraznie. Herschel jest tez pierwszy astronomem, ktory wykorzystuje
budowane przez siebie teleskopy do systematycznego badania gwiazd. Nowych
gwiazd teleskopy uwidaczniajg cate mrowie. Herschel publikuje katalog 850
gwiazd podwojnych i potwierdza obserwacyjnie ich wzajemny ruch. Ludzie
zaczynaja dostrzega¢ co$ co moglibySmy nazwac ,,zyciem” gwiazd. Herschel
publikuje réwniez pierwszy katalog tajemniczych obiektéw — mglawic, ktorych
naliczyt 2500. Kosmiczny szlak jest nie tylko otwarty ale rowniez zawiera coraz
wiecej potencjalnych celow.

5.2. Uklad Sloneczny dzis

W czasach starozytnych i w $redniowieczu model Uktad Stonecznego
zawierat siedem planet: Stonce, Ksiezyc, Merkury, Wenus, Mars, Jowisz 1 Saturn.
Calo$¢ otaczata sfera gwiazd statych. Planety byty cialami, ktore krazyty wokoét
Ziemi bez trzymania si¢ gwiezdnego szyku. Po przyjeciu modelu
heliocentrycznego planety byty ciatami, ktore bezposrednio obiegaly Stonce, a
samo Stonce przestato by¢ planeta, stala si¢ nig natomiast Ziemia. Planetg przestat
by¢ rowniez Ksiezyc, ktory bezposrednio obiega Ziemig¢, a posrednio, wraz z
Ziemig Stonce. Uktad Stoneczny zawierat wigc szeS¢ planet: Merkury, Wenus,
Ziemia, Mars, Jowisz 1 Saturn. W 1781 roku Herschel odkrywa si6dma planete
Uran. W 1846r. Urbain Leverrier i John Adams odkrywaja rachunkowo Neptuna
(8TI14). A w 1930r. Amerykanin Clyde Tombaugh odkrywa Plutona. Od tego
czasu Uktad Stoneczny ma dziewie¢ planet 1 tak jest przez wiele nastepnych lat.
24 sierpnia 2006 roku Miedzynarodowa Unia Astronomiczna (IUA) znow
wprowadza do Uktadu Stonecznego zamieszanie. IUA definiuje nowa kategorig
cial planety kartowate (planetki), do ktérej degraduje Plutona. Uktad Stoneczny
ma wiec osiem planet: Merkury, Wenus, Ziemia, Mars, Jowisz, Saturn, Uran
I Neptun (rys. 5.2.1). Decyzja IUA spowodowana jest pojawieniem si¢ kilku
obiektow 0 masie zblizonej do masy Plutona odnalezionych poza orbitg Neptuna.
Spodziewajac si¢ wigc wysypu takich obiektow TUA, aby zachowaé powage
,urzedu” planety naktada na planety trzy kryteria. Po pierwsze planeta musi by¢
na tyle masywna aby pod wplywem wlasnej grawitacji przyjeta ksztalt prawie
kulisty. Po drugie jej pole grawitacyjne musi by¢ na tyle silne aby wymiotto
Smieci w poblizu swojej orbity. Po trzecie musi by¢ to obiekt bezposrednio
obiegajacy Stonce. Gdy obiekt nie spetlnia drugiego z tych warunkéw to jest
planetg kartowatg (planetkg). Co oznacza owo wymiecenie $mieci z sgsiedztwa
orbity wyjasnia rysunek (5.2.1).

Warto podkresli¢, ze niektore ksigzyce planet Uktadu Stonecznego sa
wigksze od najwigkszych planetek i planety Merkury (rys. 5.2.2). Niestety ich
przywigzanie do znacznie wigkszych planet (brak samodzielnosci) eliminuje je
z grona planet i planetek
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Rysunek 5.2.1. Zgodnie z oficjalnym podziatem uchwalonym na XXVI
Zgromadzeniu ogdélnym IAU (Miedzynarodowa Unia Astronomiczna)
24 sierpnia 2006 r., kazdy z obiektéw Uktadu obiegajacych Stonice nalezy do
jednej z 3 kategorii: planety (8), planety karlowate (oficjalnie uznane 5,
przypuszczalnie jest ich przynajmniej kilka wiecej). Mate ciala uktadu
Stonecznego (mnéstwo wiele). Zauwaz, ze planety wymiotty swoje sasiedztwo
z drobnych ciat. Planetki poruszaja sie w dyskach zawierajgcych mnogos¢
planetoid.

[T T T}

i orbit
;{abrl.g Ianey; pasy
kartowatych Planetoid

TITANIA OBERON CHARON ARIEL TETHYS  MIRANDA MIMAS

¢efrecene . . ..
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Rysunek 5.2.2. Montaz zdje¢ najwiekszych Ksiezycy, planet skalistych i planet
kartowatych (jednak bez Eris i innych takich ,nowinek”); Zrédto Wikipedia;
licencja Creative Commons Attribution 3.0 Unported
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5.2.1. Planety karlowate

Obecnie mamy pigc¢ planet kartowatych (2016 rok). Stara gwardia to Ceres, ktora
awansowata z planetoidy do miana planety kartowatej, oraz Pluton, ktory zostat
zdegradowany z pozycji planety (rys. 5.2.1). Trzy pozostate to nowo odkryte
obiekty, z ktérych najmasywniejsza to Eris. Tabela (5.2.3) zawiera podstawowe
parametry planet kartowatych

Srednica | Masa [kg] Potos Okres Liczba
Nazwa [km] wielka orbitalny ksiezycy
[j.a.] [lata]

Ceres 952 9,5x10%° 2,77 4,61 0
Pluton 2374 1,3x10% 39,48 247,9 5
Haumea ~1393 | ~4,0x10% 43,31 285 2
Makemake | ~1454 | ~2,9x10% 45,76 310 0
Eris ~2326 1,66x10% 67,69 557 1

Tabela 5.2.3. Lista planetek Uktadu Stonecznego - stan na kwiecien 2016.

Znak ~ oznacza, ze dana wielko$¢ nie zostala jeszcze wyznaczona z zadowalajaca
doktadnosciag, co wynika z duzych odlegtosci do badanych obiektow 1 ich
niewielkich (jak na skale kosmiczne) rozmiarow.

Rysunek  (5.2.3)  ilustruje  wielkosci ~ wybranych  obiektow
transplutonowych, ich albedo oraz znane ksi¢zyce. Potencjalnych kandydatow na
planetki jest co najmniej kilkanascie. Ze wzgledu na znaczne odlegtosci 1 mate
rozmiary nie mozna obecnie, z wystarczajaca pewnoscig stwierdzi¢, ktore z nich
spelniajg wymagane kryteria. Przy okazji wyjasnijmy sobie co to jest albedo

Definicja 5.2.1: Albedo

Albedo to stosunek, ilosci promieniowania odbitego do padajacego na dang
powierzchnig.

Stowo ,,albedo” jest pochodzenia tacinskiego 1 oznacza ,,biatos¢”

Roztozeniem planet w Ukladzie Stonecznym ,,rzadzi” do$¢ tajemnicza
reguta nazywana reguta Titiusa-Bodego. Regula zostata odkryta przez Daniela
Titiusa w 1766 roku i opublikowana w 1772 roku przez dyrektora obserwatorium
astronomicznego w Berlinie Johanna Bodego. Zgodnie z ta regula, Srednia
warto$¢ polowy dtugiej osi a orbity planety spetnia zaleznosé

a=04+03k, k=0124.8,...2" 5.2.1
Jak wida¢ k to kolejne potegi dwojki. Tabela (5.2.1) przedstawia zakres
doktadnosci reguty Titiusa-Bodego
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Rysunek 5.2.3. Wzgledne wielkosci, ksztatty, albedo i znane ksiezyce duzych
transplutonowych obiektéw. Zwraca uwage mocno sptaszczony profil Haumea,
spowodowany szybka rotacjg planetki; Zzr6dto Wikipedia, Creative Commons
Attribution-Share Alike 3.0 Unported

k obiekt reguta TB j.a. pomiar j.a.
0 Merkury 0.4 0.39
1 Wenus 0.7 0.72
2 Ziemia 1.0 1.0
4 Mars 1.6 1.52
8 Ceres 2.8 2.77
16 Jowisz 5.2 5.20
32 Saturn 10.0 9.54
64 Uran 19.6 19.2
128 Neptun 38.8 30.1
256 Eris 67.4 67.78

Tabela 5.2.1. Dtugosci dtugiej potosi orbity dla planet i planetek Uktadu
Stonecznego, wynikajace z reguty Titiusa-Bodego i z pomiaréw. Ditugos¢
zostaty podane w jednostkach astronomicznych

Jak wida¢ z tej tabeli zgodnosci nie sg idealne ale niepokojaco dobre. W potowie
XVIII wieku nieznane byly planetoidy, wigc na pozycji k=8 byta luka. Reguta
Titiusa-Bodego byla jedng inspiracji do poszukiwania brakujgcej planety.
W efekcie znaleziono liczne drobne ciata niebieskie — pas planetoid. Najwicksza
planetoida Ceres jest obecnie zaliczana do klasy planetek. Wedlug popularne;j
hipotezy pas planetoid to pozostato$¢ po wigkszej planecie rozerwanej przez sity
ptywowe Jowisza, lub materiat po planecie, ktora ze wzgledu na blisko$¢ Jowisza
nie zdotata si¢ uformowac. Nieobecny w tabeli Pluton (obecnie to nie planeta a
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planetka) zZle si¢ wpisuje w powyzszy schemat. Natomiast catkiem dobrze pasuje
do niego planetka Eris. Im dalej od Stonca tym gorzej spisuje si¢ reguta Titiusa-
Bodego. Jednak jej doktadno$¢ jest na tyle duza, ze astronomowie szukaja
mechanizmow, ktore powoduja taki a nie inny rozktad planet i planetek. Reguta
Titiusa-Bodego zostata poprawiona w latach 60-tych XX wieku przez astronoma
Stanleya Dermotta, tak, ze obejmowata rdéwniez naturalne, duze satelity
wiekszych planet.

T(n):T(O)-C“ 5.2.2
Gdzie T(n) jest okresem obiegu n-tego satelity, C jest stalg charakterystyczng dla
danego uktadu satelitow. I tak C=2.03 dla uktadu Jowisza, C=1.59 dla uktadu
Saturna i C=1.80 dla uktadu Urana.

Od strony teoretycznej regule Titiusa-Bodego probuje si¢ wigzac
Z efektami rezonansowymi w polu grawitacyjnym. Planety 1 inne orbitujace
obiekty poruszajg si¢ cyklicznie, a jak wiemy z teorii drgan, takie cykliczne ruchy
pod wptywem zewngtrznych sit moga wykazywac efekty rezonansowe. Teoria
rezonansOw grawitacyjnych jest do$¢ ztozona 1 nie bedg jej tu omawiat.

Na zakonczenie tej czgsci przytocze definicje jednostki astronomiczne;j

Definicja 5.2.2: Jednostka astronomiczna
Jedna jednostRa astronomiczna jest to odlegtos¢ rowna 149 597 870 700m.

Jednostka astronomiczna jest rowna, z dobrym przyblizeniem $redniej odleglosci
Ziemia-Stonce.

Fakt 5.2.1:
W uktadzie SI symbolem jednostki astronomicznej jest ,,au”, w Polsce
stosuje sie réwniez oznaczenie ,,j.a".

5.3. SrodkKi transportu

Eksploracja kosmicznego szlaku przez cztowieka napotyka dwie zasadnicze
trudnosci. Pierwsza z nich to metody wynoszenia fadunku na orbite. Druga to
dhugotrwaty pobyt cztowieka w przestrzeni kosmicznej.

Droge w Kosmos otworzyly nam rakiety nosne (8TVI 3.8.1). Pisalem
jednak o tym, ze obecnie stosowane rakiety majg bardzo matg sprawno$¢, przez
co koszty wynoszenia tadunkow na orbite sg bardzo wysokie. Trzeba zda¢ sobie
sprawe, ze gdyby koszt transportu na orbite byt rzedu stu dolaréw za kilogram nic
nie stalo by na przeszkodzie w budowie duzych statkéw kosmicznych na
ziemskiej orbicie. Dalsza podroz, to jest z orbity do dalszych celow jest juz
latwiejszym zadaniem. Aby rakiety staly si¢ bardziej ekonomiczne trzeba
zwigkszy¢ ich impuls wlasciwy (def. TIV 1.1.2). Jedng z drog jest zastosowanie
napedu jadrowego. Jednak z powoddéw bezpieczenstwa naped taki nie bedzie
stosowany przy starcie z Ziemi ale w dalszej podrézy przez Uktad Stoneczny.
Inng obiecujaca technologig na rakiety startujace z Ziemi sg silniki przelotowe.
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Na razie jednak takiego silnika nie ma. W tej sytuacji pojawia si¢ pytanie czy poza
rakietami istnieje inna metoda do wyjsScia na orbite? Taka potencjalng
konkurencja dla rakiet jest winda kosmiczna.

5.3.1. Winda Kosmiczna

Podstawa konstrukcji windy kosmicznej jest bardzo dluga linia tgczaca Ziemie
(punkt zaczepienia musi by¢ na rowniku) z przeciwwaga umieszczong na orbicie
(rys. 5.3.1) tak aby $rodek masy uktadu znajdowat si¢ na orbicie geostacjonarnej
(ok. 35700km nad réwnikiem). Wedlug obecnych projektow, aby spetni¢ ten
warunek lina windy powinna mie¢ dhugos¢ rzgedu 100 000km. Lina windy
obracalaby si¢ wraz z Ziemig. W uktadzie odniesienia zwigzanym z Ziemig lina
bedzie nieruchoma, co oznacza koniczno$¢ uwzglednienia sity odsrodkowej. Przy
srodku masy znajdujagcym si¢ na orbicie geostacjonarnej sita odsrodkowa
I cigzkoSci bedzie rownowazyla si¢ na orbicie geostacjonarnej. Powyzej orbity
geostacjonarnej sita odsrodkowa bedzie przewazata nad sitg cigzkosci powodujac
napiecie liny.

Najwigkszym wyzwaniem dla projektu jest dobor materialu na ling. Lina
bedzie musiata wytrzymac¢ wilasny ci¢zar. Przy dlugosci rzgdu 100000km jest to
powazne wyzwanie. Tradycyjne materiaty takie jak stal pozwolityby na ling
0 dhugosci okoto 30km. Wspotczesne materialty kompozytowe, takie jak kevlar
pozwolitby na utrzymanie liny o dlugosci do 500km. Najnowsze materiaty takie
jak rurki nanoweglowe pozwolityby na budowe windy do wysokosci 6000km.
Bez pojawienia si¢ materiatu do wytworzenia liny winda kosmiczna nigdy nie
powstanie. Jest to w tej chwili najci¢zsze wyznanie technologiczne dla tego
projektu.

5.4. Dwa przykladowe manewry

Zagadnienie wytyczania trajektorii sond i statkow kosmicznych jest ztozonym
zagadnieniem obliczeniowym. Nierzadko to co wynika z obliczen ktoci si¢ ze
zdrowym rozsadkiem. Grawitacyjny krajobraz przestrzeni mi¢dzyplanetarnej ma
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swoistg geografi¢. Lagodne obszary potrafig przejs¢ w dzikie okolice, gdzie moga
si¢ zdarzy¢ dziwne rzeczy. O tym jeszcze opowiem. Nizej przedstawie dwa proste
manewry wykorzystywane w lotach kosmicznych.

5.4.1. Manewr Hohmann

Manewr Hohmanna wykorzystywany jest przy zmianie orbity wokot Ziemi lub
innego ciata niebieskiego z nizszej na wyzszg lub na odwr6t. Stosowany jest ze
wzgledu na optymalne zuzycie energii (paliwa). Skfada si¢ z dwoch etapow.
Powiedzmy, ze zaczynamy na orbicie okotoziemskiej (lub okoto innego ciata
niebieskiego) o promieniu a;. W pewnym punkcie orbity wiaczamy silniki
rakietowe tak aby nadane statkowi przyspieszenie byto styczne do orbity. Nowa
predkosci styczna bedzie odpowiadata nowej orbicie o eliptycznym ksztalcie (rys.
5.4.1). Niestety nowa orbita, po pelnym obiegu, przywiedzie statek do tego
samego punktu, wigc trudno tu méwi¢ o podwyzszeniu orbity. Mozemy co
najwyzej mowi¢ o zmianie jej ksztattu. Podwyzszenie orbity wymaga drugiego
wlaczenia silnika w punkcie apocentrum nowej orbity eliptycznej. Zmiana
predkosci spowodowane tym drugim impulsem powinna by¢ taka aby
skorygowac jej mimosrod do oczekiwanej wartosci, czyli w naszym przypadku
przejs$¢ na orbit¢ kotowg o nowym promieniu a.

Av,

Rysunek 5.4.1. Manewr Hohmanna na
przyktadzie zmiany wyjSciowej niskiej

orbity kotowej (czarna) poprzez orbite
transferowag (czerwona) do wyzszej
kotowej orbity docelowej (zielona).

Powiedzmy, ze chcemy zmieni¢ orbit¢ kotowa o promieniu a;=6678km
(300 km nad powierzchnig Ziemi) na orbit¢ kotowa geostacjonarng 0 promieniu
a;=42164km. W pierwszym kroku musimy przenies¢ statek na eliptyczng orbite
transferowg (czerwona na rysunku (5.4.1a)), ktorej potos wielka dana jest wzorem
(rys. 5.4.1a)

5.4.1a
a =27% _24421km

Wzor (5.4.1a) wynika z wlasciwosci elipsy. Mimosrod orbity transferowej wynosi
_ %A _a-a g 5.4.1b

2a; a, +a,
Korzystajac ze wzoru (2.6) obliczmy predkosci na orbicie poczatkowej
I docelowej

€
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, 1 JGM 5.4.2a

v, =GM — =V, = ——=—=7.73km/s
Gl 9

1 JGM 5.4.2b

V:=GM ==V, = =3.07km/s

2 a2 2 \/a72
Przez M oznaczylem mase¢ Ziemi. Obliczamy rowniez predkos¢ satelity
W perygeum i apogeum orbity transferowej

5.4.3a
v =GM (E—i]:v =+/GM /g—i:10.15km/s
q a & &
5.4.3b
v:=GM (E——] =V, =JGM /E_i =1.61km/s
a, a a, a

Zatem zmiana predkosci przy przeniesieniu satelity z orbity wyjsciowe] na
transferowa wynosi

( J—j 5.4.4a
v_(%A/———— 24}-
a a

Przy wejsciu na orbite docelowa zmiana predkosci wynosi

5.4.4b
AV, =V, —Vv, =+/GM ( 2 1 i} =1.46km/s
\/ a, ar \/ a,

Calkowita zmiana predkos$ci wynosi

AV = Av, + Av, =3.88km/s 5.4.5

Czas przejscia miedzy orbitami mozemy wyznaczy¢ z trzeciego prawa Keplera
jako réwny potowie okresu oblegu na orbicie transferowe;j

2~3
1Jﬁ;j 1/%+a ~5h 5.4.6

Manewr Hohmanna mozna roOwniez zastosowaé przy przejsciu z orbity
jednego ciata niebieskiego na orbitg drugiego ciata (np. z orbity Ziemi na orbite
Ksiezyca lub Marsa), ale jest to jego bardziej ztozona wersja. W przypadku lotu
mig¢dzyplanetarnego lot z wykorzystaniem manewru Hohmanna wymaga
dopasowania wzajemnych potozen obu cial, tak aby statek opuszczajacy orbite
wokot Ziemi i lecacy swobodnie na przyktadowo Marsa trafit na tegoz Marsa (rys.
5.4.2). Wigze si¢ z tym pojecie okna startowego, czyli przedzialu czasowego,
w ktorym start z wykorzystaniem manewru Hohmanna jest wykonalny. Lot na
Ksigzyc z wykorzystaniem manewru Hohmanna wymaga okoto pigciu dni, a na
Marsa okoto 260dni. Skrocenie tego czasu jest mozliwe, jednak kosztem zuzycia
dodatkowego paliwa. W przypadku lotu do dalszych planet mozna jeszcze
wykorzystac efekt asysty grawitacyjne;.
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5.4.2. Asysta grawitacyjna

Czasy przelotu z wykorzystaniem manewru Hohmanna, przy podrdzach
mig¢dzyplanetarnych sg bardzo dilugie. Bardziej aktywne uzycie silnikdéw
rakietowych mogloby oczywiscie ten czas skroci¢, ale kosztem znacznego
zwigkszenia zuzycia paliwa, a co za tym idzie znacznego zwickszenia masy
startowej rakiety no$nej. Mozemy jednak zwigkszy¢ predkos¢é sondy
wykorzystujac efekt asysty grawitacyjne;j.

Asysta grawitacyjna wykorzystywana jest do zmiany trajektorii lotu sondy
lub zmiany jej predkosci wzgledem Stonca na wiekszg lub mniejszg. O ile manewr
zmiany kierunku lotu przez pole grawitacyjne planety jest do$¢ oczywisty o tyle
kwestia zmiany predkosci sondy wymaga uwagi. Przeloty sond w poblizu duzych
cial niebieskich mozemy uwazac za uogolnienie przypadku zderzen elastycznych
kul. Energie kinetyczne obu ciat sg zachowane (0 ile nie dojdzie do zderzenia), a
ciala zmieniajg swoja predkos¢ wzgledem inercjalnego uktadu odniesienia.
Istotna roznica polega na tym, ze ciata ,,zderzaja” si¢ przez dtugi czas a nie w
jednej krotkiej chwili jak to ma miejsce w przypadku kul. Masa sondy w
porownaniu z masg planet jest znikomo mata, wigc wptyw sondy na ruch planety
mozemy zaniedbac¢. Odpowiada to zderzeniu elastycznemu matej kulki ze $ciana.
Jezeli $ciana porusza si¢ w kierunku kulki tak, ze zbliza si¢ do niej z predkoscia
V, to po zderzeniu ma ona pr¢dkos¢ -2v, podczas gdy predkos¢ Sciany praktycznie
nie ulega zmianie. W przypadku sond analiza sytuacji jest bardziej ztozona, gdyz
jak juz wspomniatem zderzenie trwa przez dluzszy czas (czas przelotu sondy w
poblizu planety) 1 odbywa si¢ po zakrzywionych trajektoriach. Niemniej idea
pozostaje ta sama.

Po raz pierwszy asysta grawitacyjna zostata wykorzystana w locie
radzieckiej sondy Luna 3 (1959), ktora jako pierwsze zdjecia odwrotnej strony
Ksiezyca. L.una wykorzystata grawitacje Ksigzyca do zmiany swojej trajektorii,
tak by mozliwy byl jego oblot i powrdt na Ziemi¢, w ktorej atmosferze sonda
splongta, po przestaniu zdjg¢. Pierwszym statkiem, ktory wykorzystat asyste
grawitacyjng do uzyskania predkosci ucieczki z Uktadu Stonecznego byt
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amerykanski Pionier 10. Amerykanska sonda Mariner 10, jako pierwsza
wykorzystata asyste grawitacyjng Wenus do zmiany trajektorii tak by mogta
osiagna¢ bliskie sgsiedztwo innej planety (Merkurego). Potem przyszty kolejne
misje. Misja sondy Cassini-Hugens do Saturna dwukrotnie korzystala z pomocy
Wenus 1 Ziemi, zanim sonda skierowata si¢ do Saturna, korzystajac po drodze
z pomocy Jowisza. Rysunek (5.4.1) pokazuje wplyw pol grawitacyjnych planet
zewnetrznych na predko$¢ sondy Voyager. Po minigciu Neptuna Voyager 2

znalazt si¢ na trajektorii prowadzacej na zewngtrz Uktadu Stonecznego
(rys. 5.4.2)

Earth 20 Aug 77

Neptune
25 Aug 89
Uranus

24 Jan 86

N
o

. Satum Voyager 2 velocity

Heliocentric velo
=
(93]

%, 25 Aug 81
10 Jupiter’%""’""«m....,.ﬂ,..
5 |9 Jul 79

Solar system escape velocity

0
0O 5 10 15 20 25 30 35 40
Distance from sun (astronomical units)

Rysunek 5.4.1. Predko$¢ wzgledem Stonica amerykanskiej sondy Voyager 2.
Sonda Voyager 2 zostala wystrzelona w sierpniu 1977r. Wykorzystujac
korzystne utoZenie planet zewnetrznych (Jowisz, Saturn, Uran, Neptun)
dokonat bliskich wzgledem nich przelotow. Jednocze$nie wykorzystata asyste
grawitacyjng tych planet do zmiany kierunku lotu i predkosci wzgledem Stonca.
Pozwolito jej to, po minieciu Neptuna, na wej$cie na trajektorie ucieczki
z Uktadu Stonecznego; Zrédto NASA.
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Rysunek 5.4.2. Rysunek przedstawia oddalenie sondy Voyager 2 od Stornica
w grudniu 2018 roku. Skala odlegtosci nie jest liniowa (w jednostkach
astronomicznych); zrodto NASA.

5.5. Kosmiczny chaos

Poradzitlem sobie z napisaniem i1 rozwigzaniem uktadu réwnan dla dwoch ciat.
A co z przypadkiem trzech ciat, lub ogolniej N-ciat? C6z napisaé¢ uktad rownan,
to nie problem. Ponizej napisalem uktad réwnan dla trzech ciat

r—r r—r
r,=-Gm, 2—2.-Gm,—1—3
1 2|I’1—I’2|3 3|r1_r3|3 5.5.1a
r,—r r,—r
_ om 2= _gm 2=l
2 |r2—r1|3 3|r2_r3|3 5.5.1b
r,—r r,—r
i —_G 3~ 37 h
3 ml|r3—l’1|3 2|r3_r2|3 5.5.1c

Ale rozwigza¢ go to prawdziwy koszmar. Juz problem trzech cial staje si¢
poteznym wyzwaniem. Jest on tak trudny, Ze nie istnieje zamknigte rozwigzanie
W postaci zamknigtego wzoru zlozonego z funkcji elementarnych. Mozna
natomiast napisa¢ rozwigzanie w postaci nieskonczonego szeregu, ale itu sa
ograniczenia. Problem z takim rozwigzaniem moze si¢ pojawié, gdy dwa lub
wszystkie trzy ciata zderzaja si¢. W poblizu punktu zderzenia nieskonczony
szereg opisujacy problem trzech ciat moze sta¢ si¢ rozbiezny. W ogodlnym
przypadku ruch trzech i wigcej cial nie jest periodyczny. Oczywiscie

95



w szczegolnych przypadkach mozemy uzyskaé¢ rozwigzania periodyczne, jak
roOwniez skonczone rozwigzania analityczne. Jeszcze gorzej przedstawia si¢
rozwigzanie problemu z wigkszg iloscig ciat.

W ograniczonym zagadnieniu trzech cial przyjmujemy, ze jedno z nich,
powiedzmy trzecie cialo, ma mas¢ mz tak malg w poréwnaniu z pozostatymi
dwoma, ze mozemy zatozy¢, ze nie wptywa ono na ruch pozostatych dwoéch cial.
Klasyczny przyktad, to meteor wedrujacy w uktadzie Ziemia — Ksi¢zyc. Duze
ciata dalej jednak przyciagaja si¢ wzajemnie 1 ksztattujg ruch matego ciata.

Chciatem tu zilustrowa¢ problemy jakie si¢ pojawiaja na przyktadzie
ograniczonego zagadnienia trzech cial. Skorzystam tu =z instrukcji
NBodySimulation w pakiecie Mathematica. Z jej pomocg obliczytem trajektorie
trzech cial, dwoch masywnych i jednego lekkiego przy dwoch zestawach
warunkow poczatkowych (rys. 5.5.1). Mamy tam dwa przypadki ruchu trzech
cial, przy czym pierwsze z nich ma mas¢ dziewigcset razy mniejsze niz ciato
drugie czy trzecie. Warunki poczatkowe (potozenie 1 predkos¢) obu masywnych
cial sg takie same, podobnie jak predkosci poczatkowa pierwszego ciata. Oba
przypadki r6znig si¢ nieznacznie X-owa wspotrzedna trzeciego ciala.

Rysunek 5.5.1. Trajektorie trzech ciat, ruch w dwo6ch wymiarach - dwa
przypadki. W obu przypadkach masywne ciala (oznaczane dalej indeksami
21i3) maja te same parametry: mz=9, potozenie poczatkowe drugiego ciata
rp2(1,0), predkos¢ poczatkowa drugiego ciata vp2(1,-0.3), ms=9, potozenie
poczatkowe trzeciego ciata rp3(0,0), predkos¢ poczatkowa drugiego ciata
vpz2(1,1), pierwsze ciato ma w obu przypadkach mase m:=0.01, predkos¢
poczatkowa vp1(0.15,0.1) i rézne a bliskie sobie potozenie poczatkowe:
a) rp1(0,-0.3); b) rp1(0.003,-0.3). Linia niebieska pokazuje trajektorie
pierwszego ciata, pomaranczowa drugiego ciata, a zielona trzeciego ciata. W obu
przypadkach czas symulacji byt taki sam.
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Mimo nieznacznej rdznicy warunkow poczatkowych trajektoria matego ciata,
cho¢ w pierwszych czg$ciach toru jest bardzo podobna w obu przypadkach,
szybko zaczyna si¢ istotnie rozni¢, co jest charakterystyczne dla ukladu
zachowujacego si¢ chaotycznie. Trajektorie ciala drugiego i1 trzeciego sa takie
same. Rysujac trajektorie wybratem tryb ,bez jednostek™, z okresleniem
charakteru sit jako ,,odwrotnie proporcjonalne do kwadratu odlegtosci”.
Chaotyczne zachowanie si¢ ciat jest wypadkowa charakteru oddziatywan, a nie
faktu, ze sg to oddzialywania grawitacyjne. Kazde oddzialywanie odwrotnie
proporcjonalne do kwadratu odleglosci i proporcjonalne do iloczynu fadunkow
(czy to elektrycznych czy grawitacyjnych) przyniesie te same problemy
obliczeniowe i podobne chaotyczne rozwigzania. Przypomne, ze z chaosem
deterministycznym juz si¢ spotkaliSmy na przyktadzie analizy rownania
logistycznego (xx). Rownania opisujace ruch ukladu trzech cial s3 w pehni
deterministyczne, zatem reprezentowany przez nie uklad jest deterministyczny.
Nie wiemy czy uklad Stoneczny jest deterministyczny, ale uklad rownan
opisujacy ruchy ciat w klasycznej teorii pola grawitacyjnego taki jest. Zatem to
model jest deterministyczny. Uktad rGwnan wymaga jednak okres§lenia warunkow
poczatkowych (xxxx). Niestety dla pewnej cze$ci parametréw rozwigzania
uktadu rownan ruchu sg skrajnie wrazliwe na niewielkie zmiany warunkow
poczatkowych. Bardzo bliskie sobie uktady warunkéw poczatkowych prowadza,
w relatywnie krotkim czasie, do zasadniczo odmiennych trajektorii uktadu.
Poniewaz nie jesteSmy w stanie okresli¢ tych warunkow wystarczajaco doktadnie,
to deterministyczny w swym charakterze uktad jest dla nas nieprzewidywalny.
Chciatem tu jeszcze raz mocno podkresli¢, ze przedstawiona analiza opiera
si¢ na Klasycznej teorii grawitacji. Wida¢ tu wyraznie zlozony pod wzgledem
obliczeniowym charakter wspotczesnych teorii. To, Ze mozemy w prosty sposob
napisa¢ uktad rownan dla trzech cial, nie oznacza, ze mamy prosty sposob na
znalezienie trajektorii ich ruchu. Juz trzy ciala stawiajg wysokie wymagania. Dla
wigce] niz trzech cial, poza szczegdlnymi przypadkami, pozostaja metody
numeryczne. Jednak metody numeryczne moga zawie$¢, gdy uklad jest
chaotyczny (8TVI 7). Pojawia si¢ problem doktadnego okreslenia warunku
poczatkowego. W zasadzie juz ograniczony problem dwoch ciat (jedno duze jak
Ziemia a drugie mate jak sztuczny satelita) moze nastreczy¢ olbrzymich
trudnosci. Wszystko zalezy od precyzji, ktorg chcemy osiggnac. Analiza ruchu
satelitow Grace (rys. 3.3.6) pokazala, ze ich wzgledne predkosci sg w roznych
punktach rézne, co odzwierciedla ,,zmarszczki” na grawitacyjnym portrecie
Ziemi. Te zmarszczki wynikaja z faktu, ze Ziemia nie jest cialem
sferycznosymetrycznym. Doktadne obliczenie ruchu satelity wokot Ziemi,
wymaga znacznie bardziej ztozonego modelu samej Ziemi. Trzeba mie¢ mapg jej
potencjatu grawitacyjnego taka jak na rysunku (3.3.5). Uwzglednienie tej
zrdznicowanej topografii potencjatu grawitacyjnego wymaga ponownie uzycia
poteznych komputerow. Jaka jest mapa potencjalu grawitacyjnego Uktadu
Stonecznego. Ma ona trzy istotne cechy, pierwsza jest to mapa czterowymiarowa
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(trzy wymiary na punkt przestrzeni i jedna na warto$¢ potencjatu), ewentualnie
jest to trojwymiarowa mapa poziomicowa. Druga cecha to fakt, ze mapa jest
zmienna w czasie. Wraz z przemieszczajagcymi si¢ planetami i innymi cialami
niebieskimi mapa ulega zmianie. Jezeli czas uznamy z wymiar, to nasza mapa
staje si¢ czterowymiarowg mapa poziomicowa, lub pigciowymiarowag mapa
rysowang jako wykres wartosci potencjatu we wspotrzednych przestrzennych 1
czasu. Trzecia cecha to ztozonos$¢ tej mapy. W kazdej chwili czasu dany uktad
ciat niebieskich rysuje na nowo ztozong mape potencjatu grawitacyjnego. W tej
mapie wida¢ rézne S$ciezki, ktérymi moze podgza¢ statek kosmiczny przy
minimalnym zuzyciu paliwa (te $ciezki sa okreslane jako Interplanetary
Transport Network ITN). Takie $ciezki to jak drogi przez doliny wsérdd gorskich
grzbietow; jej przyktad ilustruje rysunek (5.5.1.). Idgc nimi nie trzeba wspinac si¢
na stoki, przez co potrzeba mniej energii na przejscie trasy. Ale wida¢ rowniez,
ze $ciezki wytyczone przez te doliny kryja sobie zaskakujgce zakrety — optymalna
droga bywa kreta.

Wystrzelona w 1978 roku misja oznaczona jako ISEE-3 jako pierwsza
wykorzystata elementy ITN. Kolejne misje korzystajace z tych grawitacyjnych
Sciezek to japonska misja ksiezycowa Hiten (1991), misja NASA Genesis (2001),
misja ESA Smart-1 (2003).

Rysunek 5.5.1. Przykiad miedzyplanetarnej drogi (jasny pas) wchodzacej
w sie¢ ITN; zrodto NASA.

Problem przewidywania takich tras zaréwno pod katem projektowania
torow statkdéw kosmicznych jak 1 prognozowania ruchu matych cial w Ukladzie
Stonecznym, gwiazd w Galaktyce czy Galaktyk we Wszechswiecie, jest ciagle
otwarty. Mozemy pisa¢ rownania ruchy w ramach klasycznej teorii grawitacji,
czy tez ogolnej teorii wzglednosci, ale ich rozwigzywanie 1 analiza wynikow to
sztuka sama w sobie. Rozwd] metod matematycznych i numerycznych jak
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I samych komputerow. Nowe metody i silniejsze komputery moga odstoni¢ przed
nami jeszcze nie jedng tajemnice uktadow zwigzanych grawitacyjnie.

Zagadnienie trzech cial znalazt swoje odbicie w powiesci SF chinskiego
autora Cixin Liu ,,Problem trzech cial”. Mieszkancy planety w ukladzie
potréjnym Trisolarianie, majg problem z nieprzewidywalno$cia warunkow,
w ktorych przyszto im zy¢. Zapomnijcie o regularnych zmianach lato-zima. Ich
planeta uwigziona w polach grawitacyjnych trzech gwiazd wykonuje dziki taniec.
Nigdy nie wiadomo co bedzie w perspektywie najblizszych miesiecy, pogoda
umiarkowana, dramatyczne ochlodzenie, tragiczny w skutkach upal, czy co$
pomiedzy. Nie wiadomo réwniez jak dtugo potrwa na przyktad silne ochtodzenie,
ktore wlasnie si¢ pojawito — moze trawa¢ miesigc a moze kilka wiekow. Problemy
moze dla nas wydumane, ale pamigtajmy, ze najblizsza nam gwiazda Proxima
Centauri jest najprawdopodobniej czlonkiem uktadu potrojnego, ktory moze
tworzy¢ wraz z gwiazdami ukladu Alfa Centauri, sktadajacego si¢ z dwoch
gwiazd Alfa Centauri A 1 Alfa Centauri B. Wszystkie sktadniki uktadu majg
prawdopodobnie planety. W uktadach wielkokrotnych znajduje si¢ wigksza cze$¢
gwiazd (ponad 50%). Z tej liczby gwiazd uktadow wielokrotnych, w uktadach
podwoijnych jest okoto 60% gwiazd, potrojnych okoto 30% gwiazd, pozostate
10% to uktady poczwoérne 1 liczniejsze. Jak z tego wynika planety pedzace
niepewny zywot w uktadach potrdjnych (jak 1 innych wielokrotnych), nie musza
by¢ czyms$ wyjatkowym. Oczywiscie nie kazda planeta w uktadzie wielokrotnym
musi mie¢ taki problem. Te, ktore znajdujg si¢ blisko gwiazdy macierzystej sa
pod dominujacym wptywem jej grawitacji. Strefa bezpieczenstwa nazywana jest
strefg Hilla. Pojecie strefy Hilla mozemy rozszerzy¢ na dowolne obiekty, na
przyktad na planety 1 ich uktady ksi¢zycy. Przyktadowo w uktadzie Ziemia-
Stonce, strefa Hilla wokét Ziemi wynosi ok 1.5 min kilometrow. Na szcze$cie
Ksiezyc jest wyraznie wewnatrz tej bezpiecznej strefy, wigc nie ma obawy, ze
nagle zmieni orbite 1 oddali si¢ od Ziemi.

99



