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1. Pierwsze kroki

Réwnanie bedziemy nazywali rownaniem rozniczkowym, gdy w jego zapisie
pojawig si¢ pochodne funkcji. W prostej postaci moze wygladac to tak

ay(x)+bx+c=0 L1
Gdzie y'(x) jej pochodng funkcji y(x) po x, a a, b i c sa liczbami. Zapiszemy to
rOwnanie w postaci

dy l.1a
a—+bx+c=0
dx

Nastepnie przeniesiemy wyrazy z x 1 ¢ na lewg strong, a calo$¢ podzielimy przez
a.

dx  a  a
Pomnozymy obie strony przez dx
b C I.1c
dy = —— xdx — —dx
a a
Mamy zapisane rownanie (1.1) w postaci, ktéra umozliwia jego tatwe
rozwigzanie, czyli znalezienie postaci funkcji y(x). Obliczmy catki nieoznaczone
po obu stronach

Jar=-if e
y=——|xdx—— [dx 1.2

Po scatkowaniu otrzymamy

oo tba e 1.3
y\x) = Zax ax

Gdzie d jest stala wynikajaca z braku jednoznaczno$ci obliczenia catki bez
okreslonych granic. Jaka jest warto$¢ tej stalej? Wartos¢ statej jest dowolna, tatwo
jest to sprawdzi¢ wstawiajgc rozwigzanie (1.3) do rownania (1.1)
d<1bzc+d)+b+—b +bx+c=0
A\ Tg o x+c=—-bx—c+bx+c= 1.4

Jak wida¢ réwnanie jest spetnione dla dowolnego d. Prowadzi to do waznego
wniosku. Rozwigzaniem rownania rézniczkowego nie jest funkcja ale rodzing
funkcji, co ilustruje rysunek(1.1).
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Rysunek 1.1. Pie¢ krzywych z rodziny rozwigzan réwnania (3.1) dla pieciu
réznych wartosci statej d.

Jezeli réwnanie rdzniczkowe opisuje ewolucje ukladu fizycznego, to jego
rozwigzaniem jest jedna z krzywych nalezacych do rodziny rozwigzan tego
roOwnania. O tym, ktoéra jest to krzywa decyduje tzw. warunek poczatkowy,
o ktorym pisz¢ w temacie (TVI7). Warunek poczatkowy pozwala nam
wyznaczy¢ warto$c¢ stalej d.

Réwnanie (1.1) jest bardzo proste. Pozwala zastosowaé prosta metode
rozwigzywania nazywang metodg rozdzielonych zmiennych. Mozemy ja
stosowac¢ wtedy, gdy mozliwe jest takie przeksztatcenie rownania, ze wyrazy
zalezne od zmiennej x wraz z przyrostami dx znajduja si¢ po jednej stronie znaku
rownos$ci a wyrazy zalezne od y wraz z przyrostami dy znajduja si¢ po drugiej
stronie rownosci.

W ogbélnym przypadku rozwigzywanie rownan rézniczkowych jest
ztozonym problemem. Przy rozwigzywaniu réwnan rézniczkowych mozemy
wspomagac si¢ pakietami matematycznymi takimi jak Mathematica, ktore radza
sobie z duzym zbiorem rownan. Jednak nawet z pomocg pakietdéw nie kazdego
roOwnanie da si¢ sensownie rozwigza¢. Wtedy pozostajg metody numeryczne.

Nawet réwnanie o rozdzielonych zmiennych moze by¢ klopotliwe
w rozwigzaniu. Rozpatrzmy na przyktad rownanie

d_y_ cos(x)
dx_(3+y3) 1.5

Z rozdzieleniem zmiennych nie bedziemy problemu
(3+y3)dy:cos(x)dx 1.6

Catkowanie obu stron rownania réwniez nie bedzie problemem, w jego wyniku
otrzymujemy
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3y+iy4:sin(x)+c L7

Stala ¢ to stata calkowania, ktorej warto§¢ mozemy okre§li¢ majgc warunek
poczatkowy. Jak zapisa¢ rozwigzanie tego roOwnania w postaci y(x)? Jezeli nie
mozemy tego zrobi¢, tak jak w powyzszym przykladzie, to méwimy, ze
rozwigzanie jest w postaci funkcji uwiktanej

Definicja 1.1: posta¢ uwiklana rozwigzania ro0wnania rozniczkowego

Jezeli rozwigzanie réwnania roZniczkowego nie mozna sprowadzic do postaci y(x),
to méwimy, Ze rozwiqzanie to jest uwikfane.

Nie mozemy si¢ obraza¢ na rozwigzanie uwiktane. Przy pewnym wysitku
mozemy z nich odczyta¢ potrzebng informacje¢, na przyktad metoda graficzna.
Zanim jednak zrobi¢ rysunek zwrdce waszg uwage na jeden fakt. Czasem wecale
nie musimy rozwigzywac rownania (1.5). Pewne interesujace informacje mozemy
uzyska¢ w prostszy sposob. W réwnania (1.5) z lewej strony mamy pochodna,
czyli tangens kata nachylenia krzywej y(x) do osi x-6w. Rownanie (1.7) pokazuje
ile w danym punkcie wynosi przyrost dx 1 przyrost dy, To pozwala na wykres
fazowy, ktory juz uzywalem do analizy roOwnania oscylatora harmonicznego
(§TVIII 5.4). Wroémy jednak do wykresu funkcji uwiktane;.

Rysunek 1.2. Wykres

Or | R funkcji uwiktanej bedacej
[ o rozwigzaniem rdéwnania
, ot rézniczkowego (1.5) dla

i 1 pieciu  przyktadowych

— c=2
o3 wartosci parametru c.

Przedstawi¢ inny przyktad metody pozwalajagcej na rozwigzanie nieco
bardziej ztozonych rownan rézniczkowych niz réwnanie (1.1). Bedzie to metoda
czynnika catkujacego.
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1.1. Metoda czynnika calkujacego

Wprowadze metode czynnika catkujacego bazujac na przyktadzie. Rozwazmy
réwnanie

%+ay=g(t) 1.1.1

Pomnozymy obie strony tego rownania przez czynnik p(¢) nazywany czynnikiem
catkujagcym
d 1.1.2
() +ayn(r)=n(1)a(r)

Na razie wyglada na to, ze skomplikowali§my nasze rownanie, ale cierpliwosci.
Lewa strona naszego roOwnania przypomina nieco pochodng iloczynu funkcji.
Sprobuje pdjs¢ tym torem

d 1.1.3

d d

— t L)|=ult)—ylt)+| —uls t

L]~ S5 +| Sr) |0
Wyrazenie (1.1.3) podpowiada nam, ze wystarczy przyjac, ze
%u(f)zau(t) 3.1.3a
Rozwigzmy réwnanie (3.7a), zaczynajac od jego przeksztalcenia

du_ 1.1.3b

Catkujac obie strony mamy

1n|,u|:at+b 1.13.c

Gdzie b jest stalg catkowania. Wyrazenie (1.1.3¢) mozemy przeksztatci¢ do
postaci

n(t)=e"" =ce”; c=¢ 1.1.3.d

Tak obliczony czynnik catkujacy wstawiamy do rownania (1.1.2)

1.1.4
gce‘” +ayce” =ce”g(t) e
dt
Stala ¢ mozemy skrocié
dy 1.1.4b

Ee“’ +aye” = e‘”g(t)

Réwnanie to mozemy przepisa¢ w postaci
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d at at at at
) =e"g(1)= d(ye" ) =e"a(0)dr 1.14c

Co nawigzuje do rownania (1.1.2). Inaczej moéwiagc tak obliczyliSmy czynnik
catkujacy, wychodzac od rownania (1.1.2), aby prawa strona (1.1.3b) data si¢
zapisa¢ w postaci (1.1.3¢). Lewa strona (1.1.3¢) ma postac rdézniczki z wyrazenia
w nawiasie, zatem jej catka jest rowna temu wyrazeniu. Calkujac obie strony
(1.1.3c) mamy

ye* —c:je“tg(t)dt 1.1.5a
Stad mamy
y:e_‘”'fe‘”g(t)dt+e_‘”c 1.5

I jestesmy w domu, pod warunkiem, ze jesteSmy w stanie obliczy¢ calke po
prawej stronie (1.1.5), a to juz zalezy od konkretnego przyktadu. Zrobmy zatem
konkretny przyktad

Rozwigzemy nastepujgce rOwnanie rozniczkowe

tgz+2y:4f L.1.6
dr

Podzielimy obie strony przez ¢
dy Y gy 1.1.7
dt t

Mnozymy obie strony przez czynnik catkujacy u()
d 3.1.8
d—i]u(t) + 2%@) — 41 (r)

Patrzac na postac (1.1.2) widac, ze
d 2 1.1.9
—u(t)==n(t
SH()="n()

Stad mamy
du 2 21n(t) 2 1.1.9a

—z;dtzn,t(t):ce =ct

n
Gdzie c jest stata, niewazne jakiej postaci, gdyz zaraz i tak si¢ uprosci. Wstawiajac
obliczong posta¢ czynnika catkujacego do réwnania (1.1.8) mamy
gzﬁ+21ﬁ=4ﬁ
dr 4
Lewa stron¢ mozemy zapisa¢ w postaci pochodne;j

1.1.10
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d(y t2) 1.1.11
—— =4 = d(yt*)=4rde
Scatkowanie obu stron daje

1.1.12

yt2=t4+C:>y(t)=t2+t£2

Stata C zalezy od warunku poczatkowego. Przejde do bardziej systematycznego
omoéwienia metod rozwigzywania rGwnan rézniczkowych.

1.2. Rbwnania r6zniczkowe zwyczajne

Zdefiniuj¢ klase najprostszych rownan rozniczkowych

Definicja 1.2.1: ROwnania rozniczkowe zwyczajne
Réwnaniem roZniczRowym zwyczajnym rzedu n nazywamy rownanie w postaci

F(x,y,y",y", .. y™) = 0 1.2.1

gdzie niewiadomq jest funkcja y(x)

Zauwaz, ze rzad rownania réwny jest rzedowi najwyzszej pochodnej funkcji y(x).
Co rozumiemy przez rozwigzanie tego rownania mowi nam nastepujaca definicja.

Definicja 1.2.2: Rozwiazanie (calka) r0wnania rozniczkowego
Rozwiqzaniem (catkg) réwnania réZniczRowego (3.2.1) na przedziale (a,b)
nazywamy Razdq funkcje y, Rtéra ma pochodna do rzedu n wlgcznie i spetnia to
réwnanie

Definicja (1.2.1) okresla co mozemy uznaé za rozwigzanie roéwnania (1.2.1). Ale
jak wiemy rozwigzaniem rownania rozniczkowego sg rodziny funkcji. Mamy
wiec rowniez definicje¢ okreslajagcg rozwigzanie w ogolnej postaci, to jest takie,
ktore obejmuje wszystkie mozliwosci.
Definicja 1.2.3: Rozwiazanie ogdlne (calka og6lna) rownania
rozniczkowego
Rozwigzaniem ogolnym (catkg ogélng) réwnania réZniczkowego (1.2.1) w obszarze
istnienia i jednoznacznosci jego rozwiqzan, nazywamy rozwigzanie tegoZ rownania

w postact
y =y(x,Cy,Cy, ..., Cp) 1.2.2
Gdzie Ci, Ca,. .., Cuo dowolne stafe, [ub w postaci uwikfanej
1.2.3

h(x, y, Cl’ Cz, . Cn) == O
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i takie, ze podstawiajgc dowolne wartosci statych Ci, C»..., Cn, dostaniemy
wszystRie Rrzywe catkowe w zadanym obszarze i tylRo te Rrzywe.

Kiedy juz okreslimy warto$ci stalych to mamy rozwigzanie szczeg6lne, czyli
jeszcze raz definicja (1.2.2) tylko w bardziej ,,powaznym” sformutowaniu

Definicja 1.2.4: Rozwiazanie szczegolne (calka szczegolna) rownania
rozniczkowego zwyczajnego
Rozwiqzaniem  szczegolnym  (catkqg szczegolng) rownania réZniczRowego
zwyczajnego (1.2.1) nazywamy Razde rozwigzanie postaci (1.2.2) lub (1.2.3) dla
szczegolnych wartosci statych Ci, Cs. .., Cu

Kiedy najwyzsza pochodng w réwnaniu rézniczkowym zwyczajnym jest
pierwsza pochodna, to moéwimy o
Definicja 1.2.5: ROwnanie rozniczkowe zwyczajne pierwszego rzedu

Rownaniem roZniczRowym zwyczajnym pierwszego rzedu nazywamy rownanie

F(x,y,yl) — O 1.2.4

gdzie y(x) jest funkcjq zmiennej X,
Rozwigzane wyzej réwnania (1.1, 1.5, 1.1.1) sg réwnaniami zwyczajnymi

pierwszego rzedu. Innym przykltadem prostego rdéwnania roézniczkowego
zwyczajnego pierwszego rzedu jest rOwnanie

dy(x)
dx
Catkujac obie strony mamy

=x = dy(x) = xdx 1.2.5

1 2
y@)=§x +C 1.2.6

Rysunek przedstawia przykladowych cztonkéw rodziny krzywych bedacych
rozwigzaniem réwnania (1.2.6). Krzywe (1.2.6) mozna przedstawi¢ jako zbidr
punktow ptaszczyzny (x,y(x)). Co odpowiada parametrycznej reprezentacji
krzywej, gdzie parametrem jest zmienna x. Wektorem stycznym vs do tak
zdefiniowanej krzywej jest

dx_ldy(x)_ 0| = 1y
slae ™ 7 7Y Vs| o X

Uy

1.2.7

Vy

Rysunek (1.1.b) przedstawia tak zdefiniowane pole wektorowe.
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Rysunek 1.2.2. a) wykresy pieciu funkcji z rodziny funkcji (1.2.6) bedacych
rozwigzaniem rownania (1.2.5); b) pole wektorowe zdefiniowane wzorem
(1.2.7). Czerwone linie pokazuja przebieg linii sit pola (linii stycznych do
wektorow pola). Linie te majg taki przebieg jak na wykresie w czesci (a).

Wazne jest zidentyfikowanie warunkéw, przy ktorych, rownania
rézniczkowe zwyczajne pierwszego rzgdu, dla ustalonego warunku
poczatkowego, majg jednoznacznie okreslone rozwigzanie.

Twierdzenie 1.2.1. O jednoznacznosci rozwigzania rOwnania
rozniczkowego zwyczajnego pierwszego rzedu
Niech f(x,y) oraz 0f/0y, sq funkcjami rzeczywistymi, ograniczonymi i ciggfymi na
pewnym otoczeniu punktu Po(Xp,yo) oraz y(Xp)=yo. Wtedy istnieje dokfadnie jedno
rozwigzanie rownania dy/dx=f(x,y) na przedziale lezqcym wewngtrz tego otoczenia
punkiu Po.

Twierdzenie to okresla warunki, przy ktérych rownanie (1.2.4) ma na pewno
jednoznaczne rozwigzanie. Nie kazde rownanie typu (1.2.4) spelnia warunki
twierdzenia (1.2.1). Na przyktad rownanie

dy 2

— = 3y3

dx y
Ma nieskonczenie wiele rozwigzan dla warunku y(0)=0. Funkcja f(x,y) w naszym
przypadku jest prawa strong (1.2.8). Nie zalezy ona jawnie od x ale to nie ma
znaczenia. Taki mamy szczegdlny przypadek. Pochodna czastkowa tej funkcji po
y - 0f/0y nie jest ciggta w punkcie x=0,

of ) 1

dy

1.2.8

1.2.9

S
W[ R

zatem nie sg spelnione warunki twierdzenia (1.2.1). Oznacza to, Ze nasze
roOwnanie ma rozwigzanie (bo funkcja f(x,y) jest ciggla) ale nie jest to rozwigzanie
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jednoznaczne. Z pomocg programu Mathematica znalaztem ogolne rozwigzanie
rownania (1.2.8)
y(x):)c3+)czc+lxcz+ic3 1.2.10
3 27
Kilka przyktadow rozwigzan, dla przyktadowych wartosci statej ¢, pokazuje
rysunek (1.2.2). Przyjmujac warunek poczatkowy y(0)=0 dostajemy c=0. Ale
stala ¢ nie jest wyznaczona jednoznacznie.

— c==1
c=0
c=1

X — C=

— c=3

Rysunek 1.2.2. Wykres rozwigzan réwnania (1.2.8), dla wybranych wartosci
parametru c.

Napisze rownanie (1.2.8), w punkcie x=0, positkujac si¢ rozwigzaniem (1.2.10)

1.2.11
4 v ixeris o] =Llo y
dx 3 27 - 3
i i % i 1.2.11b
3[x3+xzc+—xcz+—c3j =—c?
3 27 3
x=0

Roéwnanie (1.2.11a) pokazuje warto$¢ lewej strony rownania (1.2.8) w punkcie
x=0, a rownanie (1.2.11b) warto$¢ prawej strony tego rownania. Obie strony sg
tozsamosciowo sobie rowne. To oznacza, ze w punkcie x=0 kazda warto$¢ statej
c reprezentuje rozwigzanie rOwnania rozniczkowego (1.2.8). Zatem kazda krzywa
pokazana na rysunku (1.2.2) jest rozwigzaniem, w punkcie x=0, tego rOwnania.
Zobaczmy jeszcze jak sobie z problemem radzi Mathematica (M. 3.2.1)

10
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Instrukcja  rozwigzania
rOwnania (3.2.8), przy
warunku y[0]==0.

DSolve[{y'[x] == 3y[x]3,y[0] == 0}, y[x], x]

Zgloszenie bledu, ktore
oznacza, ze warunek

DSolve::deqn: Equation or list of equations )
==(0, zawsze jest

expected instead of True in the first argument ylo]

{(yM\[Prime])[x]==3 y[x]"(2/3),True}. spelniony i brak
jednoznacznego
rozwigzania

M. 3.2.1. Reakcja program Mathematica, gdy zadanie réwnanie rézniczkowe
nie ma jednoznacznego rozwigznania

Prostym typem rownan zwyczajnych pierwszego rzedu jest rOwnanie
rézniczkowe zupeine
dF—aFd +6Fd = M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0 1.2.10
Lewa strona tego réwnania jest rozniczka zupeilng funkcji dwoch zmiennych
F(x,y). Gdy spethiony jest warunek rownosci drugich pochodnych

0%F 0°%F oM ON
- : ( - _) 1.2.11
dxdy 0dydx Jdy Ox
To wtedy rozwigzaniem réwnania (1.2.10) jest
F( )—JaFd+ —faFd +h 1.2.12
el i sy) = 5y Y (x) 2.
M N
Dla przyktadu rownanie
2 2)dx +2xdy =0
@y +2)dx +2xdy 1.2.13
M N
Spelnia warunek (1.2.11)
oM _ 2 = oN 1.2.14
dy = ox o
Zatem rozwigzanie tego rOwnania mozna zapisa¢ w postaci
Flx,y) = j Mdx +g(y) = f(Zy +2)dx + g(y) 1.2.15

= 2yx + 2x + g(y)
Posta¢ funkcji g(y) uzyskujemy wykorzystujac warunek

11
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oF d
@zN(x,y) =2xﬁ2x+d—§= 2x = g(y) = const 1.2.16

Rozwigzanie ma postac
F(x,y) =2yx+2x+c

Gdzie c jest stala.
Szczesliwie mamy twierdzenie pozwalajgce na rozstrzygnigcie czy dane
roOwnanie rézniczkowe jest doktadne.

1.2.17

Twierdzenie 1.2.2:
Jezeli funRcje

oM ON 1.2,18

M) NQ—D_
oy Ox

Sq ciggte w obszarze AxAy, wtedy rownanie postaci (1.2.10) jest zupetne na tym
obszarze, gdy spetniony jest warunek,

oM _ON 1.2.19
oy ox
Warto tu wspomnie¢, ze metoda czynnika catkujacego pozwala na

przeksztalcenie rdéwnan nie spelniajacych warunkéw natozonych przez
twierdzenie (1.2.2) w rOwnania zupeine.

12
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2. RoOwnania rozniczkowe liniowe

Réwnania rozniczkowe liniowe tworza klase rownan najprostszych do
rozwigzywania. S3 one rdwniez najczesciej spotykane w zagadnieniach
technicznych i naukowych. Nie dzieje si¢ tak dlatego, ze przyroda ma szczegolng
stabo$¢ do réwnan tego typu i zachowuje si¢ tak abysmy mogli je szeroko
wykorzystywac. To zawsze idzie w drugg strong, nie od przyrody do cztowieka
tylko od cztowieka do przyrody. To znaczy, ze to my glownie wybieramy te
zagadnienia, ktore za pomocg réwnan liniowych dajg si¢ opisa¢. Moze si¢ to dziac
na drodze takie uproszczenia modelu danego uktadu fizycznego, aby model ten
dat si¢ wyrazi€ przez liniowe rownania rozniczkowe.

Zaczng od zdefiniowania rownan rozniczkowych liniowych n-tego rzedu.
Réwnania liniowe charakteryzujg si¢ tym, ze kombinacja liniowa dwoch
rozwigzan danego réwnania liniowego jest rOwniez rozwigzaniem rownania
lintowego. To cecha, ktora bardzo ulatwia prace z tymi rownaniami. Podam teraz
0g0lng definicj¢ rGwnania rozniczkowego liniowego n-tego rzedu.

Definicja 2.1: Rownanie rozniczkowe liniowe n-tego rzedu
Réwnanie roZniczkowe liniowe n-tego rzedu nazywamy rownanie o postaci

dny n—1y dy 2.1
an(x)dx—n + an-1(x)W + et 31(x)a + ao(x) = f(x)
. dy
ap(x) #01i o + 0 2.1a

Warunek (2.1a) méwi, ze wyraz z pochodng n-tego rzedu funkcji y(x) nie moze
by¢ rowny zeru, dlatego jest to rownanie n-tego rzgdu. Wszystkie inne pochodne
1 wspotczynniki mogg (ale nie musza) by¢ réwne zeru. W szczegdlnosci rownanie
d"y
dx™
Jest tez rownaniem roézniczkowym liniowym n-tego rzedu.
Réwnanie (2.1) mozna tez zapisa¢ w prostszej postaci operatorowe]

=c 2.2

dn n-1 d

L =an(x)m+an_1(x) o +---+a1(x)a+a0(x) 2.3
Roéwnanie to przyjmuje postaé

Ly = f(x) 24

Poniewaz jak, zostalo wspomniane kombinacja liniowa dwéch rozwigzan,
roOwnania liniowego jest rOwniez rozwigzaniem tego roOwnania, to operator L jest
operatorem liniowym. Podsumujmy tg wazng wtasno$ci w postaci nastgpujacego
twierdzenia

13
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Twierdzenie 2.1.
Jezeli funRcje y1(X) i y2(X) sq rozwigzaniem danego jednorodnego liniowego réwnania
rozniczRowego rzedu mn, to rownieZ Kombinacja [liniowa tych rozwigzan
cryi(x)+c2ya(x) jest rozwiqzaniem tego réwnania.

Wazna podklasg réwnan rézniczkowych liniowych n-tego rzedu sa
roOwnania liniowe jednorodne n-tego rzedu

Definicja 2.2: Jednorodne rownanie réozniczkowe liniowe n-tego rzedu

Jednorodne rownanie roZniczRowe liniowe, n-tego rzedu nazywamy réwnanie
0 postact

2.5

n n—1

d%y y dy
an(x)m +a,_1(x) + -+ al(x)a +ap(x)y(x) =0

dxn-1
Jak tego widaé, zadamy aby funkcja f(x) we definicji (2.1) byta rowna zeru. Poza

tym réwnanie (4.5) jest rOwnaniem liniowym n-tego rzedu. W postaci
operatorowej nasze rOwnanie ma postacé

Ly =0 2.5a

I jeszcze jeden wazny bo prosty typ rownania liniowego

Definicja 2.3: Rownanie rozniczkowe liniowe n-tego rzedu, o stalych
wspolczynnikach
Jezeli wspotczynniki ai(x), dla dowolnego i zmieniajgcego si¢ od 0 do n, sq state, to
méwimy, Ze rownanie roZniczRowe liniowe n-tego rzedu jest rownaniem o statych
wspotczynnikach

Przygladne si¢ blizej rownaniu linowemu drugiego rzgdu

2.1 Jednorodne rownanie rozniczkowe liniowe drugiego rzedu o stalych
wspolczynnikach

Zaczne od réwnan jednorodnych o statych wspdlczynnikach. Popatrzmy na
réwnanie
y” _ y — O 2. 1 .1

Przez y oznaczam w skrocie funkcj¢ y(x) a znak bis oznacza druga pochodna.
Przeksztalce to réwnanie do postaci
yﬂ =y 2.1.1a

Roéwnanie (2.1.1a) oznacza, ze druga pochodna funkcji y po x jest rowna y. Taki
numer potrafi tylko funkcja e*. Teraz mozemy poszale¢ wykorzystujac fakt, ze
nasze réwnanie jest liniowe. Oznacza to, ze funkcja ce® jest tez rozwigzaniem
naszego rownania, jak rowniez suma takich sktadnikow

e’ +...+ce+=(¢+...c,)e" 2.12

14



Jan Masajada © — pomoce matematyczne

Co jest dos¢ trywialnym wnioskiem gdyz suma wspdlczynnikéw c¢; daje znowu
jedna liczbe. Mniej trywialne jest stwierdzenie, ze funkcja e™ jest tez
rozwigzaniem naszego rownania, a co za tym idzie i taka kombinacja liniowa

y(x)=ce' +ce” 2.13
Przejde do réwnania jednorodnego liniowego, drugiego rzedu w postaci ogolne;j
ay"+by' +cy=0 2.14

Majac na uwadze nasze rozwazania nad rownaniem (2.1.1) mozemy przyjac, ze
funkcja postaci e’ jest rozwigzaniem naszego roéwnania. Stala p musi byc
wyznaczona z rachunku. Wstawiajac  funkcje e do rdéwnania (2.1.4)
otrzymujemy

ap’ +bp+c=0 2.1.5

Stalo si¢ co$ mile zaskakujacego. Rownania roézniczkowe przeksztatcito sie
w rownanie algebraiczne drugiego stopnia, ktore pozwala na wyznaczenie
dozwolonych warto$ci parametru p. Rownanie to nazywamy roéwnaniem
charakterystycznym dla réwnania (2.1.2). Rozwigzujac to rdGwnanie ze wzgledu
na p, otrzymujemy jedno lub dwie wartosci, tak wigc ogolne rozwigzanie
réwnania (4.1.2), bedzie miato postac

y(x)=ce" + e 2.1.6

Przy czym wspotczynnik ¢; albo wspotczynnik ¢, moze by¢ rowny zeru. Nie
nalezy rowniez zapominac, ze zespolone rozwigzania rOwnania kwadratowego
(2.1.3) sa jak najbardziej prawomocne, a to oznacza, ze rOwnanie to ma zawsze
rozwigzanie.

Czas na mate podsumowanie. Wida¢ z dotychczasowych rozwazan, ze
rozwigzanie roéwnania  rozniczkowego  drugiego  stopnia, liniowego
1jednorodnego sprowadza si¢ do znalezienia dwoch rozwigzan postci e
roznigcych si¢ parametrem p. Kombinacja liniowa tych dwéch rozwigzan jest
rOwniez rozwigzaniem naszego rownania. Zmieniajac wspotczynnik c¢; 1 c;
kombinacji liniowej (2.1.6) generujemy rdézne rozwigzania rownania (2.1.4).
Przypomina to konstrukcje przestrzeni wektorowej o wymiarze dwa. Jezeli
uznamy, ze funkcje exp{px} 1 exp{p.x} to wektory bazy i oznaczmy je jako
wektory bazy e 1 ez, a funkcje y(x) jako wektor v to wzor (2.1.4) przyjmie postac

V=ce, +c,e, 2.1.7

Formalnie jest to doktadnie taka sama posta¢ jaka spotykalismy w ,,normalnych”
przestrzeniach wektorowych. Wiemy réwniez, ze funkcje mogg rzeczywiscie
tworzy¢ przestrzenie wektorowe (§TVIII 3.3). Zatem to nie analogia a przyktad
przestrzeni wektorowych nad ciatem liczb zespolonych. Funkcje exp{p;x}
1exp{pox} dla p;#p, sa przyktadem dwoch funkcji liniowo niezaleznych, ktore
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rozpinajg przestrzen rozwigzan rownania (2.1.2). Oznacza to, ze do badania tegoz
roéwnania mozemy wprzac bogata w mozliwosci teori¢ przestrzenie wektorowych.

Jeszcze wazna uwaga dotyczaca rozwigzywania rownan (2.1.2). Znamy juz
0g0lng posta¢ rozwigzania naszego rownania

y(x)201Y1(x)+02Y2(x) 2.1.8
Y (x) =e"; y, (x) =e™ 2.1.8a

Aby uzyskac¢ konkretne rozwigzanie potrzebne s3 nam dwa warunki poczatkowe
(mamy dwa wspolczynnik ¢, 1 ¢, do wyznaczenia).

y(x) =, 2.19a
y' (%)= 2.1.9b
Wykorzystujac te warunki poczatkowe w roéwnaniu (2.1.8) mamy
Yo=a¥i(%)+ey,(x) 2.1.10a
Yo =651 (%) + e, vy (%) 2.1.10b

Jest to posta¢ uktadu réwnan liniowych, ktéry to uktad mozemy wyliczy¢
metodami macierzowymi. Korzystajac z teorii z dodatku (DE 3) mamy

Yo I (x )
v ¥i(x)
N (xo) W (xo)
Y (xo ¥ (xo )
(xo ) Yo
(xo ) Yo
M (xo) Vs (xo)
» (xo) A (xo)

Wyznacznik w mianowniku wzoréw musi by¢ ré6zny od zeru. W teorii rownan
rozniczkowych wyznacznik ten ma swoja wiasng nazwe Wronskian.

2.1.11a

B2
"

c, =

2.1.11b

W przypadku jednorodnych roéwnan rézniczkowych liniowych drugiego
stopnia (bez stalych wspotczynnikdw) nie istnieje ogdlna metoda dochodzenia do
rozwigzania. Nie moze to zaskakiwacé, jezeli wspdiczynnik an(x) moge byc
roznymi funkcjami, to trudno o jedng metod¢ rozwigzywania tej klasy rownan.
Istniejg co prawda pewne bardziej szczegotowe metody, takie jak metoda redukcji
rzedu réwnania, ale nie bede si¢ tu nad ich dyskusjg zatrzymywat. Podam tylko
ogolne twierdzenie (bez dowodu) uogolniajgce nasze dotychczasowe wnioski na
roOwnania niejednorodne.
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Twierdzenie 2.1.1: Ogolne rozwigzanie liniowego i jednorodnego
rownania rozniczkowego n-tego rzedu
Jezeli zbior funkgji liniowo niezaleznych {yi(x),. .., yo(x)} jest zbiorem rozwiqzar dla
danego jednorodnego liniowego réwnania rozniczRowego rzedu n, to Rombinacje
liniowq tych rozwigzati cryi(X)*...+cayn(X) jest rowniez rozwigzaniem tego

rownania
N 2.1.12
Y = ) i)
i=1

Tym razem nie ograniczalem si¢ do réwnania rzedu drugiego, tylko od razu
sformutowatem twierdzenie dla dowolnego rzedu rownania 7.

Mozesz teraz poczu¢ bogata struktur¢ wspoiczesnej matematyki.
Zajmujemy si¢ pewng klasg rownan rozniczkowych. Poszukiwanie metody
rozwigzywania tych rownan zawiodlo nas do teorii liniowych przestrzeni
funkcyjnych i macierzowych metod rozwigzywania uktadow rownan liniowych.
A to oznacza dwie rzeczy — po pierwsze znajac teori¢ liniowych przestrzeni
funkcyjnych mamy automatycznie wiedz¢ na temat zachowania si¢ rozwigzan
linowych jednorodnych réwnan rdézniczkowych, a po drugie, mamy réwniez
w pelni opracowane metody ich rozwigzywania. Zauwazyte§ moze, ze przed
chwilg ,,zapomniatlem” uzy¢ stowa ,,drugiego rzgdu”. Wiadomo co si¢ stanie.
Roéwnania liniowe jednorodne n-tego rzgdu, o staltych wspotczynnikach, to znaczy
0 niezerowym wyrazie zawierajacym n-ta3 pochodnag funkcji y(x), bedzie
rozpinane przez n niezaleznych linowo funkcji e, czyli bedzie wektorem w n-
wymiarowe] przestrzeni funkcyjnej. Do jego rozwigzywania (przy okresleniu n
warunkéw poczatkowych) bedziemy uzywali n wymiarowego wronskiana. Nic
ponadto si¢ nie zmieni.

2.2. Rownanie rozniczkowe liniowe drugiego rzedu o stalych
wspolczynnikach

Przejde do analizy ogolniejszego przypadku, to jest rownania drugiego rzedu nie
jednorodnego, ale o statych wspoétczynnikach

y' -y —-2y=¢é" 221

Rozwigzanie tego rownania zaczynamy od jego rozwigzania w postaci
jednorodne;j

y'—y'-2y=0 22.1a
Roéwnanie charakterystyczne dla naszego rownania ma postac
pP-p-2=0=(p+1)(p-2)=0 223

Stad wida¢, ze p,=-1 1 p,=2. Stad mamy ogdlne rozwigzanie roOwnania (2.2.1a)
W postaci
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y= Cle_x + czer 224
Przyjmujemy, ze rozwigzanie rOwnania niejednorodnego (2.2.1) jest postaci

y, = be** 225
Gdzie b jest pewnym wspotczynnikiem
Wstawiajac postulowane rozwigzanie (2.2.5) do (2.2.1) mamy

9pe’™ —3be™ —2be’ =™ 2.2.6a

Réwnanie to daje si¢ zredukowac¢ do postaci

2.2.6
9b—3b—2b:1:>b:i y
Postulowane rozwigzanie (2.2.5) przyjmie postac
y _ e3x
| 2.2.7

A teraz czary mary. Ogo6lne rozwigzanie rownania niejednorodnego jest rowne
sumie rozwigzania odpowiadajagcego mu roéwnania jednorodnego (2.2.4) oraz
pewnego szczegolnego rozwigzania rownania niejednorodnego (2.2.7).

3x

“x X e
y=ce " +c,e’ +
2.2.8

Ale uwaga, rozwigzanie szczegdlne nie zawsze jest postaci (2.2.7). Wszystko
zalezy od postaci rownania. W szczeg6lnosci gdy

g(x):epx 2.29

Rozwigzanie szczegblne jest postaci

y, = bet” 2.2.9a

W przypadku innych form funkcji g(x) mamy inne rozwigzania szczegdlne 1 wiele
przepisow na ich znajdywanie. Stowem nie jest tatwo. Niemniej jak dopadniemy
takie szczegoOlne rozwigzanie, to metoda dalszego rozwigzywania wyglada jak w
przyktadzie. Czyli znajdujemy rozwigzanie odpowiadajagcego rownania
jednorodnego, a potem to rozwigzanie dodajemy do rozwigzania szczegdlnego.
Mamy wigc

Twierdzenie 2.2.1: Ogodlne rozwigzanie liniowego réwnania
rozniczkowego n-tego rzedu
Ogolne rozwigzanie rownania roZniczRowego liniowego rzedu n

y'+a, (x)y"" +.. +ay(x)y=g(x) 2.2.10a
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Ma postac

y=¢y, +...+¢y, +,(x) 2.2.10b
gdzie

ay, +...+cy, 2.2.10c

Jest ogolnym rozwigzaniem odpowiedniego réwnania jednorodnego

y'+a, (x)y"" +...+a,(x)y=0 2.2.10d

2.3. Réwnanie ruchu oscylatora harmonicznego

Majac na uwadze przedstawiong wyzej teori¢ bez trudu moze rozwigza¢ rownanie
ruchu oscylatora harmonicznego (§TVII 1.9b)

X4+ w?x=0 2.3.1

Przy warunkach poczatkowych
x(0) = 4, %(0) =0 2.3.2

Od strony matematycznej jest to proste jednorodne liniowe réwnanie rézniczkowe
rz¢du drugiego o statych wspolczynnikach. Réwnanie charakterystyczne dla tego

réwnania ma postac

Réwnanie to nie ma rozwigzania w dziedzinie liczb rzeczywistych. Gdy
poszerzymy dziedzing jego rozwigzan na liczby zespolone to wtedy

1= tio 234

Rozwigzanie ogdlne jest kombinacjg liniowg rozwigzan szczegoélnych, tak ze
mamy

x(t) = a,e'®t + a,e” it

= (a, + a,)cos(wt) + i(a; — a,)sin(wt) 2.3.5
Niech teraz
B =a, +a, 2.3.6a
A=i(a; —ay) 2.3.6b
Rozwigzanie (2.3.6) przyjmie postac
X(t) = Bcos(wt) + Asin(wt) 539

Postac ta jest taka jak rozwigzania (TVII 1.15), z tym zastrzezeniem, ze liczby A
1 B mogg by¢ zespolone. Jest to efektem tego, ze rownanie drgan harmonicznych
potraktowali§my czysto matematycznie, rozszerzajac jego dziedzing na zbidr
liczb zespolonych. Powinnismy teraz zawezi¢ uzyskane ogolne rozwigzanie do
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dziedziny liczb rzeczywistych. Zazadam by (2.3.7) bylo rzeczywiste. Przyjmujac,
ze wspotczynniki a; 1 a, majg postac:

a, = a, + ia, 2.3.8a

a, = By + iB, 2.3.8b
(2.3.7) mozemy zapisa¢ w postaci

x(t) = (a1 + B, +i(a, + ﬁz))cos(wt) 3.9

+ (,82 —a, +i(a; — ﬁl))sin(wt)

Aby wspotczynniki przy funkcjach cosinus 1 sinus byly rzeczywiste ich czes¢
urojona musi by¢ rowna zeru, stad mamy

=B = 0= = B 2.3.10a

t+ P =0=a,=—p, 2.3.10b

Korzystajac z tych wyrazen, zwigzki (2.3.8) mozemy zapisa¢ w postaci

a1 == al + iaz —

{az = a, — ia, = a; = a4y 2.3.11

Wynika z tego, ze rozwigzanie (2.3.9) jest rzeczywiste, gdy wspotczynniki a; 1 a;

sg wzajemnie sprzgzone. Zatem przy spetnieniu warunku (2.3.11) rozwigzanie

(2.3.7) jest rozwigzaniem rzeczywistym. Z punktu widzenia opisu drgan
harmonicznych interesuje nas tylko ten zakres parametrow.

Z warunkoéw poczatkowych (2.3.2) mamy

%X(0) = —Bwsin(0) + Awcos(0) =Aw =0=A4=0 2.3.12a

x(0) = Bcos(0) + Asin(0) =B = A4 2.3.12b

Dla tych warunkéw poczatkowych rozwigzanie szczegdlne ma postac
x(t) = Acos(wt)

Gdzie 4 z kreska jest amplitudg drgan.
W nastepnym kroku rozwigz¢ rOwnanie ruchu oscylatora ttumionego
(§TVIII 4)

2.3.13

2.3.1. Rownanie ruchu oscylatora harmonicznego ttumionego

Réwnanie ruchu oscylatora harmonicznego ttumionego (§TVIII 4.4) ma postaé
Lo 1o,
x+;x+w0x=0 2.3.14

Jest to zatem rowniez réwnanie liniowe drugiego rzedu, jednorodne o statych
wspotczynnikach. Réwnanie charakterystyczne tego rGwnania ma postac
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2+lirwz=o0 2.3.15
. 0 .

Rozwigzania rOwnania charakterystycznego to

1 11 1 1 \? 2.3.16
Ay = ——+— ’——4 2 - __ 4 ( ) ~1
* 2T 2 | T? Do ZT_wO\/ 27w,

Jezeli

2
) -1<0 2.3.17

(210)0

to pierwiastki rGwnania charakterystycznego sg zespolone 1 mozemy je zapisac
W postaci

1 1 \?2 2.3.18
= —— 4 —
At VAR lwo\/l <2Ta)0)

Niech

o 1_( 1 >p2 2.3.19
0 27w,

Zgodnie z przedstawionym schematem ogdlne rozwigzanie réwnania (2.3.14)
przyjmie postac

x(t) = cieMt + ce?-t 2.3.20
Po wstawieniu (2.3.18) 1 (2.3.20) mamy
1 . .
x(t) = ez (cre' + ce ) 2321
Niech
1 2.3.22a
bl = e_ﬁcl
1 2.3.22b
bz = G_ECZ
Wtedy (4.3.21) przyjmie postac
2.3.23

X(t) = bleiwt + bze_iwt

Réwnanie to ma takg samg posta¢ jak rozwigzanie dla rownania drgan
harmonicznych (2.3.5). Podobnie jak (2.3.5) jest ono za ogoélne i musimy je
ograniczy¢ do wartosci rzeczywistych. Rozumujac podobnie jak w przypadku
roOwnania harmonicznego otrzymujemy
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x(t) = e_Z_lf(L_?cos(wt) + Asin(wt)) 2324

Zauwaz, ze (2.3.24) ma podobng posta¢ do rozwigzania réwnania ruchu
oscylatora harmonicznego (TVIII 1.15). Znajac warunki poczatkowe mozemy
ustali¢ wartoéci wspotczynnikow A i B. Stosujac wzory (TVII 1.18)
1(TVII 1.19) rozwigzanie (2.3.24) mozemy zapisa¢ w znanej postaci
(TVIII 4.16)

1
x(t) = Ae 2tsin(wt + @) 2.3.25

We wzorze (TVIII 4.16) nie ma poczatkowego przesunigcia fazowego ¢. Wigze
si¢ to z tym, ze wyrazenie (TVIII 4.16) nie jest ogdlne; jest ono prawdziwe dla
warunkow poczatkowych

x(0) = 0,%(0) = Aw

Zauwaz, ze w zalezno$ci od znaku wyrazenia (2.3.19) mamy do czynienia
z r6znym zachowaniem uktadu thumionego. Do tej pory analizowatem przypadek,
gdy wyrazenie to jest ujemne. Wtedy funkcje ekspotencjalne maja urojony
wyktadnik 1 moga zosta¢ wyrazone przez funkcje trygonometryczne. Mamy do
czynienia z oscylatorem harmonicznym thumionym. Zobaczymy co si¢ stanie gdy

2
)-1:0zw=0 2.3.27

2.3.26

<2Tw0

Czestos¢ drgan spada do zera 1 uktad nie wykonuje drgan (rys. 2.3.1). Z rysunku
wida¢, ze przy warunku (2.3.27) uktad osigga najszybciej potozenie rownowagi.
Dla krzywej czerwonej uktad przechodzi przez potozenie rGwnowagi szybciej, ale
mija to potozenie rownowagi 1 ponownie musi do niego dochodzi¢. Ttumienie
przy warunku (2.3.14) nazywamy krytycznym.
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A

x(t}

0.2

0.1

MO— 36 ‘t[S] >

Rysunek 2.3.1. Przyktadowe wykresy ruchu dla przypadku pokazanego na
rysunku (TVIII 4.1) z tym, Ze teraz masa jest zdecydowania wieksza. Dla
m=75kg czesto$¢ drgan «=0 (spetniony jest warunek (2.3.27). Dla mniejszych
mas wykres drgan schodzi lekko ponizej punktu potozenia réwnowagi. Na
rysunku (TVIII 4.1) faza poczatkowa jest ¢=0 (startujemy z potozenia
réwnowagi). Przy silnym tlumieniu masa m nie ruszylaby z potozenia
réwnowagi. Dlatego na tym rysunku jest ¢=m/2 (startujemy z potozenia
maksymalnego wychylenia)

Gdy
2

) -1>0 2.3.28

(210)0

Wyktadniki w rozwigzaniu (2.3.8) staja si¢ rzeczywiste. Uklad dazy
monotonicznie do polozenia roéwnowagi (rys. 2.3.2), ale wolniej niz przy
thumieniu krytycznym. Taki uktad nazywamy przettumionym.
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A

X(t)

0.2

0.1

>

20 30 {[s]

Rysunek 2.3.2. Uktad jest przettumiony. Nie ma drgan, tylko monotoniczny
powr6t do potozenia rownowagi. Zauwaz, Ze im wieksza jest masa tym
wolniejszy powrdt (wieksza bezwtadnos$ci masy i mniejsze jej przyspieszenie
pod wptywem tej samej sity). Parametry uktadu (za wyjatkiem masy) jak na
rysunku (TVIII 4.1).

2.3.2. Rownanie ruchu oscylatora harmonicznego wymuszonego

Rozwigzemy teraz rownanie ruchu dla oscylatora harmonicznego wymuszonego.
Ogolnie rownanie to mozemy zapisa¢ w postaci:

1
X+ ;x + wix = f(t) 2.3.29

Gdzie f(t) jest funkcja czasu. Zgodnie z przedstawionym schematem rozwigzanie
roOwnania (2.3.29) jest sumg rozwigzania tego réwnania w postaci jednorodne;j i
rozwigzania szczegolnego. Rownanie (2.3.29) w postaci jednorodnej jest
roéwnaniem oscylatora harmonicznego thumionego (2.3.14), ktore ma rozwigzanie
postaci (2.3.24). Oczywiscie ta cze$S¢ rozwigzania nie jest zalezna od postaci
funkcji f(t). Szczegdlne rozwigzanie roéwnania oscylatora harmonicznego
wymuszonego (2.3.29) wymaga jednak podania konkretnej postaci funkcji f(7).
Przyjmiemy, Ze sita wymuszajaca jest harmoniczna

I S 2.3.30
X+ b + wix = cos (wt)

Wiemy, ze pod wplywem harmonicznej sity wymuszajacej oscylator
harmoniczny bedzie wykonywat drgania postaci harmonicznej z cz¢stos$cig rowng
czestosci sity wymuszajacej. W ogolnej postaci takie rGwnania zapisujemy tak

y(t) = acos(wt) + b sin (wt) 2.3.31
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Teraz musimy postgpi¢ doktadnie tak jak w (§TVIII 5), to jest wstawic (4.3.31)
do rownania (2.3.30) 1 zobaczy¢ dla jakich parametrow a i b rdwnanie to jest
spetnione. Poniewaz zapisujemy nasze rozwigzanie w postaci ogolniejszej niz
w ((§TVIII 5) obliczen bedzie wigcej. Po ich przeprowadzeniu mamy

w3 — w?
y(t) = 2 cos(wt)
() + (@ -0y
2.3.32
2o
L sin (wt)

(7) + (0 - w22

Rozwigzanie to mozemy zapisa¢ w postaci

1

y(t) = "~ ((w% — w?) cos(wt) + %sin (wt)>

(—) + (wg — w?)?

T

2.3.33

Dla w3 — w? # 0 mozemy na mocy wzoréw (TVIII 2.3.14 — 2.3.20) napisaé

1
y(t) = D cos (wt — @) 2.3.34

0 — 2| [ 2.3.34a
_ -0 =1 e 2 _ .2 \2
D_wg—wz (T) + (w§ — w?)
W\ 2 2.3.34b
D? = (?) + (w3 — w?)?
1 ) 2.3.34c
QY = arctan ;m

Ogo6lne rozwigzanie wymaga dodania do rozwigzania (2.3.33) rozwigzania
roOwnania jednorodnego (2.3.24).

y(t) = e_2_11(§cos(wt) + Asin(wt))

(w3 — w?) cos(wt)
O\ 2 ( 2.3.35
(&) + i
+ g t
—sin (wt)
Wspotczynnik A z kreskg 1 B z kreska musimy znalez¢ z analizy warunku
poczatkowego.
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3. Macierze 1 rOwnania rozniczkowe

W trakcie omawiania rownan rozniczkowych w sekcji (3) natrafiliSmy juz na
macierze, lub uktad rownan, ktore wskazywaly na mozliwos¢ zapisu
macierzowego. Sugeruje to do$¢ jednoznacznie, ze przynajmniej w czeSci
przypadkdéw mozemy skorzystaé, przy rozwigzywaniu rownan rozniczkowych
z zalet rachunku macierzowego. Tym bardziej, ze w przypadku rownan liniowych
zagadnienie rozwigzywania rownan rozniczkowych sprowadzaja si¢ do
rozwigzywan uktadu réwnan algebraicznych. Rozwazmy nastepujacy uktad
roOwnan rézniczkowych

Y= all(x)yl Tty (x)yN

3.1
y],V:aNl(x)yl—i_’"-l_aNN(x)yN
Mozemy mu nada¢ posta¢ macierzowa
Y =A(x)y 3.2
v 3.2a
v=l
Y5
[y, 3.2b
y=i:
Y,
NESERS -
Ly (x) o agy(x)

Réwnanie (3.2) jest oczywiscie liniowe, wobec tego jezeli macierz A nie jest
osobliwa (jej wyznacznik jest r6zny od zera) to ma ono N liniowo niezaleznych
rozwigzan, z ktorych przez kombinacj¢ liniowg mozna skonstruowa¢ dowolne
inne rozwigzanie (zobacz (Dxxx)).

¥(6)= Yy,

Przejdzmy do przypadku uktadu rownan liniowych ze statymi wspdtczynnikami,
to znaczy wspoélczynnik a(x) w rownaniu (3.1) sg liczbami, macierz A nie jest
zalezna od x. Wiemy, ze w takim wypadku, dla pojedynczego réwnania
rézniczkowego mamy jedno réwnanie charakterystyczne. Dla uktadu réwnan
liniowych rownanie charakterystyczne stanie si¢ uktadem réwnan liniowych,
amacierz A tego rownania bedzie macierza zlozona ze wspotczynnikow a;;.
Z drugiej strony dla uktadu réwnan liniowych spodziewamy si¢ rozwigzania
postaci

3.3
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y(x)=ve™ 3.4
Wstawiajac to rownanie do (5.2) mamy
Av=A1v 3.5

Rozwigzanie naszego roOwnania (przy statych wspotczynnikach) sprowadza sig¢
zatem do rozwigzania zagadnienia wlasnego dla macierzy wspotczynnikow A.
Rozwigzmy dla przyktadu uktad réwnan

yl'(x):3yl(x)+2y2 (x) 3 6a
Y5 (%)= =33 (x) + () 3.6b
Macierz A tego uktadu ma postac
{ 3 2} 3.7
A=
-3 1

Jej wyznacznik jest rowny 9, wiec macierz jest nieosobliwa. Postepujac zgodnie
ze schematem omoéwionym w dodatku (DE), znajdziemy warto$ci wlasne
1 wektory wlasne tej macierzy. Warto$ci wtasne wynosza

/11:2+i\/§ 3.8a
21:2_1-\/5 3.8b

Sa to warto$¢ zespolone, co nie powinno nas ani dziwi¢ ani przerazac.
Odpowiednie wektory wlasne maja wspotrzedne

1 , 3.9a
v, —5(1 + l\/g)
- 1 -
1 =\ 3.9b
V2 g(—l + l\/g)
— 1 -
Zgodnie z (5.4) rozwigzanie naszego uktadu réwnan ma postac
1 i 3.10a
——(1+iV5 :
y(x) — 3( l\/_) erel\/gx
— 1 -
1 ] 3.10b
—|-1+ivJ5 .
Y(x)= 3( l\/_) eV
1

Mamy dwa rozwigzania na funkcje y; 1 y,. Dla przyktadu rozpisze pierwsze
rozwigzanie (3.10a)

yi(x)= —%cl (1 + ix/g)ezxeiﬁx

yz(x)zczezxeiﬁx 3.11b
Warto zauwazy¢, ze druga para rozwigzania jest rowna sprzezeniu zespolonemu
pierwsze] pary. Tak bedzie wtedy gdy mamy uktad liniowych réwnan

3.11a
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rozniczkowych o statych 1 rzeczywistych wspotczynnikach. Co wiecej okazuje
sie, ze w takiej sytuacji cze$¢ rzeczywista i1 urojona kazdego z rozwigzan jest
(kazda z osobna) rowniez rozwigzaniem danego uktadu réwnan rézniczkowych,
153 to rozwigzania liniowo niezalezne. Ogolne rozwigzanie mozemy zapisac jako
sume czg$¢ rzeczywiste] 1 urojonej, do czego mozemy wykorzysta¢ kazde
z dwoéch rozwigzan (3.10). Wykorzystujac (3.10a) oraz wzér Eulera mamy

1 1 .
——e™ cos(\/gx) ——e™ s1n(\/§x)
y(x)=| +il 3.12
e™ cos(x/gx) e sin(\/gx) '
Cze$¢ rzeczywista 1 urojona stanowig dwa niezaleznie liniowo rozwigzania
naszego ukladu réwnan, stad og()lne rozwigzanie ma postac

¥, (x )——gcle cos(\/_x) cz—e sm(\/_x) 3.13a
Yz(x) =ce xcos(\/gx)+cze xsin(\/gx) 3.13b

Mamy tu ponownie przyktad przenikania si¢ réznych dziatow matematyki,
teoril rownan rézniczkowych, macierzy, uktadéw roéwnan liniowych. Pozostaje
pytanie do jakiego stopnia rozwigzywanie ukladow rownan rozniczkowych jest
przydatne w fizyce. Pytanie moze by¢ zasadne gdyz, w fizyce cze¢sto mamy
roOwnania zawierajace drugie pochodne, tak jak na przyktad drugie prawo
Newtona. Ale nawet w przypadku drugiego prawa Newtona mozemy poszukiwaé
wartosci pedu, a nie polozenia, wtedy mamy réwnanie z pierwszg pochodna.
Kiedy mamy obliczone pedy (lub predkosci przy danych masach) mozemy
obliczy¢ tez potozenia, rowniez z réwnan z pierwszymi pochodnymi. Calg
procedure mozemy przej$¢ jednym pociaggnigciem piszac uktad réwnan liniowych
pierwszego rzedu. Przedstawi¢ to na przykladzie

Zajmiemy si¢ nieSmiertelnym rownaniem na oscylator harmoniczny; takie
zycie®©).

2
d o 3.14
e

Rownanie to mozemy przepisaé w postaci uktad rownan liniowych pierwszego
rzedu o statych wspoétczynnikach

) 0 —k 3.15a
P -l 4 P
m
) dx ) 3.15b
p=m—=mx
dt

Uktad rownan od razu zapisalem w postaci macierzowej. Wartosci 1 wektory
wlasne macierzy réwnania (3.14a) to
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A=Htio,; o) =— 3.16a
m
LK 3.16b
vl o,
1
Rozwigzania majg wigc postac
k 3.16a
i— |
u, = w, |
1
k 3.16b
u_ — 0)0 e—la)ot
1

Jak si¢ mozna byto spodziewaé oba rozwigzania sg sprzezone. Mozemy wiec
zajac sie tylko pierwszym z nich. Korzystajac ze wzoru Eulera mamy

k. k
. —;Osm(a)ot) "y zocos(a)ot) 317
cos(wyt) sin(@,t)

Cze$¢ rzeczywista 1 urojona stanowig dwa liniowo niezalezne rozwigzania, stad
ogolna posta¢ rozwigzania

(pj:q K in(on)] [ Ecos(ay)

29 +c,| @

3.18

* cos(m,t) sin(@yt)

Posta¢ taka, jawnie na x, otrzymali§my rowniez w (§TVII wzor (1.15)), tam tez
znajduje si¢ analiza uzyskanego rozwigzania.
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4. Rownania rozniczkowe 1 Mathematica

Z tego krotkiego wprowadzenia do réwnan rozniczkowych jasno wynika, ze ich
rozwigzywanie nie nalezy do prostych zadan. A poki co ograniczytem si¢ do
rownan liniowych zwyczajnych. Pozostaje jeszcze szerokie morze zagadnien
zwigzanych z réwnaniami rdézniczkowymi nieliniowymi czy rdéwnaniami
rozniczkowymi czastkowymi. Wobec obszerno$ci tematu warto wspomoc si¢
systemami CAS, a tam, gdzie uzyskanie rozwigzania analitycznego przestaje by¢
mozliwe lub sensowne mozemy odwota¢ si¢ do metod numerycznych. Aby
zilustrowac¢ tg $ciezke postuze sie pakietem Mathematica (bede si¢ opieral na
przyktadach z ,,helpa” pakietu)

Podstawowa instrukcjg dla symbolicznego rozwigzywania roOwnan
rozniczkowych jest DSolve[]. Wyprdbujmy jej dzialanie na prostym przyktadzie
roOwnania liniowego jednorodnego postaci

y'(x)+3y'(x)-4y(x)=0 4.1

sol = DSolve[y"[x] + 3 * ¥'[x] — 4y[x] == 0,y,x] | Instrukcja
{{y - Function[{x},e *¢; + e*c,|}} Wynik

M. 4.1. Rozwigzanie ro6wnania (4.1)

Zapis y—>Function[ {x},...... | oznacza tyle, ze za y program ma wstawi¢ funkcje
argumentu {x} podang za tym argumentem. Uzyskane rozwigzanie jest postaci
(2.1.3), czyli doktadnie takiej jakiej si¢ spodziewalismy. Wida¢ réwniez, ze
zalezy od statych c; 1 c,, ktoérych okreslenie wymaga warunkow brzegowych.
Mozemy réwniez od razu podac jeden lub dwa warunki brzegowe. Zacznijmy od
jednego warunku brzegowego postaci y(0)=x

sol = DSolve[{y"[x] + 3 * ¥'[x] — 4y[x] == 0,y[0] | Instrukcja
==X}, x]

{{y - Function[{x},e™**(e>*x + ¢; — e°*¢;)]}} | Wynik
M. 4.2. Rozwigzanie ré6wnania (4.1), z warunkiem brzegowym y(0)=x
Mamy teraz do okreslenia jedng stalg c;. Mozemy jg okresli¢ podajgc warunek

brzegowy dla pochodnej funkcji y. Przyktad ponizej zawiera oba warunki
brzegowe.
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sol = DSolve[{y"[x] + 3 * ¥'[x] — 4y[x] == 0,y[0] = | Instrukcja
= x,y'[1] == 3}, y,x]
{{v Wynik
e 4 (=3e* + 3e** + e5x + 4e5x)

— Function[{x},

4 +ed 13

M. 4.3. Rozwigzanie réwnania (4.1) z dwoma warunkami brzegowym y(0)=x
iy'(1)=3

Co wybiera konkretng funkcje z catej rodziny rozwigzan naszego réwnania
rozniczkowego. Rownie tatwo mozemy sobie poradzi¢ z rownaniem
niejednorodnym. Dla przyktadu rozwigzemy rownania

X y'(x)+y(x)=x° 4.2

sol = DSolve[x"2y"[x] + y[x] == x"2, y[x], x] Instrukcja
({y[x] - Ve, Cos[; V3Log[x]

1
+ Vxc,Sin[ V3Log[x]] Wynik

1 1
+ §x2(Cos[§\/§Log[x]]2
1
+ Sin[EﬁLog[x]]Z)}}
Math 4.4. Rozwigzanie ré6wnania (4.2)

Mozemy rozwigza¢ w ten sposOb rownania rzedu wyzszego niz dwa. Jako
przyktad rozwigzemy rOwnanie pigtego rzedu
ymn(x) . 17 y”"(X) + 108 ym(x) . 330 yn(x) 43

+488y'(x)—280y(x)=0

DSolve[y""[x] — 17 * y""[x] + 108 x y"'[x] — 330
* y"[x] + 488 * y'[x] — 280 * y[x] =
= 0,y[x], x]

{y[x] = e**c3 + e**xc, + e"*c5 + e3¥c,Cos[x]
+ e3%¢,Sin[x]}}

Math 4.5. Rozwigzania ré6wnania (4.3)

Roéwnanie to wymaga okreslenia wartosci dla pigciu warunkow brzegowy, stad w
rozwigzaniu pie¢ statych cy,...., ¢s.
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Mozemy réwniez rozwigza¢ rOwnania niejednorodne. Na przyktad rownanie
xy"(x)+2y'(x) = xp(x) =x"sin(x) 6.4

DSolve[xy"[x] + 2y'[x] — xy[x] == x2Sin[x],y,x] | Instrukcja

_ ¢ e*e
{{y — Function[{x}, %
—2xCos[x] + Sin[x] — x2Sin[x] Wynik
+ — 1}

M. 4.6. Rozwigzanie ro6wnanie (4.4)

Uktady liniowych rownan rézniczkowych tez nie sa nam straszne. Ponize]
przyktad uktadu dwdch rownan niejednorodnych

{y’(x):cos(go)y(x)—sin(go)z(x)+1 i
Z'(x)=sin(¢)y(x)—-cos(¢)z(x) '

With[{6 = Pi/3}, DSolve[{y'[x] =
= Cos[08]y[x] — Sin[0B]z[x] + 1,Z'[x] =
= Sin[@]y[x] + Cos[0]z[x]}, {y, z}, x]]
V3x

{{y - Function[{x}, e*/?c,Cos[— 5 —]

V3x

- ex/ZCZSin[T]

L sinl 2 (VBCos L2 + sin )
1. 3 V3

+§Cos[ Zx](— os[—— Zx]
+\/—Sm \/_x

V3x

\/§x
*/2¢,Cos[—— 5 —] + e*/?¢,Sin[—— 5 —]

+ ; Cos[— \/_ 1(v3Cos[— \/§x ]+ Sin[%])

1 \/— \/—
+5Sinf— Zx](— A Zx]

VIS )

z = Function[{x}, e

Math 4.7. Rozwigzanie uktadu rownan rézniczkowych (4.5)
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Mozemy réwniez od razu okresli¢ warunki poczatkowe

With[{6 = Pi/3},DSolve[{y'[x] =
= Cos[0]y[x] — Sin[6]z[x] + 1,2[x] =
= Sin[f]y[x] + Cos[#]z[x], y[0] =
= 1,2[0] == 1}, {y, z}, x]
{y - Function[{x},%(Sex/ZCos[ ;x] COS[Q]
Vix V3
— 2e*/2Sin[— > Zx]
— s,

] + V/3e*/2Sin[—

V3x

1
- Function[{x}, — (2e*/2Cos[—

5]
\/— ]+\/—Cos[\/—x]

+ 3e*/2Sin[—— \/_ ] + V/3Sin[— \/_ H1B

—\/—e"/ZCos[

Math 4.8. Rozwigzanie uktadu réwnan rézniczkowych (6.5), z warunkami
brzegowymi: y(0)=11iz(0)=1.

Cho¢ do tej pory ograniczalem si¢ do réwnan linowych Mathematica potrafi
rozwigza¢ rowniez szereg rownan rézniczkowych nieliniowych. Jak przyktad
rozwigzemy roOwnanie Riccatiego

Y (x)+x(y'(x)) =1 46

DSolve[y'[x] + xy'[x]*2 == 1,y, x]
{{y — Function[{x},c; + % (V1 + 4x
— 2ArcTanh[V1 + 4x] — Log[x])]},
{y — Function[{x}, c; + % (—2V1 + 4x
+ 2ArcTanh[V1 + 4x] — Log[x])]}}

M. 4.9. Rozwigzania ré6wnania rézniczkowego (4.6)
Jako, ze pochodna funkcji y(x) jest tu w stopniu drugim (podniesiona jest do

drugiej potegi), mozna ta rownanie uwaza¢ za analogiczne do rdéwnania
algebraicznego drugiego stopnia. Tak jak dla rownania algebraicznego drugiego
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stopnia mamy dwa rozwigzania, tak tutaj jako rozwigzanie otrzymujemy dwie
rodziny funkcji.

4.1. Metody numeryczne

Wiele uktadow rownan rozniczkowych nie da si¢ sensownie rozwigza¢ za pomoca
metod analitycznych. Pozostaje wtedy opcja numeryczna. Obecnie metody
numeryczne sg ogromnie rozbudowane 1 istnieje wiele roznych programow
pozwalajacych na ich zastosowanie w danym obszarze nauki lub dla danej klasy
roOwnan. Takie mozliwosci ma roéwniez Mathematica, ktora pozwala na
rozwigzywanie szerokiego zakresu ukladéw rownan roézniczkowych metodami
numerycznymi. Wada metody numerycznej jest jej mata ogdlnos¢. Metoda
numeryczna rozwigzuje konkretny przypadek. Metoda analityczna daje wzory na
calg klas¢ mozliwych rozwigzan. Analizujagc wyniki analityczne widzimy niejako
caty pejzaz mozliwych rozwigzan. Majac wynik obliczen numerycznych widzimy
tylko to co znajduje si¢ na Sciezce wyznaczonej przez jedno konkretne
rozwigzanie. Metody numeryczne majg jeszcze jedng wade. Sg obcigzone bledami
numerycznymi, ktore mogg skutkowac fatszywym rozwigzaniem. Z wrazliwoscia
na bledy numeryczne spotykamy si¢ w zagadnieniach, w ktorych uktad jest
w stanie chaosu deterministycznego (§TVI 7). Jak wiemy, w takiej sytuacji, mata
zmiana warto$ci liczbowej moze prowadzi¢ do bardzo duzych bledow
obliczeniowych. Oznacza to, Zze nie mozna stosowa¢ metod numerycznych
bezmys$lnie. Uwaga ta nie dotyczy tylko rownanh rdézniczkowych ale metod
numerycznych w ogole.

Dla przyktadu rozwigzemy z uzyciem pakietu Mathematica rownanie,
z zadanymi warunkami poczatkowymi. W przypadku metod numerycznych,
warunek poczatkowy musi mie¢ konkretng forme, inaczej nie ma mozliwosci
wykonania obliczen. Jak juz wspominatem metody numeryczne operuja zawsze
na konkretnym przypadku. Poniewaz nasze rownanie jest rownaniem liniowym,
jednorodnym trzeciego stopnia musimy okresli¢ trzy warunki poczatkowe, na
warto drugiej, pierwszej samej funkcji y(x) w zadanym punkcie x.

y"’(x)+8y’(x)+17y'(x)+10y(x):0 4.1.1.
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NDSolve[{y"[x] + 8y"[x] + 17y'[x] + 10y[x] = Instrukcja
= 0,y[0] == 6,y'[0] == —20,y"[0] =
= 84},y,{x,0,1}]
o Wynik
. . Domain: {{0., 1.}}
y - InterpolatingFunction { \ Output scalar

M. 4.1.1. Rozwigzanie numeryczne okreslone jest na zadanym zbiorze
punktéw, w naszym wypadku, od wartosci x=0, do wartosci x=1. Zapisane jest
w postaci tablicy punktéw x oraz wartosci y(x). Wszystko opatrzone jest
instrukcja InterpolatingFunction. W momencie wywotania funkcji y(x), dla
danego x, funkcja InterpolatingFunction dokonuje interpolacji okreslajac w ten
sposéb szukang warto$¢ w punkcie x. Na przyktad, jezeli program obliczyt
wartosci rozwigzania dla x=0.55 i dlax=0.57, a my chcemy zna¢ warto$¢ x=0.56
interpolacja pozwala okresli¢ t3 warto$¢ na podstawie wartosci funkcji dla
punktow x=0.55 i x=0.57.

Mozemy oczywiscie wykresli¢ tak uzyskane rozwigzanie

Plot[Evaluate[y[x]/. %], {x, 0,1}] Instrukcja

Wynik

M. 4.2. Wykres funkcji y(x), bedacej rozwigzaniem rownania rézniczkowego
(4.1.1) w zakresie od x=0 do x=1. Znak % oznacza uzyj poprzedniego
wyrazenie. Poprzednim wyrazeniem byto rozwigzanie y-
>InterpolatingFunction[]. Instrukcja /. Oznacza zastap to co po lewej tym co
po prawej. W naszym przypadku y[x] ma zostal zastgpione funkcja
interpolujaca. Nastepnie funkcja Plot wykresla wykres funkcji interpolujacej
w przedziale od x=0 do x=1
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