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1. Zasada zachowania pedu ¢

Ped p ciala o masie m 1 predkosci v jest wielkoscig wektorowag zdefiniowang
W nastepujacy sposob:

Definicja 1.1: Ped
Ped ciata materialnego jest réwny iloczynowi jego masy i wektora predRosci

p=mv
1.1

W powyzszym wzorze M oznacza mas¢ ciata, a v wektor jego predkosci. Jako
wektor ped jest reprezentowany poprzez swoje skladowe wzgledem trzech osi
wybranego uktadu wspoétrzednych: p(px; py; Pz), sktadowe te sa oczywiscie
skalarami (liczbami) 1 wyrazajg si¢ wzorami:

Px =MV, Py =MUVy; P =M1, 12
Jednostka pedu, w uktadzie SI, jest

kg m

S 1.3

i cho¢ ped jest wielkoScig o podstawowym znaczeniu, to jednostka ta nie ma
sSwojej nazwy.

Ped uktadu wielu ciat jest sumag (oczywiscie wektorowg sumg) pedow
wszystkich ciat nalezacych do tego uktadu. Ponadto wektorowy charakter pedu
wskazuje, ze w ukladzie izolowanym zachowana jest kazda sktadowa pedu.
Z jednej zasady mamy trzy warunki:

px = const; p, = const; p, = const 1.4

Oznacza to, ze mozemy wybra¢ dowolng lini¢ prosta, okresli¢ jej zwrot,
nastepnie zrzutowac na nig wektory pedu wszystkich cial, po czym zsumowac te
rzuty - w efekcie otrzymamy liczbe, ktOra nie moze si¢ (w uktadzie izolowanym)
zmienia¢ w czasie (rys. 1.1). Zasada zachowania pedu nie zabrania zmian pedu
cial wewnatrz uktadu izolowanego. Gdy mamy na przyktad uktad z czastkami, to
czastki te mogg, w wyniku zderzen, zmienia¢ warto$¢ pedu, ale tylko w taki
sposob aby suma rzutéw ich pedéw na dowolng prostg byta stata. W szczegolnym
przypadku w ukladzie izolowanym, w ktorym w pewnej chwili nie bylo ruchu
(ped wszystkich czastek byt rowny zeru), w nastgpnej chwili taki ruch moze si¢
pojawi¢. Zasada zachowania pedu naktada jednak warunek aby suma pedow
wszystkich ciat wewnatrz tego uktadu pozostata niezmieniona czyli rowna zeru
(rys. 1.2). Przypominam réwniez, ze ped ciata podobnie, jak jego energia
kinetyczna zalezy od wyboru uktadu wspotrzednych (0 czym jeszcze napisze
w rozdziale I1). Jezeli stosujemy zasade zachowania pedu, to musimy trzymac si¢
ustalonego uktadu wspoétrzednych.
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ukiad izolowany w ktorym sq trzy czastki

liczba reprezentowana
przez ten odcinek
nie zmienia sie w czasie

Rysunek 1.1 Zasada zachowania pedu spetniona jest dla dowolnej sktadowej
pedu. Rysunek pokazuje trzy czastki i rzuty ich pedéw na wybrang o$. Suma
tych rzutdw (z uwzglednieniem znaku) musi, w uktadzie izolowanym, by¢ stata.

UKLAD [ZOLOWANY

p,=0
po pewnej chwili
p1k p2k
p1+ p2=0

Rysunek 1.2. W chwili poczatkowej ciato, w uktadzie izolowanym, ma ped
réwny zeru. W pewnej chwili ciato to dzieli sie na dwie czes$ci, kazda z nich ma
ped rozny od zera. Jednakze wektorowa suma pedéw obu kawatkéw musi by¢
réwna zeru.

Czas na proste zadanie, ktdrego rozwigzanie wykorzystuje zasade
zachowania pedu.

Zadanie 1.1
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Dzialo zostalo wymierzone pod katem a = 30° do podtoza. W pewnej
chwili wystrzelono z niego pocisk o0 masie mp=30kg z predkoscia
poczatkowa Vvp=200m/s. Masa wlasna dziata wynosi my=300kg. Oblicz
predkosc¢ jaka uzyska dzialo w wyniku wystrzatu. Zaniedbaj opory ruchu.

ped catkowity rowny
jest zeru, czyli tyle
ile przed wystrzatem

obie sktadowe
musza tez
by¢ sobie
réwne

Rysunek 1.3. llustracja do zadania (1.1)

Ped uktadu pocisk-dzialo, przed wystrzalem, rowny byt zeru 1 tyle musi wynosi¢
po wystrzale. Poniewaz ped jest wielkoscig wektorowg mozemy go roztozy¢ na
dowolnie wybrane sktadowe. Nas interesuje sktadowa pozioma pedu. W tej
sytuacji mozemy nie zajmowac si¢ skladowa pionowa. Po wystrzale skladowa
pozioma pedu ma dwa czynniki — sktadowg pozioma pgdu armaty, oraz sktadowa

poziomg pedu pocisku. Korzystajac z zasady zachowania pedu mozemy zapisac:
0 =m, v, cos(a) + my Vg, 1.5
Tutaj myvpcos(e) wyraza sktadowa x-owa pedu pocisku po wystrzale, Vgx t0
sktadowa x-owa predkosci dziata po wystrzale, czyli wielkos¢ szukana.
Rozwigzanie rownania (1.5) ma postac:
m,, v,cos(a)
Vax = —

=—17.3m/s 1.6

mq
Dziato uzyska predkosé o wartosci 17.3 m/s. Kierunek jego ruchu wzdtuz osi X
bedzie przeciwny do kierunku wystrzalu (wzdtuz osi X) 0 czym informuje nas
porownanie znaku przy x-owej sktadowej predkosci pocisku i dziata.

Jezeli niepokoi Cig¢ los zaniedbanej sktadowej pionowej pedu, to powiem
tylko tyle. W sktadowej pionowej tez zachowany jest ped. Poniewaz pocisk ma
niezerowg sktadowg pedu, to rownowazng sktadowa, ale przeciwnie skierowang
musi mie¢ dzialo i Ziemia. Dziato odskakujac w dot popycha Ziemie. Jednak
Ziemia ma tak ogromng mase, ze praktycznie cata warto$¢ pedu odrzutu to masa
Ziemi. Predkosc¢ jest tu bardziej niz $miesznie mata — jak nie wierzysz to sam
policz. W tej sytuacji o odrzut w kierunku pionowym mozemy si¢ nie troszczyc.

5
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Poza tym w kazdej chwili na powierzchni catej Ziemi, dzieje si¢ cata masa rzeczy.
Strzelaja dziata, spadajg kamienie i inne obiekty, uderzaja nogi ludzi 1 zwierzat,
laduja 1 startujg samoloty, uderzajg fale mérz i oceandéw, etc. Kazde z tych
zdarzenie w bardzo, bardzo nieznaczny sposéb zmienia ped Ziemi,
W najprzerdzniejsze strony (w efekcie zmiany si¢ znosza). W tej sytuacji nawet
gdyby$my mieli przyrzad zdolny zmierzy¢ zmiane pedu Ziemi przy wystrzale
Z armaty, to 1 tak caly ten szum by nam na to nie pozwolil.

1.1. Ruch rakiety

Efektownym przyktadem wykorzystania zasady zachowania pgdu jest analiza
ruchu rakiety. Ruch rakiety polega na odrzucaniu w wybranym kierunku czeSci
wlasnej masy (spalonego paliwa). Zasada zachowania pedu wymaga aby

pozostata cze$¢ rakiety zwigkszyla swoja predkos¢ w przeciwng strong
(rys. 1.1.1).

p=

| P
v

Rysunek 1.1.1. W tym przykladzie opieram sie na bardzo uproszczonym
modelu rakiety, w ktérym rakieta w jednej chwili wyrzuca caty zapas paliwa.

Przedstawiony wyzej model rakiety jest bardzo uproszczony, w sumie rakieta
zachowuje si¢ jak armata z zadania (1.1). Rakiety nie wyrzucajg paliwa w jednym
krétkotrwatym impulsie. Spalanie paliwa trwa pewien czas, co komplikuje cale
zagadnienia. Niestety sprowadzenie spalania paliwa do jednego momentu jest
zbyt grubym przyblizeniem, nawet jak na te wstepne rozwazania (za stabe nawet
jak na przyblizenie kulistej krowy). Zanim jednak przeanalizuj¢ model
prowadzacy do sensownych wynikéw, wprowadze dwie wielko$ci
charakteryzujace silniki rakietowe. Pierwsza wielko$¢ to sita ciagu

Definicja 1.1.1: Sila ciagu
Sitq ciggu (sitq odrzutu) nazywamy site jaka generowana jest przez silnik rakietowy

Przyznasz, ze sita ciggu nie jest trudnym pojeciem. Druga wielko$¢ jest nieco
bardziej zagmatwana
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Definicja 1.1.2: Impuls wlasciwy
Impuls wtasciwy silnika rakietowego, to czas w jakim jednostka masy paliwa daje
cigg réwny jednostce sity.

W uktadzie SI impuls wiasciwy to wyrazony w sekundach czas w jakim jeden
kilogram paliwa daje ciag jednego niutona. Jednak w praktyce wykorzystuje si¢
starsza jednostke, czyli czas wyrazony w sekundach w jakim jeden kilogram
paliwa daje cigg jednego kilograma sita KG. Oczywiscie jednostkowy impuls
wlasciwy wyrazony w starych jednostkach jest 9.81 razy wigkszy od
jednostkowego impulsu wlasciwego w uktadzie SI. Zgadnij dlaczego? Dalej bede
si¢ postugiwal impulsem mierzonym w kilogramach sita.

Silniki rakiet V-2, jakich Niemcy uzywali podczas drugiej wojny
Swiatowej, miaty impuls wlasciwy (w tradycyjnych jednostkach) rzedu 230s.
Czyli jeden kilogram spalonego paliwa méogt wytworzy¢ ciag jednego kilograma
sita przez 230 sekund. Wspdlczesne silniki rakiet kosmicznych, spalajace wodor
I tlen maja impuls wlasciwy okoto 450s, co znaczy, ze jeden kilogram takiego
paliwa zapewnia ciag jednego kilograma sita przez 450 sekund. Niestety, jak na
potrzeby lotow kosmicznych to ledwie wystarcza.

Wspomniane rakiety V-2 (nazwa wzigta si¢ od niemieckiego
Vergeltungswaffe —bron odwetowa; niemieccy konstruktorzy oznaczali ja jako
A4), z punktu widzenia technicznego byty bardzo udang konstrukcja. Pod koniec
wojny Rosjanie 1 Amerykanie urzadzili prawdziwe lowy na niemieckich
specjalistow z zakresu techniki rakietowej. W wyniku tego, przechwyceni
niemieccy inzynierowie, pracowali po stronie ZSRR 1 USA przyspieszajac rozwoj
techniki rakietowej w tych krajach. Nic dziwnego, ze pierwsze powojenne
konstrukcje rakiet w USA 1 ZSRR byly podobne do rakiety A4.

Rozpatrze¢ teraz nastepujace zagadnienie: Niech rakieta o masie catkowite;j
M. znajduje si¢ w przestrzeni kosmicznej. W pewnym momencie nastepuje zapton
paliwa 1 rakieta zaczyna przyspieszac. O ile zmieni si¢ jej predkos¢ po spaleniu
masy M paliwa? Paliwo jest wyrzucane z predko$cig o wartosci U wzgledem
rakiety ze znang statg iloScig s kilogramow na sekunde dm/dt=s.

Sytuacja jest przedstawiona na rysunku (1.1.2). Rakiete potraktujemy jako
obiekt punktowy (taki mamy model rakiety). Scislej rzecz biorac rakiete
traktujemy jako obiekt punktowy o masie M., z ktorego ta masa wyplywa
z predkosciag u, a ubywa jej z predkoscia S.
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Rysunek 1.1.2. Z lewej schemat rakiety V-2: 1. gtowica bojowa, 2. zyroskopowy
system naprowadzajacy, 3. odbiornik radiowy systemu naprowadzajgcego,
4. paliwo - mieszanina alkoholu etylowego i wody, 5. korpus pocisku, 6.
Zbiornik z utleniaczem (ciekty tlen), 7. zbiornik nadtlenku wodoru, 8. butle ze
sprezonym azotem, 9. komora reakcyjna nadtlenku wodoru, 10. pompa
paliwowa, 11.zaptonniki mieszaniny wodno-alkoholowej, 12. rama zespotu
napedowego, 13. komora spalania (zewnetrzne powtoki), 14. skrzydto,
15. wtryskiwacze alkoholu, 16. sterownice strumienia gazéw wylotowych,
17. powierzchnie sterowe (lotki), z prawej zdjecie wykonane w o$rodku
badawczym w Peenemiinde, 4 sekundy po starcie rakiety, w dniu 21 czerwca
1943 roku; Zrodto Wikipedia

To jest nasz model

To jest rysunek rakiety rakiety

rakieta
|

. «—

kierunek przyspieszenie
wyptywu rakieta

masy

Rysunek 1.1.2. Z lewej strony mamy rysunek rakiety z wiaczonym silnikiem.
Jednak rozwigzujac to zadania korzystam z uproszczonego modelu rakiety.
Rakiete traktuje jako punkt, z ktorego wyptywa masa. Taka sytuacje
przedstawia rysunek z prawej strony. Rozbudowana wersja z prawej strony
petni funkcje wytacznie estetyczne.

Rzeczywiste rakiety nie sg punktowe tylko rozciagle. Paliwo wyptywa
z nich z r6znymi predkosciami w réznych punktach. Te roznice nie sg duze ale
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zawsze jakie$ sg i maja wplyw na ruch rakiety. Jednak mozemy mie¢ nadzieje, ze
nie na tyle, aby nasz model byt bezuzyteczny. Jest to juz nasz drugi model ruchu
rakiety, bardziej skomplikowany od pierwszego (rys. 1.1.1), ktory praktycznie
jest bezuzyteczny. W tym bardziej skomplikowanym modelu chcemy uwzglednié¢
fakt, ze paliwo wyplywa zrakiety stopniowo ale zapomnie¢ o klopotach
zwigzanych z rozciagtoscig rakiety. Model ten mozemy zatem uzna¢ za model
kulistej krowy dla rakiety. (rys. T.1.1.2).

Rozwigzemy to zagadnienie korzystajac z zasady zachowania pedu
(rys. 1.1.3). Przyjmiemy, dla wygody, taki uktad wspotrzednych, w ktérym przed
zaplonem silnika rakieta miata predkos$¢ rowng zeru. Przejdzmy do pewnej chwili
(juz po zaplonie silnikow), kiedy masa rakiety jest rowna M, a jej predkosc,
wynosi v, wzgledem przyjetego uktadu wspotrzednych. W tej wybranej chwili
ped rakiety wynosi Mv. Co bedzie jeszcze chwilge pdzniej? Powiedzmy od razu,
nieskonczenie malg chwilg pdzniej? W tej nieskonczenie krotkiej chwili dt rakieta
wyrzuci nieskonczenie malg porcje paliwa dm z predkoscig o warto$ci U
wzgledem rakiety.

w pewnej chwili chwila o dt pozniejsza

M dm M-dm

= S R S

w tym uktadzie Y

wspotrzednych | > u-v
rakieta spoczywata X

przed witgczeniem

silnikdw

Rysunek 1.1.3. Cho¢ w naszym modelu rakieta jest punktem, bardziej
rozbudowana graficzna reprezentacja rakiety jest milsza dla oka. Nie
przeszkadza przy tym w pamietaniu, ze zaniedbujemy efekty zwigzane
z skonczonymi rozmiarami rakiety. Wybieramy uktad wspétrzednych, w
ktérym rakieta, w pewnej chwili spoczywata. Po pewnym czasie t rakieta
nabierze predkos$ci o wartos$ci v, wzgledem tego uktadu wspotrzednych. Potem
w kazdym przedziale czasu dt, rakieta bedzie pozbywata sie paliwa o masie dm
i nabierata dodatkowej predkosci dv. Paliwo jest wyrzucane z predkoscig u
wzgledem rakiety, co daje predkos¢ u-v wzgledem uktadu wspoétrzednych.

W wyniku tego masa rakiety zmniejszy si¢ do wartosci M-dm, a jej predkosé
wzro$nie do wartosci v+dv. Zgodnie z zasadg zachowania pedu i na podstawie
rysunku (1.1.3) mozemy zapisac

M-v=M-dm)-(v+dv)+ dm-(v—u)

rakieta wyrzucone paliwo

111
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Tutaj v-u jest warto$cig predkosci paliwa wzgledem wybranego uktadu
wspotrzednych. Po przemnozeniu wyrazow z prawej strony mamy

M-v=M-v+M-dv—v-dm—-dm-dv+v-dm—u-dm 112

Kolorem zaznaczytem wyrazy, ktore si¢ wzajemnie zredukujg. W efekcie mamy
M-dv=dm-dv+u-dm 1.13

Wyraz dm-dv mozemy opusci¢, gdyz jest to iloczyn dwodch wielkosci
nieskonczenie matych. Po jednym calkowaniu, ktorego wymaga obliczenie
wartosci predkosci v, wynik bedzie mnozony przez druga wielko$¢ nieskonczenie
matg dm i cato$¢ bedzie ciaggle nieskonczenie mata (patrz dyskusja do rysunku
(Tl 6.6)). Po tych uproszczeniach cate wyrazenie mozemy zapisa¢ w postaci

M-dv=u-dm 114

Skorzystam teraz z faktu, ze przyrost masy wyrzuconego paliwa jest rowny
wzigtej ze znakiem minus zmianie masy rakiety

dm = —dM
Korzystajac z tego wyrazenia mamy

M-dv =—-u-dM
Rownanie to jest na tyle proste, ze bez trudu rozseparujemy je ze wzgledu na
zmienne, po ktorych przyjdzie nam catkowaé

dm
dv=—-u- o 1.1.7

Aby przejs¢ od wielkosci nieskonczenie matych do wielkosci skonczonych
musimy scatkowac obie strony we wiasciwych dla nich granicach. Dla catki
z lewej strony mamy

4

fdv =v 1.1.8

0

1.1.5

1.16

Wybierajac dolng granic¢ catkowania jako zero, zdecydowalem ze czas liczmy od
momentu wigczenia silnika. Catka z prawej strony ma postac
Mpg
dm
M
MC

= —u-[In(Mg) —In(M,)] = —u-In (%)

M,
- G5
=u-in MR

Zbierajac wzory (1.1.8) i (1.1.9) mamy

1.1.9

10
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M,
v=u-ln (M—R) 1.1.10
Wz6r ten mozna rowniez zapisa¢ w postaci
de _ o' 1.1.11
My o

Wzory (1.1.10 i 1.1.11) sg nazywane wzorami Ciotkowskiego, prekursora
techniki rakietowej 1 gorgcego zwolennika jej rozwoju. Przyktadowe wartosci
przyrostu predkosci V w zalezno$ci od masy spalonego paliwa, dla trzech r6znych
warto$ci U pokazuje rysunek (1.1.4).

v [km/s] | 30 km/s

80 B e

Rysunek 1.1.4. Wykres przedstawia przyrost v predkosci rakiety dla trzech
réznych predkosci wylotowych paliwa. Mc/Mr moéwi jaka czeS¢ catkowitej masy
rakiety stanowi spalone paliwo. Na przyktad warto$¢ 20 oznacza, ze dla 100
tonowej rakiety masa spalonego paliwa wynosi 95 ton (0znacza to, Ze pozostata
masa, czyli silniki, zbiorniki, tadunek uzytkowy to zaledwie 5 ton). Przy
wartosci 10 masa paliwa wynosi 90 ton. Jak wida¢, przy zastosowaniu paliwa
chemicznego dla ktérego u=4.5km/s przyrosty predkosci rzedu 10 km/s sa
trudne do osiaggniecia. Ponad 89% masy startowej statku stanowi paliwo! Przy
u=10km/s przyrost o 10 km/s wymaga aby masa paliwa wynosita okoto 63%
masy catkowitej rakiety. Takie wartos$ci predkosci wylotowej paliwa mozna
osiggna¢ uzywajac termicznych silnikow jadrowych. Przy u=30km/s zmiana
predkosci o 10km/s wymaga aby spalone paliwo stanowito ok. 29% masy
catkowitej rakiety. Taka predkosci osigga paliwo w silnikach jonowych. Niestety
ze wzgledu na bardzo maty ciagg (energia elektryczna uzyskiwana jest z ogniw
stonecznych) silniki jonowe nie moga by¢ wykorzystywane przy starcie z Ziemi.
S3 natomiast uzyteczne w przestrzeni kosmicznej. Przy u=1000km/s masa
paliwa niezbednego dla zmiany predkosci rakiety o 10km/s stanowitaby mniej
niz 0.5% jej poczatkowej masy. Takie predkosci wylotowe paliwa sg mozliwe
dla silnikéw jonowych dla ktérych Zrédtem energii jest reaktor jadrowy.

11
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Dlaczego w =zasadzie postuzyliSmy si¢ wielkoSciami nieskonczenie
matymi, przy obliczeniu wzoru (1.1.10)? Aby odpowiedzie¢ na to pytanie
sprobuje to zadanie zrobi¢ tak. Powiedzmy ze mamy rakiete o masie poczatkowe;j
M~=100kg. Powiedzmy, ze rakieta ta w ciggu sekundy spala 50kg paliwa,
a predko$¢ wylotowa spalin wzgledem rakiety wynosi u=1000m/s. Gdyby rakieta
ta wyrzucita owe 50kg produktow spalania w jednej chwili, tak jak jest to
przedstawione na rysunku (1.1.1), to wtedy predkos¢ jej wzrosta by o warto$¢ ov
réwng

m
0 = 50kg - — - '
g-1000 5 + (100kg — 50kg) - v = 1.1.12
m
v = 1000?

Powiedzmy teraz, ze rakieta spalita owe 50 kg paliwa w dwoch rownych porcjach
po 25kg. Kazda z tych porcji spalana byta natychmiastowo. Po spaleniu pierwsze;j
porcji mamy przyrost predkosci rakiety o wartos¢ ovi rowng

m
0 = 25kg - 1000 — + (100kg — 25kg) - §v, =

1000 m
Sv =__~3333_ 1.1.13
1 3 s

Przyrost predkosci po spalenlu drugiej 25kg porcji paliwa obliczymy w nowym
uktadzie wspotrzednych K’, ktory zwigzany jest z rakieta po spaleniu pierwszej
porcji paliwa (rys. 1.1.5)

. pO wyrzuceniu pierwszej po wyrzuceniu drugiej
przed W’chzenlem porcji paliwa porcji paliwa
S|In|kow
25kg 75kg 25kg 50kg
v, v,
I u I
w tym ukfadzie y'¢ ukfad K'porusza siez A
wspdirzednych > , Predkoscig v, wzgledem S:ggike?spcofgivggiz\;acen
rakieta spoczywata X X' uktadu K. obliczona w ukfadzie
przed wigczeniem i ’ K
silnikéw ukiad K ukfad K
Rysunek 1.1.5. W tej wersji zadania rakieta wyrzuca paliwo w dwdch réwnych
porcjach.
Zgodnie z rysunkiem (1.1.5) mamy
m
S A,

m

Aby obliczy¢ catkowity przyrost predkosci po spaleniu obu porcji paliwa musimy
wréci¢ do pierwotnego uktadu wspotrzednych. Przyrost ten wyniesie
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ov = 333.33? + 500? = 833.33? 1.1.15

Choc¢ spalenie dwoch porcji paliwa kazda po 25kg daje takg samg ilo$¢ spalonego
paliwa jak spalenia catej 50kg porcji naraz, to w drugim przypadku uzyskany
wzrost predkosci rakiety jest mniejszy. Zauwaz, ze spalenie pierwszych 25kg
paliwa zwicksza predkos¢ rakiety w mniejszym zakresie niz spalenie drugiej
takiej samej porcji. Wynika to z tego, ze pierwsza porcja paliwa musi rozpedzi¢
rakiete wraz z drugg porcja paliwa, ktora jeszcze nie ulegta spaleniu. Druga porcja
paliwa rozpedza juz tylko samg rakietg. Widac, ze jezeli podzielimy paliwo na
jeszcze drobniejsze czesci, uzyskamy jeszcze mniejszy przyrost predkosci.
Uzyskanie wyniku doktadnego wymaga podzielenia paliwa na nieskonczenie
male porcje, co wymusza uzycie rachunku catkowego. Zgodnie ze wzorem
Ciotkowskiego (1.1.10), jezeli w ciggu sekundy rakieta o masie 100kg spalita 50
kg paliwa to uzyskany wzrost predkosci wynosi

100kg
50kg

Wzér Ciotkowskiego daje oczywiscie najmniejszag warto$¢, ale najblizsza
rzeczywistym osiggom rakiet.

Z zastosowaniem rakiet do lotéw kosmicznych zwigzany jest przykry
dylemat. Jak wida¢ z rysunku (1.1.4) z punktu widzenia efektywnosSci
wykorzystania paliwa korzystna jest jak najwigksza predko$¢ wyrzucanego
paliwa wzgledem rakiety. Im wigksza predkos$¢ paliwa tym mniej trzeba go uzy¢
(azatemi zabrac) dla zwigkszenia predkosci rakiety o pozadang wartos¢. Ale z im
wicksza predkosciag wyrzucamy paliwo, tym wigcej energii nalezy wlozy¢ w
rozpedzanie paliwa wzgledem rakiety. Problem polega na tym, ze ped jest zalezny
liniowo od predkosci, a energia Kinetyczna zalezy od kwadratu predkosci.
Przyktadowo dwukrotne zwickszenie pedu paliwa wymaga wyzwolenia
czterokrotnie wigkszej energii na jego rozpedzenie. Biorgc pod uwage ogromng
ilos¢ paliwa jakie =zabieraja wspolczesne rakiety zwickszenie predkosci
wylotowej paliwa jest nader pozadane. Istnieje jednak problem zrdédia energii,
ktore pozwolitoby na odpowiednie rozpedzenie paliwa. W rakietach chemicznych
energia pochodzi ze spalania r6znych mieszanek paliwowych. Do najbardziej
wydajnych proceséw nalezy spalanie wodoru w tlenie. Predko$¢ gazow w tym
wypadku wynosi ok. 4500 m/s (impuls wlasciwy ok. 450s). To nie jest duza
predkos¢ i z faktem tym wigzg si¢ powazne problemy kosmonautyki. Nie za
bardzo obecnie wida¢ aby z chemii dalo si¢ wycisna¢ wiele wigcej, chyba ze
opanujemy technike pobierania tlenu z powietrza, anie z wewnetrznych
zbiornikdéw rakiety; taki silnik nazywany jest silnikiem przelotowym.
W prébnych rozwigzaniach uzyskiwano, dla silnika przelotowego, impuls
wiasciwy rzedu 1000s. Silniki te pracuja efektywnie tylko w obszarze atmosfery,
z ktorej moga pobiera¢ tlen. Ale wlasnie pierwsza faza lotu jest najbardziej
krytyczna jezeli chodzi o ilo§¢ spalonego paliwa. Rozwijane niegdy$ termiczne

m m m
s = 1000?.11(1( ) ~ 1000 0.693 = 693 — 1.1.16
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jadrowe silniki rakietowe dawaly nadziej¢ na impuls wtasciwy rzedu 900s, czyli
dwa razy wigcej niz rakiety chemiczne. Ich rozwo6j zostal zahamowany ze
wzgledu na zagrozenie skazeniem promieniotworczym. Ponadto, impuls
wlasciwy nie jest jedynym parametrem okreslajagcym skuteczno$¢ silnika. Wada
silnika jadrowego jest jego duza masa zwigzana z obecno$cig Masywnego
reaktora. Na innej zasadzie pracujg silniki jonowe, w ktdrych silne pole
elektryczne rozpgdza zjonizowane atomy (obecnie uzywa si¢ ksenonu). Dostepne
dzi$ silniki jonowe czerpig energi¢ z baterii stonecznych (rys. 1.1.6). Moc paneli
stonecznych nie jest duza, co oznacza, ze do duzych predkosci (powyzej 10km/s)
rozpedzi¢é mozna, w ciggu sekundy, tylko mate porcje paliwa. W efekcie ciag
takiego silnika jest bardzo, bardzo maty. Aby uzyska¢ wymagang zmiang
predkosci statku kosmicznego silnik jonowy musi pracowaé przez dtugi czas. Z
tego wzgledu obecnie wykorzystywane silniki jonowe nie mogg by¢ stosowane
przy starcie rakiety z powierzchni Ziemi.

Rysunek 1.1.6. Przyktadem wykorzystania silnika jonowego jest sonda Smart-
1 Europejskiej Agencji Kosmicznej (ilustracja powyzej to wizja artystyczna
sondy lecacej w kierunku Ksiezyca). Sonda napedzana silnikiem jonowym
przeprowadzita badania Ksiezyca. Maksymalny cigg silnika sondy wynosit
70mN (w przybliZeniu sita ta jest rowna sile z jaka siedmiogramowa kulka
naciska na stot). Predko$¢ wyrzucanego paliwa byta jednak duza 30km/s
(impuls wtasciwy 3000s), w por6wnaniu z warto$cig 3-4.5km/s dla rakiety
znapedem chemicznym. Zwiekszenie predkosci wyrzutu paliwa okoto
dziesieciu razy wymagato jednak stukrotnie wiecej energii na jednostke masy
paliwa. Te wymagania energetyczne oraz mata moc paneli stonecznych sa
powodem matego ciggu silnika sondy (stoneczne panele zasilajagce dostarczaty
1.8kW mocy). Z drugiej jednak strony wysoka predko$¢ wylotowa paliwa
pozwolita na znaczne zredukowanie jego ilosci (82kg ksenonu), a dtugi czas
pracy silnika (prawie 5000 godzin) przy praktycznie zerowych oporach
srodowiska kosmicznego pozwolit na uzyskanie wymaganej zmiany predkosci
sondy; Zrédto Wikipedia.
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Ciag silnika rakietowego przy powierzchni Ziemi musi przewyzszac sile z
jaka Ziemia przyciaga rakiete wraz ze statkiem kosmicznym, a ponadto pokonac
opory powietrza. Do tego celu ciagg silnikow jonowych jest zdecydowanie za
maty. Duze agencje kosmiczne rozwijaja konstrukcje silnikow jonowych
zasilanych z reaktorow jadrowych. Jest to obecnie najbardziej perspektywiczne
rozwigzanie dla zalogowych statkbw mogacych odbywaé podroze
miedzyplanetarne.

Powszechnie stosowang metoda zwickszenia efektywnosci rakiet na paliwo
chemiczne jest budowa rakiet wielostopniowych. Odrzucanie kolejnych stopni
jest rébwnoznaczne z odrzuceniem niepotrzebnego balastu. Dzigki temu paliwo
kolejnego cztonu nie musi dzwiga¢ niepotrzebnej juz czgsci zbiornikdw paliwa,
silnikdw i obudowy rakiety. Zastosowanie rakiet wielostopniowych otworzyto
nam droge w kosmos. Niemniej od strony ekonomicznej rakiety, ktérych masa to
gtownie paliwo, s3 ciggle konstrukcjami o bardzo matym wspodlczynniku
sprawnosci.

Rysunek 1.1.7. Konstanty Edwardowicz
Ciotkowski urodzit sie 17 wrze$nia 1857

roku W miejscowosci Lzewskoje
w obwodzie Riazanskim. Matka
Ciotkowskiego byta Rosjanka

z domieszkg krwi tatarskiej, ojciec
polskim szlachcicem. W wieku 9 lat na
skutek komplikacji po szkarlatynie
Ciotkowski doznat powaznego
uszkodzenia stuchu. Zzawodu byt
nauczycielem  matematyki i fizyki.
Zajmowal sie projektowaniem statkow
powietrznych oraz rakiet kosmicznych.
Opracowat miedzy innymi podstawy
dziatania wielostopniowych rakiet na
paliwo ciekte. Byt gorgcym
oredownikiem przysztej kolonizacji
kosmosu. Zmart 19 wrze$nia 1935 roku
w Katudze; Zrodto Wikipedia

Silnik rakietowy dziata na zasadzie odrzutu, podobnie jak inne silnik
odrzutowe (rys. 1.1.8). Efekt odrzutu wystepuje rowniez w urzadzeniach
miotajacych. Zasadniczg grup¢ stanowi tu bron (od tuku po dziato). Oczywiscie
ze wzgledu na roznice wartosci pedu wyrzuconego pocisku odrzut tuku jest
wyraznie mniejszy od odrzutu karabinu, o dzialach wigkszego kalibru nie
wspominajac. Dazac do wyposazenia wojska w bron o duzej sile miotajacej, ktora
moze by¢ obstugiwana przez pojedynczego zohierza wyprodukowane zostaly
dziata bezodrzutowe (rys. 1.1.9 1 1.1.10), w ktorych czesé spalin z mieszanki
miotajace] skierowany jest przeciwnie do kierunku ruchu pocisku. Wada takich
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dziat jest ich zmniejszona sita wyrzutu pocisku (spora czg$¢ energii mieszanki
miotajacej idzie na skompensowanie odrzutu) oraz wydostajace si¢ z tylnej czesci
broni gorgce gazy kompensujgce odrzut.

Kompresor

wat turbina Rysunek 1.1.8. Lotnicze silniki
odrzutowe, tym réznig sie od
rakietowych, ze tlen potrzebny do
spalania pobierany jest z powietrza.
Samolot  napedzany  silnikiem
odrzutowym nie zabiera do
zbiornikéw utleniacza przez co masa
paliwa jest znacznie mniejsza niz
w rakietach; zZrédto Wikipedia

¢
it

komora dysza
spalania wylotowa

—

| ial b
Spedjainy nabo) / dziato bezodrzutowe

- e eeeeeee
/ tadowanie

odpalenie

wylot gazdw redukujgeych
odrzut dziata

Rysunek 1.1.9. Ilustracja zasady dziatania dziata bezodrzutowego; Zrodto
Wikipedia

Co ciekawe juz w S$redniowieczu prébowano budowaé bezodrzutowe
maszyny miotajace (potocznie zwane Kkatapultami), w ktérej kompensowano,
przynajmniej w czg¢sci odrzut. Prawidlowa nazwa tych urzadzen to trebusz,
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a jeszcze doktadniej biffa lub blida (rys. 1.1.11). Biorac pod uwagg, ze najwicksze
machiny miotaty pociski o wadze kilkuset kilograméw na odlegto$¢ ponad stu
metrow kompensacja odrzutu byla istotnym zagadnieniem pozwalajacym na
zwigkszenie celnos$ci ostrzatu 1 jego czestosci. Machiny te nalezg do grupy machin
barobalistycznych (czyli takich, ktére wykorzystuja energi¢ potencjalng pola
grawitacyjnego; baro to cig¢zar) w odroznieniu od machin neurobalistycznych
wykorzystujgcych energie sprezystosci (neuro to struna).

Rysunek 1.1.10. Dziato
bezodrzutowe: ciezki granatnik
SPG-9M, produkcji ZSRR bedace
réwniez na wyposazeniu polskiej
armii; zrodto Wikipedia

Dziataty one poprzez wykorzystanie ruchomego obcigznika zawieszonego
na jednym ramieniu dzwigni dwustronnej. Podczas opadania obcigznik wprawiat
w ruch drugie ramig, na ktorego koncu zawieszona byla proca z miotanym
tadunkiem. Budowa tego typu maszyn przyczynila si¢ do rozwoju mechaniki.
Projektanci 1 budowniczowie trebuszy wprowadzili pojecia, ktére mozemy uznac
za protoplastow takich wielkosci jak ped 1 moment pedu.

O tym, ze odrzut byl w przypadku katapult dokuczliwym zjawiskiem
swiadczy nazwa najpopularniejszej rzymskiej katapulty — Onager. Onager to
zwierzak zajmujac miejsce migdzy ostem a koniem. Nazwa wzi¢la si¢ stad, ze
katapulta ta zdawata si¢ przy kazdym wystrzale wierzga¢ jak znarowiony onager.
Dzi§ uwaza si¢, ze rzymski onager byl wzorowany na greckiej machinie
skonstruowanej przez mechanika Ammianusa Marcellinusa okoto 385 roku p.n.e.
Grecy wzorowali si¢ prawdopodobnie na machinach asyryjskich.

W czasach, gdy nie bylo broni palnej, a miasta kryly si¢ za warownymi
murami, katapulty byly powszechnie wykorzystywanym or¢zem w armiach
wielkich imperiéw. Rzymianie mieli wyspecjalizowane formacje artyleryjskie.
W czasach najwigkszej potegi kazdy rzymski legion mial do dyspozycji od
pigc¢dziesieciu do stu onagrow nie liczgc innych maszyn miotajgcych. W czasie
| wojny §wiatowej konstrukcje podobne do onagra wspomagaty wojska w czasie
walk pozycyjnych miotajgc pociski na bliskie odlegtosci. Wigcej na ten temat
mozna przeczytaC w bogato ilustrowanej ksigzce R. M. Jurga: ,Machiny
Wojenne. Zapomniana Technika Wojskowa”, Wydawnictwo Vesper (2011).
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Rysunek 1.1.11. Sredniowieczna wielka machina miotajaca z ruchoma
przeciwwagg; Zrodto Wikipedia

Rysunek 1.1.12. Szkic rzymskiej machiny miotajacej Onager. Onager byt
maching neurobalistyczna. Energie czerpano z mocno skreconej wigzki
elastycznych lin. Do napinania stuzyt kotowro6t z mechanizmem zapadkowym.

Kamienne kula o masie 50 kg mogty by¢ miotane na odlegtosci ok. 350 metréw;
zrédto Wikipedia
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2. Jaki ped ma to cialo?

Przyznam, ze z t3 zasadg zachowania pedu 1 rowniez energii nie wszystko jest
w porzadku. Kwesti¢ wyjasni¢ zaczynajac od analizy ruchu Ziemi 1 Ksi¢zyca.
Wybierzmy uktad wspotrzednych zaczepiony w $rodku Ziemi. Przyjmijmy
W przyblizeniu, ze Ksiezyc obiega Ziemig¢ po torze kotowym (rys. 2.1).

KSI@Z)’C px = Ipl! py =0

Rysunek 2.1. W uktadzie zwigzanym z Ziemia catkowity ped Ziemi i Ksiezyca
nie jest zachowany.

W pewnej chwili wektor pedu Ksiezyca ma sktadowe py = |p|, py = 0 (gbrna czes¢
toru). Poniewaz uktad wspotrzednych jest zaczepiony w §rodku Ziemi, ped Ziemi
wynosi zero. Zatem caltkowity ped ukladu Ziemia-Ksi¢zyc jest rowny pedowi
Ksigzyca. Wybierzmy drugie potozenie Ksigzyca, dla wygody o jedng czwartg
okrazenia dalej. W tym potozeniu wektor pedu Ksiezyca ma wspotrzedne px = 0,
Py = -|p|, @ ped Ziemi dalej jest réwny zeru. Porownujac wartosci pedu uktadu
Ziemia-Ksiezyc, w tych dwoch wybranych potozeniach, wida¢, ze nie sg one
zachowana ani dla wspoétrzednej X-owej, ani dla wspotrzednej y-owej. Gdyby, w
uktadzie zwigzanym z Ziemia, byla spelniona zasada zachowania pedu dla uktadu
Ziemia-Ksi¢zyc, to w drugim potozeniu albo:

e Ped Ksiezyca bytby taki sam jak w pierwszym potozeniu, ale wtedy Ksiezyc
nie obiegatby Ziemi.

e Ziemia musiataby sie ruszyé, tak aby skompensowaé zmiane pedu
Ksiezyca, ale w uktadzie zwigzanym z Ziemig nie moze sie ona poruszac

PrzejdZzmy do bardziej symetrycznego przykladu. Zaldézmy, ze mamy
w kosmosie dwa ciala o takiej samej masie. Ciala te sa bardzo oddalone od
wszelkich innych ciat. Pytamy: jak si¢ poruszaja pod wpltywem sily grawitacji?
Trudno jest wskaza¢, ktore z nich powinno obiega¢ ktore, gdyz oba sg takie same.
Ale istnieje pewien wyrdzniony, przez masy tych cial punkt - §rodek masy.
Rozsadne jest sprobowac¢ zwigza¢ uktad wspotrzednych ze srodkiem masy tych
cial. Takie rozwigzanie nie wyroznia zadnego ciala (rys. 2.2). Poniewaz ciata
maja rowng mase, ich srodek masy znajduje si¢ w potowie odcinka taczacego te
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ciata. Jezeli oba ciata ustawimy po przeciwnej stronie srodka masy i puscimy z tg
samg predkoscig skierowang w przeciwne strony, to ich ped bedzie rowny zeru,
niezaleznie od tego, w ktorym miejscu orbity si¢ znajdg. Oczywiscie w uktadzie
wspohrzednych zaczepionym w $rodku masy. Zauwaz jak szczesliwg
okoliczno$cig jest zerowanie si¢ sumy pedow obu cial. Dla wektora zerowego nie
mozna okresli¢ ani kierunku ani zwrotu. Zatem niezaleznie od tego w jakich
punktach orbity wyliczymy sumaryczny ped — ped begdzie zachowany.

Rysunek 2.2. Jezeli dwa ciata o tej
samej masie obiegajg po orbicie
kotowej srodek masy tego uktadu,
w taki sposéb, ze sg doktadnie po
przeciwnej stronie tegoz $rodka
masy, to ich ped jest zachowany.

Wniosek z tego mamy taki, ze istnieje przynajmniej jeden taki uktad
wspotrzednych, w ktorym ped tych dwoch cial jest zachowany.

Znajdziemy teraz Srodek masy uktadu Ziemia-Ksiezyc. Niech uktad
wspohrzednych bedzie zaczepiony w $rodku Ziemi. Masa Ksigzyca Mk jest okoto
81 razy mniejsza od masy Ziemi Mz.

MZ = 81MK

Korzystajac z wyrazenia (11.6.1) na wektor wskazujacy potozenie srodka masy
dwach cial mamy:

2.1

_ rzx Mg _ rzxMg _ Izx
MK+MZ MK+81MK 82

I'zk — jest wektorem taczacym $rodek Ziemi ze §rodkiem Ksiezyca. Jego wartos¢
($rednia warto$¢), czyli Srednia odleglo$¢ Ziemia-Ksigzyc wynosi |rzk| =
384400km. Dhlugos¢ wektora wskazujacego polozenie srodka masy uktadu
Ziemia-Ksi¢zyc wynosi |R| =4747km. Wynik ten oznacza, ze srodek masy uktadu
Ziemia-Ksiezyc znajduje si¢ na linii taczacej srodek Ziemi ze $rodkiem Ksigzyca
1 znajduje si¢ 4747 km od $rodka Ziemi. Promien Ziemi wynosi okoto 6378km —
szukany Srodek masy znajduje si¢ glteboko wewnatrz Ziemi.

Gdy jedno z cial jest masywniejsze od drugiego (np. Ziemia-Ksi¢zyc), to
srodek masy znajduje si¢ blizej masywnego ciala. Nie zmienia to jednak faktu, ze
gdy ruch analizujemy z uktadu zaczepionego w §rodku masy, to widzimy, ze ciata
te obiegajg wspdlny srodek masy, a ich catkowity ped zeruje si¢ 1 jest wszegdzie
zachowany. Rownos$¢ peddw zachodzi, gdyz masywne ciato porusza si¢ po
krotszej orbicie wolniej, a cialo mniej masywne porusza si¢ po orbicie
0 wickszym promieniu z wigksza predkoscig (rys.2.3). GENIALNIE proste

2.2
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rozwigzanie — prawda? Jezeli uktad wspotrzednych zwigzemy z jednym z ciat ped
catkowity obu cial nie bedzie zachowany.

Rysunek 2.3 Ciato z prawej strony
rysunku jest masywniejsze od tego
zlewej strony. Maty czarny punkt
wyznacza potozenie Srodka masy
tego uktadu dwoch ciat. W $rodku
masy zaczepiamy uktad
wspotrzednych. W uktadzie tym oba
ciata obiegajg $rodek masy. Ciato
masywniejsze robi to wolniej po
orbicie o mniejszym promieniu.
Cialo mniej masywne porusza sie
szybciej po orbicie o wiekszym
promieniu. Pedy obu ciat znoszg sie
iw zadnym punkcie toru nie jest
famana zasada zachowania pedu.

Do tej pory pomijatem milczeniem problem zwigzany z wyborem uktadu
wspotrzednych. Widac jednak, ze wybor ukladu wspotrzednych jest kluczowa
sprawg (rys. 2.4). Aby w uktadach cial, zwigzanych sitami grawitacji, spelniona
byta zasada zachowania pgdu, musimy wybra¢ odpowiedni uktad wspotrzednych,
na przyktad uktad zwigzany ze srodkiem masy tych cial. Czy jest to jedyny uktad
wspotrzednych, w ktorym zachowana jest zasada zachowania pedu? Nie, jest
takich uktadow nieskonczenie duzo 1 wkrotce nauczymy si¢ je wyszukiwac.

Powiedzmy, Zze mamy trzech obserwatorow i trzy zwigzane z nimi uktady
wspohrzednych. Wszyscy obserwatorzy, jak sama nazwa wskazuje, co$
obserwuja. W naszym przykladzie bedzie to czastka. Czastka oddala si¢ od
pierwszego obserwatora Abackiego z predkoscig va po linii prostej. Od
Babackiego czastka oddala si¢ z mniejsza predkoscia ve. Oznacza to, ze Babacki
oddala si¢ od Abackiego z predkoscig va — vg. Od Cabackiego czastka oddala si¢
ze zmienng pr¢dkoscig ve(t). To oznacza, ze Cabacki porusza si¢ ze zmienng
predkoscia wzgledem Abackiego i Babackiego (rys. 2.5). Powiedzmy, ze
obserwowang czgstke mozna uznac¢ za swobodng (wypadkowa sit dziatajacych na
czastke jest rowna zeru). Oznacza, to ze czastke mozemy uznaé za ukilad
1zolowany 1 jej ped oraz energia, w tym wypadku energia kinetyczna muszg by¢
zachowane. Rzeczywiscie dla Abackiego 1 Babackiego ped i energia kinetyczna
czastki jest stata. Jednak dla obu pandéw wartos¢ pedu 1 energii jest rozna.
W gorszym potozeniu jest Cabacki. Dla niego czastka porusza si¢ ze zmienng
predkoscig a zatem jej ped 1 energia kinetyczna zmienia sig.
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Rysunek 2.4. Dwa ciata obiegaja
wspoélny Srodek masy. Jezeli teraz
jednym z nich, na przyktad
Z masywniejszym, zwigzemy uktad
wspéirzednych K, to wtym nowym

uktadzie wspoétrzednych cialo to
spoczywa. Jednocze$nie drugie ciato
porusza sie ruchem zmiennym
krzywoliniowym. W  efekcie w
uktadzie K nie jest spetniona zasada
zachowania pedu. Zwigzanie uktadu
wspoétrzednych ze S$rodkiem masy
tych dwéch ciat prowadzi do wniosku,
ze ped jest zachowany.

Rysunek 2.5. Dla kazdego z trzech pandéw czagstka porusza sie z inng
predkoscig. Dla Cabackiego (kolor zielony) czastka porusza sie z zmienng
wartos$ciag predkosci.

Czyzby perpetuum mobile? Istnieje inna interpretacja problemow Cabackiego.
Moze zmiana energii (i pedu) czastki nie ma zwigzku ze zmiang energii (i pgdu)
tejze czastki, tylko ze zmiang predkosci uktadu wspotrzednych Cabackiego. Aby
unikng¢ takich probleméw mozemy zapostulowac, ze uklad wspotrzednych,
w ktorym stosujemy zasade zachowania energii (lub pedu) sam nie moze si¢
porusza¢ w taki sposob, by predkos¢ swobodnej czastki byta w tym uktadzie
zmienna. Jak jednak rozstrzygnaé czy dany uktad spetnia to kryterium czy nie?
Na szczeScie istnieje prosty sposob na wskazanie ukiladu wspotrzednych,
wzgledem ktorego czastka, ktora nie przyspiesza, ma przyspieszenie rowne zeru.
Sytuacja jest szczego6lnie prosta w kosmosie, a $cislej w stanie niewazkosci. Oto
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ten sposob: wez w danym uktadzie wspotrzednych zawie$ kulke na sprezynce tak
aby sprezynka mogta si¢ swobodnie obraca¢ na wszystkie strony. Jezeli kulce jest
,wszystko jedno”, w ktorg strone si¢ ja ustawi to uklad wspoéhrzednych nie
zmienia swojej predkosci; porusza si¢ z zerowym przyspieszeniem. Jezeli kulka
uparcie wybiera jaki$ kierunek to uktad zmienia predkos¢. Na rysunkach (2.6 1
2.7) mamy przyktad kabiny z kulkg na zawieszeniu Cardana, to jest takim, ktore
moze si¢ swobodnie obraca¢ we wszystkich kierunkach.

)¢
%

ﬁ s
®

Rysunek 2.6. Jezeli sprezyna z podwieszong kulka nie rozcigga sie w zadng
strone; czyli ustawiona w dowolnym kierunku nie zmienia potozenia, to uktad
wspoétrzednych zwigzany z takg kabing ma zerowe przyspieszenie. Taki uktad
nazywamy uktadem inercjalnym.

Kiedy w kabinie kulka nacigga sprezyne, a potem sprezyna pozostaje
naciggnigta, to wyglada to na jakie$ czary. Dlaczego sprezyna, ktorej nic, ani nikt
nie trzyma pozostaje rozciggni¢ta? Dlaczego sprezyna nie kurczy si¢? A moze
jednak kulka porusza si¢ z przyspieszeniem? Przyjrzyj si¢ rysunkowi (2.8). Jezeli
kabina, na ktorg dziata pewne sita (np. generowana przez silniki rakietowe)
poruszataby si¢ z przyspieszeniem a, skierowanym przeciwnie do kierunku
naciggu sprezyny, to kulka, ktéra nie miataby tego samego przyspieszenie a
zostalaby z tyl; Scislej poruszataby si¢ z przyspieszeniem -a w kierunku tylnej
Scianki kabiny. Jezeli tak si¢ nie dzieje, to musimy przyjac, ze kulka tez porusza
si¢ z przyspieszeniem a. Ale do tego potrzebna jest sita rowna F=ma, gdzie m
oznacza mase kulki. Zrodlem tej sily jest naciagnieta sprezyna. Reasumujac,
kiedy widzimy, ze w kabinie spr¢zyna si¢ sama z siebie nacigga i pozostaje
naciggnigta, to wnioskujemy, ze kulka podczepiona na takiej sprezynie musi
poruszac si¢ z przyspieszeniem a skierowanym przeciwnie do kierunku naciggu
sprezyny. Poniewaz jednocze$nie kulka nie zbliza si¢ do przedniej §ciany kabiny
uwazamy, ze kabina tez porusza si¢ z tym samym przyspieszeniem. Oczywiscie
na kabing musi dziata¢ sita, ktéra powoduje to przyspieszenie. Jej zrodlem moze
by¢ wspomniany silnik rakietowy, ale szczegdly nie maja tu znaczenia. To
przyspieszenie jest nieco dziwne. Nie mierzymy go wzgledem jakiegos$

23



Jan Masajada © — 45 tematow z fizyki

zewngtrznego uktady wspotrzednych. Jest to przyspieszenie okreslajace stan
wlasny kabiny i tego co w niej zawarte (np. kulka na sprezynie); bede je nazywat
przyspieszeniem wiasnym.

Rysunek 2.7. W tym przyktadzie kulka nacigga sprezyne w $cisle okreslonym
kierunku. Oznacza to, Ze kabina porusza sie z przyspieszeniem w kierunku
przeciwnym o wartosci proporcjonalnej do wielko$ci rozciggniecia sprezyny.
Podrézny rowniez odczuwa skutki tego przyspieszenia. Taki uktad nazywamy
nieinercjalnym.

%

Rysunek 2.8. Gdy kabina porusza sie z przyspieszeniem a, pod wptywem sity
do nie przytozonej, to kulka musi réwniez poruszac sie z przyspieszeniem a.
W przeciwnym razie kulka wypadnie za kabine. Aby porusza¢ sie
z przyspieszeniem a, kulka potrzebuje sity F=ma, gdzie m jest masa kulki. T3 site
zapewnia kulce naciggnieta sprezyna.
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Kiedy nie mamy stanu niewazko$ci sprawy si¢ komplikujg. Kulka zawsze
nacigga sprezyne w kierunku dziatania pola grawitacyjnego. Nazwijmy ten
kierunek linig pionu. Jezeli kulka odchyla si¢ od linii pionu lub nacigga sprezynke
wzdhuz linii pionu ale z wicksza lub mniejszg silg niz sita grawitacji to uktad
porusza si¢ ruchem przyspieszonym.

Uktady, ktorych przyspieszenie wlasne jest zerowe nazywamy
inercjalnymi uktadami odniesienia (IUO), inne uktady nazywamy nieinercjalnymi
uktadami odniesienia (NUO). Temat ten jest wazny i prowadzi wprost do teorii
wzglednosci, dlatego juz niedlugo doktadniej przestudiujemy zagadnienia
zwigzane z inercjalnoscig lub nieinercjalnos$cig uktadow wspotrzednych (bedzie
to w temacie TVII).

Podsumujmy dotychczasowe rozwazania. Wynika z nich, ze zasad¢
zachowania energii 1 pedu mozemy stosowac tylko w uktadach inercjalnych.
W takich uktadach nie bgdziemy mieli problemdéw na jakie napotkat Cabacki
Z rysunku (2.5). Jezeli udato nam si¢ zidentyfikowac ukltad inercjalny, to zauwaz,
ze kazdy inny uktad poruszajacy si¢ wzglgdem niego ruchem jednostajnym
prostoliniowym jest tez inercjalny. Dalej jednak pozostaje pytanie: w ktorym z
inercjalnych uktadéw wspoétrzednych mierzymy prawdziwg energi¢ 1 ped czastki
(rys. 2.9)? Odpowiedz na to pytanie wymaga znalezienia sposobu na zmierzenie
predkosci wiasnej uktadu wspoétrzednych. Ale chociaz potrafimy zmierzy¢
przyspieszenie wiasne uktadu wspotrzednych, to sposobu na pomiar predkosci
wlasnej nie znamy. Predko$¢ zawsze musimy mierzy¢ wzgledem czegos na
zewnatrz. Moze to by¢ predkos¢ naszego uktadu wzgledem gwiazdy, Stonca,
latajacego spodka. Kazda z tych predkosci jest zwykle inna. Uktad wspotrzednych
nie ma prawdziwie wlasnej predkosci. W tej sytuacji pytanie o prawdziwy ped
czy energi¢ kinetyczng czastki musi pozosta¢ bez odpowiedzi, co jest rzecza dos¢
frustrujaca. Wydaje sie¢, ze energia i ped czastki nie mogg zaleze¢ od wyboru
uktadu wspotrzednych. Energia powinna jakas by¢, podobnie jak i ped. Z drugiej
strony, gdyby energia jakas byla, a my mogliby$my ja zmierzy¢, to moglibySmy
znalez¢ uktad wspotrzednych tak poruszajacy sie¢ wzgledem czastki, ze energia
tejze czastki w tym nowym uktadzie wspdtrzednych miataby takg warto$¢ jak
nalezy. Czy nie oznaczatoby to, ze ten wybrany uktad wspélrzednych jest w
bezwzglednym spoczynku; czyli jego predkos¢ wlasna wynosi zero? Ale dopiero
co stwierdzitem, ze nie mozemy zmierzy¢ predkosci uktadu wspotrzednych
inaczej jak tylko wzgledem innego obiektu. Przydatby si¢ jakis dobrze
poinformowany duszek, ktory wskazatby nam prawdziwie spoczywajacy uktad.
Niestety nikt jeszcze takiego duszka nie spotkat.

Strasznie to zawiktane, wiadomo jednak, ze: jezeli nie ma mozliwosci
okreslenia predkosci wtasnej uktadu wspotrzednych, to nie mozna powiedzie¢
jaki prawdziwy ped i energi¢ kinetyczng ma czastka. Mozna tylko powiedzie¢ jaki
jest ten ped 1 energia w danym ukladzie inercjalnym. Poza tym moze rzeczy maja
si¢ inaczej, a my jeszcze nie wiemy jak. Dzi§ wiemy, ze zachodzi ta trzecia
mozliwos$¢; okresla jg teoria wzglednosci. Poki co musi nam wystarczy¢ fakt, ze
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nie mozemy wyznaczy¢ prawdziwego pedu i energii kinetycznej czastki, za to
mozemy liczy¢ zmiany tego pedu 1 energii, w wybranym inercjalnym uktadzie
wspohrzednych 1 w ten sposob sprawdza¢ zasade zachowania energii.

energia kinetyczna LA T

tej czastki to 4 tej czastki to2
I'TIVB2 mv,
2 2
A ,
VC
_L _)
energia kinetyczna ¢ iB,
tej czgstki to v,
2 _—
mv;
2

Rysunek 2.10. Trzech panéw, kazdy we witasnym inercjalnym uktadzie
odniesienia stwierdza inng energie kinetyczng czastki. Jaka energie kinetyczng
ma zatem ta czgstka?

Wracamy do zagadnienia ruchu w ukladzie Ziemia-Ksiezyc. Teraz
mozemy zagadnienia sformutowac znacznie bardziej profesjonalnie. Zacznijmy
od wygodnego dla nas, jako mieszkancéw Ziemi, uktadu wspotrzednych
zwigzanego z Ziemig. W takim uktadzie Ziemia spoczywa, a Ksiezyc porusza si¢
wokot Ziemi. Z drugiej strony, w takim ukladzie wspotrzgdnych tamana jest
zasada zachowania pe¢du, co widaé¢ na rysunku (2.1). Oznacza to, ze cho¢ zawsze
mozemy wybra¢ uktad wspoélrzednych zwigzany z Ziemia, to uktad taki jest
uktadem nicinercjalnym i nie mozemy w nim odwotlywac¢ si¢ do zasad
zachowania. Wybierzmy zatem uktad wspotrzednych zwigzany ze Srodkiem masy
uktadu Ziemia-Ksiezyc. W tym nowym uktadzie wspotrzednych ped uktadu
Ziemia-Ksiezyc jest zachowany. Co wigcej, jezeli wybierzemy dowolny inny
uktad wspotrzednych, poruszajacy si¢ ruchem jednostajnym prostoliniowym
wzgledem tegoz §rodka masy, to w tym nowym uktadzie wspotrzednych pedu
uktadu Ziemia-Ksiezyc rowniez bedzie zachowany.

Przykiad z Ziemia 1 Ksiezycem wskazujg, ze srodek masy moze mie¢ dos¢
istotne znaczenie dla zasady zachowania pedu. I rzeczywiscie tak jest. Obliczmy
predkos¢ V srodka masy uktadu punktéw materialnych, ktorych catkowita masa
wynosi M. Caty uklad traktujemy jako izolowany. Obliczenia wykonamy z
jakiego$ dowolnie wybranego uktadu inercjalnego?

1 Mamy tu stowo ukiad w dwodch znaczeniach. Pierwsze znaczenie to uktad izolowany, czyli
wyodrebniony w mysli obszar przestrzeni, w ktérym spetniona jest zasada zachowania energii. Drugie

26



Jan Masajada © — 45 tematow z fizyki

d
_ dR _ d Z?’zl m;T; _ Zli\ilmiari _ Z?’zl m;v;

T dt dt ¥V m; M M 2.3

N
_ =P const
M

W uktadzie izolowanym ped jest zachowany, z czego wynika, ze w takim
uktadzie, predko$¢ srodka masy, mierzona wzgledem inercjalnego uktadu
odniesienia jest stata. Jezeli zaczepimy poczatek uktadu wspotrzednych w $rodku
masy uktadu izolowanego, to wtedy predkos¢ srodka masy, w tym uktadzie
wspotrzednych bedzie réwna zeru. Z réwnania (2.3) wynika, ze ped catkowity w
tym uktadzie jest rowniez rowny zeru. Z tego powodu, w wielu zagadnieniach
wybor ukladu wspotrzednych w punkcie srodka masy upraszcza prowadzone
obliczenia. Z powyzszego wynika nastepujacy fakt.

Fakt 2.1.

Uktad wspodtrzednych zwigzany ze srodkiem masy izolowanego ukfadu
fizycznego jest uktadem inercjalnym.

znaczenie to ukfad wspétrzednych wzgledem, ktérego wyznaczamy wspoétrzedne, predkosci
i przyspieszenia czastek.
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3. O przestrzeni

Brak jednoznacznej odpowiedzi na pytanie o energi¢ i ped czastki pozostawiaja
duzy niesmak. Majac na uwadze zasade¢ zachowania energii czy pedu
oczekujemy, ze czastka ma jaka$ wlasng, niezalezng od uktadu wspotrzednych
energi¢ 1 ped. Czy moze mamy dopisa¢ do zasad zachowania dodatkowe
zastrzezenie ,,w ustalonym inercjalnym uktadzie wspotrzednych”. Wtedy zasada
zachowania energii (pgdu) brzmiataby tak: W ustalonym inercjalnym uktadzie
wspotrzednych | w uktadzie izolowanym energia (pgd) jest zachowana.

Prawde mowiac, na gruncie mechaniki klasycznej, tak wiasnie nalezy
zrobi¢. Jest to mato satysfakcjonujgca konkluzja bo oznacza, ze zachowane s3
wielkosci (ped i1 energia), ktorych wartos$ci nie mozna ustali¢. Z jednej strony
energia i ped zmieniajg si¢ przy zmianie uktadu wspotrzednych, z drugiej strony
sg zachowane. Czy mozna sprawe¢ sformutowac w bardziej elegancki sposob, tak
aby takich dysonansow nie bylo. Mozna, ale wymaga to nieco wysitku 1 predko
nie nastgpi. Najpierw trzeba si¢ do tej bardziej eleganckiej propozycji
przygotowac. Przygotowanie wiaze si¢ z glgbszg refleksja nad naturg przestrzeni
| czasu, a to nie jest tatwa sprawg. Dlatego roztoze rzecz calg na kilka etapow.
Etap pierwszy przed nami. Kolejne etapy pojawig si¢ w ( STVII 3.2-3, xxx).

Zadanie brzmi: zbudowa¢ matematyczny model tego co intuicyjnie
odczuwamy jako przestrzen fizyczng. Zanim to jednak nastgpi zatrzymam si¢ na
moment na tym co oznacza stowo ,,przestrzen” w matematyce. W matematyce
przestrzen to po prostu zbior elementow (punktow) z natozonymi na te punkty
operacjami. Przez operacje rozumiem tu wszystko to, co decydujemy si¢ z tymi
punktami czyni¢. Powiedzmy, ze mamy po prostu zbior, ktory sam w sobie jest
najprostsza i najnudniejsza przestrzenia matematyczng. Zdecydujmy zatem, ze
mozemy rozrdéznia¢ miedzy punktami zbioru. Mowimy, ze punkty w zbiorze s3
rozroznialne. Mozliwo$¢ rozrozniania migdzy elementami zbioru otwiera przed
nami wiele cieckawych mozliwosci. Mozemy na przykiad policzy¢ ile tych
punktdw w zbiorze mamy. Liczenie jest operacjg. Zbidér wyposazony w tg
operacje ,,wie” ile zawiera punktéw, to juz co$. Liczenie wymaga posiadania
zbioru liczb naturalnych (przestrzeni liczb naturalnych) ale powiedzmy, ze zbi6r
ten juz mamy do dyspozycji. Dodajac kolejne operacje wzbogacamy strukture
zbioru.

Nasze zadanie stworzenia matematycznego modelu przestrzeni polega na
takim wzbogaceniu matematycznego zbioru punktow w operacje, aby uzyskana
przestrzen matematyczna odzwierciedlata cechy przestrzeni fizycznej. Nie bede
oczywiscie tworzyl tego modelu, tylko pokaze jak to zrobili inni. Przestrzen
fizyczna fizyki klasycznej bede nazywat przestrzenig euklidesowa. Nazwa bierze
si¢ od Euklidesa, ktorego dzieto ,,Elementy” na dtugie wieki ustanowito standard
w nauczaniu geometrii. Geometrii euklidesowej uczymy si¢ po dzi§ dzien.
W szkole dzieci uczg si¢ o punktach, odcinkach, prostych, trojkatach, kotach,
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ptaszczyznach i innych figurach geometrycznych oraz relacjach migdzy nimi (rys.
3.1). Bawigc si¢ w ten sposob w geometri¢ w ogdle nie martwi nas kwestia
uktadow wspotrzednych.

punkt
L
odcinek
= okrag
odcinek
koto skierowany

Rysunek 3.1. Kartka papieru jest dobrym modelem dwuwymiarowej
przestrzeni euklidesowej. Mozemy na jej powierzchni wykresli¢ rozne figury
ibada¢ relacje miedzy nimi, bez odwotywania sie do pojecia uktadu
wspotrzednych.

Wspolczesna fizyka zmusza nas do obliczania zagadnien fizycznych
w uktadach wspotrzednych, stad konieczno$¢ algebraizacji geometrii. Zamiast
rysowa¢ kropke reprezentujaca punkt, napiszemy pare¢ liczb (X, y), ktore
wyznaczajg wspoOtrzedne tego punktu. Wspodlrzedne potrzebuja uktadu
wspotrzednych, ktory musimy zdefiniowaé. Musimy do przestrzeni euklidesowej
taki uktad wnies¢. To moze budzi¢ zastrzezenia. Poniewaz uktad wspotrzednych
wnosimy do przestrzeni, a nie znajdujemy go w tejze przestrzeni, moze to by¢
twor sztuczny. Mozemy jednak przynajmniej stwierdzi¢, ze przestrzen ma tg
wlasnos¢, ze mozna w niej tatwo 1 sensownie zdefiniowac uktad wspotrzednych
— jest wiec w jakims sensie uktado-gotowa.

Gdy juz mamy uktad wspotrzednych, to trzy punkty o wspotrzednych {(Xi;
y1), {(X2; ¥2), {(X3; Y3)}, wyznacza jednoznacznie trojkat, chyba ze odpowiednie
punkty leza na jednej prostej, czwarty punkt wyznaczy czworobok pod
warunkiem, ze zadne trzy z nich nie sg wspotliniowe, i tak dalej. Rysunek (3.2)
przedstawia dwie typowe sytuacje, jakie spotykamy na zajeciach z fizyki. Na
ptaszczyznie mamy narysowany uktad wspotrzednych, wektor wodzacy punktu
A, ponadto tor czastki i styczny do tego toru w punkcie B wektor predkosci V.

Rysunek (3.2) moze sugerowac, ze przestrzen fizyczng mozna opisaé przez
zbior wektorow, inacze] mowiac, ze przestrzen fizyczng mozna utozsamic
Z przestrzenia wektorowg. Jest to btedne. Sensownie zdefiniowana przestrzen
wektorowa nie pasuje do przestrzeni fizycznej. Do tego zaraz wrocg. Druga
sugestia jaka wynika z rysunku (3.2), to fakt, ze wektor predkosci v jest
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mieszkancem plaszczyzny, czyli nalezy do dwuwymiarowej przestrzeni
euklidesowe;j. I to rowniez jest ztudne. Popatrz, wektor na rysunku ma swoj
poczatek 1 koniec. O ile poczatek wektora wigze si¢ w jakis sposob z potozeniem
czastki, o tyle koniec pokazuje jaki§ przypadkowy punkt ptaszczyzny. Koniec
wektora wodzacego R pokazuje gdzie jest punkt A wzgledem poczatku uktadu
wspohrzednych. Koniec wektora predkosci v, pokazuje punkt na plaszczyznie,
ktory nie ma zadnego znaczenia. W sumie wektor predkos¢ jest dla
dwuwymiarowej ptaszczyzny euklidesowej cialem obcym, a to ze daje si¢ na niej
rysowaé, jest w pewnym sensie, szczesliwym, choé mylagcym zbiegiem
okolicznosci.

A

y

tor czgstki

poruszajgcej sie

po ptaszczyznie B

R i
; czgstka

e b A

Rysunek 3.2. Wektor R pokazuje jednoznacznie, w wybranym uktadzie
wspotrzednych, potozenie punktu A. W ten sposob mozemy okresli¢
jednoznacznie potozenie kazdego innego punktu. Czgstka porusza sie na
ptaszczyznie po pewnym torze. Wektor v reprezentuje jej predkos¢ w punkcie
B.

Problemem jest rowniez wymiar. Wymiar predkosci to iloraz dtugosci i czasu;
w uktadzie SI jednostka predkosci jest metr na sekundg. Wektor na ptaszczyznie
ma dlugo$¢ mierzong w jednostkach dtugosci, a nie w jednostkach predkosci. To
jeszcze jednej powdd, dla ktorego wektor predkosci nie powinien by¢ traktowany
jak mieszkaniec ptaszczyzny. W przestrzeni euklidesowej tatwo o takie
zhudzenia, co z jednej strony jest wygodne, a z drugiej strony mylace. Bede
jeszcze o tym mowil. Przedtem musimy blizej pozna¢ natur¢ prawdziwych
wektorow.
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3.1. Przestrzen wektorowa

W matematyce wektory naleza do przestrzeni wektorowej, ktorej definicje podaje
ponize;.
Definicja 3.1: Przestrzen wektorowa
Niech C bedzie dowolnym ciatem. Przestrzeniq wektorowq V' nad ciatem C
nazywamy Razdy zbiér V elementow (zwanych wektorami) spetniajgcy nastepujqce
warunki: a) istnieje operacja ,+”, nazywana operacjq dodawania wektorow, taka Ze
i) dla dowolnych dwdch wektorow v,ucV ich suma jest wektorem nalezqcym do

przestrzeni V; ii) Istnieje wektor zerowy 0 taki, Ze dla dowolnego wektora ve V
mamy 0+v=v; iii) dodawanie wektorow jest przemienne; iiit) dodawanie weKtoréw

b) Istnieje operacja ,-’, nazywana operacjq mnozenia (iloczynu) taka Ze dla
dowolnych wektorow vucvV i dowolnych elementow ciata o, C: 1) iloczyn
o-v=w, gdzie w jest wektorem we V: 2) o fv)= (a p)v; 3)1v=v; 4)
o-(vu)=a-vrarw; 5) (a+frv=av+fv

Wiem, czyta si¢ to koszmarnie, a na dodatek sg w tej definicji pojecia takie jak
,,c1alo”, ktorych masz prawo nie zna¢ (chodzi oczywiscie o ciato w matematyce).
Tak naprawde nie jest to specjalnie trudna sprawa. Przyktady matematycznych
cial, z jakimi juz si¢ spotkate$, to zbidr liczb rzeczywistych i zbior liczb
zespolonych. Moze nie wiedziates, ze zbior liczb rzeczywistych (zespolonych)
tworzy strukture algebraiczng nazywang ciatem, ale tak wtasnie jest. Ciatem liczb
rzeczywistych R postugujemy si¢ na ogot calkiem sprawnie. Z cialem liczb
zespolonych wkrotce sie spotkamy. Zadna doktadniejsza definicja ciata nie jest
nam na ten moment potrzebna. Dla ciekawych podaj¢ ja w dodatku (Dxxxx).
Reszta pojec 1 stwierdzen w definicji przestrzeni wektorowej, mimo powaznego
brzmienia, jest catkiem intuicyjna. | tak na przyktad wtasnosé (i) informuje nas,
ze operacja dodawania jest zamknigta w przestrzeni wektorowej. To znaczy, ze
mozemy doda¢ do siebie dowolne dwa wektory, a wynik tego dodawania begdzie
rowniez wektorem z tej same] przestrzeni. Jezeli wektory bedziemy
reprezentowali jako strzatki, to wlasnosc¢ ta stanie si¢ oczywista (rys. DA 2.2.1).
Nawiasem mowigc wiasnos¢ wykonalno$ci danej operacji w danym zbiorze nie
jest trywialna. Na przyktad operacja dzielenia nie jest zamknigta w zbiorze liczb
naturalnych. O ile 10/2 nalezy do zbioru liczb naturalnych o tyle 10/3 juz do tego
zbioru nie nalezy.

Definicja (3.1) wprowadza operacj¢ na dwoch wektorach oznaczong tu
znakiem +. Nalezy pamigtac, ze znak ten oznacza dodawanie wektorow a nie
liczb. Operacja oznaczona przez + kazdej parze wektorow przyporzadkowuje
wektor. Mozemy jg oznaczy¢ tak +(-;-), gdzie znaki ,, - ” oznaczaja miejsca na
pojedynczy wektor. Calg operacje mozemy symbolicznie zapisaé tak

+(v; u) — w; przy czym v,u,w € V 3.11
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Tutaj v,u,w sg wektorami nalezacymi do przestrzeni wektorowej V. Zapis ten
mowi nam, ze operacja + jest odwzorowaniem pary dwdch wektoréw w wektor.
OczywiScie wolimy uzywac znaku + w bardziej tradycyjny sposob.

v+u=w 312

Uwazam jednak, ze zapis (3.1.1) lepiej oddaje charakter operacji ,,+”.

Odwzorowanie ,,+” musi by¢ zdefiniowane tak, aby spelnione byty
wiasciwos¢ (i), (iii), (iiii). Wihasciwos¢ (i1) mowi, ze w przestrzeni wektorowej
musi istnie¢ bardzo szczegodlny wektor, nazywany wektorem zerowym, Ktory
oznacz¢ przez pogrubione zero - 0. Wektor ten ma ta wlasciwos$¢, ze jego suma
z dowolnym innym wektorem v musi by¢ réwna v, czyli

+(0;v) > vV

Wektor zerowy zachowuje si¢ tak jak zero w zbiorze liczb rzeczywistych, ze
wzgledu na operacje dodawania liczb rzeczywistych. Whasciwos¢ (iii) zada aby
operacja ,,+” byla przemienna, czyli

+(v;u) = +(u;v)
Wiasciwosc (iiii) stwierdza, ze operacja dodawania wektorow jest taczna

+(+(v;u);w) = +(V,' +(u; w)) 3.15

3.1.3

3.14

Z lewej strony dodajemy do siebie wektory v i u. Powiedzmy, ze +(Vv; u)—c.
Nastepnie do wektora ¢ dodajemy wektor w: +(c; w)=z. Ten sam wynik uzyskamy
dodajac najpierw wektory u i w: +(u; w)—d. Nastepnie wektor v dodajemy do
uzyskanego tak wektora d: +(v; d)=z. Catos¢ ilustruje rysunek (3.1.1).

Rysunek 3.1.1. Dodajemy do siebie trzy wektory: u, v i w. MoZemy to zrobi¢
dodajac do siebie najpierw wektory viu, a do tak otrzymanego wektora ¢ dodac
wektor w, lub najpierw doda¢ do siebie wektory u i w, a do tak otrzymanego
wektora d doda¢ wektor v. W obu przypadkach otrzymamy wektor z.

wektor sg przeciwne, gdy ich suma jest rowna wektorowi zerowemu. Na rysunku
wektory przeciwne rysujemy jako dwie anty-rownolegle strzalki o tej samej
dtugosci, Wektor zerowy jest przeciwny sam do siebie, gdyz 0+0=0.
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Druga operacja wprowadzona w definicji (3.1) jest nazywana mnozeniem
wektora przez skalar (czyli przez element ciata C). Mnozenie bierze parg skalar-
wektor 1 przyporzadkowuje jej wektor (wlasno$¢ (1)). Graficznie mnozenie
reprezentujemy jako wydtuzenie strzatki tyle razy ile wynosi wartosci liczby
przez ktdéra mnozymy wektor, a jezeli liczba jest ujemna dodatkowo strzatka
zmienia zwrot na przeciwny (rys. DA 2.1.1). Ponadto zagdamy aby mnozenie
wektora przez liczbe bylo taczne (wlasnosé¢ (2)). Czyli jezeli mnozymy wektor
kolejno przez dwie liczby, to najpierw mozemy przemnozy¢ te liczby. W wyniku
mnozenia otrzymamy liczbe, przez ktéra dopiero mnozymy wektor. Zadamy
réwniez aby mnozenie wektora przez jedynk¢ dawalo tenze wektor (wlasciwosé
(3)). Wiasciwosc ta zdaje si¢ by¢ trywialna. Jak mnozymy liczbg przez jedynke
to dostajemy liczbe, ktorg mnozymy. Trzeba jednak pamigtaé, ze nie mowimy tu
o mnozeniu liczb. Mnozenie liczby przez wektor cho¢ nazywa si¢ mnozeniem, to
jest nowa operacja o nowych wlaswosciach. Wsrod tych wlasciwosci chcemy aby
réwniez byta wlasciwos¢ (3). Wihasciwos¢ (4) nazywamy prawem rozdzielnosci
mnozenia wektora przez liczb¢ wzgledem dodawania wektorow, przez analogie¢
do podobnego prawa dzialajacego w ciele liczb rzeczywistych. Operacja
dodawania wektorow i mnozenia wektora przez liczbe sama z sicbie tej
wlasciwosci nie ma. Poniewaz jednak geometryczna intuicja wektora podpowiada
nam, ze taka wlasciwos$¢ jest w przestrzeni wektorowej nad wyraz pozadana, to
postulujemy aby przestrzen wektorowa ja posiadata. Inaczej mowigc to my
nadajemy taka wtasciwos$¢ operacji mnozenia wektora przez liczbe. Wiasciwos¢
(5) nazywamy prawem rozdzielno$ci mnozenia wektora przez liczbe wzgledem
dodawania liczb.

Tak zdefiniowana przestrzen staje si¢ zbiorem punktow z bogatg strukturg
matematyczng. Wychodzac z definicji (3.1) matematycy zaczynajg badaé te
wlasciwosci. Wyniki tych badan zebrane w twierdzenia 1 lematy mozna znalez¢
w ksigzkach dotyczacych algebry liniowej (przestrzenie wektorowe nazywane sa
réwniez przestrzeniami liniowymi). Nie za bardzo jest tu miejsce i czas na ich
obszerniejszg prezentacje. Niektore z nich sg jednak na tyle istotne, Ze nie sposob
o nich nie wspomnie¢. Musze jednak podac¢ jeszcze kilka definicji

Definicja 3.2: Kombinacja liniowa wektoréw
Przez Rombinacje liniowq wektorow nazywamy sume dowolnej liczby weRtoréw
przemnozonych przez elementy ciata, nad Rtorym zdefiniowana jest dana przestrzer
wektorowa

Przyktad kombinacji liniowej wektorow: Niech a, ...an sa elementami ciata C,
avi, ..., VN Wektorami przestrzeni wektorowej V. Wtedy wyrazenie

a v +ayvy + o+ Ay V-1 T Ay VN 3.16
jest kombinacja liniowg wektorow vi, ..., Vn. Oczywiscie kombinacja liniowa
wektoréw jest wektorem. Zauwaz, ze definicja kombinacji nie wprowadza
niczego nowego do definicji przestrzeni wektorowej. Definicja ta bazuje na
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elementach, ktore zostaly wprowadzone w definicji (3.1). Tworzy za pomoca tych
elementow sume (3.1.6), ktéra nazywamy ,kombinacjg liniowg wektorow”.
Kolejne definicje robig to samo. Nie wzbogacaja struktury przestrzeni, tylko
operuja na tym co juz w tej przestrzeni jest, tworzac kolejne pochodne struktury
wewnatrz przestrzeni wektorowe;.

Definicja 3.1.3: Liniowo niezalezny zbior wektorow
Zbior N wektorow (vif jest liniowo niezalezny wtedy i tylko wtedy, gdy

N
z a;v; = 0= a; = 0 3.1.7

i=1
Definicja ta stwierdza, ze jezeli zbiér wektorow spelnia wlasnos¢ (3.1.7), to
wektory te nazywamy liniowo niezaleznymi. Oznacza to, ze jezeli zbidr
wektorow jest liniowo niezalezny, to nie mozna z nich zbudowa¢ kombinacji
lintowej rownej wektorowi zerowemu, chyba ze kazdy z wektorow wchodzacy w
sktad takiej kombinacji pomnozymy przez liczb¢ zero. Liniowa niezaleznos¢ jest
abstrakcyjnym ujeciem prostej intuicji geometrycznej. Objasnia to rysunek
(3.1.2).
Czas na wazne twierdzenie

Twierdzenie 3.1.1: O liniowej zaleznosci wektorow
Zbior N niezerowych wektoréw {vif jest liniowo zalezny wtedy i tylko wtedy, gdy
Rtorys z tych wektorow da sig przedstawic jako liniowa Rombinacja pozostatych.

Wiasno$¢ powyzsza nazwana jest twierdzeniem, gdyz mozna jg wydedukowac
z definicji przestrzeni wektorowej i definicji tworéw pochodnych (takich jak
lintowa kombinacja wektorow). Oto dowdd tej wlasnosci

Jezeli zbior wektorow jest liniowo zalezny to mozna znalez¢ kombinacjg
linowg tych wektorow, taka, ze

N

z a;Vv; = 0 i nie wszystkie a; sg rowne zeru 318

i=1
Inaczej na mocy definicji (3.1.3) zbior {vi} bytby liniowo niezalezny. Poniewaz
suma wektorow jest przemienna, mozemy tak uporzadkowaé wyrazenie (3.1.8),
ze wszystkie czynniki z niezerowymi liczbami ¢ beda na poczatku sumy.
Powiedzmy, ze niezerowych liczb o jest k<N

N

Zajvi=0aj=0dlaj=k+1ikSN 3.1.9

j=1
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Rysunek 3.1.2. Na plaszczyznie lezg trzy wektory: czarny, zielony i czerwony.
Wektory te nie sg do siebie réwnolegte. Jednak za pomocg dowolnych dwoch
z nich mozemy przedstawic trzeci. Na przyktad czerwony mozemy przedstawié
jako kombinacje liniowa czarnego i zielonego. Wystarczy czarny i zielony
wektor pomnozy¢ przez takie liczby, aby wuzyska¢ wektor wektory
pomaranczowe wyrysowane na czarnym i zielonym wektorze. Rysunek obok
pokazuje, Ze suma pomaranczowych wektoréw daje wektor czerwony. Czyli
wektor czerwony jest kombinacjg liniowg wektora czarnego i zielonego.
Wektor niebieski, ktory wychodzi poza ptaszczyzne, nie da sie przedstawic jako
suma wektoréw lezacych na ptaszczyznie. Ani wektor czarny, ani wektor
zielony nawet na odrobine nie wystaja poza ptaszczyzne i mnozenie przezliczbe
nie moze z nich uczyni¢ wektora, ktéry poza ptaszczyzne wystaje. Aby
zbudowa¢ wektor niebieski potrzebujemy nowej jakos$ci - wystawania nad
ptaszczyzne. Potrzebny jest nam jaki$ inny wektor, ktory wystaje z ptaszczyzny.
Ten nowy wektor wraz z dwoma niewspoétliniowymi wektorami plaszczyzny
pozwolitby przedstawi¢ wektor niebieski w postaci kombinacji trzech
wektorow.

Poniewaz, wszystkie czynniki powyzej K sg rowne zeru sume¢ powyzszg moge
zredukowac do pierwszych k czynnikow
k

z av; = 0 3.1.10

j=1
Niech teraz 1<m<k. Wyrazenie (3.1.10) moge zapisa¢ w postaci

K
AV = — Z ;v 3.1.11
j=1j#m
Jak uzyskatem to wyrazenie. Zwyczajnie do obu stron (3.1.10) dodatem wyraz
K
_ Z av; = 0 3.1.12
j=1j*m

Potem skorzystatem z wilasnosci dziatan okreslonych w definicji przestrzeni

wektorowej i uzyskatem wyrazenie (3.1.11). Teraz obie strony (3.1.11) pomnozg
przez liczb¢ odwrotng do o, 1 bingo!
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1 < k
a.
Vip = —— z arjvi =0= z (_ _]) Vi 3.1.13
a a
M j=T;j#m j=1;j#m m

przedstawilem wektor Vm nalezacy do zbioru wektorow {Vvi} w postaci kombinacji
liniowej pozostatych wektorow. W tym miejscu pokazatem, ze jezeli zbior {vi}
jest zbiorem wektorow liniowo zaleznych, to wektor nalezacy do tego zbioru da
si¢ przedstawi¢ w postaci kombinacji liniowej pozostatych. Powinienem jeszcze
pokazacé, ze jezeli jaki§ wektor ze zbioru {vi} da si¢ przedstawi¢ jako kombinacja
liniowa pozostatych wektorow, to zbior {vi} jest zbiorem wektoréw liniowo
zaleznych. Ten prosty krok pozostawi¢ Wam.

Ow wreszcie moge podaé kluczowe dla przestrzeni wektorowych definicje

Definicja 3.1.4: Baza przestrzeni wektorowych
Bazq przestrzeni wektorowej V nazywamy taki zbidr liniowo niezaleznych
wektorow (v}, Ze kazdy weRtor przestrzeni V da sig przedstawi¢ jako liniowa
Rombinacja wektorow tego zbioru.

Inaczej rzecz bioragc baza jest maksymalnym zbiorem liniowo niezaleznych
wektoréw, w danej przestrzeni wektorowej. Dodanie nast¢pnego niezerowego
wektora do tego zbioru powoduje, Ze staje si¢ on zbiorem wektoréw liniowo
zaleznych.

Definicja 3.1.5: Wymiar przestrzeni wektorowych

Liczbe weRtorow bazy przestrzeni wektorowej V' nazywamy wymiarem tej
przestrzeni wektorowej. Jezeli liczba ta jest nieskoticzona, méwimy, Ze przestrzer
Jest nieRoriczenie wymiarowa.

Czesto si¢ mowi, ze zbior wektorow bazy rozpina przestrzen wektorowa. I co$
wtym sformutowaniu jest, gdyz znajac wektory bazy, znamy przestrzen
wektorowg. Trzeba od razu zaznaczy¢, ze w kazdej przestrzeni wektorowej
mozna wybra¢ nieskonczong liczbe réznych baz. Ale wszystkie te bazy majg taka
samg liczbe wektorow. Latwo jest to zobaczyC na plaszczyznie. Kazde dwa
nieréwnolegte do siebie i niezerowe wektory stanowig baz¢ dwuwymiarowej
przestrzeni wektorowej (rys. 3.1.3a). Cho¢ réznych baz mozemy wybrac ile
chcemy, to jezeli juz si¢ na jakas zdecydujemy zachodzi twierdzenie

Twierdzenie 3.1.6: O jednoznaczno$ci przedstawienia wektora w bazie

Kazdy wektor z przestrzeni weKtorowej V ma w wybranej bazie jednoznaczne
przedstawienie w postaci liniowej Rombinacji wektorow tej bazy

Twierdzenie to ma tak prosty dowod, ze go przytocze
Wybierzmy w przestrzeni wektorowej V bazg¢ {ei} (nawiasem modowigc
wektory bazy bede oznaczat literkg pogrubione ,,”) 1 niech wymiar przestrzeni V
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wynosi N. Na mocy definicji bazy (3.1.4), kazdy wektor v nalezacy do przestrzeni
V moge przedstawi¢ w postaci kombinacji liniowej wektorow bazy.
N
v = Z ase; 3.1.14
i=1
Powiedzmy, Zze moge to zrobi¢ na dwa sposoby

N
v="> fe 3.1.15
i=1
Odejmg stronami oba wyrazenia
N
v—v=0= Z(ai — ﬂi)ei 3116
i=1

Skoro jednak powyzsza suma jest rOwna zeru, to poniewaz zbior wektorow bazy

jest zbiorem wektorow liniowo niezaleznych, na mocy definicji (3.1.3) musi by¢
a,—p=0=aq;=p, dlakazdegoi 3.1.17

l

Dowodzi to, ze w danej bazie wektor ma jednoznaczne przedstawienie.

/

-« > - -

/

Rysunek 3.1.3. a) Kazda para nie wspotliniowych wektoréw (na przyktad: pary
wektorow czarnych, niebieskich, czerwonych) moze by¢ bazg dwuwymiarowej
przestrzeni wektorowej; b) jednemu wektorowi (czarna strzatka) odpowiada
nieskonczenie wiele innych, z punktu widzenia przestrzeni wektorowej, takich
samych wektoréw (trzy z nich narysowane sg na czerwono)

Jeszcze jedna wazna definicja

Definicja 3.1.6: Wspolrzedne wektora
Niech w danej bazie (e} o wymiarze N wektor v ma przedstawienie

v Z Be, 3.1.18
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Wredy wspotczynniki B nazywamy wspétrzednymi wektora v, w bazie (e;]

Wydaje sie, ze jestem u celu. Pewnie juz zapomniate$ co byto tym celem?
Nie szkodzi; przypomng Ci, Ze celem jest znalezienie struktury matematycznej za
pomoca, ktorej da si¢ opisac przestrzen euklidesowa 1 ruchy ciat w tej przestrzeni.
Wiemy juz jak zdefiniowana jest przestrzen wektorowa i mozemy przystapi¢ do
sprawdzenia czy da si¢ za jej pomocg reprezentowac przestrzen euklidesowa.
Graficzna reprezentacja przestrzeni wektorowej 0 wymiarze dwa wypisz wymaluj
wyglada jak euklidesowa przestrzen dwuwymiarowa. Niestety jak juz
wspomniatem mi¢dzy ptaszczyzng a dwuwymiarowa przestrzenig euklidesowa sg
subtelne, ale istotne roznice; dotyczy to rowniez dowolnie N-wymiarowej
przestrzeni euklidesowej i wektorowej. Przypomng te rdznice. Przestrzen
wektorowa ma wyr6zniony punkt — czyli wektor zerowy. Przestrzen euklidesowa
takiego wyroznionego punktu nie ma. Moge oczywiscie powiedzie¢, ze to JA
stanowi¢ wyrdzniony punkt przestrzeni i to ode mnie wszystko si¢ zaczyna, ale
inne ,,ja” mogtoby tu mocno zaoponowac. Uwzgledniajac interes wszystkich ,ja”
musimy uznac, ze wszystkie punkty ,,mojej” przestrzeni moga stanowi¢ centrum
(czyli punkt wyrdzniony). Powracamy wigc do sytuacji kiedy wszystkie punkty
przestrzeni euklidesowe] sg rdwnoprawne. Inna roznica wynika z faktu, ze
wektory zwykle reprezentujemy we wspotrzednych. Natomiast geometri¢ na
ptaszczyznie czy w przestrzeni mozemy uprawia¢ w ogole nie odwotujac si¢ do
zadnych wspotrzednych. Tak tez zaczynamy nauke geometrii w szkole. Dzieci
uczg si¢ o punktach, odcinkach, kwadratach, katach 1 trojkatach bez odwotywania
si¢ do wspotrzednych punktow. Tak tez, do czasow Kartezjusza, postugiwano si¢
geometri¢. Uktad wspolrzednych kartezjanski, czy inny wydaje si¢ tworem
sztucznym, wlozonym do przestrzeni rekami, a raczej mysla cztowieka, tylko
w tym celu by eleganckie konstrukcje klasycznej geometrii zamieni¢ na ciag
wzorOw. Pozostaje jeszcze kwestia niejednoznacznosci. Jezeli potraktujemy
odcinek skierowany (rys. 3.1.3b) jako odpowiadajacy wektorowi z przestrzeni
wektorowe] V, to mamy klopot. Wszystkie inne odcinki réwnolegle do
wyjsciowego o tym samym zwrocie 1 dhugosci reprezentuja ten sam wektor.
Oznacza to, ze idac w drugg strong musimy uzna¢, ze jeden wektor reprezentuje
nieskonczenie wiele odcinkdw skierowanych.

Jak z tego wida¢ przestrzen wektorowa niezbyt dobrze oddaje strukture
przestrzeni euklidesowej. Musimy podja¢ trud znalezienia czego$ bardziej
odpowiedniego. | cho¢ przestrzen wektorowa nie nadaje si¢ na model przestrzeni
euklidesowej to bedzie w tym modelu grala istotng rolg.

Zanim przejde do wilasciwego modelu matematycznego przestrzeni
euklidesowej chciatbym dokonczy¢ wstep do przestrzeni wektorowych. Do
zamknigcia wstgpu brakuje mi jeszcze wysoce uzytecznych wzoréw na zmiang
bazy w przestrzeni wektorowej. Powiedzmy, ze mamy w przestrzeni
dwuwymiarowej baze {ei; e2}. Baz¢ w przestrzeni dwuwymiarowej tworzg
dowolne dwa niewspotliniowe wektory. To, Zze nadajemy im miano wektorow
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bazy jest naszym arbitralnym wyborem. To tak jak nadanie komu$ miana ministra.
To czy bedzie to pani Nowak, czy pan Kowalski to kwestia wyboru a nie
specjalnych cech fizycznych definiujacych nowy gatunek istot o nazwie minister.
Niech w tej bazie wektor v ma wspotrzedne {ai; a,}.

V=aeq + a,e, 3.1.19
Wybiorg inng baze {e'1; e'2}. Wybor nowej bazy nie ma zadnego wpltywu na
wektor v. W tej nowej bazie wektor v reprezentowany jest jednak przez inne
wspotrzedne. Jak wyliczy¢ te nowe wspotrzedne? Nowe wektory bazy sa
pelnoprawnymi wektorami. Zatem w starej bazie rOwniez one wyrazaja si¢ przez
wspotrzedne. Niech zatem e’1{b11; b12} oraz e'2{b21; b22}. Na mocy (3.1.18) moge
zapisac

{3’1 = by1€1 + b€y

/ 3.1.20
e, = by1e; + bye;

W zapisie macierzowym wygladatoby to tak (§8DE 3)
b1 b12 €1
[ ] [b21 bzz] =A [eZ] 3121

Powiedzmy, ze w nowej bazie wektor v ma wspotrzgdne

v=d,e+a,e, 3.1.22
Podstawi¢ do tego wzoru zaleznosci (3.1.20)
! ! 12
v =a'y(by1€1 + byze3) + a';(by1€q + byy€3) 3.1.23
Po pogrupowaniu wyrazow przy wektorach bazowych mam
v=ey(a'1by; +a'yby) + €y (a'1hy; + a'zby;) 3.1.24
Porownanie tego wyrazenia z wyrazeniem (3.1.19) pozwala napisaé
ay = a'1byy +a'ybyy
, , 3.1.25
{az =a 1b12 +a 2b22

W postaci macierzowej mam

- S -
= A
] [blz b o 3.1.26
Przypominam, Ze literka ,,T” oznacza macierz transponowang (§DE 1.1.4). Aby
obliczy¢ wspotrzedne w nowej bazie musimy postuzy¢ sie¢ macierzg odwrotng

[Zj = @A) [,!] 3.1.27

Przy czym macierz A musi by¢ nieosobliwa, to znaczy musi mie¢ macierz
odwrotng. Gdyby byto inaczej to transformacja (3.1.21) przeniostaby nas do
zbioru wektorow liniowo zaleznych, ktore nie moglyby tworzy¢ bazy. Zobaczmy
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to. Macierz jest nieosobliwa, gdy jej wyznacznik jest rozny od zera (def. DE
4.1.1). Zatozmy, ze

bi,b
det[A] =0= b11b22 - b12b21 =0= b11 = - 1bz 21 3128
22
Wyrazenie na bi1; podstawi¢ do wzorow (3.1.20)
/ b12b21
{ €1 = b €4 + blzez
{ 22 3.1.29
— by, ro_ b12b41
ke 2 = b21e1 + bzzez - ——e 2 = ——€q + €,
b, b,

Zauwaz, ze z prawej strony gornego i dolnego roéwnania mamy to samo
wyrazenie, co 0znacza, 7

e’1 = —_3,2 3.1.30

I oba wektory nie sg liniowo niezalezne. Zatem gdy macierz A jest osobliwa, to
wektory e; i e transformujg si¢ do dwdch wektordéw liniowo zaleznych, to znaczy,
lezacych na jednej prostej i wymiar przestrzeni redukuje si¢ z n=2 do n=1.

Dlaczego moje rozwazania na temat przestrzeni wektorowych
ograniczylem praktycznie do przestrzeni dwuwymiarowych? Po pierwsze
dlatego, ze jak juz zaznaczylem to nie jest wyktad z matematyki. Moim celem jest
pomoc W wyrobieniu sobie u czytajgcego pewnych waznych z punktu widzenia
zastosowan matematyki intuicji. Po drugie o ile przejscie od przestrzeni
jednowymiarowej do dwuwymiarowej to prawdziwie jakosciowy skok, o tyle
przejscie od dwoch do trzech 1 wigce] wymiarbw mnozy liczbe wektorow
bazowych 1 dtugos¢ zapisu dowodow, ale niczego jakosciowo nowego nie wnosi
(przynajmniej na tym poziomie). Po trzecie w dwu wymiarach dobrze si¢ rysuje
(bo na dwuwymiarowej kartce) o tyle w trzech wymiarach rysunki nie sg tak
czytelne o rysowaniu wigkszej ilo§ci wymiarOw nie wspominajac.

3.2. Przestrzen afiniczna

Istnieje dogodniejsza, do opisu przestrzeni euklidesowej, struktura algebraiczna.
Struktura ta nazywa si¢ przestrzenig afiniczng. Konstruujemy ja w nastepujacy
sposob. Wezmy zbior A rownoliczny ze zbiorem liczb rzeczywistych
(zespolonych), co oznacza, ze kazdemu punktowi zbioru A mozemy jedno-
jednoznacznie przyporzadkowaé liczbe rzeczywistg (zespolong). Ze zbiorem A
stowarzyszymy przestrzen wektorowg V zdefiniowang nad ciatem liczb
rzeczywistych (zespolonych). Do catosci dodamy odwzorowanie h, ktore spetnia
nast¢pujgce wymagania

Kazdemu punktowi peA i kazdemu wektorowi veV, odwzorowanie h
przyporzadkowuje punkt geA, co zapisujemy symbolicznie tak (rys. 3.2.1)
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h(p; v) = q s

(e s 7)= pre 7

Y
T wektor v T
punkt p punkt g

Rysunek 3.2.1. Odwzorowanie h kazdej parze sktadajacej sie z punktu ze
zbioru A i wektora ze zbioru V przyporzadkowuje punkt ze zbioru A. Na
przyktad parze {p; v} odwzorowanie h przyporzadkowuje punkt q, a parze {p’;
v} punkt q'. llustruje to dobrze nam znany fakt, ze jak juz sobie wybierzemy
punkt na ptaszczyZnie, to wektor zaczepiony w tym punkcie pokaze
jednoznacznie na jaki$ inny punkt.

Czesto zamiast pisa¢ h bede naduzywat znaku ,,+” piszac

ptv=gq 3.2.2
Takie naduzycia notacji s3 w matematyce i fizyce na porzadku dziennym, co
niestety prowadzi czasem do nieporozumien. Podkreslam, ze znak ,,+”” we wzorze
(3.2.2) to nie jest ten sam plus jaki uzywamy przy dodawaniu liczb, cho¢ oba
plusy, jako operacje, majg podobne wtasno$ci. Ponadto zagdamy by odwzorowanie
h byto taczne, co w zapisie ,,plusowym” oznacza, ze

p+v)+u=p+ (v+u), 323
ktora to wlasnos¢ ilustruje rysunek (3.2.2)
Zadamy rowniez by dla kazdego peA
3.24

p+0=p

Oraz by dla kazdej pary punktéw p,qe A, istniat doktadnie jeden taki wektor veV,
VAS

q=p+v 3.25

Podsumuj¢ powyzsze rozwazania podajac definicj¢ przestrzeni afiniczne;j
Definicja 3.2.1: Przestrzen afiniczna

Przestrzeri afiniczna stanowi albo pusty zbior, [ub trijke (4, V, h), gdzie A jest
niepustym zbiorem punktow, V jest przestrzeniq weRtorowq, a h jest dziataniem,

takim ze h: AxV—>A, Rtore spefnia nastepujgce warunki: a) dla Razdego ac A
h(a;0)=a; b) dla kazdego ac A i dla kazdego wveV, h(h(a;u)v)=h(a; u+v) dla
Razdych dwoch punktow a,b€ A, istnieje jeden wektor ue vV, taki Ze h(a; u)=b
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q

v u
p
w=u+v

S

Rysunek 3.2.2. Startujac z punktu p, do punktu s mozemy doj$¢ na dwa
sposoby. Albo poprzez wektor v dotrze¢ do punktu g, a nastepnie poprzez
wektor u dotrzec¢ do punktu s, albo z wektoréw u i v zbudowaé wektor w=u+v
i poprzez ten wektor dotrze¢ bezposrednio z punktu p do punkt s.

Definicja 3.2.2. Wymiar przestrzeni afinicznej
Wymiarem przestrzeni afinicznej (4, V, h), jest wymiar przestrzeni wektorowej V

Podana tu definicja formuje z bezksztattnego zbioru punktow A przestrzen
majaca cechy dobrze pasujace do przestrzeni euklidesowej (rys. 3.2.3). Zauwaz
teraz, ze w A, tak jak w przestrzeni euklidesowej, nie ma zadnego wyrdznionego
punktu. Niemniej mozemy zawsze wyrdzni¢ naszym wyborem dowolny punkt ,
doktadnie tak jak mozemy to uczyni¢ w przestrzeni euklidesowej. I cho¢
przestrzeh A stowarzyszona jest z przestrzenig wektorowa, to sama nie jest
przestrzenig wektorowa, choéby dlatego, ze nie ma punktu wyrdznionego, Ktory
odpowiadatby swoimi szczegolnymi wlasnosciami zerowemu wektorowi. Jednak,
jezeli my wybierzemy jaki§ punkt w przestrzeni afinicznej i nazwiemy go
poczatkiem uktadu odniesienia, to po dokonaniu takiego wyboru, mozemy
jednoznacznie przyporzadkowac¢ punkty przestrzeni afinicznej wektorom. Nadto
z rysunku (3.2.2.) wida¢, ze kazda para punktoéw stowarzyszona jest z wektorem,
to jest doktadnie tak jak w przestrzeni euklidesowej. W szczegolnosci, jezeli
bierzemy dwa razy ten sam punkt, to stowarzyszony z nimi wektor jest wektorem
zerowym.
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Rysunek 3.2.3. a) na poczatku mamy zbiér punktow A, ktory jest bezksztattng
ich zbieraning. Stowarzyszenie z nim przestrzeni wektorowej V() wraz
z wlasno$ciami wymienionymi w definicji (3.1) nadaje jej posta¢é, czego$ co
odpowiada naszemu wyobrazeniu fizycznej przestrzeni. W przypadku n=2
bedzie to ptaszczyzna. Na ptaszczyznie kazdej parze punktéw odpowiada
jednoznacznie wektor. Ale jeden wektor odpowiada nieskonczenie wielu parom
punktéw; b) parom punktow {P;R}, {S;T} i {U;W} odpowiada doktadnie jeden
wektor z przestrzeni V(0), ale przyktadowo wektor niebieski odpowiada dwém
parom: {P;R} i {S;T}. Gdy wyréznimy jednej punkt - punkt O (narysowany na
czerwono) to mamy zdefiniowany uktad wspotrzednych; c) zwykle robimy to
tak, ze osie uktad wspoétrzednych pokrywajgq sie z kierunkami izwrotami
wskazanymi przez wektory bazy stowarzyszonej przestrzeni V. To pokrywanie
oznacza tylko tyle, ze osie uktadu przechodza przez punkty O i punkt Pi=0+e;,
ie{x; y; z}, lub ogolniej i=1, 2...., n.

Stowarzyszenie par punktéw z wektorami nie jest jednoznaczne. Parze punktow
(p,q) moga odpowiada¢ dwa wektory v i —Vv, dlatego w definicji odwzorowania h
chcemy aby odwzorowanie to dzialato na par¢ punkt wektor, a nie na par¢ dwoch
punktow. Przy tak skonstruowanej definicji para punktow {p; h(p,v)} stanowi
odpowiednik odcinka skierowanego.

Przestrzen afiniczna pozwala na zajmowanie si¢ geometrig na poziomie
wyrazen algebraicznych 1 bez odwotywania si¢ do konkretnego uktadu
wspotrzednych. Odpowiada to naturalnemu, czyli poprzez rysowanie, sposobowi
zajmowania si¢ geometrig.
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Niech bedzie dany punkt p przestrzeni A bedacej czescig przestrzeni
afinicznej (A,V,h). Wybierzmy wektor v z przestrzeni wektorowej V; mamy przy
tym p+v=q, gdzie q jest punktem przestrzeni A. Czgsto wektor v bedziemy
zapisywali na dwa nastepujace sposoby

V=q—p V=pq
Odejmowanie punktow ,q-p” nie nalezy oczywiscie traktowaé tak jak

odejmowania liczb. Jest to raczej naduzycie znaku odejmowania, na mocy proste;
analogii. Rysunek (3.2.4) ilustruje nastepujacy uzyteczny i oczywisty fakt

ab + bc = ac 3.27

3.2.6

ab
bc

ac c
Rysunek 3.2.4. [lustracja zaleznoSci (3.2.7).

Rozwazmy dwa punkty a i b w przestrzeni afinicznej (rys. 3.2.5).
Wybierzmy punkt ¢ jako poczatek uktadu wspotrzednych. Chociaz punkty a1 b
nie s3 wektorami, to po wyborze punktu c, jako poczatku uktadu wspotrzednych,
sg jednoznacznie identyfikowane przez wektory. Niech punktom a i b
odpowiadajg wektory 0 wspotrzednych va(0, 1) i va(1, 0). Majac odpowiednio$¢
miedzy punktami a wektorami, potraktujmy punkty tak jak by byly wektorami.
Matematyka to w koncu sztuka reprezentacji. Niech kazdy punkt ma wspoétrzedne,
przy wybranym poczatku uktadu wspotrzednych, zdefiniowane przez
wspotrzedne swojego wektora. Punktowi ¢ przypisujemy wspotrzedne (0, 0) jak
przystalo na poczatek uktadu wspotrzednych. Punkt a ma wspotrzedne (0, 1),
gdyz

a=c+v, 3.2.8a

Natomiast punkt b ma wspotrzedne (1, 0), gdyz

b=ctv, 3.2.8b

Czy w przestrzeni afiniczne] mozemy sensownie, przy wyrdznionym punkcie,
w ktorym zaczepiamy uktad wspolrzednych, utworzy¢ liniowa kombinacje par
punktow?

c+aa+ pBb=c+ {aa, + Bby; aa, + Bb,}

Tutaj liczby a; i a; sg wspotrzednymi punktu a, a by i b, sg wspotrzednymi punktu
b.

3.29
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a b

¢(0:0) a(0;1) c(-1:-1)  a0;-1)

Rysunek 3.2.5. a) gdy wybierzemy punkt c, wszystkie inne punkty przestrzeni
afinicznej s3 jednoznacznie definiowane poprzez odpowiednie wektory. Nie
mozemy jednak z tego powodow traktowac¢ punktéw przestrzeni afinicznej na
réwni z wektorami; w szczegdlnosci nie mozemy definiowa¢ kombinacji
liniowej punktow tak jak definiujemy kombinacje liniowg wektoréw. Rysunek
(b) pokazuje, ze zmiana poczatku uktadu wspo6trzednych na punkt d, powoduje,
ze kombinacja liniowa punktéw a i b daje punkt c, a nie tak jak na rysunku (a)
punkt d. Wynik sensownie zdefiniowanej kombinacji liniowej punktéw
powinien by¢ niezalezny od wyboru punktu bazowego.

Idea jest taka, poniewaz, przy wybranym poczatku uktadu wspotrzednych (punkt
c¢) punkty przestrzeni afinicznej sg jednoznacznie przyporzadkowane wektorom,
to sume (3.2.9) mozemy traktowac¢ jako sume¢ punktu c 1 kombinacji liniowe;j
wektorow odpowiadajagcych punktom a 1 b. Suma punktu c 1 wektora powinna
pokaza¢ nowy punkt przestrzeni. Niestety taka kombinacja sprawia problemy. Na
przyktad niech wspdlczynniki kombinacji liniowej punktéw majg wartos¢
a=f=1 3.2.10

Witedy dla przyktadu przedstawionego na rysunku (3.2.5a) wyrazenie (3.2.9) daje
wektor, ktéry wskazuje punkt d, przy czym wspotrzedne punktu d wynosza:

¢ + (aa+ fb) = d(1,1) 3.2.11

Zmieni¢ teraz poczatek uktadu wspotrzednych na punkt, ktory w wyjsciowym
uktadzie ma wspotrzedne (1;1); czyli na punkt d (rys. 3.2.5b). W nowym uktadzie
wspotrzednych punkt d ma oczywiscie wspotrzedne (0,0), punkt a ma
wspotrzedne a(0, -1), a b(-1,0). Kombinacja (3.2.9) bytaby sensowna, gdyby jej
wynik nie zalezat od wyboru punktu, w ktorym zaczepiamy uktad wspotrzednych.
Tak jak jest to w przypadku przestrzeni wektorowych; w kazdej bazie dana
kombinacja wektoréw zadaje ten sam wektor wypadkowy. W przypadku
kombinacji punktow przestrzeni afinicznej (3.2.9) tak nie jest. W nowym uktadzie
wspotrzednych kombinacja wskazuje na punkt a (rys. 3.2.5b).

Jednak matematycy to ludek uparty 1 nie odpuscili sprawie. Przyjme teraz,
ze spetniony jest warunek

at+pf=1
Rysunek (3.2.6) pokazuje co si¢ dzieje, gdy a=2/3, a f=1/3.

3.2.12
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a b
A (R) 219 L 400
e(-1/3;-2/3)
e(2/3;1/3)
c(0:0) a(0;1) c(-1;-1)  a(0;-1)

Rysunek 3.2.6. Gdy speiony jest warunek (3.2.12) kombinacja liniowa
punktéw ca+pb, wskazuje ten sam punktu e, niezaleznie od tego czy liczymy ja
w uktadzie wspétrzednych o poczatku w punkcie ¢, czy tez w uktadzie
wspoétrzednych o poczatku w punkcie d.

Teraz w obu przypadkach kombinacja (3.2.9) wskazata ten sam punkt e. Mozna
pokazaé, co zaraz zrobimy, ze

Twierdzenie 3.2.1. Kombinacja afiniczna
Jezeli dla N liczb spetniony jest warunek,

N

z o =1 3.2.13

i=1
Weedy dla kazdych dwdch punkiéw a, b przestrzeni afinicznej (A;V:h) i dla rodziny
N punktow a; tej przestrzeni zachodzi

N N

a—+ Z Q;aa; = b + Z a;ba; 3214

i=1 i=1
Twierdzenie to moéwi, ze jezeli wspotczynniki kombinacji liniowej punktow
spetiajg warunek (3.2.13) to kombinacja ta wskazuje ten sam punkt, niezalezenie
od wybranego poczatku uktadu wspdtrzgdnych. A teraz prawdziwa
niespodzianka. Przypomne, ze $rodek masy uktadu N punktow materialnych
zdefiniowany byt wzorem (T.11.6.3)

N N
=Ty L= iy
s N -
=1 M M

Gdzie M jest masg wszystkich punktow. Wyrazenie to moge zapisa¢ w postaci

3.2.15a

N orm o m
2 z am, @ =1t 3.2.15h

i=1

46



Jan Masajada © — 45 tematow z fizyki

W oczywisty sposdb wspotczynniki «;, spetniaja warunek (3.2.13). Potozenie
srodka masy nie zalezy oczywiscie od wyboru uktadu wspoéhrzednych. I tak
poszukujagc sensownego wyrazenia na kombinacj¢ liniowa w przestrzeni
afinicznej otrzymalismy wzor na Srodek masy. Nic dziwnego, ze punkt

zdefiniowany przez wzor (3.2.14) zostat nazwany

Definicja 3.2.3. Srodek masy (kombinacja afiniczna)
Dla kazdego zbioru {a;] N punktow przestrzeni afinicznej i dla Razdego zbioru
skalaréw (o), Rtore spetniajq warunek (3.2.13) i dla kazdego punktu a przestrzeni
afinicznej, punkt s przestrzeni afinicznej dany przez wyraZenie

N
s=a-+ z aiaai 3216
i=1

Nazywamy srodkiem masy (lub Rombinacjq afiniczng), zbioru punktéw {a;] z wagami
(.

Dowdd twierdzenia (3.2.1) jest o tyle pouczajacy, ze wyraznie wskazuje skad si¢
bierze koniczno$¢ przyjecia warunku (3.2.13). Dlatego go przytocze.

Wykorzystujac wyrazenie (3.2.7) mamy

a+

N
a;aa; = a + z a; (ab + bai)
— 3.2.17

N N
= a+<zai>ab+2aibai
1 i=1

i=

i

W tym miejscu dziata warunek (3.2.13)

N N N
a+<2ai>ab+2aibai:a+ab+2aibai 3918

i:l i=1 i=1

1
N
b+ z a; ba
i=1

Roéwnie tatwo (sprobuj to zrobic€) jest udowodnié nastepujace twierdzenie
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Twierdzenie 3.2.1. Kombinacja afiniczna inaczej
Jezeli dla N liczb spetniony jest warunek,

N

z o =0 3.2.19

i=1
Wredy dla Razdych dwich punktéow a, b przestrzeni afinicznej i dla rodziny N
punktéw a; tej przestrzeni zachodzi

N N
2 a;aa; = 2 a;ba; 3.2.20
i=1 i=1
W definicji (3.2.3) potozenie $rodka masy s, nie zalezy od wyboru punktu
a. Dlatego czesto zapisujemy wyrazenie (3.2.16) w skrocie
N
5= Z yay 3.2.21
i=1
Skoro udato si¢ zdefiniowa¢ afiniczny odpowiednik kombinacji liniowej, to
kolejnym nasuwajacym si¢ krokiem jest zdefiniowanie afinicznej liniowej
niezalezno$¢. Powiedzmy, ze mamy zbiér N punktow {a} z przestrzeni
afinicznej. Jezeli dla jakiego§ wybranego a; zbior wektorow {aia;}j-i jest liniowo
niezalezny (def. 3.1.3), to tak skonstruowany zbidr jest niezalezny dla kazdego

innego a; z tego zbioru. llustruje to rysunek (3.2.7). Mamy nastepujace
twierdzenie

Twierdzenie 3.2.2: niezalezno$¢ liniowa wektorow na zbiorze punktéw
przestrzeni afinicznej
Niech {ai} jest zbiorem punKtow przestrzeni A z przestrzeni afinicznej (4,V,h). Jeeli

zbior wektorow {aiajli utworzony dla danego a; jest liniowo niezalezny, to tak,
utworzony zbidr jest liniowo niezalezny dla RaZdego innego a; z tego zbioru.

Twierdzenie (3.2.2) otwiera droge do sensownej definicji liniowej niezaleznosci
punktow w przestrzeni afinicznej
Definicja 3.2.4: liniowa niezalezno$¢ punktow w przestrzeni afinicznej
Niech {ai] jest zbiorem punktow przestrzeni A z przestrzeni afinicznej (A,V,h). Zbiér
ten jest liniowo niezalezny jezeli dla pewnego a: zbior wektorow (aiajfi-: jest liniowo
niezalezny.

Twierdzenie (3.2.2) zapewnia, ze definicja (3.2.4) nie zalezy od wyboru punktu
a; i dlatego jest sensowna.
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Uwaga 3.2.1.

Poniewaz zaczatem przenosi¢ wfasciwosci wektorow na punkty przestrzeni A
z przestrzeni afinicznej {A, V,h}, to od tego momentu zamiast pisac, ze a jest punktem
ze zbioru A przestrzeni afinicznej {A,V,h}, bede w skrocie pisat, ze a jest punktem
przestrzeni afinicznej A.

Rysunek 3.2.7. Wybiore z przestrzeni afinicznej cztery punkty: ai, az, a3, as.
Trzy wektory aiaz, aias, aias (czarne strzatki na rysunku) nie sg liniowo
niezalezne, gdyz na ptaszczyznie tylko dwa wektory mogg by liniowo
niezalezne. Mozemy wybra¢ wektory aiaz, aias, jako zbidr wektorow, ktory
tworzy baze przestrzeni. Ale rownie dobrze pary wektoréw azai, azas (zielone
strzatki) oraz aszai, asaz (czerwone strzatki) tworza uktad wektoréw liniowo
niezaleznych, ktory moze stanowi¢ baze.

Definicja kombinacji afinicznej operuje na zbiorze punktéw {aj} tej
przestrzeni oraz uktadzie liczb {ai} spetniajacych warunek (3.2.13). Dlatego
bedg sie¢ postugiwat pojeciem uktadu punktow z wagami.

Definicja 3.2.5: Uklad punktéw z wagami

Ukfadem N punktow [a;} z wagami (o), gdzie liczby [ou} sumujq sie do jednosci,
nazywamy zbior par {la; aif; ... .{an; o).

Przydatne jest rbwniez nastepujace spostrzezenie. Z rysunku (3.2.8) widacg,
ze wektor as, gdzie punkt a jest poczatkiem uktadu wspotrzednych a s punktem
srodka masy dla uktadu punktéw z wagami Wyraza si¢ wzorem

N

as — z a3, 3.2.22

i=1
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Niech teraz poczatek uktadu wspotrzednych lezy w srodku masy (a=s), wtedy
musi by¢

N
0 2 o sa, 3.2.23

Rysunek 3.2.8. Wektor as jest
sumg: 2/3aaz+1/3aa1. Na rysunku
7% wektory aaz iaai narysowane s3
1 czarng przerywang linig. Ciggle
czarne strzatki obrazujg te wektory
S po przemnozZeniu przez liczby,
odpowiednio 2/3 i 1/3. Zmieniajac
a % poczatek uktadu z punktu a na
S \ punkt s otrzymujemy uktad dwéch
~o N nowych wektoréw saz i sai
(niebieskie przerywane linie). Ich
wazona suma 2/3saz+1/3sai1
wskazuje punkt s, czyli jest
wektorem o dtugosci zero.

Jezeli zbior wektorow {acai; ,,, acan} rozpina bazg w przestrzeni
wektorowe] V nad ktorg rozpigta jest przestrzen afiniczna (A,V,h), to przy
wybranym punkcie ape A, kazdy punkt qeA tej przestrzeni mozemy przedstawic
w postaci afinicznej kombinacji liniowej (def. 3.2.3)

N
q=ay+ z X;aa; 3.2.24
i=1

Jest to o tyle oczywiste, ze przez kombinacj¢ liniowa wektoréw bazowych

mozemy zbudowaé kazdy wektor danej przestrzeni wektorowej. Zbior liczb

{X1,......Xn} mozemy traktowac jak wspotrzedne w uktadzie {ao.{ aoay,..., aoan }}.
Mozemy posuna¢ si¢ jeszcze dalej. Przyjme, ze

a; = x; 3.2.25a
N

@y =1— Z x; 3.2.25b
i=1

Wtedy zbior liczb {ai} spetnia warunek (3.2.13)

N

z a =1 3.2.26

i=0
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Zobaczmy co si¢ dzieje z wyrazeniem typu (3.2.21) (zauwaz, ze sumowanie
zaczyna si¢ od i=0.
N

N N
z a;a; = Ay + z a;dgd; = Ao + a; dpdg + Z a;dga;

i=0 i=0 0 i=1
N
= ay +Z Q;dpa; = (¢
i=1

Wynika z tego, ze korzystajac z zapisu (3.2.21) i (3.2.25), dowolny punkt g
przestrzeni afinicznej mozemy przedstawi¢ w postaci

N
q = z %, 3.2.28
i=0

Zbior liczb {Xo,......xn} mozemy traktowa¢ jako wspoOtrzedne punktu (
w afinicznym uktadzie wspotrzednych {ao; { aoai;....; aan }}.

Pojeciem uktadu wspotrzednych w przestrzeni afinicznej postuguje sie¢ od
pewnego czasu w sposob niesformalizowany, to znaczy bez podania odnosnej
definicji. Czas to zmieni¢:

3.2.27

Definicja 3.2.6: Afiniczny uklad wspolrzednych
Afinicznym ukfadem wspotrzednych w przestrzeni afinicznej (4,V,h), nazywamy
zbior  {ao; {avas;,,,; avay }}, gdzie punktu ao, nazywany jest poczqtkiem ukRfadu
wspbtrzednych, zbiér liniowo niezaleznych wektorow {aoas;. . ..;aoay | tworzy baze
w przestrzeni wektorowe V.

Definicja 3.2.7: Wspoélrzedne w afinicznym ukladzie wspolrzednych
Wspétrzednymi punktu g w afinicznym ukfadzie wspotrzednych {ao; (avas;,,,; aoax
}}, nazywamy zbior {c) liczb takich, Ze

N
q=agy+ Z o;aa; 3.2.29
i=1
Obok wspotrzednych afiniczny definiujemy rowniez wspotrzedne barycentryczne

Definicja 3.2.8 : wspélrzedne barycentryczne afinicznym ukladzie
wspolrzednych
Wspétrzednymi barycentryczne punktu g w afinicznym ukfadzie wspotrzednych (ao;
{avas;. .., avay J}, nazywamy zbiér (xif liczb takich, Ze
N
q= z X;a 3.2.30
=0

L
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Dziatania teoretyczne w tej czesci zakoncze przez definicje podprzestrzeni B,
przestrzeni Afinicznej A. Przez analogi¢ do podprzestrzeni przestrzeni
wektorowe] spodziewamy si¢, ze podprzestrzen przestrzeni afinicznej sama
bedzie przestrzenig afiniczng, ale o obnizonym wymiarze. Zapewnia to definicja

Definicja 3.2.8 : Podprzestrzen przestrzeni afinicznej
Niech bedzie dana przestrzeri afiniczna (A,V,h). Podzbiér B zbioru A jest
podprzestrzeniq afiniczng przestrzeni (4,V,h) wtedy gdy dla Razdej rodziny
punktow wazonych ({lai; aif; ....[ax; anl) oRreslonej na B i takiej, Ze ous+. .. +on=1,
SrodeR masy tych punktow nalezy do B.

To byta cigzka przeprawa, ale kazdy kto chce si¢ wspia¢ na wysoki szczyt
musi by¢ na takie przeprawy gotowy. Jezeli podjales si¢ czytania tego
matematycznego wtracenia, to zapewne nie wszystko zdotates zapamigtac. Nie
jest to jednak kluczowe. Wazne aby$ mial pojegcie o strukturze nazywanej
przestrzenig afiniczng i1 cho¢ raz ze zrozumieniem przeczytal podane wyzej
informacje. A jezeli to si¢ nie udato bo na przyktad brakto checi, to moze znaczy¢,
ze na czytanie takich wywodow jest jeszcze za wczesnie. Spiesze rowniez dodac,
ze nie wszyscy zawodowi fizycy sa w stanie przypomnie¢ sobie czym s3 te
przestrzenie afiniczne. A s3 ws$réd nich roéwniez fizycy ze znaczacymi
osiggnieciami. Przestrzen afiniczna potrzebna mi jest jako sprzet do wspinaczki
na trudne szczyty, ale nie na wszystkie. Nie kazdy musi wszystkie mozliwe trudne
szczyty zdoby¢.

Na zakonczenie wréce do fizyki. Poruszane tu zagadnienia maja dtuga
historie. Srodek masy byt przedmiotem badan Grekow, ktorzy nie postugiwali sie
pojeciem przestrzeni wektorowej czy afinicznej, natomiast bardzo sprawnie
postugiwali si¢ aparatem geometrii klasycznej, co wystarczato do uchwycenia
wielu wprowadzonych wyzej faktéw. Archimedes traktowat ujemne
wspotczynniki liczbowe we wspotrzednych barycentrycznych jako wypory.
Rozwazat zagadnienie odnalezienia §rodka masy dla uktadu mas 1 wyporow (rys.
3.2.9a). Jezeli wybierzemy trzy nie wspolliniowe punkty na ptaszczyznie, to
przypisujac im trzy masy 1 wypory spelniajgce warunek (3.2.13) mozemy
umiesci¢ srodek masy w dowolnym punkcie ptaszczyzny wyznaczonej przez te
punkty. Zatem owe masy 1 wypory mozemy uznac za wspotrzedne barycentryczne
tego punktu (rys. 3.2.9b).
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a

A=

Rysunek 3.2.9. a) Zagadnienie poszukiwania srodka masy uktadu punktéw
mozemy wzbogaci¢ o wypory, ktérych ,cigzenie” jest uyjemne (czerwone punkty
i strzatki). Manipulujgc wartoscig trzech ciezaré6w i wyporéw utozonych nie
wspoétliniowo mozemy umieSci¢ Srodek masy w dowolnym punkcie
ptaszczyzny. Zatem wartosci tych trzech ciezaréw i/lub wyporéw moga graé
role wspotrzednych na ptaszczyznie.
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4. Zderzenia kul ¢

Zderzenia kul sg waznym przykladem obrazujacym skuteczno$¢ zasady
zachowania energii 1 pedu przy analizie procesow fizycznych. Cho¢ przyktad
wydaje si¢ prosty otrzymane wyniki stosuje si¢ nawet w bardzo zaawansowanych
zagadnieniach wspotczesnej fizyki — na przyktad w badaniach czastek
elementarnych. Teori¢ zderzen opracowal jako pierwszy Henri Hertz;
opublikowatl ja w 1881 roku. Hertz ustalit migdzy innymi, ze czas zderzenia
dwaoch kul wynosi

1
At=k-v'5 4.1

k- jest tu stalg zalezng od materiatu i wprost proporcjonalng do promienia kuli, v
— jest predkoscig zderzenia. Jednak nie o takg teori¢ nam chodzi. My nie chcemy
wnika¢ w kwestie czasu trwania i przebiegu zderzenie i mamy nadziejg¢, ze zasady
zachowania nam to umozliwig. Bedziemy kontrolowa¢ wielkosci zachowane jak
ped 1 energia przed zderzeniem 1 na podstawie zasad zachowania wnioskowac o
tym, co jest po zderzeniu (rys. 4.1).

Ew P

EZ’ p2

E,2’ p,2

Rysunek 4.1. Dwie kule (czerwone) zderzaja sie. Znamy wartoSci ich energii E1
i E2 oraz pedy p1i p2 przed zderzeniem; oczywiscie w wybranym inercjalnym
uktadzie odniesienia. Nie wiemy jak przebiega samo zderzenie. Obszar
zderzenia symbolizuje czarny kwadrat przez ktory nie jesteSmy w stanie
przenikng¢. Nie rozpaczamy jednak z tego powodu. Korzystajac z zasad
zachowania jesteSmy w stanie duzo powiedzie¢ na temat energii i pedéw kul po
zderzeniu; kule po zderzeniu namalowane sg na niebiesko.

Postuze si¢ przyktadem kul bilardowych (rys. 4.2.). Skupienie uwagi na
kulach bilardowych nie zmniejszy ogolnego znaczenia uzyskanych wynikow. Jak
juz wspominatem uzyskane wyniki dadza si¢ zastosowal w teorii czastek
elementarnych jak rowniez w fizyce atomowej i jadrowej. W naszym modelu
zatozymy, ze wplyw sily grawitacji mozemy pomingC. Sity grawitacji sa,
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w przypadku kul kompensowane, przez sity sprezystosci podtoza. Zaktadamy, ze
mozemy rowniez zaniedbac efekt hamowania kul przez sity tarcia. Na ile jest to
prawda? To oczywiscie zalezy od wymaganej w konkretnym przypadku
doktadnosci. My jednak chcemy uzyskaé opis samych zderzen. Z tego punktu
widzenia powyzsze zatozenia s w pelni uzasadnione. W koncu nadlatujace
czastki elementarne nie trg o zaden stot. Gdy bedziemy chcieli zastosowac
uzyskany opis zderzen do konkretnej sytuacji bedziemy si¢ musieli zastanowic
czy nie nalezy wprowadzi¢ korekt, ze wzgledu na, na przyktad zbyt duzy wptyw

sil tarcia.
l ‘S £
> &
S

Rysunek 4.2. Analiza
wyidealizowanych zderzen kul
g bilardowych pozwoli na uzyskanie

wnioskbw o znacznie szerszym
zakresie zastosowan.

Przy analizie zderzen dobrze jest obra¢ taki uklad wspotrzednych,
w ktorym jedna z kul spoczywa w jego poczatku. Nazwiemy go ukiadem
laboratoryjnym. Przyjmujemy rowniez, ze uktad zwigzany z jedna z kul jest
uktadem inercjalnym. Na Ziemi nie jest to prawda, gdyz obracajaca si¢ wokot osi
Ziemia ,,obdarza” obiekty na swej powierzchni przyspieszeniem dosrodkowym.
Nie mniej przys$pieszenie to jest bardzo mate. Krotko méwige uktad zwigzany
z Ziemig jest dla nas wystarczajgco inercjalny.

W uktadzie laboratoryjnym definiujemy wielko$¢ nazywang parametrem
zderzenia b (rys. 4.3).

55



Jan Masajada © — 45 tematow z fizyki

Definicja 4.1: Parametr zderzenia
Tor kuli swobodnie poruszajqcej sig jest liniq prostq. Odlegfos¢ tej prostej od poczqtRu
ukfadu wspotrzednych (lub od nieruchomej Ruli) nazywamy parametrem zderzenia.

kat prosty

4
/ b>

Rysunek 4.3. Parametr zderzenia b okresla odlegto$¢ toru kuli poruszajacej sie
wzgledem kuli spoczywajace;.

Zderzenia kul dzielimy na: zderzenia sprezyste (elastyczne), niesprezyste.
Wsrod tych ostatnich wyrdzniamy klas¢ zderzen catkowicie nieelastycznych
(catkowicie niesprezystych)

Definicja 4.2: Zderzenie sprezyste (elastyczne) dwoch kul

Mowimy, Ze zderzenie dwich Rul jest spreZyste Riedy zachowana zostaje energia
Kinetyczna tych Rul.

Inaczej moéwigc energia kinetyczna kul nie ulega rozproszeniu na inne rodzaje
energii — jak na przyktad energi¢ cieplng. Zderzenia sprezyste maja miejsce na
poziomie mikro$wiata — zderzenia czastek elementarnych. Na poziomie
makroskopowym mozemy mowié, ze pewne zderzenia mozna w przyblizeniu
traktowac jako sprezyste.

Definicja 4.3: Zderzenie niesprezyste (nieelastyczne) dwoch kul
Méwimy, Ze zderzenie dwich Rul jest niespreZyste, Kiedy energia Rinetyczna tych Rul
nie jest zachowana.
Zderzenia niesprezyste dzielg si¢ na dwie grupy:
e Zderzenia niesprezyste pierwszego rodzaju, w ktdrych energia kinetyczna
kul, w wyniku zderzenia maleje (zderzenia endoenergetyczne)

e Zderzenia niesprezyste drugiego rodzaju, w ktorych energia kinetyczna kul,
w wyniku zderzenia ros$nie (zderzenia egzoenergetyczne); zderzenia te sg
obecne w mikroswiecie.
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Definicja 4.4: Zderzenia calkowicie niesprezyste (calkowicie
nieelastyczne) dwoch kul
Mowimy, Ze zderzenie dwich Rul jest catkowicie niespreZyste, Riedy po zderzeniu
obie Rule pozostajq ztqczone.

To jeszcze nie koniec klasyfikacji. Zderzenia dzielimy rowniez na centralne (rys.
3.1.3) i niecentralne

Definicja 4.5: Zderzenie centralne dwdch kul

Zderzenie centralne dwoch Rul ma miejsce wtedy, gdy weKtory predRosci tych Rul lezq
na prostej taczqcej ich srodki (rys. 4.4), w przeciwnym wypadku méwimy o zderzeniu
niecentralnym

Rysunek 4.4. W zderzeniu centralnym parametr zderzenia jest rowny zeru:
b=0, co oznacza, ze wektory predkosci kul leza na prostej taczacej Srodki tych
kul.

Jeszcze jedna wazna uwaga. Gdy zderzajg si¢ dwie kule, to ich ruch przed i po
zderzeniu mozemy zamkna¢ w plaszczyznie (rys. 4.5). Dlatego w analizie zderzen
dwoch kul ograniczamy si¢ do ruchu w ptaszczyznie.
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Rysunek 4.5. Z lewej - dwie kule zbliZajg sie do siebie po torze kolizyjnym (tor
pokazany jest przez przerywane linie). Strzatki pokazuja wektory predkosci
tych kul. Z prawej poczatki obu wektoréw predkosci zostaty Sciggniete do
jednego punktu. Mamy teraz trzy punkty: punkt, w ktéorym wektory sa
zaczepione, oraz dwa konce tych wektorow. Trzy niewspdtliniowe punkty
definiujg ptaszczyzne. Poniewaz oba wektory predkosci (a zatem pedu) nie
wystajg poza tg plaszczyzne, po zderzeniu ruch musi dalej odbywac sie
wewnatrz tej ptaszczyzny.

Na kolejnych stronach przyjrze si¢ blizej zderzeniom sprezystym.

4.1. Zderzenia sprezyste

W przypadku zderzenia sprezystego dwoch kul z zasady zachowania pedu mamy
jedno rownanie wektorowe, lub dwa (rozwazamy zderzenia na plaszczyznie)
rownania skalarne. ROwnanie wektorowe ma postac:

my;vy; + myv, = myv'; + myv', 4.11
W postaci skalarnej mamy dwa réwnania
M V1x + MyVpy = MV 15 + My 5y 4.1.22
MUy + MyVsyy = MyV'1y + Myv'sy 4.1.2b
Z zasady zachowania energii mamy jedno rownanie skalarne
mv: myv: mv'? myv's
> > T > 4.1.3
roéwnanie to mozemy zapisac¢ prosciej
4.1.4

mv + myvi = myv'? + myv's

Aby uprosci¢ sobie sprawe rozwazymy zderzenie sprezyste dwoch kul w uktadzie
laboratoryjnym, to jest takim w ktérym jedna z kul spoczywa. Rysunek (4.1.1)
przedstawia kierunki rozbiegania si¢ kul po zderzeniu, wzgledem osi X uktadu
wspotrzednych.
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v

Rysunek 4.1.1. Rysunek do analizy zderzenia sprezystego kul

Réwnania (4.1.3) i (4.1.4) przyjma posta¢

mlv% = m117’% + mzv% 4.1.5a
myvy, = my|v';|cos(8;) + m,|v',|cos(6,) 4.1.5b
4.1.5c

myvy, = my|v';[sin(6;) + m,|v',|sin(6;)

Uktad trzech réwnan (4.1.5) zawiera cztery niewiadome, sg to (V1; V%; é1; &), lub
rownowaznie (Vi V4y; V2 V). Trzy rdwnania pozwalajg na wyznaczenie
wartosci trzech zmiennych. Nauka z tego jest taka. Znajomos¢ predkosci 1 mas
kul przed zderzeniem nie wystarcza do wyznaczenie predkosci kul po zderzeniu.
Musimy wspomoc si¢ pomiarem jednej z szukanych wielkosci. W fizyce czastek
elementarnych zazwyczaj mierzy si¢ kat odchylenie € wybranej czastki. Zatem
sama zasada zachowania pedu 1 energii nie wystarcza do opisu zderzen
sprezystych. Gdyby bylo inaczej, to znajomos¢ pedu 1 energii zblizajacych sig kul
catkowicie determinowataby efekt tego zderzenia, a sam proces zderzenia statby
si¢ mato istotny. Dlaczego? Bo niewazne bytoby co si¢ zderza, wazne bytyby
tylko te poczatkowe pedy i energie kinetyczne. Wszystkie zderzenia o tych
samych pedach i energiach kinetycznych wygladatyby blizniaczo podobnie. Brak
jednego réwnania oznacza, ze Sam proces zderzenia ma prawo dorzuci¢ swoje
trzy grosze do tego jak czastki rozchodzg si¢ po zderzeniu.

Zaktadamy teraz, ze zderzenie jest: sprezyste 1 centralne. Uklad
wspohrzednych wybieramy tak aby jedna z osi; np. o$ X, biegta wzdluz linii
taczacej $rodki kul. W zderzeniu centralnym ruch przed i po zderzeniu odbywa
si¢ wlasnie wzdtuz takiej linii. Mozemy zatem rozwigza¢ to zadanie jako
jednowymiarowe (p¢dy mozemy traktowaé jako skalary). Odpowiedni uktad
roOwnan wyglada tak

m1U12 — mlv'% + mzv'% 4.1.6a

S 4.1.6b

Mamy dwa réwnania i dwie liczby do wyznaczenia: to jest wartos¢ predkosci
wzdtuz osi x obu kul po zderzeniu. Wyglada na to, ze w jednym wymiarze
przebieg procesu zderzenia sprezystego nie ma znaczenia. Wszystkie zderzenia

59



Jan Masajada © — 45 tematow z fizyki

sprezyste z tymi samymi pedami i energiami przed zderzeniem sg do siebie
blizniaczo podobne. W jednym wymiarze jest za mato swobody na to, aby efekt
koncowy zderzenia sprezystego zalezal od jego przebiegu. Wszystko jest
okreslone przez pedy i energie zderzajacych sie kul. Dodanie drugiego wymiaru
radykalnie tg sytuacje zmienia.

Skoro tak jest, to warto znalez¢ rozwigzanie uktadu (4.1.6). ROwnanie
(4.1.6a) mozemy napisa¢ w postaci

myv's = my (v —v'f) = my(vy; —v') Wy + 1) 417
Rdéwnanie (4.1.6b) mozemy napisa¢ w postaci
myv', = my (v, — v'y) 4.18
Dzielac (4.1.7) przez (4.1.8) mamy
v, =v, +7v 4.19
Otrzymany wynik wstawiamy do rownania (4.1.6b)
mvy = mv'y + my(vy +v'y) 4.1.10
Po pogrupowaniu wyrazoéw przy predkosciach otrzymujemy
v (my —my) = (my + my)v'y 4111
Teraz mozemy wyliczy¢ predkos¢ v’y
' m; —mj
R — 4.1.12
Wstawiajac tak obliczong predkos$¢ do réwnania (4.1.9) obliczmy predkosé V',
, m; —m, 2my
Vo=V +——F—— U1 4,113

Ul ==
m1+m2 m1+m2

W tym miejscu zadanie mozemy uzna¢ za rozwigzane i przejs¢ do analizy
otrzymanego rozwigzania.

Rozpatrz¢ wybrane przypadki szczegdlne. Niech masy kul sg sobie rowne
my=m,, wtedy

/ my —mj

v,=———v, =0o0razv, = ——
my +m, my +m,

2my _

V1 =0 4.1.14

Kule wymieniaja si¢ predkosciami, co jest efektem znanym kazdemu, kto gra
w bilard.

Niech kula uderzajaca ma duzo mniejsza mas¢ od kuli nieruchomej
m;<<m,, wtedy mozemy przyjac, ze m;/m, — 0 i w efekcie

V4 = =D
m ot ! 4.1.15a
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oraz

= v, =0
m ot 4.1.15b

Lzejsza kula odbija si¢ od ci¢zkiej jak od Sciany, a kula nieruchoma praktycznie
nie odczuwa skutkow zderzenia.

Niech kula uderzajaca ma znacznie wigksza mase¢ od kuli nieruchome;j
m;>>m,, wtedy m,/m; — 0 i

1+ 4.1.16a

m, V1~ 201 4.1.16b

Duza kula prawie nie zmienia swojej predkosci, a mata porusza si¢ z prawie
Z podwojong predkoscig duzej kuli.

Oblicze zmiang energii kuli ruchomej w zderzeniu centralnym sprgzystym.
W tym celu wykorzystam wzor (4.1.12) na wartos¢ predkosci tej kuli po
zderzeniu.

1 (ml_mz)z 1
AEkl =§m1mv12 —Emlvlz ‘117
_ 1 o[ —me)® -
2 1 (my + m,y)2

Po przeksztatceniach mam

2 2 2 2
, My —2mym, + m; —my — 2m;m, —m;

AE, == A,
k1= 5l (m, +1m,)? 4.1.18
Zmiana energii kinetycznej pierwszej kuli wynosi
AEy, = —4 Ejy —%
k1 = K1 (m, +m,)? 4.1.19

Po zderzeniu pierwsza kula traci energi¢ kinetyczna, co jest zrozumiate, gdyz
w laboratoryjnym uktadzie wspotrzednych tylko pierwsza kula dysponuje przed
zderzeniem niezerowg energig kinetyczng. Powrécimy do wzoru (4.1.19) przy
okazji omawiania reaktorow jadrowych.
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4.2. Zderzenie calkowicie niesprezyste endotermiczne

W przypadku zderzen niesprezystych wolno nam korzysta¢ tylko z zasady
zachowania pedu, ktéra ma taka sama posta¢ jak w przypadku zderzenia
sprezystego. Nie wolno nam korzysta¢ z zasady zachowania energii, gdyz czg$¢
energii kinetycznej przemienia si¢ na energi¢ cieplng, ktorej nie umiemy
bilansowac. Teraz nawet w jednym wymiarze problem nie da si¢ jednoznacznie
rozwigza¢. Musieliby$my po prostu wiedzie¢, ile energii kinetycznej jest podczas
zderzenia gubione. Drugim skrajnym przypadkiem jest zderzenie catkowicie
niesprezyste. Co prawda dalej mozemy korzysta¢ tylko z zasady zachowania
pedu, ale mamy dodatkowy warunek, ze po zderzeniu kule sg zlgczone, czyli
poruszaja si¢ z tg samg predkoscia; przyjmiemy oznaczenie:

A A |
Vi=V,=V 4.2.1
Rownanie na zachowanie pedu, w postaci wektorowej ma postac:

myvy; + myv, = (my; + my) v/ 422
w postaci skalarnej mamy dwa réwnania
' 4.2.3a
MV + MyVpy = (ml + mZ) U x
4.2.3b

myvyy + myvy, = (Mg +my) v,
Mamy dwa rownania i dwie niewiadome. Wyznacze obie niewiadome

’ my Vix + MmyVsy

1] =
x m, +m, 4.3.4a
o my Uiy + Myvyy 43,45
y my +m, =

Gdy zderzenie jest nieelastyczne nie mozemy stosowac zasady zachowania
energii, gdyz nie potrafimy bilansowac energii cieplnej. Dlaczego jednak mozemy
stosowac zasade zachowania pedu? Na sprawe mozna spojrze¢ tak. Energia jest
wielkoscig skalarng, czyli nie wyrdznia zadnego Kkierunku w przestrzeni.
Pomy$lmy o kuli jako sktadajacej si¢ ze zbioru bardzo wielu bardzo matych
kuleczek — czasteczek 1 atomow (dalej bede mowit — czasteczek) (rys. 4.2.1). Te
mate czasteczki wykonuja swoje wtasne ruchy wewnatrz duzej kuli. Jednak sity
wigzania nie pozwalajag matym czasteczkom na zbyt duzo swobody. W dziale
termodynamika zinterpretujemy te ruchy wlasne czasteczek jako energi¢ cieplna
zgromadzong wewnatrz duzej kuli.
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Rysunek 4.2.1. Ciala makroskopowe
sktadajg sie z olbrzymiej liczby drobnych
czasteczek, bedacych w ciggtym ruchu.
Ruchy te s3g ograniczone sitami wigzania
czasteczek, przez co przypominajg
wahania kulki zawieszonej na sprezynie.
Ruchy te odpowiadajg za energie cieplng
ciata. Ruch czasteczek jest catkowicie
chaotyczny, to znaczy rozne czastki
poruszaja sie w rézne strony.

Ruch duzej kuli wzgledem wybranego uktadu wspotrzednych powoduje, ze
czasteczki, z ktorych duza kula si¢ sktada, majg dodatkowa predkos$¢ rownag
predkosci duzej kuli — wiadomo, ze kiedy kazda czg¢$¢ calosci porusza sie z ta
samg predkoscig 1 w tg samg strong to z tg predkoscig porusza si¢ rOwniez owa
catos¢ (rys. 4.2.2).

\

—_—

Rysunek 4.2.2. Gdy ciato makroskopowe
porusza sie z okre$long predkoscia v,
wzgledem wybranego uktadu
wspotrzednych, to oprécz ruchu
zwigzanego zenergia cieplng czastki
maja tak roztozone predkosci, Ze suma
ich S$rednich predkosci po pewnym
przedziale czasu przypadajace na jednag
czasteczke jest rowna predkosci v ciata
makroskopowego.

Zderzenie dwoch kul oznacza zderzenie catego ogromu matych czastek
(rys. 4.2.3), z ktérych te kule si¢ sktadajg. Zatozmy tutaj, ze Same czastki zderzaja
si¢ elastycznie. W wyniku zderzen czastki zmieniajg swoje predkosci. Ale energia
kinetyczna jest skalarem. Zatem z punktu widzenia bilansu energii nie jest wazne
czy zmianie wartosci energii kinetycznej danej czastki towarzyszy zmiana
Kierunku jej predkosci. Po zderzeniu czgstki zmieniajg Kierunki swoich wektorow
predkosci, a energia dalej pozostaje zachowana. Zasada zachowania pedu
wymaga jednak, aby ped byl zachowany nie tylko co do wartosci ale réwniez co
do zwrotu i kierunku. Zaldézmy teraz, ze jedna z kul spoczywa, a druga uderza
W nig. Pary czastek zderzajac si¢ mogg zmienic¢ po zderzeniu kierunki predkosci
spehiajgc przy tym i zasade zachowania energii i pedu.
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Rysunek 4.2.3. Zderzajace sie dwie kule odksztatcajg sie w miejscu zderzenia
iwytwarza sie przestrzen wzajemnego oddziatywania czastek obu kul.
W wyniku tego oddziatywania czgsteczki wymieniajg sie energia i pedami.
Zwiazana z tg wymiang zmiana predkosci czastek nie musi zachodzi¢ wzdtuz
kierunku wyznaczonego przez poczatkowe predkos¢ kul (zderzenia
niecentralne).

Rozproszone w roznych kierunkach czastki zwickszajg temperature kuli. Rysunek
(4.2.4) pokazuje sytuacje dwoch par czgstek. Czastki czerwone naleza do jedne;j
ze zderzajacych si¢ kul, a zielone do drugiej. Drgania termiczne powoduja, ze
predkos¢ przecigtnej czastki rozni, si¢ w danej chwili, co do kierunku (czarna
linia) i warto$ci od predkosci kuli. Czastki zderzaja si¢ niecentralnie. W efekcie
zderzenia catkowity ped liczony w kierunku czarnej linii musi zosta¢ zachowany.
Zachowany musi by¢ rowniez ped w kierunku prostopadlym. Zachowanie pedu
w zadanym Kkierunku nie wymusza jednak zachowania energii kinetycznej
liczonej w tym kierunku. Wartosci predkosci wzdtuz wybranej osi moga ulec
zmianie. W tej sytuacji cze$¢ energii kinetycznej unoszona bedzie w kierunku
prostopadtym do kierunku ruchu duzych kul. Bilans energii kinetycznej duzych
kul (jako catosci) zmieni si¢. Czg¢$¢ energii zderzenia wzbogaci ruch czastek
wewnatrz kul podnoszac ich temperature.

Czy jednak mamy prawo zaktada¢, ze czasteczki, z ktorych sktadaja sie¢
kule zderzajg si¢ sprezyscie? No coz, jezeli zderzajg si¢ niesprezyscie to znaczy,
ze ich energia kinetyczna musi si¢ rozprasza¢ na energi¢ cieplng ich sktadowych
— na przyktad na wzbudzenie drgan cieplnych elektronow. Wtedy mozemy
zaglebi¢ naszg analiz¢ do poziomu elektronéw i1 innych sktadowych atomu,
przyjmujac ze to one zderzajg si¢ sprezyscie. Jezeli jednak 1 to nie bedzie prawda
to mozemy cofnac si¢ o jeszcze jeden poziom nizej. Az trafimy na taki poziom,
dla ktorego bedziemy mogli zatozy¢, ze zderzenia sg sprezyste, czy to z powodu
tego, ze takie sg naprawde, czy tez dlatego, ze nie jesteSmy w stanie stwierdzi¢
ich niesprezystosci. Te proste rozwazania majg swoje zastosowania w fizyce
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czastek elementarnych. Powiedzmy, ze w akceleratorze zderzaja si¢ dwa
strumienie czastek, ktore uznajemy za elementarne, to jest takie, ktore nie dadza
si¢ opisa¢ jako ztozone z czastek mniejszych.

Rysunek 4.2.4. W szarym obszarze zderzaja sie dwie pary czastek z kazdej
z duzych kul. Duze kule biegng naprzeciw siebie, centralnie, w kierunku
wyznaczonym przez czarng linie. Ale tylko cze$¢ predkosci czastek zwigzana
jest z ruchem kul. Pozostata czes$¢ (zwykle znacznie wieksza) zwigzana jest z ich
ruchem cieplnym. Predko$ci czastek przed zderzeniem wyznaczaja ciggte
strzatki, a po zderzeniu strzatki rysowane linig przerywanga. Po sprezystym
zderzeniu czastek predkosci tak sie tasuja, ze catkowity ped wzdtuz dowolnej
osi musi zosta¢ zachowany. Jednak warto$¢ energii kinetycznej dla sktadowej
predkosci liczonej wzdtuz danej osi nie musi by¢ zachowana. Przyktadowo
niech w danym uktadzie odniesienie pedy zderzajacych sie czastek sumujg sie
do zera; na przyktad obie czastki majg ped jednostkowy przeciwnie skierowany.
Jezeli po zderzeniu ich predkosci, liczone wzdtuz tej osi, spadng o potowe, to
dalej ich pedy beda sie sumowaty do zera. Jednak ,utracona” predkos$¢ wzdtuz
wybranej osi, bedzie musiata , odnalez¢ sie” w kierunku prostopadlym (przez
wzglad na zasade zachowania energii). Zmieni sie jednak energia liczona
wzdtuz wybranej osi. Gdy wiekszo$¢ z czasteczek straci nieco energii
w kierunku ruchu kul, to energia kinetyczna kul nie bedzie zachowana.
Podniesie sie za to temperatura kul.

Jezeli czastki sg elementarne to zderzenia powinny by¢ sprezyste, gdyz energia
nie moze rozproszy¢ si¢ na wewnetrzng dynamike sktadnikow, ktérych nie ma
(rys. 4.2.5). Jezeli jednak okaze si¢, ze w zderzeniach energia kinetyczna nie jest
zachowana, to jest to powazny argument za stwierdzeniem ztozonej budowy
czastek, ktore podlegaja zderzeniu.
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Rysunek 4.2.5. Dwa uktady czastek w zderzeniu centralnym. W lewej kolumnie
zderzenie jest zderzeniem elastycznym, co oznacza, Ze mozemy przyjac, ze
czastki, przynajmniej dla badanego zakresu energii zderzen nie wykazuja
struktury wewnetrznej. W prawej kolumnie czastki sg ztozone. W czasie
zderzenia, tracg czeS$¢ swojej energii kinetycznej na energie skitadnikéw
wewnetrznych; w efekcie mamy zderzenie nieelastyczne

Tak miedzy innymi stwierdzono, ze proton 1 neutron majg wewnetrzng strukture.
Dzi§ uwazamy, ze sg zbudowane z kwarkoéw. Nie udato si¢ natomiast odkry¢
wewngetrznej struktury elektronu. Uznajemy go wiec za czastke elementarng. Nie
mozna jednak z calg pewnoscig stwierdzi¢, ze w przyszlosci nie uda si¢ nam
rozpedzi¢ elektrondow do takich predkosci, ze energia zderzania poruszy ich
wnetrze. Wtedy bedziemy mowili, ze elektrony sg czastkami ztozonymi.
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5. Przekroj czynny ¢ /&

Bywa, ze sytuacja wyglada nast¢gpujaco. Mamy strumien wielu bardzo drobnych
pociskow, ktore mozemy uwazac za punktowe. Z drugiej strony mamy mocno
dziurawg tarcze. Gdy wezmiemy cienki plaster tarczy, o niewielkiej grubosci Ax
okaze si¢, ze tworzace ja czastki mozna sprowadzi¢ do jednej plaszczyzny.
Mozemy tak uczyni¢ gdyz czasteczki tarczy praktycznie si¢ nie przestaniajg (rys.
5.1). Przedstawiona tu sytuacja nie jest bynajmniej wydumana. Jezeli za pociski
wezmiemy elektrony, protony, neutrony lub jadra pierwiastkow lekkich, to dla tak
matych pociskéw wnetrze cienkiego plastra materialnej tarczy jest wielkg pustka
gdzieniegdzie poprzetykang drobnymi skupiskami materii jakimi sg atomy.

Rysunek 5.1 Cienki plaster tarczy widziany z boku. Gdy elementy wypetniajace
tarcze sa roztozone rzadko, tak ze praktycznie sie nie przestaniajg, to mozemy
plaster zastgpi¢ rownowazng strukturg ptaska.

Powiedzmy ze na tarcze pada N pociskow 1 ze od strony nadlatujgcych pociskow
tarcza ma pole powierzchni S. Niech n oznacza gestosc czastek tarczy, czyli liczbe
czastek w jednostce objetosci. Niech w objetosci plastra tarczy liczba pociskéw,
ktore zderza si¢ z czastkami tarczy wynosi AN. Wtedy mozemy zapisaé

AN _ o sa 5.1
N—Sn X .

Aby wyrazenie (5.1) mialo sens wielko§¢ o musi oznacza¢ efektywnag
powierzchni¢ pojedynczego elementu tarczy. Wtedy NSAX wyznacza liczbe
czastek tarczy w objetosci SAX plastra tarczy, a onSAXx jest sumarycznym polem
powierzchni wszystkich czastek tarczy. Wyrazenie noSAX/S jest stosunkiem
powierzchni zajetej przez elementy tarczy i powierzchni catej tarczy. Im bardziej
jest ,,dziurawy” material, z ktérego zrobiona jest tarcza, tym ten stosunek jest
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mniejszy. Przypominam, ze zalozylismy, ze elementy tarczy nie przestaniajg si¢ i
mozemy je sprowadzi¢ do jednej ptaszczyzny (rys. 5.1). Po tych wyjasnieniach
wzor (5.1) powinien by¢ zrozumiaty. Im wigcej jest wolnego miejsca wewnatrz
tarczy tym mniej pociskoéw trafi w ktorys z jej elementdw.

Uzylem stwierdzenia, ze o jest efektywna powierzchnig pojedynczego
elementu tarczy. Po co ten dodatek w postaci stowa ,,efektywna”? Wyobrazmy
sobie nastepujaca sytuacje. Mamy tarcz¢ o promieniu 1m, zbudowang z krazkéw
0 Srednicy 4cm. Niech tych kragzkow bedzie 1000 (rys. 5.2a).

Rysunek 5.2. a) Tarcza sktada sie z pojedynczych elementéw. Kazdy taki
element ma powierzchnie o, ktora jest jednoczesnie wartoscig przekroju
czynnego ze wzgledu na ugrzezniecie kulki $rutu; b) elementy tarczy maja
wady. Ciemnie obszary nie sg w stanie zatrzymac Srutu.

Powiedzmy, ze w kierunku tarczy wystrzelilismy losowo 10000 kulek $rutu. Ile z
nich trafi, w ktory§ z elementdow tarczy? Powierzchnia tarczy S=3.14m2.
Powierzchnia pojedynczego elementu tarczy o=12.5cm?, czyli 0=0.00125m?2.
Tysigc takich elementdbw ma powierzchnie 1.25m?. Zatem mozemy si¢
spodziewac, ze w tarcze trafi 1.25/3.14~0.4, co daje okoto czterech tysigcy kulek
zZ dziesieciu tysiecy wystrzelonych.

Rozwazmy inny wariant calej sytuacji. Proces produkcji elementow tarczy
prowadzony byta tak, ze kazdy z nich zawiera losowo roztozone pecherze
powietrza (rys. 5.2b). Pytanie brzmi: ile kulek $rutu ugrzeznie w elementach
tarczy? Jezeli $rut trafi na pecherz powietrza, to przeleci przez krazek, jezeli nie
to w nim utkwi. Wzor (5.1). mozemy przeksztatci¢ do postaci

AN S

o= N nSAx 5.2

. N e’
liczba elementow tarczy

Prowadzimy doswiadczenie i1 stwierdzamy, ze z dziesigciu tysiecy Kkulek
w elementach tarczy utkwito AN=500. Wstawiajac to do wzoru (5.2) mam
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500 3.14
~ 100001000

W ten sposob doswiadczalnie wyznaczyliSmy $rednig efektywna powierzchnig
jaka nalezy przypisa¢ pojedynczemu $redniemu elementowi tarczy, gdy chcemy
ze wzoru (5.1) oblicza¢ liczbe kulek srutu, ktore ugrzezna. Jak widaé¢ z rysunku
(5.2b) kazdy element tarczy ma nieco inng powierzchni¢ pegcherzy, stad
konieczno$¢ dodania stowa ,.$rednia”. Obliczona $rednia powierzchnia efektywna
jest prawie 8 razy mniejsza od powierzchni geometrycznej. Nie mowimy o niej
,powierzchnia efektywna” tylko przekrdj czynny ze wzgledu na jakie$ zdarzenie.
To ,jakie$ zdarzenie”, to moze by¢ ugrzeznigcie pocisku w tarczy, przebicie
elementu tarczy, odbicie si¢ od tarczy (moze w tarczy tkwig twarde kamyki, ktore
powoduja odbicie srutu). W réznych badanych procesach moga nas interesowac
roézne zdarzenia, dla ktérych mozemy wyznaczy¢ przekrdj czynny. Ta sama tarcza
ma rozne przekroje czynne dla réznych zdarzen i roznych pociskow. Opisana tu
procedura jest czgsto stosowana w fizyce wysokich energii i w fizyce jadrowe;.
Doswiadczalnie wyznacza si¢ przekroje czynne dla r6znych procesow 1 dla
r6znych kombinacji pociskow 1 tarcz.

Po tym krétkim wprowadzeniu idei przekroju czynnego, czas na bardziej
rygorystyczne podejécie do sprawy. Powiedzmy, ze na tarcze pada N, pociskow,
a chwilg¢ pdzniej odnotowujemy, ze bez zaburzenia przeszio Ny pociskow.
Z wigzki padajacej ubylto (od tego ubyto mamy znak minus przy AN)

~ 0.00016m? = 1.57cm? 5.3

o

Ny — N, = —AN >4
Korzystajac z (5.1) mam
AN = —NnoAx 5.5

Jezeli myslales, ze daruj¢ sobie przejscie A—d, we wzorze (5.5), to ciggle mato
mnie znasz. Dokonam tego przejscia, a wzor (5.1) zapisz¢ w postaci

dN = —Nnodx

Przejscie do nieskonczenie cienkiego dx powoduje, ze bede mdgt analizowac
nawet grube tarcze, to jest takie, ktorych nie da si¢ traktowacé jako cienkie (jak na
rys. 5.1). Ze wzoru (5.6) mogg policzy¢ liczbe czastek, ktora przechodzi przez
tarcze o grubosci dx bez rozproszenia, gdy na poczatku byto tych czastek N. Aby
policzy¢ ile tych czastek przejdzie przez tarcze o grubosci AX muszg liczy¢
przejscie przez kolejne nieskonczenie cienkie warstwy, uwzgledniajac, ze na
kazda nastgpng pada mniej czastek; czyli muszg obliczy¢ odpowiednig catkg. W
tym celu rozdzielam zmienne po ktorych bede catkowat

N dN X
—f — = naf dx o5.7
Ny N 0

5.6

Obliczenie catek z obu stron daje
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- (ln(Nk) — ln(Np)) = nolx >-8a

In| — | = —nolAx
Ny
Gdy chcemy si¢ pozby¢ z lewej strony logarytmu odwolujemy si¢ do nastgpujace]
operacji

5.8b

5.8¢c
N
eln<N_I;) = g NoAX — & — g Nolx
Np
5.8

— —-nolAx
Nk = Npe

Wzor powyzszy okreslajacy liczbe czastek przechodzacych bez zderzenia z N,
padajacych czastek, jest jednym z podstawowych wzorow teorii zderzen. Zwykle
w eksperymencie znamy ilo$¢ pociskéw i mozemy zmierzy¢ ile pociskow ulega
rozproszeniu (lub przechodzi bez rozpraszania) oraz znamy gesto$¢ n obiektoéw
tarczy. Znajac te wielkosci oraz grubos¢ tarczy X, mozemy, positkujac si¢ wzorem
(5.8), wyznaczy¢ warto$¢ przekroju czynnego o na rozpraszanie, lub ze wzgledu
na inne zdarzenie. Liczba czgstek zderzajacych si¢ z tarczg jest rowna

N, = N, — Ny, = N, (1 — e~198x) >9

Przy matych warto$ciach iloczynu noAX, to znaczy gdy rozpraszanie jest stabe,
wyrazenie ekspotencjalne mozemy roztozy¢ w szereg McClaurina (DB 3.3)

1
e—nan =1—nolAx + Enzo-zsz + 0[Ax]3 ~1—nolAx 5.10

Po wstawieniu przyblizenia (5.10) do wzoru (5.9) mamy

N, = NpynolAx 5.11

WréciliSmy do wzoru (5.1).

W ukladzie SI jednostkg przekroju czynnego jest [m?]. W fizyce jadrowe;j,
gdzie przekroj czynny nalezy do wielko$ci o podstawowym znaczeniu uzywa si¢
wygodniejszej jednostki o0 nazwie barn. Jeden barn jest rowny w przyblizeniu
polu powierzchni przekroju jadra atomu uranu.

Definicja 5.1: Barn

Jeden barn to pole powierzchni o wartosci = 105 m?

Zadanie 5.1

Przekroj czynny na rozpraszanie neutronéw na folii aluminiowej jest
rowny 1.5 barna. Ile neutrondw zostanie rozproszonych, jesli w kierunku
folii aluminiowej o grubosci d = 0.1mm wystrzelimy 10 000 neutronow.
Gesto$¢ glinu wynosi p = 2700kg/m3. Masa jadra glinu (aluminium)
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wynosi m = 44.82- 10%’kg. Skorzystaj z faktu, ze cienkg foli¢ neutronow
mozna przedstawi¢ jak na rysunku (5.1).

Rozwigzanie zadania zaczn¢ od obliczenia ggsto$ci powierzchniowej atomow
folii. W pierwszym Kkroku oblicze mas¢ metra kwadratowego folii, czyli
przemnoze gestos¢ glinu przez grubos¢ folii: p-d. Jezeli wielkos$¢ ta podzielg
przez mas¢ jadra glinu otrzymam liczbg atoméw glinu zawartych w  jednym
metrze kwadratowym folii, czyli gesto$¢ powierzchniowa (powierzchniowa bo
sptaszczam folie tak jak na rysunku 5.1) atomow glinu.

d 2700-107* [k—gs] [m] 1
n=0"22 = =6.110% —

m ~ 44.82-10727 [kg] m 5.12

Latwo policzy¢, ze z punktu widzenia procesu rozpraszania powierzchnia

wszystkich jader w jednym metrze kwadratowym folii z glinu o0 grubosci 0,1mm,

widziana z kierunku nadlatujacych neutrondw wynosi
S=n-0=9-10""m

Jest to mniej niz jedna dziesigta procenta catej powierzchni folii. Uzasadnione jest
wigc skorzystanie z modelu pokazanego na rysunku (5.1) i wzoru (5.2)

5.13

1
_ 4 . 26 . . —28.,2 —
AN =10%-6.1-10 ) 1.5-107“°m“ =9 514

Sposrod 10 000 padajacych neutrondw rozproszeniu ulegloby 9, a bez zaburzenia
przesztoby pozostate 9991 neutronéw; nic dziwnego, ze promieniowanie
neutronowe uznawane jest za wysoce przenikliwe.

5.1 Rozniczkowy przekroj czynny

Na pewno czujesz, ze z tym przekrojem czynnym nie moze by¢ az tak prosto.
| rzeczywiscie, obok przekroju czynnego mamy do dyspozycji subtelniejsza
wielko$¢ nazywang rézniczkowym przekrojem czynnym. Jego wprowadzenie
wymaga przypomnienia pewnych faktow z matematyki.

5.1.1. Miary kata

Powszechnie uzywang miarg kata jest stopien miary katowej (krotko stopien).
Jeden stopien jest katem opartym o tuk kota o dtugosci 1/360 dtugosci obwodu
tego kota (rys. 5.1.1a).

71



Jan Masajada © — 45 tematow z fizyki

Rysunek 5.1.1 Graficzna ilustracja jednego stopnia miary katowej (a), oraz
jednego radiana; tuk kota na ktérym oparty jest kat jednego radiana jest rowny
dtugosci promienia tego kota (b).

Wynika z tego, ze kat prosty zawiera 90°, a kat pelny 360°. Jednostka ta ma swoj
rodowod w glebokiej przeszlosci. Znaczenie wygodniejsza jednostka,
przynajmniej z punktu widzenia fizyki, jest jeden radian (rys. 5.1Db).

Definicja 5.1.1: radian

Jeden radian jest Rgtem opartym o fuk Rofa, Ktorego dtugosc jest rowna promieniowi
tego Rota

Przy okazji chciatem zwrdci¢ uwage na fakt, ze punkty na ptaszczyznie mozemy
jednoznacznie identyfikowaé¢ w ukladzie przedstawionym na rysunku (5.1.2).
Potozenie kazdego punktu P jest okreslone przez podanie dwodch liczb (r, ¢),
gdzie r jest promieniem okregu o $rodku w $rodku uktadu wspotrzednych
I przechodzacego przez punkt P, a kat ¢ mierzymy od dodatniej potosi X, do
promienia r. Zauwaz, ze kat o dodatniej mierze mierzony jest przeciwnie do
wskazdwek zegara. Rysunek (5.1.3) wyjasnia konwencje jakg bede si¢ postugiwat
w sprawie katow. Warto w tym miejscu przypomnie¢ istotny

Fakt 5.1.1: Wymiar kata
Kat jest wielkoscig bezwymiarowg

Uktad (r,p) nazywamy biegunowym uktadem wspotrzednych. Biegunowy uktad
wspotrzednych ma osobliwos¢, ulokowang w swoim poczatku. W punkcie tym
dobrze okreslone jest r=0, ale kat @ nie ma dobrze okreslonej wartosci.
Mogliby$my si¢ umowic, ze kat ¢ ma w poczatku uktadu wspotrzgdnych wartosé
zero: ¢=0, ale nie jest to dobre wyjscie. Rysunek (5.1.4) pokazuje, ze niezaleznie
od tego jaka warto$¢ kata wstawimy w $rodku uktadu wspodtrzednych przy ruchu
przez $rodek wspotrzedna poruszajacego si¢ punktu dozna gwattownego skoku.
Na szczescie osobliwo$¢ ta nie powoduje niejednoznacznosci w okresleniu
polozenia punktow w uktadzie biegunowym. Promien r=0 jednoznacznie
wskazuje na punkt w poczatku uktadu wspotrzednych. W tej sytuacji
nieokreslono$¢ wspotrzednej katowej nie powoduje komplikacji.
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Fakt 5.1.2. Osobliwos¢ ukiadu biegunowego

Ukfad biegunowy ma w swoim poczatku osobliwo$é wspoétrzednej

katowej

A\

x

Rysunek 5.1.2. Zamiast podawac
wspoétrzedne (x, y) punktu P,
mozemy poda¢ pare liczb (r, ¢).
Pierwsza z nich wskazuje promien
kota o Srodku w poczatku uktadu
wspotrzednych przechodzacego
przez punkt P, a druga oznacza kat
mierzony od dodatniej poétosi x,
w kierunku przeciwnym do ruchu
wskazowek zegara.

Konwencja 5.1.1: Konwencja dla wyznaczenia wartosci kata
Kat od wybranej osi (na rysunku 5.1.3 jest to oS x) mierzony w Rierunku przeciwnym
do ruchu wskazowek, zegara oznaczony jest jako dodatni, a mierzony zgodnie z
Rierunkiem ruchu wskazoweR zegara oznaczony jest jako ujemmy.

\J

x

Rysunek 5.1.3. Potozenie punktu P
w wybranym uktadzie wspotrzednych
mozemy okresli¢ na dwa sposoby, albo
mierzac wspotrzedna katowa
w kierunku przeciwnym do ruchu
wskazowek zegara, wtedy ¢=222°, albo
zgodnie z ruchem wskazéwek zegara
w=-138°.
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Rysunek 5.1.4. a) Niech punkt P porusza sie wzdtuz niebieskiej linii, a po
przekroczeniu poczatku uktadu wspoétrzednych kontynuuje ruch wzdiuz
czerwonej linii. Chociaz ruch punktu P jest ciggly, to wspétrzedna katowa
doznaje skoku przy przekroczeniu srodka uktadu wspétrzednych, tak jak to jest
pokazane na wykresie (b). Srodek ukiadu jest punktem skokowej zmiany

wartos$ci wspotrzednej katowej .

Wozory na przejscie od uktadu biegunowego do kartezjanskiego wygladaja
tak
X =T COS
{ = 7 cos(9) 5.1.1
y = rsin(¢p)
Bardziej ztozone sa wzory na przejscie od ukladu kartezjanskiego do
biegunowego

r=qx?ty? 5.1.2a
( Y
arctan (x) dlax >0

arctan(%)+n dlax<0iy =0

8% )
arctan (;) —nTdlax<0iy<0 51.2b
T
Edlasziy>0
T
—= dlax=0iy<0

2
\niezdefiniowanedlax =0iy =0

Wzory (5.1.2b) odzwierciedlajg ztozono$¢ problemu ze wspotrzedng katows. Po
pierwsze, w poczatku uktadu wspotrzednych zmienna katowa ¢ jest nieokreslona,
to juz wiemy. W pozostatych obszarach zmienng katowg okreslamy przez funkcje
odwrotng do funkcji tangens, czyli przez funkcje arcustangens. A funkcja
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arcustangens okreslona jest jednoznacznie tylko dla potowy kata pelnego (rys.
5.1.5).

arctan (x)

T

2

T

4
-10 -5 5 10 >
X [mm

T

2

Rysunek 5.1.5. Wykres funkcji arcustangens. Funkcja ta odwzorowuje zbior
liczb rzeczywistych w przedziat [-n/2;n/2] i nie obejmuje swoim zasiegiem
pelnego kat.

Dodatkowy ktopot pojawia si¢ dla x=0 i y£0, gdzie wyrazenie Yy/X staje si¢
nieskonczenie duze, a funkcja arcustangens, przy X—0 dazy do 772 i -2
odpowiednio dla y>0 i dla y<0. Zatem dla punktéw lezacych na dodatniej potosi
y przyjmujemy dla wspotrzednej katowej warto$¢ 772, a dla ujemnej -772.
Réwnania niektorych krzywych sa szczegdlnie proste w ukladzie
biegunowym. Na przyktad rownanie okregu o promieniu p1i o srodku w poczatku

uktadu wspotrzednych wyglada w uktadzie kartezjanskim tak

Ten sam okrag ma w uktadzie biegunowym réwnanie
r=p
Wykres okregu we wspotrzednych biegunowych przedstawia rysunek (5.1.6).

Funkcja liniowa opisuje w uktadzie biegunowym spirale Archimedesa.
5.15

5.1.4

r=age

Jej wykres we wspotrzednych biegunowych przedstawia rysunek (5.1.7)

Wiemy juz, Zze nie mozna utozsamia¢ wspotrzednych opisujacych
potozenie punktu w kartezjanskim ukladzie odniesienia ze wspotrzednymi
wektora. Inaczej moéwigc przestrzen wektorowa nie nadaje si¢ do
matematycznego modelowania przestrzeni euklidesowe;j. Staje si¢ to sensownie
mozliwe w momencie, kiedy jednemu punktowi przestrzeni euklidesowej
arbitralnie przypiszemy wektor zerowy, czyli wybierzemy wyrozniony punkt
jakim jest punkt poczatku uktadu wspotrzednych (rys. 3.1.4). Wtedy wspotrzedne
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punktu P(X;y) mozemy utozsamia¢ z wspoOlrzednymi wektora zaczepionego

w poczatku uktadu wspotrzednych i o koncu w punkcie P(X;y),

20

1.2

270

Rysunek 5.1.6. Wykres okregu o promieniu r=1 we wspo6trzednych
biegunowych. Zauwaz, ze na dodatniej p6tosi pionowej oznaczone sg wartosci
promienia, a na czarnym okregu wartos$ci kata tutaj podane w stopniach

s

270

Rysunek 5.1.7. Wykres spirali Archimedesa we wspotrzednych biegunowych.
We wspotrzednych biegunowych spirala Archimedesa opisana jest funkcja
liniowa.
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W przypadku wspotrzednych biegunowych nawet wybranie poczatku uktadu
wspoétrzednych nie zatatwia sprawy. Powiedzmy, ze wspotrzedne punktu P(r, )
traktujemy jako wspotrzedne wektora o poczatku w poczatku uktadu
wspotrzednych i koncu w punkcie P. Wtedy wektor przeciwny mozemy uzyskac
mnozac wspotrzedne danego wektora przez liczbe -1, przez co otrzymujemy
(r;@)—> (-r;-@). Ale wspotrzedna r nie moze mie¢ ujemnych wartosci. Stad
wynika, ze wspotrzedne biegunowe nie moga by¢ traktowane jako wspotrzedne
wektora nawet po wybraniu poczatku uktadu wspotrzednych.

5.1.2. Wspolrzedne sferyczne

W przestrzeni potozenie punktu mozna jednoznacznie okresli¢ we wspotrzednych
pokazanych na rysunku (5.1.8). Tak jak w przypadku przestrzennego uktadu
kartezjanskiego, kazdemu punktowi P przypisujemy uktad trzech liczb, ktore
jednoznacznie okreslaja jego potozenie. W przypadku uktadu sferycznego sg to:

e Promien r, czyli odlegtos¢ od poczatku uktadu wspodtrzednych do
punktu P.

e dfugo$¢ azymutalna 0<@<2m, czyli miara kata miedzy rzutem
prostokagtnym wektora OP (O oznacza punkt poczatku uktadu
wspotrzednych) na ptaszczyzne OXY, a dodatnig poétosig OX

e odlegtos¢ zenitalna 0<6<m, czyli miare kata miedzy wektorem OP
a dodatnig pdtosig OZ.

A
Z
/
/
/
;| P Rysunek 5.1.8. Sferyczny
e . uktad wspéirzednych (uktad
//”/ i r B matematyczny). Punkt P ma
. : N wspbétrzedne (r, ¢, 6)
| >
' y
¥y

Od wspéhrzednych  sferycznych  matematycznych do  wspotrzednych
kartezjanskich mozemy przej$¢ za pomocg wzorow
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x = r sin(@)cos(p)
y = r sin(@) sin(¢p) 516
z =1 cos(0)
Wzory odwrotne nie sg tak zlozone jak w przypadku wspoirzednych
biegunowych.

( r=x2+y2+ 22
[2 2
0 = arctg (x_—l—y) = arccos (E)
z r
. 5.1.7

_ y
@ = arctg (;)
@ jest nieokreslone dlar =0
\ 0 jest nieokreSlone dlar =0

Podobnie jak w przypadku wspotrzednych biegunowych, wspotrzedne katowe nie
sa okreSlone w poczatku ukladu wspotrzgednych. Zdefiniowany wyzej uklad
sferyczny jest nazywany ukladem matematycznym. W geografii uzywamy tzw.
uktad geograficzny pokazanego na rysunku (5.1.)

Rysunek 5.1.9. Sferyczny uktad
wspéirzednych (uktad
geograficzny).  Zrédto  rysunku
Wikipedia.

Tak jak w ukltadzie matematycznym mamy trzy liczby okreslajace potozenie
punktu w przestrzeni.

e Promien r, czyli odlegtos¢ od poczatku ukfadu wspodtrzednych do
punktu P.

e dfugos$¢ geograficzng -m<e<m, czyli miara kata miedzy rzutem
prostokagtnym wektora OP (O oznacza punkt poczatku uktadu
wspotrzednych) na ptaszczyzne OXY, a dodatnig poétosig OX

e szerokos¢ geograficzng -1/2n<6<1/2m, czyli miare kata miedzy wektorem
OP a jego rzutem na ptaszczyzne OXY. Przyjmujemy, ze miara kata jest
dodatnia, jesli rzut wektora OP na 0$ OZ jest z nig zgodnie zorientowany i
ujmena w przeciwnym wypadku
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Od wspotrzednych  sferycznych  matematycznych do  wspotrzednych
kartezjanskich mozemy przej$¢ za pomocg wzorow

x = r cos(6)cos(p)

y = r cos(0) sin(¢) 518

z =1 sin(60)
Wzory odwrotne nie sg tak zlozone jak w przypadku wspdtrzednych

biegunowych.
( r=x2+y2+ 22

¢ = arctg (%)
51.9

4 - /Z
6 = arcsin (—)
r

@ jest nieokreslone dlar =0
\ 0 jest nieokreslone dlar =0

Fakt 5.1.3: Osobliwos¢ uktadu sferycznego
Uktad sferyczny ma w swoim poczatku osobliwosé wspotrzednej katowe;j

Réwnanie sfery o promieniu r i srodku w poczatku uktadu wspotrzednych
jest w przypadku wspoétrzednych sferycznych szczegdlnie proste
5.1.10

r = const
Rysunek (5.1.10) pokazuje sfero podobna, pofaldowang powierzchnig, ktorej

roOwnanie we wspotrzednych sferycznych jest stosunkowo proste.

3

/
Rysunek 5.1.10. Wykres
powierzchni zdefiniowanej we
wspotrzednych sferycznych
wzorem r = 1 + sin(5¢)cos(86)
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5.1.3. Miara kata brylowego

Kat na ptaszczyznie jest zdefiniowany jako dwukat o wierzchotku w $rodku
okregu i ramionach opartych o tuk tego okregu. Postepujac analogicznie definiuje
si¢ kat brylowy. Teraz jednak nie bedzie to dwu kat, tylko stozek o wierzchotku
w $rodku kuli 1 oparty o wycinek powierzchni tej kuli (rys. 5.1.11)

Rysunek 5.1.11. Kat brytowy wyznacza stozek, ktérego wierzchotek potozony
jest w Srodku kuli i oparty o krzywa zamknieta na powierzchni tej kuli. b) jezeli
pole powierzchni wewnatrz krzywej zamknietej wyrysowanej na powierzchni
kuli o promieniu r jest r6wne r2, to kat brytowy oparty o ta krzywa ma wartos¢
jednego steradiana.

Za jednostke kata brytowego przyjeto steradian (rys. 5.1.10b)

Definicja 5.1.2: Steradian

Jednen steradian to kgt wyciety przez taki stozek, Ze pole powierzchni przecigcia
tego stozRa z Rulg o promieniu r jest réwne 1°

Fakt 5.1.4: Pelny kat brytlowy

Petny kat brytowy ma wartos¢ 4

5.1.4 Rozniczkowy przekrdj czynny %

Nareszcie jesteSmy gotowi do zmagan z rézniczkowym przekrojem czynnym.
Podstawy zostajg takie same — strumien pociskOw pada na tarcze, a cze$¢ z nich
ulega rozproszeniu. Do tej pory pytanie brzmiato: ile jest tych rozproszonych
pociskow? Mozemy zadac precyzyjniejsze pytanie - ile pociskOw rozproszy si¢
na tarczy pod katami z przedziatu a+de, to jest w kat brytlowy dQ (rys. 5.1.12).
Niech do oznacza takg powierzchni¢ elementu tarczy, ktéra odpowiada
przekrojowi czynnemu na rozproszenie pocisku w zadany kat brytowy.
Zapiszemy ta wielko$¢ w postaci

do = o(¢; 6)dQ 5.1.11
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Tutaj d£2 oznacza wartos$¢ kata brylowego opartego o element pt+de | +d6, o(¢;
0) jest funkcjg okreslajaca gestos¢ prawdopodobienstwa rozproszenia w dany kat
brytowy. W literaturze rézniczkowym przekrojem czynnym nazywamy obie
wielkosci, to jest doi o(¢; 6).

Rysunek 5.1.12. Nadlatujace
z lewej czastki ulegaja
&7dQ rozproszeniu na tarczy. Pytamy ile
® ° /;;,;-’:%;p z nich rozproszy sie w kat brytowy
o 1 dQ, ktéry widziany jest w kierunku
e o |,,(B<" okreSlony przez katy ¢ i 8? Na
% rysunku ¢ jest rézne od zera a 6
| réwne zeru, ale oba katy, ktére
c mozemy traktowac jako
wspotrzedne w sferycznym
uktadzie wspoétrzednych, mogg by¢

rézne od zera.

Wiele zagadnien praktycznych charakteryzuje si¢ symetrig osiowg. W takiej

sytuacji rézniczkowy przekrdj czynny zalezy tylko od kata ¢ . Ograniczymy si¢

do takich przypadkow. Musimy policzy¢ jaka czegscig sfery jest pierScien

pokazany na rysunku (5.1.13). Powierzchnia tego pierScienia wynosi
dS = 2nrdr = 2nRsin(@)Rde = 2mR?sin(¢)de

Dzielagc powierzchnig¢ pierScienia (5.1.12) przez wzoér na powierzchni¢ sfery
mamy kat brylowy wyznaczony przez ten pierscien

dQ = 2m sin(g)de
Z wyrazenia (5.1.11) otrzymujemy wzér na rozniczkowy przekrdj czynny
w przypadku symetrii osiowej
do = o(¢@)2m sin(@)de

Majac rozniczkowy przekrd) czynny mozemy obliczy¢ catkowity przekroj
czynny. W tym celu wyrazenie (5.1.14) musimy wysumowac¢ po catym kacie

5.1.12
5.1.13

5.1.14

T 41T

do
o= 21‘[.[ O‘((p) Sil’l((p)d(p =J Edﬂ 5.1.15
0 0

Wz0r (5.1.15) jest taczy rozniczkowy przekroj czynny z catkowitym przekrojem
czynnym w dany kat dla uktadow o symetrii kotowe;.
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Rysunek 5.1.13. Przy osiowej symetrii zagadnienia obliczamy liczbe czagstek
rozproszonych w obszar pierScienia wyrysowanego na sferze, ktérego brzeg
widziany jest ze $rodka sfery pod katem ¢, liczonym w stosunku do osi symetrii.

Zadanie 5.1.5

Skolimowany strumien pociskow pada na brzeg krazka o promieniu R.
Krazek traktujemy jako doskonale sztywny i spr¢zysty, a jego masa jest
znacznie wigksza od masy pociskow, tak ze mozemy zaniedba¢ odrzut
krazka przy zderzeniu z pociskiem. Obliczy¢ rézniczkowy przekroj
czynny o (o).
Zagadnienie jest jednowymiarowe, wigc do okreslenia kierunku rozproszenia
wystarczy jeden parametr; w tym przypadku bedzie to kat. Z rysunku (5.1.14)
widaé, ze czastka po zderzaniu z krazkiem, ulega rozproszeniu pod katem £, przy
czym kat £ liczony jest w stosunku do pierwotnego kierunku rozchodzenia si¢
strumienia czastek. W pomiarach mierzymy ilo$¢ czastek rozproszonych pod
zadanym katem f. Przypusémy, ze w kierunku dysku leci jednorodny strumien
czastek, tak ze ilo$¢ czastek, ktore w czasie jednej sekundy uderzaja w dysk,
majac przy tym parametr zderzenia b (def. 4.1) zawarty w przedziale [b,b+3b] jest
taka sama dla kazdego b. Migdzy parametrem b, a katem rozproszenia £ istnieje

dobrze okreslony zwigzek
(T =B _ B
sm( > ) = Rcos <2> 5.1.16

Funkcja sinus kata « jest pod warto$cig bezwzgledna, gdyz parametr zderzenia b
Jest z definicji dodatni, a kat & moze by¢ ujemny. Wiedzac jaki jest parametr
zderzenia dla danej czastki wiemy, poprzez zwigzek (5.1.16) pod jakim katem ta

b = R|sin(a)| =R
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czastka odbije si¢. Niech w czasie t, na jednostke dlugosci odcinka B przypada n

czastek. Liczba czastek, ktora przypada na przedzial wartosci parametru zderzenia
[b,b+db] wynosi wigc

dN = ndb >.1.17

|
Lremmeerrcenen
o
,
7
‘ I
;
’
I
;
;
\ &
I3
i’
;

odcinek B

5.1.13. Na krazek o promieniu R leci strumien matych czastek. Rysunek
pokazuje jedng z nich, dla ktérej parametr zderzenia wynosi b. Zaktadamy, ze
zderzenie jest sprezyste, a masa krazka jest duzo, duzo wieksza od masy
czastek, tak ze efekty zwigzane z odrzutem krazka mozemy zaniedbac.

Ze wzoru (5.1.16) mamy

R sin (§>| dg 5.1.18

db = 5
Ogolnie pochodna z cosinusa jest rowna minus sinus, ale poniewaz parametr
zderzenia b jest tylko dodatni, tak jak poprzednio zamykamy wyrazenie z funkcja
sinus pod wartoécig bezwzgledng. Wstawiajac (5.1.18) do (5.1.17) obliczamy
liczbe kulek rozproszonych w kat lezacy w przedziale [ 5, f+df]

nR| (B
dN = —|sin (—) dg 5.1.19a
2 2
Jezeli umowimy sig, ze korzystamy tylko z dodatnich wartosci katow £, to mamy
nR _ (f
dN = —sin (—) dp 5.1.19b
2 2
Rozniczkowy przekrdj czynny na rozpraszanie pod katem £ jest rowny
d —dN—R'<%d-—()d 5.1.20
Jﬁ—n—zsmz B =oao(f)dp 1.20a
Stad mamy
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5.1.20b

"

Wz0r (5.1.20b) okresla gestos¢ prawdopodobienstwa rozproszenia czgstek pod
katem f. Catkowity przekroj jest rowny

Y T

0=2jdaﬁ=2J§sin<§)dﬂ=2R

0 0

5.1.21

Liczba dwa przed catka oznacza, ze uwzgledniamy ujemne wartosci kata £. Czego
mozna si¢ byto spodziewac, gdyz nadlatujace czastki widza dysk jako przeszkode
o rozciaglosci liniowej 2R.

W fizyce czastek wiemy, ze strumien czastek wnikajac w kawalek materii
ulega rozproszeniu lub pochlonigciu, a w eksperymencie mozemy zmierzy¢ jaka
czg$¢ czastek ulegla rozproszeniu czy pochionigciu. W przypadku rozproszenia
mozemy zmierzy¢ jaka cze$¢ strumienia czastek ulga rozproszenia w dany
przedziat katow. Rozpedzone czastki sg naszymi agentami pozwalajacymi badaé
wewnetrzng budowe materii. Na bazie takich eksperymentéw powstato wicle
wazkich koncepcji dotyczacych budowy materii wilaczajac to samg teori¢
atomowej budowy materii, a nast¢gpnie budowy samych atomow. Majac na
przyktad dany model atomu mozna obliczy¢ spodziewany rézniczkowy przekroj
czynny na rozpraszanie danego rodzaju czgstek. Negatywna weryfikacja
eksperymentalna tak obliczonego przekroju czynnego oznacza konieczno$¢
weryfikacji modelu. Wracajac do przyktadu z dyskiem z zadania (5.1.6).
Powiedzmy, ze dysk pokrywa mgla tajemniczosci, ktora powoduje, ze w zaden
sposob nie mozemy go bezposrednio dostrzec (rys. 5.1.14).

Rysunek 5.1.14. Tabun
rozpedzonych czastek,
biegnagcych w tym samym
kierunku wpada w obszar

detektor¢ > mgta
—_ . tajemniczosci

.o .'.: PP pokryty mgla tajemniczosci. Nie
o ...::0:.‘.:.0.:. wiemy co sie dzieje wewnatrz
XN :: See® :: . mgly. Mozemy jednak
.: ...: Soagek o o \ obserwowac ile czastek
%% el A -::.. *%e wypadnie z  mgly, pod
0 0% e wybranym katem S, w wybrany

niewielki kat brytowy 2 Wyniki
pomiaréw mozemy poréwnac z
przewidywaniami
teoretycznymi  zbudowanymi
w oparciu o hipoteze dotyczaca
natury tego co sie dzieje
w obszarze mgty tajemniczoSci.
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Mozemy jednak rozprasza¢ na nim skolimowany (tzn. biegnacy w tym samym
kierunku) strumien kulek srutu. Pani Abacka tworzy hipoteze, ze wngtrze obszaru
pokrytego mgla tajemniczo$ci mozna traktowac jak obszar zajety przez masywny
dysk, od ktorego kulki $rutu odbijaja si¢ elastycznie. Na bazie tej hipotezy
wyprowadza wzory (5.1.20). Pan Babacki przeprowadza stosowny eksperyment.
Mierzy w nim ile kulek $rutu, z catego strumienia, rozprasza si¢ pod wybranymi
katami, a nastepnie poroéwnuje wyniki pomiaréw z przewidywaniami
teoretycznymi. Co jezeli, w granicach btedu pomiarowego, wynik eksperymentu
nie pokrywa si¢ z przewidywaniami teorii? C6z, moze hipoteza pani Abackiej jest
btedna, a moze zbyt uproszczona i nalezy ja poprawi€, przyjmujac na przyktad,
ze zderzenia kulek z dyskiem nie sg elastyczne. A jezeli eksperyment pigknie
zgadza si¢ z teorig. Nie oznacza to jeszcze, ze mgla tajemniczo$ci kryje w sobie
dysk. Oznacza to tyle, ze w granicach naszej wiedzy 1 mozliwosci technicznych
koncepcja dysku dobrze si¢ sprawuje. | zwykle jest tak, ze dopoki nie pojawig si¢
istotne klopoty przyjmujemy, ze za mgta tajemniczosci kryje si¢ dysk.

Dyskusja 5.1.6.1.

Patrzgc na rysunek (5.1.13) i wzér (5.1.16) mozesz miec pytanie: skad sie wzieto
moje wyrazne zatozenie, ze kgt padania rowny jest kgtowi odbicia? Kat padania
i odbicia to katy miedzy kierunkiem ruchu czgstki a normalng do powierzchni, od
ktérej nastepuje odbicie. Przeciez to nie optyka. Moje uzasadnienie brzmi —
SYMETRIA. Po pierwsze jezeli zderzenie jest sprezyste to nie ma procesow
rozpraszajgcych energie kinetyczng obu ciat. Po drugie jezeli nie ma procesow
rozproszeniowych to nie przeszkadza nam druga zasada termodynamiki. Po trzecie
Jak nie wtrgca sie druga zasada termodynamiki (to znaczy, ze proces jest w petni
odwracalny) to cato$¢ procesu jest symetryczna ze wzgledu na zamiane kierunku
biegu czasu (o tym jeszcze nieco bedzie). Odwrdcenie biegu czasu, oznacza, ze
kulka ktéra odbita sie od krgzka wraca, ponownie sie do niego zbliza i odbija (tyle,
ze ,odwrotnie”). Gdyby kat padania nie byt rowny katowi odbicie to nie bytoby tej
symetrii. A, ze symetria jest wnioskuje, ze oba kgty muszg byc¢ sobie rowne.
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6. Efekt MOssbauera &

Efekt Mossbauera zwiagzany jest z fizykg jadrowa. Ale wazng role odgrywa w nim
zasada zachowania pedu. Ponadto wcale nie trzeba wiele wiedzie¢ na temat fizyKi
jadrowej aby méc zrozumie¢ na czym polega efekt MOssbauera. Oto co musimy
wiedzie¢:

Materia zbudowana jest z atomoéw, ktére sktadajg sie z masywnych jader
(ponad 99.9%masy atomu) ilekkich elektronéw orbitujacych wokét
tychze jader.

Swiatlo mozna traktowaé jako strumieri czastek, ktére nazywamy
fotonami.

Jadra atomowe podobnie, jak elektrony na atomowych orbitach, moga
pochtania¢ kwanty Swiatta czyli fotony. Takie pochtanianie mozemy
opisac jako zderzenia catkowicie niesprezyste.

Kazde jagdro ma charakterystyczny zbidor energii fotonéw (energie
rezonansu), dla ktérych nastepuje pochtanianie.

Jadra atomowe sktadajg sie z protondéw i neutronéw. Oznaczamy je jako
MX, gdzie X jest symbolem chemicznym pierwiastka, M liczbg protonéw
(czerwone kulki na rysunku 6.1.) i neutronéw (niebieskie kulki na rysunku
6.1), a Zto liczba protonéw

Co sig stanie kiedy jadro atomowe pochtonie foton? Po pewnym czasie foton ten
zostanie ponownie wyemitowany, tyle ze zwykle w innym, przypadkowym
kierunku (rys. 6.1).

i

X

-8 8- @
v

Rysunek 6.1. Foton pochloniety przez jadro atomowe zostaje, po pewnym
czasie (czas wzbudzenia jadra) wyemitowany w nieprzewidywalnym kierunku.
Zgodnie z zasada zachowania pedu jadro, ktére spoczywalo w wybranym
uktadzie wspotrzednych po pochtonieciu fotonu niosgcego pewien niezerowy
ped uzyska pewng predko$¢ v w kierunku ruchu fotonu. Réwniez emisja fotonu
zwigzana bedzie z wystgpieniem odrzutu jadra z predko$cig przeciwng do
kierunku emisji fotonu.

Zastandbwmy sie, co si¢ stanie gdy na warstw¢ materiatu padnie strumien

fotondw 0 duzej energii (zakres promieniowania gamma). Jezeli energie tych
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fotonéw nie beda odpowiadaty energii rezonansu jader atomowych atomow
materiatu, to fotony przejda przez warstwe bez rozpraszania (rys. 6.2).

&
e®®, & pe e®%,
QO.OO . ..0..
000. . ...0
e © & o O
°©® . & & o ° .
@ ®
© e @ & a ¢ °o®
0000 8 ..00
® ®
e oo & 8 °.,°°
@ ®
0000 8 ...0
0000 & 8 0.00
cose 8 °, e ®
) L ] 8 ®

Rysunek 6.2 Strumien fotonéw (pomaranczowe kulki) pada na warstwe
jednolitego materiatu, to jest ztozonego z atomdéw tego samego pierwiastka.
Jezeli energie niesione przez fotony nie ,pasujg” do energii rezonansowych
jader atomoéw, to fotony nie ulegng absorpcji i rozpraszaniu i przejda przez
warstwe bez zaburzen (zielone kulki, to fotony ktére przeszty)

Jezeli energie fotonow beda bliskie energii rezonansowej sprawy ulegng zmianie
(rys. 6.3). Czes¢ fotondw zostanie pochlonigta, a nastgpnie wyemitowana, przy
czym emisja fotonu moze nastgpi¢ w dowolng strong. W efekcie strumien
fotonéw przechodzacych bez rozproszenia ulegnie zmniejszeniu. Efekt ten
mozemy zmierzy¢.

Rysunek 6.3. Jezeli energie fotondéw sg dopasowane do energii rezonansu jader
atomowych, to wtedy cze$¢ fotonéw (tym wieksza im grubsza jest warstwa)
zostanie pochlonieta, a nastepnie rozproszona w przypadkowych kierunkach
(kulki jasno niebieskie). Efekt ten mozna wykry¢ mierzac spadek natezenia
promieniowania przechodzacego przez ptytke.

87



Jan Masajada © — 45 tematow z fizyki

Okno rezonansu dla jader atomowych ma ksztalt taki jak na rysunku (6.4).
Okno to ma pewng szeroko$¢, ktorg mozemy zdefiniowaé jako odlegto$¢ miedzy
punktami, dla ktérych wysoko$¢ okna spada do polowy. Dla wielu jader
atomowych okna energii rezonansowej sg bardzo, bardzo waskie. Na przyktad dla
jadra zelaza 3ZFe jedno z okien o energii 14000eV ma szeroko$¢ zaledwie 10%eV.
Skad wzia¢ fotony o tak dobrze dopasowanej energii? Mozna sprobowaé uzy¢
wzbudzonych takich samych jader 3ZFe, ktore powinny emitowaé fotony
0 pozadanej energii. Tu jednak pojawia si¢ problem.

A
P L 2E,, |
: " '
! i\ E
[\ iy E
! i\ :
: 1 E
! il :
! il :
| il 5
! 1l :
! Pl :
| Py E
) | It E \
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: i\ >
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Rysunek 6.4. Typowy ksztalt spektrum energetycznego dla absorpcji fotonow
przez jadra atomowe (kolor czerwony). W eksperymencie, w ktérym prébka
zawierajgca jadra zrodia promieniowania i jadra tarczy spoczywajgq wzgledem
siebie krzywe rezonansowe dla prébki i jadra s3a od siebie przesuniete,
w przeciwne strony o warto$¢ rowng wartosci energii odrzutu. Poniewaz okna
sg waskie, przesuniecie to powoduje, Ze okna te nie naktadaja sie na siebie.
Fotony emitowane przez Zr6dto nie moga by¢ pochtaniane przez tarcze. Na osi
wartosci symbol P oznacza prawdopodobienstwo absorpcji fotonu przy danej
energii. Krotko mowigc wykres ten méwi jakie jest prawdopodobienstwo
pochtoniecia fotonu przy danej energii, lub réwnowaznie jakie jest
prawdopodobienstwo, Ze foton wyemitowany z jadra bedzie miat dang energie.

Popatrzmy na sprawe z uktadu wspotrzednych, w ktérym oba jadra, przed emisja
spoczywaly (uktad laboratoryjny). Energia wydzielona podczas emisji, mierzona
w ukladzie laboratoryjnym wynosi E. Ale z punktu widzenia uktadu
laboratoryjnego, w ktorym spoczywa jadro tarczy, tylko czes¢ tej energii unosi
foton. Druga cze$¢ unosi odrzucone jadro (rys. 6.5). Ubytek energii mozna
obliczy¢ z zasady zachowania pedu. Energia odrzutu jest w takich procesach
rzedu 0,001eV 1 jest wyraznie wigksza od szeroko$ci okna rezonansowego
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(rys. 6.4). Tej ,,skradzionej” przez jadro energii nie ma foton, w efekcie energia z

jaka foton zbliza si¢ do jadra tarczy lezy poza oknem rezonansowym.
Ll
X

w ukfadzie poczgtkowym y _ _
energia fotonu jest mniejsza X w ukfadzie zwigzanym z
o energie odrzuconego jgdra y odrzuconym jgdrem foton

ma energie rezonansowa.

X
a &

Rysunek 6.5. Na gorze narysowane sg dwa, spoczywajace wzgledem czarnego
uktadu wspoétrzednych jadra atomowe. Na dole jadro z prawej emituje foton.
W wyniku odrzutu energia fotonu mierzona w poczatkowym uktadzie
wspotrzednych (uktad czarny), jest mniejsza od energii rezonansowej. R6znica
jest na tyle duza, Ze dla jadra tarczy energie fotonéw nadlatujacych z jader
Zzrodta lezg poza krzywa rezonansowa (rys. 6.4). W uktadzie zwigzanym
zjadrem (po emisji) jadro spoczywa, aenergia fotonu jest rowna energii
rezonansowej. Jednak w tym uktadzie jadro tarczy ucieka od fotonu, wiec
obserwator zwigzany z uktadem jadra réwniez stwierdzi niedopasowanie
energii. Z punktu widzenia uciekajacej tarczy energia fotonu jest za mata.

Dla zilustrowania powyzszych rozwazan rozwigzmy zadanie

Zadanie 6.1:

Na wozku zamocowana jest strzelba (rys. 6.6). Masa uktadu rolki-strzelba
wynosi M. W wyniku wystrzalu wyzwala si¢ energia E,. Jaka predkosc¢
uzyska pocisk wzgledem ukladu zwigzanego z ziemig. Zaloz, ze cata
energia wybuchu mieszanki miotajacej zostala zamieniona na energi¢
ruchu pocisku i uktadu woézek-strzelba. Przed wystrzalem woézek jest
nieruchomy wzgledem ziemi

V, ] Y4 —p
P v Rysunek 6.6.
T P [lustracja do zadania
>

= (6.1).
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Korzystamy z zasady zachowania pedu

M , M 2 5
0=Mvs+mu, = v, =——V; = V) = —5V; 6.1
m m
Poniewaz cata energia mieszanki miotajgcej zostata zuzyta na zmian¢ w ruchu
w uktadzie energie kinetyczne po wystrzale musza si¢ sumowaé do energii

wystrzatu

1 1 2E, — mv?
Wstawiajac (6.1) do (6.2) 1 porzadkujac mamy
2 (1 + M) 28, 2 28, — 03
— ] = —_— = = B —
P m Cmz P ‘m(m+ M)
Energia kinetyczna pocisku (po wystrzale) wynosi
E,,=E M 6.4
P (m + M) '

Wida¢, ze im wigksza jest masa M uktadu wozek-strzelba w stosunku do masy m
pocisku, tym bardziej energia kinetyczna pocisku zbliza si¢ do energii uzyskane;j
z mieszanki miotajacej. Lub inaczej — im wigksza masa M w stosunku do masy m
tym wigcej energii kinetycznej unosi pocisk. Wida¢ zatem, ze foton wystrzelony
z jadra uniesie mniejsza energi¢ od energii wyzwolonej w procesie jego emisji.
Ta pozostalg porcje energii przejmie jadro atomowe, w postaci energii odrzutu.

Niestety to nie koniec problemow. Jadro, ktére pochtania foton réwniez
doznaje odrzutu i jego wnetrze ,,widzi” energi¢ nadlatujgcego fotonu jako za
matg. Odrzucone jadro, jako calos$¢, zabiera czes¢ energii fotonu, wigc mniej
energii zostaje wpompowane do wnetrza jadra. W efekcie nawet gdy oswietlimy
jadro fotonem o energii rezonansowej, to unoszenie energii na skutek odrzutu,
oraz bardzo mata szerokos$¢ okna rezonansowego spowoduja, ze nie dojdzie do
absorpcji fotonu. Aby to zilustrowac rozwigzemy zadanie

Zadanie 6.2.

Tarcza na rolkach o masie M sktada si¢ z kulek zrobionych z materiatu,
ktory pod wptywem ciepta zmienia kolor z bialego na zielony (rys. 6.7).
Aby kulka zmienita kolor wydzielona energia cieplna musi by¢ wyzsza od
poziomu granicznego Egy. Jedna z kulek trafia pocisk o energii kinetyczne;j
nieco wigkszej od energii granicznej Ex >E4. Pocisk utkwit w kulce
(zderzenie calkowicie nieelastyczne), wyniku czego cze$¢ jego energii Er
zamienita sie w ciepto temperatura uktadu kulka-pocisk wzrosta o AT.
Zaktadamy, ze pozostata cz¢$¢ energii AE (to znaczy ta, ktdra nie
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zamienita si¢ w cieplo), wystaczy akurat do zmiany koloru kulki Ey =Ey-
AE. Czy kulka zmieni kolor?

m Rysunek 6.7. Ilustracja do
< v zadania (6.2).
V, M P

1=

—
Przed uderzeniem pocisku uktad wozek-kule spoczywa wzgledem ziemi.
Korzystamy z zasady zachowania pedu
muvy,
m+ M

gdzie v jest predkoscia uktadu wozek-kule-pocisk, po trafieniu. Energia
Kinetyczna uktadu wozek-kule-pocisk, po zderzeniu wynosi

mv, = (m+ M)y, = vy = 6.5

g 1 (m + M2 1 m*v)
=—=(m Vi ==

) KT 2m+M
Z tresci zadania wynika, ze po ogrzaniu pocisku, pozostala cze$¢ energii AE
doktadnie wystarczy na ogrzanie trafionej kuli do punktu zmiany koloru. Jednak
cze$C tej energii zostanie uniesiona w postaci energii kinetycznej uktadu wozek-
kule-pocisk Ey. Oznacza to, ze trafiona kula nie otrzyma energii koniecznej do
zmiany koloru.

Dla jader zelaza Fej; predko$é odrzutu, przy emisji, jest rzedu predkosci

6.6

dzwigku. Mozemy przywroci¢ rezonans nadajac jadrom tarczy lub Zrodia
odpowiednig predkos¢ poczatkowa, ktéra skompensuje ubytki spowodowane
opisanymi wyzej procesami (rys. 6.8).

y:l‘
Rysunek 6.8. Nadajac jednemu
X zjader  zelaza  odpowiednig

. v=0 predkos¢ (wzgledem drugiego)

—> mozemy przywrécic
VY odpowiednia dopasowanie energii fotonu do
energii rezonansu tegoz jadra

Trzeba nadto pamigtaé, ze jadra tarczy nie sg nieruchome, ze wzgledu na
ruchy cieple atoméw. W momencie zderzenia z fotonem cz¢$¢ z nich ma
niezerowe sktadowe predkosci przeciwne do kierunku ruchu fotonu, a czgsé
zgodne z kierunkiem ruchu fotonu. Dla tych poruszajacych sie przeciwnie
nadlatujacy foton ma wigkszg energie, a dla tych uciekajacych nadlatujacy foton
ma mniejszg energie. Ruchy cieplne powoduja poszerzenie okna rezonansowego
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grupy jader atomowych. Podkreslamy grupy jader, gdyz dla obserwatora
zachowanie pojedynczego jadra nie ma znaczenia. Zwykle przeswietlana cze$¢
probki zawiera miliardy miliardéw jader atomowych 1 to co mierzymy jest pewnag
srednig ze stanu wszystkich tych jader. Mozemy si¢ wiec spodziewac, ze dla
ciezkich jader (predkos$¢ odrzutu jest mata) poszerzenie zwigzane z ruchami
termicznymi spowoduje, ze linie krzywej rezonansowej nalozg si¢ tak, ze
prawdopodobienstwo pochtoni¢cia fotonu bedzie mierzalne (rys. 6.9).

P 1 2 Eod

»
:

E-E,, E E+E,, E

T o r

Rysunek 6.9. Na skutek odrzutu przy absorpcji i emisji krzywe rezonansowe sg
rozsuniete, jednak ze wzgledu na poszerzenie zwigzane z ruchami termicznymi
moga sie one na siebie naktadac tak, ze wspdlna cze$S¢ ma praktyczne znaczenie
(czarne wykresy nieznacznie naktadaja sie). Mossbauer spodziewat sie, ze po
schtodzeniu do bardzo niskich temperatur, te Srednie linie rezonansowe ulegng
zwezeniu, tak ze ich wspdlna cze$¢ stanie sie zaniedbywalnie mata (czerwone
linie).

Mozemy teraz sprobowac caty uktad zamrozi¢ do temperatury bliskiej zera
bezwzglednego, przy ktorej ruchy termiczne przestaja odgrywac role. Nastgpnie
uzy¢ tak zmrozonych jader na przyklad zelaza 3ZFe jako wyrzutni i tarczy.
Spodziewamy si¢, ze wraz z ochtadzaniem prébki i1los¢ absorbowanych fotonow
bedzie si¢ zmniejszala, bo krzywe rezonansowe bedg coraz wezsze (rys. 6.9). [ tu
przytrafita si¢ niespodzianka.

Pod koniec lat 50-tych XX w. Rudolf Mdssbauer zajmowat si¢ badaniem
absorpcji rezonansowej dla cigzkich jader atomowych irydu '21Ir, ktére majg na
tyle szerokie $rednie okna, ze ich krzywe naktadajg si¢ w odczuwalny sposéb,
wlhasnie dzigki ruchom cieplnym. Mdssbauer rozpoczal swoje pomiary
W temperaturze pokojowej, a nastepnie silnie schtodzit uktad doswiadczalny. Na
skutek schtodzenia te usrednione linie rezonansowe ulegly zwezeniu (zmniejszyt
si¢ ruch cieplny atomow), wiec badacz spodziewat si¢, ze wraz ze spadajaca
temperaturg liczba absorbowanych fotonow bedzie spadata. Okazato sig, ze
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w niskich temperaturach liczba absorbowanych fotonoéw wyraznie rosnie. Jak
zwykle winnym okazal si¢ model. Model stosowany przez Mdssbauera nie
uwzgledniat pewnych efektow kwantowych zwigzanych z wlasno$ciami sieci
krystalicznych. Efekty te nie maja wigkszego znaczenia w wyzszych
temperaturach, jednak w temperaturach bardzo niskich zaczynaja odgrywac
istotng role. Zastugg Mossbauera bylo to, ze prawidlowo zinterpretowat
zaskakujace wyniki eksperymentow.

Efekt odkryty przez Mossbaver zachodzi w krysztalach. Atomy
w krysztatach sg uwigzione w wezlach sieci krystalicznej, ale moga drga¢ wokot
potozenia réwnowagi. I podobnie jak w przypadku elektronow uwigzionych na
orbitach atomowych, atomy w sieci krystalicznej mogg drgac¢ tylko z okre§lonymi
energiami. Pomysl teraz, ze energia odrzutu jadra atomowego jest mniejsza od
najmniejszej energii jakg moze przyja¢ atom uwieziony w sieci krystaliczne;.
Oznacza to, ze ten pojedynczy atom nie moze takiej energii przyjac. Moze to
natomiast zrobi¢ caty krysztal sktadajacy si¢ z ogromnie ogromnej liczby atomow
(rys. 6.10). Dzieje si¢ tak tylko w niskiej temperaturze. W wysokiej temperaturze
cala sie¢ intensywnie drga 1 caly obraz si¢ komplikuje na tyle, ze mozliwe staje
si¢ przyjecie energii fotonu, przy maltej energii odrzutu. Niewyobrazalnie duza
masa krysztatu (w pordwnaniu z masg pojedynczego jadra) powoduje, ze
predkos¢ odrzutu jest bardzo, bardzo mata. Dla ilustracji zrébmy proste
przeliczenia. Powiedzmy, ze ped przekazany kulce o masie 1g wynosi dp=1m g/s.
W tej sytuacji predkosc¢ uzyskana przez kulke wynosi

op m

Svy=—=1— :
Uy m . 6.7

Energia kinetyczna odrzuconej kulki wynosi
Ey, = 0.0005
kA J 6.8
Powiedzmy, ze ten sam ped przekazany zostal do sztywnego uktadu miliarda
takich kulek. Teraz nie reaguje pojedyncza kulka ale caly miliard. Predkos¢
uzyskana przez ten miliard kulek wynosi

0 m
Sv, = P — 1-1079= 6.9

mg

Cho¢ przekazany catkowity ped jest taki sam (1m/s), to jest to teraz ped miliarda
kulek. Na jedng kulke przypada miliard razy mniej pedu, a przyrost predkosci jest
miliard razy mniejszy. Uzyskana energia kinetyczna jest miliard miliardow razy
mniejsza (predkos¢ do kwadratu). Jadra zZrodia uwiezione w krysztale, ktory
pracuje jako catos$¢, doznajg na tyle matego odrzutu, ze energia wyemitowanego
fotonu w znikomy sposob ro6zni si¢ od energii rezonansowej. Dotyczy to rowniez
odrzutu jader tarczy. Kiedy ped pochtonietego fotonu przekazany jest catemu
krysztalowi zwigzany z tym odrzut jest zaniedbywalnie maty. W efekcie krzywe
rezonansowe naktadajg sie.
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Za odkrycie tego efektu Mossbauer otrzymat nagrode Nobla w dziedzinie
fizyki. Stato si¢ to stosunkowo szybko bo juz w 1961 roku. Dlaczego? Ot6z efekt
Mossbauera dostarcza nam $rodkow do budowy ultra czutych przyrzadow
pomiarowych. Jego odkrycie otworzylo calg dziedzing metrologii nazywang
spektroskopig Mdssbauerowska.
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Rysunek 6.10. Gdy efekt odrzutu dotyczy catego krysztatu, to predkos¢ odrzutu
jest praktycznie rowna zeru. Poniewaz energia zalezy od kwadratu predkosci
mata predko$¢ odrzutu oznacza bardzo, bardzo matg energie odrzutu krysztatu.

O czulosci spektroskopii Mossbauerskiej niech swiadcza nastepujace fakty.
Jezeli za zrodto fotondw uzyjemy zamrozonych atomow Fe3; , a za tarcze rowniez

zamrozonych atoméw tegoz samego Fej,, to emitowane fotony moga by¢

pochtaniane przez atomy tarczy; chyba ze zajda inne okolicznosci zaktocajace
proces. Wystarczy na przyktad poruszy¢ krysztat zawierajacy zakotwiczone jadra

Fe>:, aby wyj$é poza warunki rezonansu. W przypadku Fej} rezonans zanika juz

przy predkosci kilku centymetréw na minutg, co w poréwnaniu z predkoscia
Swiatla (z jaka poruszajg si¢ fotony) jest wielkos$cig bardzo, ale to bardzo mata.
Przesunigcie okien rezonansowych mierzymy z wykorzystaniem efektu
Mossbauera z doktadnoscig wzgledng lepsza niz jedna miliardowa. Co to znaczy?
To tyle co na przyklad zmierzy¢ dtugos¢ kilometrowego preta z doktadnoscia
lepsza niz jedna tysigczna milimetra. Nic dziwnego, ze tak ultra precyzyjne i
relatywnie proste narzedzie znalazto praktyczne zastosowania.
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Rysunek 6.11. Rudolf Madssbauer
(styczen 31, 1929 - wrzesien 14, 2011)
niemiecki fizyk znany z odkrycia efektu,
ktory legt upodstaw spektroskopii
Mossbauerowskiej. Za odkrycie to
zostal, w 1961 roku, uhonorowany
nagrodg Nobla w dziedzinie fizyki.

Efekt Mossbauera zostal wykorzystany do badania zjawisk fizycznych,
przy ktorych konieczne jest poréwnywanie czasu z ogromng doktadnoscia.
Przykladem takiego zjawiska jest zmiana czestosci fotondw uciekajacych
z ziemskiego pola grawitacyjnego. Zgodnie z ogdlng teorig wzglgdnosci $wiatto
wybiegajace z pola grawitacyjnego powinno zmniejszaé sSwojg energig.
Przypominam (jest to cze$¢ materialu szkolnego), ze z fotonem mozna zwigzac
falg o okreslonej czestos$ci. Im mniejsza energia fali tym mniejsza czgstos$¢. Zatem
zmniejszenie energii fotonu zmniejsza czesto$¢ przypisanej mu fali. Oscylacje fali
Swietlnej mogg stuzy¢ za zegar. W ramach 0golnej teorii wzgl¢dnosci mamy
zalezno$¢ mowiacy, ze jezeli takie Swietlne zegary zmieniajg swoj chdd, to tak si¢
tez muszg zachowac wszystkie inne zegary. Wynika z tego, ze zegar umieszczony
blisko powierzchni Ziemi powinien chodzi¢ wolniej niz zegar na pewnej
wysokos$ci nad powierzchnig Ziemi. Dla stabych pol grawitacyjnych, takich jak
pole Ziemi, efekt ten jest dramatycznie maty i jego doswiadczalne potwierdzenie
wymaga bardzo precyzyjnej metody pomiarowej. Odkrycie Mdossbauera
pozwolito na przeprowadzenie eksperymentu testujacego o0golng teorig
wzglednosci. Doswiadczenie zostato przeprowadzone przez Roberta Pounda
I Glena Rebeka Schemat do§wiadczenia jest prosty (rys. 6.12). Nalezy ustawic
pionowo kolumn¢ na dnie ktorej znajduje si¢ schiodzony krysztat
z zakotwiczonymi atomami np. Fe5.. Na gorze kolumny powinien by¢
umieszczony taki sam krysztatl. Emitowane z gory fotony ,,spadajac” w dot
powinny zyskiwa¢ bardzo, bardzo niewielka energi¢ (jezeli ogodlna teoria
wzglednosci jest poprawna). W efekcie przy pewnej wysokosci fotony te powinny
wypas¢ poza okno rezonansowe. Zauwaz, ze fotony spadaly na tarcze
z wysoko$ci zaledwie 22.5m. Przy tej roznicy wysoko$ci, zmiana energii
przewidziana przez og6lng teori¢ wzglednosci wynosi

SE
- ~ 25 10715 6.10
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Rysunek 6.12. W doswiadczeniu Pound-
Rebka jadra Fe),stanowiace zrédto

przymocowane byly do membrany
gtosnika znajdujacego sie u sufitu
laboratorium Jeffersona na Uniwersytecie
Harwarda. Jadra Fe3 stanowiace tarcze,

znajdowaty sie przy powierzchni podtogi.
Cato$¢ zamknieta byla wrekawie =z
tworzywa  sztucznego, ktory dla
zmniejszenia  pochlaniana  kwantow
gamma wypetniony byt helem. Opadajace
w dot fotony zwiekszaty swoja energie.
Kontrolujac faze membrany gtosnika
mozna byto okresli¢ chwilowa predkos¢
Zzrédta fotonéw. Detektor umieszczony
pod tarcza mierzyt natezenia
promieniowania  przechodza -cego.
Promieniowanie to byto najmniejsze gdy
energia fotondw miescita sie w okienku
energii rezonansowej (cze$¢ fotondw byta
rozpraszana na bok). Mierzac predkosc
Zzrédta przy rezonansie mozna byto
obliczy¢ przesuniecie energii fotonéw
zwigzane ze spadaniem w polu
grawitacyjnym. Eksperymenty te dobrze
potwierdzity  przewidywania ogdlnej
teorii wzglednos$ci. W pierwszej serii
eksperymentéw uzyskano zgodno$¢ na
poziomie 10%. W podzniejszych latach
Pound i Snider uzyskali zgodno$¢ na
poziomie 1%.

W spektrometry Mossbauera wyposazone byly dwa marsjanskie taziki
Spirit i Opportunity (rys. 6.13). Spektrometry zostaly uzyte do badania skat
zawierajacych zelazo. Laziki odkryl migdzy innymi mineral 0 nazwie jarosyt
(rys. 6.14), ktéry zawiera grupy wodorotlenowe i powstaje w obecnosci wody.
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Rysunek 6.13. U géry - tazik Opportunity podczas testow. U dotu zdjecie
marsjanskiego krateru wykonane przez tazik Opportunity. Wida¢ $lady kot
taziki odciSniete w marsjanskim pyle. Lazik wylagdowal na Marsie 25 stycznia
2004 roku. Na poczatku 2014 roku tazik dalej dziatat i prowadzit badania;
zdjecia NASA

Rysunek 6.14. Krysztaty jarosytu
osadzone na kwarcu; zdjecie
Wikipedia (autor Dave Dyet)
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