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1. Efekt zyroskopowy ¢/&/e

Ten temat ma dwdch bohaterow. Jednym z nich jest bryla sztywna. Musimy tu
dopowiedzie¢ kilka istotnych spraw, a przy okazji podam interpretacje
geometryczng tensora symetrycznego. Drugi bohater to tytulowa zasada
d’Alemeberta, ktéra otworzy nam droge do innego, pojemniejszego ujgcia
mechaniki klasycznej. Zaczynamy od bryly sztywnej. W temacie (TXIII)
zajmowaltem si¢ zagadnieniem obliczanie momentu bezwladnosci dla bryty
sztywnej. Przy okazji omowitem tez kilka zagadnien zwigzanych z jej dynamika.
Tu chce wréci¢ do tego waznego tematu. Przed nami spotkanie z ciekawym
I nieintuicyjnym efektem zyroskopowym.

Wprowadzenie pojecia momentu bezwiadnosci zaczatem od analizy ruchu
obreczy (§TXIII 1), od tego przykladu zaczn¢ rdéwniez obecng analize.
Powiedzmy, ze mamy cienka obrgcz o promieniu r, obracajaca si¢ wokot osi
symetrii. W pewnym momencie, do jednego punktu obrgczy, przyktadamy, na
krotko, site F, prostopadta do ptaszczyzny obreczy. Sita ta powoduje powstanie
niezrownowazonego momentu sit M (rys. 1.1), prostopadtego do plaszczyzny
wyznaczonej przez wektory r i F. W efekcie moment pedu K zmieni si¢ zgodnie
Ze wzorem
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Rysunek 1.1. Na cienks,
v |K obracajaca sie z czestoScia ®
(czerwony  wektor) obrecz
dziata, przez moment, sita F,
prostopadta do ptaszczyzny
obreczy, w efekcie czego obrecz
nieco sie obréci wokét osi
prostopadte;j do wektora

i 7 o$ obrot '
% ; *@ | momentu tej sity M.

Dziatanie sity F na obracajacg si¢ obrecz daje zaskakujacy efekt. Obrecz obroci
si¢ wzgledem osi prostopadtej do osi jakiej bysSmy si¢ mogli spodziewaé. Zgodnie
z rownaniem (1.1) pod wptywem momentu sit M moment pgdu obrgczy ulegnie
zmianie zgodnie z kierunkiem dziatania tegoz momentu sit. W efekcie
przechyleniu ulegnie 0§ symetrii obreczy i obrgcz obroci sie wzgledem osi
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prostopadtej do kierunku wektora momentu sil, a nie wzgl¢dem osi prostopadtej
do kierunku ramienia dziatania sity F, jak mozna by oczekiwac.

Teraz mozemy zrozumie¢ ruch dziecigcego baka (rys. 1.21 1.3).

Rysunek 1.2. Rozkrecajac bagka nie
jesteSmy w stanie ustawi¢ jego osi
idealnie pionowo. Skutkiem tego
Srodek masy bagka nie lezy na linii
pionu przechodzacej przez punkt
podparcia i sita grawitacji generuje
niezerowy moment sit M. O$ obrotu
baka odchyla sie zgodnie
z kierunkiem dziatania momentu sit
(efekt zyroskopowy), co powoduje,
Ze obraca sie ona wokét osi obrotu
idealnie puszczonego w ruch
idealnego baka. Bak idealny to taki,
ktdry jest idealnie symetryczny.

Sita “przewracajaca” bak dziala stale, w efekcie o$ obrotu baka zaczyna krazy¢
wokot osi idealnie puszczonego bagka. Takich ruch osi nazywamy precesja.

Sprobujmy oszacowac czestos¢ precesji przedstawionego wyzej baka.
Moment sit wynosi

M =rXmg 1.2

Tutaj m jest masg baka, a wektor r wskazuje srodek masy bagka. Wartos¢ tego
momentu sit wyraza si¢ wzorem

M = mgr sin(a) 1.3
Czestos¢ precesji, dla matych Ag, wyraza si¢ wzorem (rys. 1.3)
Ag AK 14

At~ AtKsin(a)

Gdzie AK jest wartoscig przyrostu wektora momentu pedu w czasie At.
Jednoczes$nie wiemy, ze dK/dt=M, stad wzor (1.4), po przejéciu do nieskonczenie
malych przyrostow czasu i z wykorzystaniem wzoru (1.3) mozemy zapisaé w
postaci

_mgrsin(a) mgr
~ Ksin(a) K 1.5

Z powyzszego wzoru wynika ciekawy wniosek — predkos¢ preces;ji jest niezalezna
od kata odchylenia .
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; Rysunek 1.3. Efekt
_ zyroskopowy powoduje obrét
K K K sin(a) osi obrotu i wektora momentu
o pedu baka dzieciecego, tak ze
wektor momentu pedu porusza

sie po powierzchni stozka
y o kacie a.

v

X

Pigknie nam to wyszlo, ale masz prawo do watpliwosci. Powiedzmy, ze
predkos¢ katowa baka i obreczy spada do zera. Jakie jest jego zachowanie? Bak
upada zgodnie z kierunkiem dzialania sity cigzenia, a obrecz, pod wplywem
impulsu sity F, obraca si¢ wokot osi, prostopadtej do rysunku (1.1). Niech teraz
I bagk 1 obrgcz krecg sie z predkoscig katowa jednego obrotu na godzing. Czy
zobaczymy precesje osi obrotu baka? Intuicja podpowiada, ze takie krecenie to
prawie jak nie krecenie wigc zachowanie musi by¢ bardzo podobne do tego jakie
zaobserwujemy przy braku obrotu. Wniosek z tego jest taki, ze precesja, aby byla
widoczna, potrzebuje predkosci katowej ciata o odpowiednio duzej wartosci.
Sprobujmy sprawe zbada¢ doktadniej.

Spojrzmy na urzadzenie, pokazane narysunku (1.4 i 1.5), ktore jest prostym
przyktadem Zyroskopu. Zyroskop to urzadzenie wykorzystujace efekt
zyroskopowy, czyli ten efekt, ktory powoduje precesje osi obrotu bgka. Czyli
efektem zyroskopowym nazywamy zjawisko prowadzace do precesji osi obrotu.
Niech Kt oznacza wektor momentu pedu zréwnowazonego zyroskopu. Wtedy
wektor Kr jest zwigzany wylacznie z obrotem tarczy. Zaldézmy, ze uktad
zyroskopu nie jest zrbwnowazony (rys. 1.6), na przyktad na skutek dotozenia lub
odjecia cigzarkdw pokazanych na rysunku (1.5). Wtedy pojawi si¢ wektor
momentu sit, ktory bedzie prostopadly do wektora momentu pedu Kr. Taki
prostopadly wektor momentu sil nie zmienia wartoSci momentu pedu tylko
powoduje zmian¢ jego kierunku. Podobnie jak prostopadta do predkosci sita
powoduje zmian¢ kierunku wektora predkosci a nie zmiang jego wartosci.
Skutkiem tego momentu sit bedzie obrét wzgledem pionowej osi (osi 2)
zyroskopu (efekt zyroskopowy). Jednakze ten dodatkowy obrot generuje
dodatkowy moment pedu Kp.
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Rysunek 1.4. Schemat budowy prostego modelu jednoosiowego zyroskopu. Na
jednym koncu zyroskopu jest wirujgca tarcza o mozliwie duzym momencie
bezwtadnoSci. Z drugiej strony podczepiamy ciezarki. Zaktadamy, Ze Zyroskop
moze obracac sie wokét osi z i x. Powiedzmy, Ze w chwili poczatkowej ciezarki
réwnowazg ciezar tarczy. W pewnym momencie doktadamy kolejne ciezarki,
tak, Ze przy braku ruchu wirowego tarczy ramie osi Zyroskopu powinna obrécic¢
sie wokot osi x, przez co ciezarki przesung sie w dét, a tarcza w gore, lub na
odwrét (przy braku ruchu wirowego mamy zwykta wage). Jezeli tarcza wiruje
to wystapi efekt Zyroskopowy i zZyroskop zacznie porusza¢ sie zgodnie
z kierunkiem dziatania momentu sit, czyli wokét osi z (mamy precesje osi
zyroskopu). Rysunek (1.5) pokazuje jak ten ruch bedzie wygladat przy r6znych
kierunkach obrotu tarczy i r6znych kierunkach momentow sit.

a C

Rysunek 1.5. R6zne kombinacje sit i momentow sit dziatajgcych na zyroskop;
a i c) sita ciezkoSci przewaza po stronie haczyka (pomaranczowa strzatka to sita
wypadkowa dziatajgca najeden lub drugi koniec zyroskopu); b i d) sita ciezkoSci
przewaza po stronie wirujgcej tarczy. R6zowe, ciaggte strzatki pokazuje wektor
momentu pedu tarczy. Zielone to wektory momentu sity. Czarne tukowe
strzatki pokazujg kierunek obrotu zyroskopu. RéZowe, przerywane strzatki
pokazuja zmiane wektora momentu pedu pod wplywem przytozonego
momentu sit.
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Poniewaz indukowany moment sit zmienia tylko kierunek wektora momentu
pedu jego catkowita warto$¢ nie moze ulec zmianie, co oznacza, ze

‘KT‘:‘K+KP‘ 1.6
Mamy nadto
Ko =0,l; 1.7

A z rysunku (1.6) dodatkowo

tan(a) =% 18

T

Jezeli moment pedu Kr jest duzy, to kat « jest maly. Gdy ruch tarczy zwalnia,
wartos¢ momentu pedu Kr maleje 1 rosnie kat o, stowem zyroskop (lub przyktad
bak) przewraca sig.

Rysunek 1.6. Obrét zyroskopu na
skutek dziatania efektu zyroskopowego
zwigzany jest z momentem pedu
o wektorze Kp. Wektor momentu sity
grawitacji skierowany jest prostopadle
do wektora momentu pedu Kr
zrownowazonego zyroskopu. Dlatego
zmienia kierunek tego momentu pedu
a nie wartos$¢. W efekcie suma wektora
momentu pedu K niezréwnowazonego
zyroskopu i momentu zwigzanego
z niezrOownowazong silag grawitacji Kp
musi da¢ wektor o dtugosci wektora K.

1.1. Zyroskop

Urzadzenia mechaniczne, ktore wykorzystuja efekt zyroskopowy nazywamy
zyroskopami. Za prosty zyroskop moze zostac¢ uznany dziecigcy baczek. Rysunek
(1.1.1) pokazuje modelowy zyroskop. Szybko obracajaca si¢ tarcza o mozliwe
duzym momencie bezwladnosci zawieszona jest tak aby mogta si¢ swobodnie
obraca¢ we wszystkich osiach. Pomyslmy teraz, ze umieszczamy zyroskop na
poktadzie samolotu. Zasada zachowania momentu pgedu podpowiada nam, ze
manewrujacy samolot nie powinien wptyna¢ na kierunek osi obrotu zyroskopu
(rys. 1.1.2). Niestety nawet niewiclkie tarciec powoduje, ze pojawiaja si¢
niewielkie momenty sit, ktéore zmieniajg, zgodnie z opisanym efektem
zyroskopowym, orientacj¢ osi obrotu zyroskopu. Dlatego potozenie osi
zyroskopu co jakis$ czas musi by¢ korygowane.
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Rysunek 1.1.1. Z lewej - laboratoryjny model Zyroskopu. Obracajacy sie dysk
moze sie swobodnie obraca¢ w kazdej z trzech osi; z prawej - zyroskop
zaprojektowany przez Foucaulta i zbudowany przez Dumoulin-Fromenta
w 1852r. Obecnie w muzeum sztuki i rzemiosta w Paryzu: Zr6dto Wikipedia

Opisany tu efekt jest podstawg konstrukcji tzw. sztucznego horyzontu —
urzadzenia wskazujacego pilotowi (lub automatycznemu pilotowi) polozenie
ptaszczyzny prostopadtej do grawitacyjnego pionu (rys. 1.1.3).

Rysunek 1.1.2. Na
poktadzie  samolotu o0$
obrotu idealnego zyroskopu
nie obraca sie.
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Rysunek 1.1.3. Panel sztucznego
horyzontu. Niezaleznie od orientacji
samolotu linia graniczna miedzy
obszarem brgzowym i niebieskim
jest prostopadta do kierunku pionu
(kierunku prostopadtego do pionu):
Zzré6dto NASA/ Wikipedia

Przed startem samolotu zyroskop sztucznego horyzontu orientuje si¢ wzdtuz linii
pionu. Niestety, drobne sity tarcia, generuja drobne momenty sit, ktére powoduja
zmiang orientacji sztucznego horyzontu. Mozna jednak do urzadzenia podczepic¢
niewielki ci¢zarek (rys. 1.1.4).

Rysunek 1.1.4. Przy obcigzeniu

zyroskopu ciezarkiem o masie m
bedzie miat on tendencje do
samokorekcji orientacji osi obrotu

w stosunku do ziemskiego pionu

[N
L

@

Ciezarek ten ciggnie zyroskop do pierwotnego potozenia. W czasie manewrdéw
samolot zmienia swojg orientacj¢ w przestrzeni. W uktadzie samolotu odczuwane
sa sity pozorne (np. sita odsrodkowa), ktore dodaja si¢ do sily grawitacji,
zmieniajac lokalnie o$ pionu (lini¢ wzdtuz, ktorej cigzarek nacigga ni¢). Reakcja
zyroskopu na te zmiany jest mala, ze wzgledu na stabilizujacy wptyw duzego
momentu pedu urzadzenia; dysk typowego zyroskopu kreci si¢ z predkoscia rzedu
dwustu obrotow na sekund¢. Czas wykonania manewru, szczegdlnie
gwaltownego, jest duzo mniejszy od czasu lotu samolotu w pozycji poziomej.
Daje to czas ci¢zarkowi na skorygowanie drobnych odchylen ustawienie
zyroskopu wzgledem ziemskiego pionu. Ponadto zmiany kierunku dziatania sit
wypadkowych sg takie, ze Srednia rowniez wypada blisko linii ziemskiego pionu.
Te czynniki korygujace wystarczaja do automatycznej korekcji potozenia
zyroskopu, tak by sztuczny horyzont z wystarczajaca doktadnoscig pokazywat
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linig horyzontu. Oczywiscie w dostepnych konstrukcjach uktad korekcji
polozenia zyroskopu jest bardziej ztozony i sprytny niz ten opisany przeze mniel.

1.2. Zyrokompas &

Trudniej jest zrozumie¢ dziatanie zyrokompasu, czyli urzadzenia, ktore
sW0ja 0sig obrotu ustawia si¢ rownolegle do osi obrotu Ziemi. Zaczng¢ od prostego
przyktadu pokazanego na rysunku (1.2.1). Rysunek (1.2.1a) pokazuje zyroskop
widziany z bieguna p6inocnego w pewnej chwili poczatkowej. O$ zyroskopu jest
ustawiona rownolegle do kierunku wschod- zachod. Zaktadamy, ze mocowanie
zyroskopu pozwala na jego swobodny obrot we wszystkich osiach, czyli ze nie
dziataja nan zadne sily zwigzane zobrotem Ziemi. Dziata oczywiscie
dosrodkowa sita grawitacji. Jednak dosrodkowa sita grawitacji nie wywiera
momentoéw na zyroskop. Po 6h godzinach zyroskop wraz Ziemia obrdci si¢ o kat
prosty. Ale na skutek dziatania zasady zachowania momentu pedu, wobec braku
niezerowych momentow sit, 0§ zyroskopu nie powinna zmieni¢ swojej orientacji
wzgledem uktadu inercjalnego. Rysunek (1.2.1b) pokazuje orientacje osi
zyroskopu dla obserwatora stojgcego przy nim na rowniku, W chwili poczatkowe;.
Rysunek (1.2.1¢) pokazuje tg samg sytuacje szeS¢ godzin pdzniej. Z rysunku
(1.2.1c) wida¢, ze o$ zyroskopu jest prostopadta do powierzchni Ziemi, co
oznacza, ze obserwator na roOwniku widzi jg jako skierowana prostopadle do
podtoza. Oznacza to, ze dla obserwatora na réwniku o$§ zyroskopu, po szesciu
godzinach obroécita si¢ o kat prosty. Aby opisa¢ ten obrot we wilasnym uktadzie
wspotrzednych obserwator na rdowniku musi odwotac si¢ to sit pozornych. Ten
obrot obserwowal Foucault przy uzyciu swojego zyroskopu (rys. 1.1.1).
Mikroskop pozwalat na dokladng obserwacje niewielkiego odchylenia osi
zyroskopu, co pozwalalo wykazaé istnienie tego efektu w czasie kilkunastu
minut. Gdy umieécimy zyroskop na biegunie pétnocnym (lub potudniowym)
bedziemy obserwowac jego obrot wokot osi prostopadtej do jego osi (podobnie
jak to byto z obrotem plaszczyzny wahan wahadta Foucaulta (rys. TVII 5.1). Dla
obserwatora na biegunie, po szesciu godzinach o$ Zzyroskopu obroci si¢ o kat
prosty w poziomie. Co si¢ stanie z zyroskopem umieszczonym mi¢dzy biegunem
a réwnikiem? Jego ruch bedzie zlozeniem obrotu w plaszczyznie poziomej
(charakterystycznym dla potozenia na biegunach) 1 w plaszczyznie pionowe;j
(charakterystycznej dla potozenia na roéwniku).

1 Doktadniejszy opis zasady konstrukcji zyroskopu mechanicznego mozesz znalezé w ksigzce
R. Feynmann, M. Gottlieb, R. Leighton, Feynmann radzi, PWN, Warszawa, 2007
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chwila
a poczatkowa g

Rysunek 1.2.1. a) obserwacja zyroskopu umiejscowionego na rdéwniku
z p6éinocnego bieguna Ziemi. W chwili poczatkowej 0§ Zyroskopu ustawiona jest
w kierunku wschod-zachéd. Po sze$ciu godzinach zyroskop zachowuje swojg
orientacje; b) tak obserwator stojacy na réwniku widzi o$ zyroskopu w chwili
poczatkowej; c) a tak widzi jg po szeSciu godzinach. Jak wida¢ o$ zyroskopu
zachowala swojg orientacje w przestrzeni, ale nie wzgledem powierzchni Ziemi.
Obaj obserwatorzy i ten na biegunie i ten na rowniku stwierdzajg, ze oS stala sie
prostopadta do powierzchni Ziemi.

Aby otrzymaé z zyroskopu zyrokompas musimy zlamaé symetri¢
urzadzenia, przez dotozenie obcigzenia (rys. 1.2.2). W efekcie, gdy o$, tak
zbudowanego zyrokompasu stojacego na réwniku, zaczyna obracac¢ si¢ do pionu
wzgledem powierzchni Ziemi (rys. 1.2.1), jeden cigzarek unosi si¢ a drugi opada.
Na zyrokompas zaczyna dziata¢ niezerowy moment sil, pod wplywem, ktorego
zacznie on nieznacznie oscylowac. Z drugiej strony mozemy na niego popatrzec
jak na bak z rysunku (1.2). Dodatkowy niezerowy moment sit spowoduje obrot
osi zyroskopu. Obserwator na rowniku bedzie widzial dwa ruchy, lekkie oscylacje
osi zyroskopu oraz jej obrot zwigzany z precesja. Zauwaz, Ze obcigzenie
zyroskopu na rysunku (1.2.2) jest umiejscowione pod krawedzig dysku, podczas
gdy na rysunku (1.1.4) znajduje si¢ ono pod ptaszczyzng dysku (na linii osi
obrotu). To przemieszczenie obcigzenia zmienia dziatanie zyroskopu.
Obserwator na biegunie bedzie widzial o§ zyroskopu tak jak na rysunku (1.2.3).
W wyniku obrotu na skutek precesji 0§ zyroskopu ustawi si¢, w pewnej chwili, w
linii rownoleglej do osi obrotu Ziemi. Wtedy momenty sit wzajemnie si¢
zrownowazg nie powodujgc dalszego obrotu osi zyroskopu.

10
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"

Rysunek 1.2.2. Do zyroskopu doktadamy dwa ciezarki, tak jak to pokazuje
rysunek. W ten sposdb tamiemy symetrie jego konstrukcji i otrzymujemy nowy
przyrzad nazywany zyrokompasem; b) Przy obrocie Ziemi, umieszczony na
réwniku obcigzony zyrokompas, o osi w linii wschéd-zachéd, zmienia
orientacje osi obrotu z réwnolegtej do powierzchni Ziemi na prostopadtg (rys.
1.2.1). Przy obrocie osi obrotu jedne z ciezarkéw wedruje do géry a drugi do
dotu, przez co pojawia sie niezerowy moment sit, ktéry prowadzi do precesji
zyroskopu, tak jak to pokazuje niebieska kotowa strzatka. Ten dodatkowy
niezerowy moment sit spowoduje, Ze Zyroskop nie obrocic sie do poziomu.

Rysunek 1.2.3. Widok na

zyrokompas na rowniku z bieguna
poinocnego. Obroét osi Zyroskopu
(Srodkowy rysunek (1.2.2b))
powoduje, ze zyroskop orientuje sie

@" zawsze wzdtuz kierunku promienia
Ziemi.

Rysunek (1.2.4) na jeszcze jeden sposob ilustruje roznice w dziataniu
zyrokompasu gdy jego o$ ustawiona jest w kierunku wschdd-zachod 1 potnoc-
potudnie. Wynika z tego, ze 0§ zyrokompasu bedzie si¢ ustawiata na linii pdinoc-
potudnie, anast¢pnie bedzie si¢ tego kierunku trzymata. Tak zbudowany
zyroskop bedzie si¢ zatem ustawiat osig obrotu na linii pétnoc-potudnie.

Od strony technicznej zyrokompas jest bardziej ztozonym instrumentem
niz wynikaloby to z prostego schematu pokazanego na rysunku (1.2.2a). Musi by¢
zapatrzony w system uzupelniania energii dysku, system tlumienia drgan, montaz
musi dawa¢ swobode¢ obrotu zyroskopu, trzeba go zaopatrzy¢ w tarcze
pozwalajaca odczytac kierunki (rys. 1.2.5). W efekcie zyrokompas jest ztozonym
urzadzeniem mechaniki precyzyjne;. Dzi§ zastosowanie zyroskopow
(zyrokompas traktujemy jako urzadzenie wykorzystujace zyroskop) wyszly
daleko poza zegluge, lotnictwo 1 kosmonautyke, czy systemy wojskowe.

11
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Rysunek 1.2.4. a) O$ zyrokompasu lezy w rézowej ptaszczyznie. Na rysunku
ma orientacje wschéd-zachéd. W chwili poczatkowej uktad ciezarkéw jest
symetryczny wzgledem promienia ziemskiego (linia przerywana). W jakis$ czas
potem na skutek obrotu Ziemi, wirujacy dysk bedzie starat sie utrzymac
orientacje w przestrzeni. Spowoduje to odchylenie rdézowej ptaszczyzny
w stosunku do powierzchni Ziemi (rys. 1.2.1). Ciezarki nie beda dziata¢
symetrycznie iwytworzy sie moment sit, ktory na skutek efektu
zyroskopowego, bedzie obracat 0§ obrotu Zyrokompasu (rys. 1.2.2-3); b) przy
pionowej orientacji osi (réwnolegtej do osi ziemskiej) ztamanie symetrii
potozenia ciezarkéw wzgledem promienia ziemskiego powoduje oscylacje osi
zyroskopu gora-dot. Zwigzane jest to z tym, Ze obrocona o$ zyroskopu o kat
prosty, powoduje obrdcenia osi preces;ji o kat prosty. Teraz jednak precesja nie
moze powodowac obrotu zyroskopu, bo oznacza to dodatkowe odchylenie
ciezarkow od pionu. Sita grawitacji przywraca je do potozenia zgodnego z
pionem.

Zyroskopy stosowane sa smartfonach i tabletach, sterowanych radiem
modelach samolotow i Smiglowcow, w fotografii w obiektywach z tzw.
stabilizacjg obrazu. Nie wszystkie dzialajg mechanicznie — mamy na przyktad
zyroskopy optyczne. Tak szerokie zastosowanie zyroskopow jest mozliwe dzigki
ich miniaturyzacji oraz masowej, taniej (taniej na jednostke¢) produkcii.
Miniaturowe zyroskopy mechaniczne (rys. 1.2.6) produkuje si¢ metodami
litografii, podobnie jak mikroprocesory?. Liczba produkowanych zyroskopow
sigga obecnie miliarda sztuk rocznie (2018r). Podstawy konstrukcji zyroskopu
zostaly opracowane przez francuskiego uczonego Jeana Foucaulta. Byt to
zwienczenie jego prac nad ruchem cial w uktadach obracajacych sie
(nieinercjalnych; wahadto Foucaulta (§ TVl 5)) oraz nad obrotem bryty sztywne;.

2 Technologie te okresla sie czesto skrotem MEMS (micro-electro-mechanical systems).
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Rysunek 1.2.5. Widok tarczy
morskiego zyrokompasu kursowego;
zrodto Wikipedia, autor ~KenWalker,
licencja: Creative Commons
Attribution-Share Alike 3.0 Unported

Naukowa droga Leona Foucaulta® jest godna krotkiego przytoczenia.
Urodzit si¢ w 1819 roku, w dobrze sytuowanej rodzinie. Ojciec byt cenionym
wydawcg, zmarl kiedy Leon miat dziesig¢ lat. Foucault nigdy si¢ nie ozenil, cale
zycie spedzil z matkg w paryskim mieszkaniu. Byt chlopcem watlej budowy,
zezujacym, stabego zdrowia, z pozoru niezbyt bystrym. W szkole spisywat si¢
stabo, pomagaty mu korepetycje. W wieku trzynastu lat daje o sobie zna¢ jego
ogromny talent do majsterkowania. Matka Foucaulta zdecydowata, Zze jego
manualne zdolnosci predestynujag go do zawodu chirurga. Idac za jej glosem
zapisal si¢ w 1839 roku do szkoly medycznej w Paryzu. Okazato si¢ jednak, ze
nie daje sobie rady z widokiem krwi i cierpienia pacjentéw. Czasy studiow daty
mu dwie cenne przyjaznie Alferda Donnego (prowadzacego zajecia
z mikroskopii) i Armanda Hippolyte Fizeau (pdzniejszego znanego uczonego).
Obaj wspierali Foucaulta w jego pozniejszej dzialalnosci. Foucault i Fizeau
wspolnie ulepszyli proces dagerotypii, co bylo pierwszym naukowym
osiggnieciem mtodych uczonych. W nastepnych latach Foucault wspotpracowat
z profesorem Donnem pomagajac mu w badaniach mikroskopowych. W tym
czasie usprawnil oswietlenie preparatbw mikroskopowych. Po odejsciu na
emerytur¢ Donne przekazuje Foucaultowi redakcje prestizowego dziennika
naukowego ,,Journal de Debats”. Mimo braku formalnego wyksztalcenia mtody
redaktor odnosi sukces. Prowadzenie prestizowego periodyku oznacza kontakty z
najlepszymi uczonymi Francji. Niestety brak wyksztatcenia utrudnia te kontakty
od strony merytorycznej jak i czysto ludzkiej. Uczeni nie postrzegajg Foucaulta
jako ,,swojego’’; a sprawe dodatkowo pogarsza brak istotnych osiggnie¢ mtodego
redaktora. Takie osiggnigcia przyjda na poczatku lat 50-tych. W styczniu 1851r.
W piwnicy swojego domu Foucault uruchomit pierwsze wahadto — zwane dzi$
wahadiem Foucaulta. Byt to znamienity dowdd na obrét Ziemi.

3 Wiecej na ten temat znajdziecie w ksigzce A. D. Aczel, Wahadto. Leon Foucault i tryumf nauki,
Prészynski i S-ka, Warszawa 2003
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Rysunek 1.2.6. Schemat zyroskopu MEMS. (ze wzgledu na problem
przettumaczenia niektérych zwrotéw opis podaje w jezyku angielskim);
(1) outer frame, (2) inner frame, (3) driving comb electrodes, (4) parallel plate
sense electrode, (5) double folded beams, (6) anchors, (7) linear beams and (8)
self-rotation ring; Zrédto Wikipedia; autor Minh Ngoc Nguyen et al. Licencja
Creative Commons Attribution 4.0 International

Warto zaznaczy¢, ze w mozliwo$¢ przeprowadzenia takiego eksperymentu
watpili najwieksi 6wczesni uczeni. Foucault poprosit dyrektora Obserwatorium
Paryskiego Frangois Arago o pomoc w upowszechnieniu odkrycia. Ten oddat mu
do dyspozycji najwigksza (i najwyzsza) sale obserwatorium. Jak wiemy
z dyskusji w (§TVII 5) sercem konstrukcji wahadta byt specjalny zaczep linii
wahadta, ktorego mechanizm pozwalal mu na praktycznie swobodny ruch w
kazdej ptaszczyznie. O pomoc w wykonaniu mozliwie idealnie symetrycznego
wahadta (o dtugosci 11m) Foucault poprosit najlepszego francuskiego slusarza
Paula Gustave’a Fromenta. Wahadlo puszczano w ruch przez przepalenie
welnianej nici, tak by reka ludzka bezwiednie nie nadata mu dodatkowego ruchu.
Pokaz dla srodowiska naukowego odbyt si¢ trzeciego lutego 1851 i zakonczyt si¢
pelnym sukcesem. Cztowiek spoza srodowiska akademickiego przeprowadzit
eksperyment, ktory szybko zostat zaliczony do najpigkniejszych eksperymentow
w fizyce. Foucault wyprowadzit tez wzor na okres wahadta w zaleznosci od
szeroko$ci geograficznej (§TVII5). Wyprowadzenie Foucaulta bylo na poty
heurystyczne ale wynik byt poprawny. Wczesniej wybitni fizycy 1 matematycy
nie dopatrzyli si¢ tego efektu w swoich rownaniach ruchu, a czgs¢ z nich
wnioskowata, ze efektu zaobserwowanego przez Foucaulta by¢ nie moze.
Stowem kleska teoretykow profesjonalistow.

Gdy, po sukcesie wahadta, teoretycy szukali jego matematycznego opisu,
ciggle podejrzliwie odnoszac si¢ do osoby Foucaulta, osiggnigcia tego ostatniego
docenil Napoleon III, ktory sam zywo interesowat si¢ naukg. Polecit on montaz
wahadla w jednej znajwazniejszych budowli Paryza - Panteonie. Dhlugosé
nowego wahadta wynosita 68m (funkcjonuje ono tam do dzi$, oczywiscie przez
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lata przechodzito liczne modernizacje; zobacz rysunek (TVII5.1). Publiczna
demonstracja wahadla uczynita Foucaulta bohaterem Paryzan.

Rysunek 1.2.7. Jean Bernard Léon
Foucault ( 18.09.1819 - 11.02.1868)
- fizyk francuski. Najwieksza stawe
przyniosto mu odkrycie efektu
obrotu plaszczyzny wahan
swobodnego wahadta na skutek
obrotu Ziemi tzw. wahadto Foucaulta
(§TVII5) oraz odkrycie efektu
zyroskopowego oraz prace nad
zyroskopami. Ponadto Foucault
odkryt prady wirowe (tzw. prady
Foucaulta). Dokonat jednego
z pierwszych pomiaréw predkosci
Swiatta w powietrzu i w wodzie.

Jeszcze tego samego roku 1851 Foucault zaczyna prace nad nowym
urzadzeniem wspierajagcym jego dowod na ruch obrotowy Ziemi. To urzadzenie
to zyroskop. Sama nazwa wywodzi si¢ z jezyka greckiego — jest zlepkiem dwdch
wyrazow widzie¢ | obrot (gyro —to obrét, skop — to widzie¢). Raz ustawiony
zyroskop zachowywat swoja orientacje w przestrzeni. Gdy Ziemia obracata si¢
orientacja osi zyroskopu wzgledem obserwatora na Ziemi zmieniata sie. Zyroskop
Foucaulta przedstawia rysunek (1.1.1). Dla nas zyroskop to przede wszystkim
urzadzenie nawigacyjne, ale na jego zastosowanie w nawigacji trzeba byto czekac
ponad 40 lat.

W ostatnim okresie zycia Foucault doczekat si¢ uznania ze strony
Francuskiej Akademii Nauk. Po przewrocie, Napoleon Il organizuje dla niego
posade fizyka przy Cesarskim Obserwatorium Astronomicznym i obsypuje
zaszczytami. Foucault dalej prowadzi owocne badania naukowe i techniczne.
Konstruuje miedzy innymi napgd pozwalajac teleskopom $ledzi¢ ruch gwiazd,
odkrywa prady wirowe. Jego zycie konczy si¢ w 1868 roku.

W relacjach migdzy Foucaultem a najlepszymi francuskimi fizykami
I matematykami mamy dwie skltadowe. Z jednej strony jest to ludzka zawisé¢
I matostkowos$¢ elitarnego klubu, do ktérego niegodni wstgpu nie maja. Ta czgsé
nas tu nie interesuje, nie dlatego, ze interesujgca nie jest, ale jest to w koncu
wyktad z fizyki a nie psychologii czy socjologii. Druga sktadowa dotyczy pytania:
Dlaczego najlepsi uczeni nie dostrzegli efektow zwigzanych z wahadlem
Foucaulta czy zyroskopem? Czy ich rownania tego nie zawieraty? Ot6z same
réwnania to nie wszystko. Jak juz pisatem opis matematyczny §wiata sprowadza
si¢ do niesamowitej kompresji informacji (§Tl1). Réwnania dynamiki
zawierajace opis ruchu takiego uktadu jak zyroskop mieszczg si¢ na kawatku
strony. Trzeba je jednak dobrze napisac, to znaczy oprze¢ si¢ na dobrym modelu,
ktory nie uwzglednia zbyt duzo, ale tez niczego istotnego nie pomija ((§TI 1).
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Potem trzeba te rownania rozwigzac, co jest zwykle bardzo trudne 1 wymaga wiele
pracy (chyba, ze mamy komputer, ktéry jezeli tylko dysponuje odpowiednim
oprogramowaniem, gro tej pracy moze wykona¢ za nas). Ztozony uktad rownan
sam w sobie pozwala na uzyskanie duzej liczby rozwigzan, z ktorych wigkszo$¢
nie daje uzytecznych informacji. ROwnania zatem nie tylko trzeba umie¢ napisac
czy rozwigzaé, ale jeszcze rozwigzywal je we wlasciwg strong. Do tego
wszystkiego potrzebna jest intuicja. Foucault pokazal, ze fizyk stabo operujacy
matematyka, ale majacy ogromng intuicj¢ potrafi osiggnaé wigcej niz
profesjonalni matematycy i fizycy. Mniej wiecej w tym samym czasie udowodnit
to réwniez Faraday. Oczywiscie takie sukcesy samouka ze stabym
przygotowaniem matematycznym nie sg mozliwe w kazdym obszarze nauki. Ale
przeciez wystarczy jedno wielkie osiggnigcie aby wpisa¢ si¢ na karty historii.
Swiadczy to rowniez o tym, jak trudna jest teoria mechaniki na obracajacej si¢
Ziemi. MieliSmy juz tego probke, w temacie (§TVII 2.3-51 §TVII 4.2), w czegSci
poswigconej sile Coriolisa.

Kiedy zyroskop stal si¢ istotnym przyrzadem nawigacyjnym pojawita si¢
pilna potrzeba opracowania jego teorii, ktéra jest bezcenna gdy chcemy
projektowaé uzyteczne urzadzenia o wysrubowanych parametrach pracy.
W latach 1897-1910 Felix Klein i jego znamienity uczen Arnold Sommerfeld
opracowali czterotomowe dzielo poswiecone zyroskopom. Dwa pierwsze tomy
OMmawiaja matematyczng teori¢ zyroskopu, dwa kolejne pos§wiecone sg jego
zastosowaniom.

Trzeba tu jeszcze wspomnie¢ o Gustawie Coriolisie (rys. TVII 5.2.2), ktory
wprowadzit do fizyki terminy ,praca” i ,energia kinetyczne”. Wiemy, ze
opublikowat on w 1835 roku pierwszg teori¢ sity pozornej nazywanej dzis ,,sitg
Coriolisa” ((§TVII 2.3). Dzis$ sitg Coriolisa czgsto zaprzgga si¢ do objasnienia
dziatania wahadta Foucaulta. Wszystko wskazuje jednak, ze ani Foucault ani
owczesni cztonkowie Akademii nie wiedzieli o pracach Coriolisa, ktory wszak
opracowywal podreczniki dla inzynieréw, a nie fizykdw. Zaprzegnigcie sity
Coriolisa do opisania wahadta Foucaulta przyszto p6zniej

1.3. Precesja osi Ziemi ¢

O$ obrotu Ziemi jest nachylona wzgledem ekliptyki (ptaszczyzny
zawierajacej ziemska orbite) pod katem 23.5° (rys. 1.3.1). Ziemia nie jest kulg
a raczej elipsoida z osig symetrii zorientowang wzdtuz osi obrotu. Kierunek do
Stonca nie jest kierunkiem osi symetrii tej elipsoidy. W efekcie sita grawitacji
probuje obréci¢ o$ obrotu Ziemi tak aby byla ona ustawiona prostopadle do
ekliptyki. Jednak w wyniku dziatania efektu zyroskopowego o$ Ziemi zatacza
okregi; podobnie jak o$ obrotu bagka. Ruch ten nazywamy precesja Ziemi. Pelny
obieg osi trwa okoto 26000 lat. Jednym z efektow precesji 0si Ziemi jest pozorny
ruch gwiazd (rys. 1.3.2). Za 12000 lat w poblizu bieguna pétnocnego znajdzie si¢
Wega (dzi$ jest tam Gwiazda Polarna). Precesja osi Ziemi zostata opisana przez
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greckiego (hellenistycznego) uczonego Hipparcha ok. 130 roku p.n.e. Istnieja
hipotezy, ze znana byla wczesniej astronomom Mezopotamii, ale nie sg one
wlasciwie udokumentowane. W uktadzie stonecznym precesja jest zjawiskiem
powszechnym; mowimy o precesji planetarnej.

poétnocny
biegun
o) \niebieski

prosta
prostopadta

0s$ obrotu

nachylenie osi
obrotu do prostej
prostopadtej do

réwnik niebieski e \ plaszczyzny orbity
N

kierunek orbity

potudniowy
biegun
niebieski

Rysunek 1.3.1. O$ obrotu Ziemi jest nachylona wzgledem ptaszczyzny ekliptyki
pod katem 23.5°. O$ Ziemi porusza sie po matych kétkach zaznaczonych na obu
jej konicach. Ruch ten nazywamy precesja Ziemi. Zrédto Wikipedia, autor: NASA,
licencja Creative Commons Attribution 3.0 Unported

Rysunek 1.3.2. Ruch osi Ziemi
na tle gwiazd w okolicy
K poinocnego  bieguna  sfery
oo 1 ST || T ; niebieskiej. Z6tte cyfry wskazuja
' ; ; na rok wedlug naszego
kalendarza. Dzi§ 0§ obrotu

. : wskazuje na punkt Dbliski
o0 ATRON RN ; Gwiazdy Polarnej. Za 12000 lat
B e N A znajdzie sie w poblizu Wegi
ACENRERERTS Y (duze biate kétko pod liczba
T L N 14000); zrodto Wikipedia, autor
o Tau‘olunga, licencja Creative
Commons Attribution-Share
Alike 2.5 Generic.
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2. Rownania Eulera i efekty geometryczne
L

Temat (TVII) poswigcony byt dynamice punktu materialnego w nieinercjalnych
uktadach odniesienia - NUO. W tym rozdziale zrobimy to samo dla bryly
sztywnej.

Powiedzmy, ze mamy obracajgcg si¢ bryle sztywna (rys. 2.1). Zaczepmy
uktad wspotrzednych (x',y’,z") w wybranym punkcie. Mozemy okresli¢ dynamike
tego ciata rozwigzujac rownanie

dK’
~dr 2.1
Ktopot polega na tym, ze dostaniemy bardzo zlozone wyrazenie. Dla bryly
0 osiach swobodnych wektor predkosci katowej @ porusza si¢ wzgledem statego
w przestrzeni wektora momentu pgdu K. Poniewaz tensor momentu bezwtadnosci
zalezy od orientacji wektora predkosci katowej uktadu (czyli od orientacji osi
obrotu), zalezno$ci robig si¢ nieprzyjemnie skomplikowane. Mozemy jednak

zdefiniowa¢ nowy uktad wspoétrzednych (X,y,z) wyznaczony przez osie glowne
bryly sztywnej. Teraz tatwo jest zapisa¢ wzor na jej sktadowe momentu pedu.

!

2.2
Ky = Lxwy; K, =Ly, K, =10,
X' A
> Rysunek 2.1. W wielu
z zagadnieniach ruch  bryly
Y sztywnej latwiej jest
analizowac w uktadzie

zwigzanym z osiami gtéwnymi
bryty. Osie te jednak obracajg
sie wraz z brylg, stanowia
zatem nieinercjalny uktad -
NUO.

4
L //

Niestety nowy uktad wspotrzednych nie jest uktadem inercjalnym i musimy do
réwnan (2.2) doda¢ przyczynki wynikajace z jego nieinercjalnosci. Rownanie
(2.1) jest analogiem, dla brylty sztywnej, drugiego prawa Newtona. Przechodzac
do uktadéw nieinercjalnych dodawaliSmy odpowiednie sity pozorne (§TVII 1).
Mozemy spodziewaé si¢, ze w przypadku zalezno$ci (2.1) trzeba bedzie dodaé
pozorne momenty sil. Postagpimy analogicznie jak przy wyprowadzeniu Wzoru na
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site Coriolisa (§TVII 3.5). Przy przejsciu z uktadu inercjalnego (primowanego)
do uktadu obracajacego si¢ (nieprimowanego) z predkoscia dang wektorem o,
nasze rOwnanie ruchu transformuje zgodnie ze wzorem (TVII 3.5.8), tyle Ze teraz
wektor R zamieniamy na wektor K.

dK' dK
E=E+wXK 23

Zatem w uktadzie nieinercjalnym mamy réwnanie (po wstawieniu (2.3) do (2.1))

_dK

Wektor momentu sit M nie zalezy od wyboru uktadu wspétrzednych, ale jego
wspotrzedne od tego wyboru zalezg. W réwnaniu (2.4) zapisujemy te
wspotrzedne w uktadzie nieprimowanym. Dalej bedziemy przyjmowac, ze wektor
momentu sit liczony jest wzgledem poczatku uktadu nieprimowanego.
Korzystajac ze zwigzkow (2.4) rownanie te mozemy rozpisa¢ we wspotrzednych

' 2.5a

My = Ly + (Lz — Iy ) oy,
My, = Lyoy + (L — Iz2) 0,0y 2.5b
2.5C

M, = L0, + (Lyy — Ly ) wewy,

Powyzsze réwnania noszg nazwe¢ rownan Eulera. Z ich pomoca rozwigze
przyktadowe zadania

Zadanie 2.1.

Przeanalizowac ruch bryly sztywnej w uktadzie zwigzanym z jej osiami
gléwnymi, przy zatozeniu, ze lw=ly, oraz przy braku zewng¢trznych
momentow sit

W takim przypadku trzecie rownanie Eulera daje warunek

0=1L,w, > w, = const 2.6
Dwa pierwsze rownania (2.5) przeksztalcamy do postaci
l,,— I, )w
a)x:—(zz Iyy) “w, = —Quw, 2.6a
XX
. (Izz - Ixx)wz -0
Wy = Iyy Wy = 320y 2.6b

Otrzymalismy uktad réwnan rézniczkowych. Aby go rozwigza¢ zroézniczkuje
obie strony rownania (2.6a)
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W, = —Qw, 2.7
Podstawig teraz za pochodng w,, prawg strong (2.6b).

Gy = —02w, 2.8

OtrzymaliSmy posta¢ rownania ruchu harmonicznego (TVI 1.9b), stad mamy
rozwigzanie na ax.

w, = acos(2t + 6) 2.9

W celu znalezienia rozwigzania dla sktadowej @y obliczmy pochodng wyrazenia

(2.9)

W, = —aflsin(f2t + §) = —Qw, = w, = asin(2t + ) 2.10
Gdzie skorzystalem z (2.6a). Stale a i  muszg by¢ wyznaczone z warunku
poczatkowego. Wektor predkosci katowej ma postac

w(acos(Qt+0),asin(Qt+9),w,) 2.11

Wida¢, ze jego koniec zakre$la w plaszczyznie z okrag o promieniu a. Okres
obiegu tego okregu wynosi

_2m Ly 2m 2.12
Q Izz - Ixx W,

Zgodnie z wzorem (TXII 2.20) wyrazenie na wektor momentu pedu przyjmie
postac

K(acos(Qt + ) Ly, asin(Qt + ) Ly, w,1,,) 213

Koniec wektora momentu pgdu K, podobnie jak koniec wektora predkosci
katowej o wiruje w ptaszczyznie prostopadtej do osi Z po okrggu o promieniu aly,
z czestoscig Q. Gdy przejdziemy do uktadu inercjalnego, gdzie wektor momentu
pedu jest staty, mamy obrét wektora predkosci katowej @ i 0si z wokot wektora

momentu pedu z predkoscig katowa dang wzorem (rysunek 2.3)

K 2.8
Qs = —

Ixx

Wiemy juz, ze ruch ten nazywany jest precesjg 0si obrotu.
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Rysunek 2.3. W uktadzie nieinercjalnym (z lewej) wektor predkosci katowej @
i wektor momentu pedu K obracajg sie wokdét nieruchomej osi z z czestoscia Q.
W uktadzie inercjalnym nieruchomy jest wektor momentu pedu K, a wektor
predkosci katowej o i 0§ z obracajg sie wokét wektora K z predkoscia katowa
Qs.

2.1. Tensory i elipsoidy

Zanim powiem co elipsoida ma wspolnego z tensorami, poswiece nieco czasu
samej elipsoidzie. W dodatku (DF xx) oméwitem ogolne rdéwnanie powierzchni
drugiego stopnia (kwadryki). Tu przytocze jego prostsza posta¢, opisujaca
elipsoide zaczepiong w poczatku uktadu odniesienia, ale o dowolnie
zorientowanych osiach

ax? + by? + cz? + 2dyz + 2exz + 2fxy =1

W celu powigzania wzoru na elipsoide (2.1.1) z tensorem bezwtadnosci (§ TXII 2)
oznaczmy przez |Is moment bezwtadnosci pewnego ciata (TXII 2.8), w wybranym
uktadzie wspotrzgdnych, wzgledem osi s (rys. 2.1.1). Wykonam pewna
konstrukcje geometryczng. Punkt P zostanie wybrany tak, ze odcinek od poczatku
uktadu wspotrzednych do P, skierowany wzdhuz osi s ma dlugos$¢ dang wzorem

2.11

1
OP =— 2.1.2
VI
Dygresja 2.1:

Mozesz tutaj zapytal: gdzie umiejscowiony jest poczqteR, uRfadu wspétrzedmnych?
Odpowiem, Ze nigdzie. Nasz ukfad wspotrzednych Zyje w abstrakcyjnej trojwymiarowej
przestrzeni matematycznej, Ktora nie potrzebuje do szczescia przestrzeni fizycznej. To tak,
Jjakbys szRicowat samochdd twojego Ruzyna. Na pytanie, gdzie jest teraz ten samochdd, nie
musisz mie¢ odpowiedzi. Rysunek reprezentuje natomiast pewne cechy tego samochodu
w ukfadzie Rartki. Podobnie i my chcemy naszRicowal pewne cechy bryfy sztywnej
w abstrakcyjnej przestrzeni trojwymiarowey. W tym celu moZemy wybraé sobie dowolny
punkt i uznaé go za poczqteR ukfadu wspotrzednych. Nastepnie oRreslamy osie ukfadu
wspotrzednych i wybieramy os obrotu s, na Rtorej zaznaczamy odcinek o dtugosci OP damny
wzorem (2.1.2)
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Wspotrzedne punktu P, przez cosinusy kierunkowe wektora jednostkowego
skierowanego od punktu O do punktu P wynoszg (rys. 2.1.1)

1
x = OP cos(a,) = \/—I_cos(ax) = cos(a,) = \/I—Sx 2.1.3a
S
1
y = 0P cos(ay) = \/—I_cos(ay) = cos(ay) = \/I—sy 2.1.3b
S
1
z = 0P cos(a,) = —cos(a,) = cos(a,) = \/I_Sz 2.1.3c

N

Wstawiajgc te rownania do wyrazenia (TXII 2.8) na moment bezwtadnos$ci
wzgledem wybranej osi obrotu mamy

Is = (X + lyyy* + Ip;z* — 2Lgyxy — 21y,yz — 2 Lyx2)ls 2.1.4

Rysunek 2.1.1. Niech [s bedzie
wartos$cig momentu
bezwladnosci pewnego ciata
obliczonego dla osi obrotu s. Katy
o, oy, oz okreslaja orientacje osi s
w wybranym uktadzie
wspotrzednych. Gdy odcinek OP
dany jest wzorem (2.1.2), to dla
réznych osi S, zbidr
odpowiadajacych im punktéow P
wyznacza elipsoide. Przyktadowo
dla zielonej osi s’, punkt P’ wypada
na powierzchni elipsoidy.

Stad mamy
Lx® + Lyyy* + 1,,2° — 2Lyxy — 21,,yz — 2 L,xz =1 215
Jezeli przyjmiemy, ze
a=lIly,b=1,,c=1,d=-1,,e=—L,f=—I, 216

To réwnanie (2.1.5) przejdzie w rownanie elipsoidy (2.1.1). Oznacza to, ze punkt
P lezy na powierzchni elipsoidy. Oznacza to, ze kazdy punkt spetniajgcy warunek
(2.1.2) i lezacy na kierunku wyznaczonym przez pewng o$ obrotu lezy na
elipsoidzie danej rownaniem (2.1.1), przy wspotczynnikach danych wzorami
(2.1.6). Zdrugiej strony uklad warunkow (2.1.6) zawiera wszystkie
wspotczynniki lqyq | jednoznacznie okresla punkt na elipsoidzie dajac graficzna
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interpretacje zbioru tych wspotczynnikow. Zbidr tych wspodtczynnikow stanowi
jednoczes$nie wspotrzedne tensora — nazywanego tensorem bezwladnos$ci
(TXI12.9). Elipsoida (2.1.1) przy warunkach (2.1.6) reprezentuje zatem zbior
tensor6w momentu bezwladnosci ciata dla zbioru osi obrotu o wszystkich
mozliwych orientacjach - nazywamy ja elipsoidg bezwtadnosci.

Definicja 2.1.1: Elipsoida bezwladnosci
Elipsoida bezwtadnosci jest graficzng reprezentacjq tensora momentu bezwitadnosci
danej bryly sztywnej. Jej punkty reprezentujq wartos¢ momentu bezwtadnosci
zgodnie z relacjq (2.1.2), dla osi obrotu skierowanej zgodnie z Rierunkiem odcinka od
Srodka elipsoidy do danego punktu.

Na odstawie (2.1.2) mamy réwniez nastepujacy

Fakt 2.1.1:
Odwrotnos¢ pierwiastka z momentu bezwtadnosci dla danej osi obrotu wyznacza
odlegtosé¢ miedzy poczatkiem uktadu wspétrzednych a punktem P odpowiadajgcym tej
osi na elipsoidzie bezwtadnosci.

Zwracam rowniez uwage na to, ze elipsoida bezwladnosci jest
zdefiniowana dla réznych osi przechodzacych przez ten sam punkt. Gdy
zmienimy punkt, przez ktére przechodza osie obrotu, to zmieni si¢ elipsoida
bezwtadnosci.

Jak wiemy tensor momentu bezwladnosci mozna zdiagonalizowac
(§TXII_2). Geometrycznie diagonalizacja oznacza przejscie do takiego uktadu
wspotrzednych, ktorego osie pokrywaja si¢ z osiami elipsoidy bezwladnosci. Osie
takie nazywamy osiami gtownymi (def. TXII 2.3). Jezeli wspotrzedne w tym
nowym uktadzie oznaczymy primami to rOwnanie elipsoidy bezwtadnosci bedzie
miato najprostszg postac

lexxlz + Ilyyylz +IIZZZI2 — 1 2.1.7

Przyjmujac

U SRS S
NN TN
Otrzymamy najbardziej znang posta¢ rownania elipsoidy we wspotrzednych
zgodnych z jej osiami
12 12 12
y JA
o’ + 5 +7:1 2.1.8
Prostota rownania elipsoidy w uktadzie osi glownych wskazuje, ze warto
przedstawi¢ procedur¢ znajdowania kierunkéw osi gldéwnych 1 momentow
bezwladnosci wzgledem uktadu osi gldéwnych. Potraktuje lewg strong rownania

(2.1.5) jako definicje funkcji

2.1.8a
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o(x,y,2) = Ixxxz + Iyyyz + IzzZ2 - leyxy - 2 IJIZyZ

— 2 1L,,xz

Wtedy warunek (2.1.5) przyjmie postac

o(x,y,z)=1

2.1.9

2.1.9a

Jezeli potraktujemy funkcje ¢ jako definicje pewnego pola skalarnego
(def. TI1 7.1), to (2.1.9a) wyznacza warunck na konkretng powierzchni¢
ekwiskalarng (def. Tl 7.2). Wiemy, ze gradient (def. TII 7.4) z pola ¢ wyznacza
kierunek wektora n prostopadtego do tej powierzchni (rys. Tll 7.5). Poniewaz
powierzchnia ekwiskalarna (2.1.9a) jest jednoczesnie powierzchnig elipsoidy
bezwladnosci, wzory na sktadowe wektoréw do niej normalnych majg postac

¢

n, = Pl 2L x — 21y — 21552
d¢

n, = E = —2l,x + 21,y — 21,z
0

n, = 6—(5 = —2l,x — 2L,y + 21,2

2.1.10a

2.1.10b

2.1.10c

Gdzie ponadto uwzglednitem fakt, ze tensor momentu bezwladnosci jest

symetryczny (def. TXII 2.1).

Rysunek 2 .1.2. Wektor normalny
do powierzchni elipsoidy, w punkcie
przebicia osig obrotu, jest
rownolegty do tej osi obrotu, tylko
wtedy, gdy o$ obrotu jest osig
gtowna. Zielony  wektor jest
normalny do powierzchni elipsy
w punkcie  przebicia osig -x
i zarazem rownolegty do tej osi. Dla
innych osi (np. rézowa) wektor
normlany nie jest rownolegly do osi
obrotu.

Wektor n jest rownolegly do odcinka OP tylko wtedy, gdy P lezy na jednej z osi
glowny (rys. 2.1.2). Pozwala nam to sformutowac¢ warunek na wyznaczenie 0Si
gléwnych. Gdy wektor OP lezy na jednej z osi gtdéwnych (czyli jest rownolegly
do wektora normalnego do elipsoidy w punkcie przebicia), to mozna zapisa¢ go
jako proporcjonalny do wektora normalnego n

n, = 2Ax, n, = 22y, n, = 21z

21.11
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Gdzie A jest wspotczynnikiem proporcjonalnosci. Przy tym, dla kazdej z trzech
osi gtownych wspdtczynnik A moze mie¢ inng wartos¢. Gdy wszystkie sg takie
same elipsoida jest sferg.

Zwracam uwage na to, ze réwnania (2.1.11) wyznaczajag wspotrzedne
wektora OP lezacego na jednej z osi gtownych. Jednak nasz uktad wspotrzednych
W ogo6lnym przypadku nie pokrywa si¢ z osiami gtéwnymi. Gdyby doszto do
takiego pokrycia, to tylko jedna ze wspoirzednych wektora n (2.1.11) bylaby
niezerowa.

Aby wyznaczy¢ warto$¢ parametru A wybiore o$ obrotu S tak by pokrywata
si¢ z jedng z osi gléwnych (i z odcinkiem OP lezacym na tej osi). Ciggle jednak
uktad wspotrzednych z osiami gtownymi nie pokrywa si¢. Wtedy moge korzystaé
z zaleznosci (2.1.11). Wstawiajac ja do wyrazen (2.1.10) mam

2Ax = ZIxxx — ZIxyy — ZIxZZ 2.1.12a
20y = =2L,x + 2L,y — 21,2 2.1.12b
20z = =2 x — 2L,y + 21,2 2.1.12c
Po przeksztalceniach mamy
(Ixx — /1)x - Ixyy —1L,z=0 2.1.13a
2.1.13b
_Iyxx + (Iyy — A)y — IyzZ =0
2.1.13c

—lpx — I,y + (I;z—Az=0

Uktad (2.1.13) jest uktadem réwnan liniowych (§DE 3). Jednorodny uktad
réwnan liniowych (2.13) ma rozwigzanie, gdy wyznacznik tego uktadu jest rozny
od zera (DE 4.9)

Ixx — A _Ixy _Ixz 2114
Ly Iy, — 2 L, =0 o
sz Izy Izz — A

Wyznacznik ten daje rownanie trzeciego stopnia ze wzgledu na A
Rownanie to ma trzy rzeczywiste pierwiastki, gdyz macierz tensora momentu
bezwladnos$ci jest symetryczna a jego wspoOtczynniki sg rzeczywiste
(fakt DE 5.2). Kazdy z pierwiastkow odpowiada za jedna z osi glownych. Gdy
réwnanie (2.1.14) ma pierwiastek wielokrotny, to elipsoida bezwtadnosci ma
wigkszg symetri¢. Dla pierwiastka podwojnego (dwie wartosci A sg sobie rowne)
jeden z przekrojow elipsy bezwladnosci jest kotowy. Dla pierwiastka potréjnego
(wszystkie A; sa sobie rowne) elipsoida staje si¢ sferg.

Zwracam uwage, ze wyrazenie (2.1.14) mozemy rowniez intepretowac jako

rownanie na wartosci wlasne operatora | (§DE 5).
Iw = 1w 2.1.15
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Tensor momentu bezwtadnosci intepretujemy jako operator, ktéry przeksztatca
wektor predkos$ci obrotowej @, w wektor momentu pedu zgodnie z rownaniem
(TXI 2.20), K=lw. Gdy spetniony jest warunek (2.1.15), to

K=1w 2.1.16

Co oznacza, ze wektor momentu pedu K jest rownolegty do wektora predkosci
katowej .

Zobaczmy jak to dziata na prostym przyktadzie. Wybiore zbidr dwudziestu
jeden punktéw rozrzuconych losowo W obszarze o granicach {-5, 5} wzdhiz
kazdej osi. Zaktadam, ze kazdy punkt reprezentuje jednostkowa mase. Poniewaz
jest duzo liczenia przy tylu punktach, to odwotam si¢ do programu Mathematica.

Instrukcja losowania
wspotrzednych 21
punktéw znajdujacych sie

set=RandomReal[{-5,5},{21,3}] w  szeSciennym pudetku
o wspotrzednych rogéw (-

5,5).

{{4.17723,-3.35697,4.68401},{-2.50016,-0.647334,-
2.15201},{-0.502168,0.276454,-3.49108},{2.59033,-
3.68861,1.42748},{2.44061,4.12612,1.16669},{-
0.355516,-4.58682,-1.56228},{2.65886,-

4.66533,3.94198}%} {-

3.02239,0.733827,1.23266},{1.48643,3.01983,4.71196},{-
3.44219,2.73415,1.1823},{3.28596,-3.11031,-4.02583} {- Wspc’ﬁrzqdne
1.55642,-4.06806,-0.798287},{4.20044,-2.90662,- Wy]osowanych punkt()w
0.935526},{4.00563,1.17172,-4.58836},{-3.32867,-
2.60537,-3.41406%},{-3.35281,-4.36771,-
2.76892},{2.11303,-3.86782,0.619155} {-
3.53578,3.02077,2.10547%},{1.01885,3.94455,-
0.220967},{0.772216,-2.85483,-1.57113},{0.674885,-

0.154824,-3.27332}}

Math 2.1.1. Losowanie wsp6trzednych dwudziestu jeden punktéw

Nastepnie oblicze potozenia srodka masy tych punktow
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center=Total[set]/Length[set] Wzér na potozenia $rodka
masy punktéw o masie
jednostkowej

center={0.372778,-1.04063,-0.368097} wynik

Math 2.1.2. Procedura obliczania $rodka masy uktadu punktéw, w
przypadku gdy wszystkie punkty maja jednostkowa mase. Funkcja Total
sumuje wspoétrzedne punktow, funkcja Length oblicza ilo$¢ punktow

Teraz wyznacze¢ wspotrzedne moich punktow w uktadzie srodka masy

setcent=Map[ (#-center)&,set] Instrukcja

{{3.80445,-2.31634,5.05211},{-2.87294,0.393293,-1.78392} {-
0.874946,1.31708,-3.12298},{2.21755,-
2.64798,1.79558},{2.06783,5.16675,1.53478},{-0.728294, -
3.54619,-1.19418},{2.28608,-3.6247,4.31008} {-
3.39517,1.77445,1.60076},{1.11365,4.06045,5.08006} { -

3.81497,3.77478,1.5504},{2.91318,-2.06968,-3.65773} {-1.9292,- | WspOtrzedne
3.02743,-0.430191},{3.82766,-1.86599 - punktéw w uktadzie
0.567429},{3.63285,2.21235,-4.22026},{-3.70145,-1.56474,- $rodka masy
3.04596} {-3.72559,-3.32709,-2.40082}, {1.74025 -

2.82719,0.987252},{-

3.90856,4.0614,2.47357},{0.646069,4.98517,0.14713},{0.399437, -
1.8142,-1.20303},{0.302106,0.885803,-2.90523} }

Math 2.1.3. Wspo6trzedne punktéw w uktadzie Srodka masy. Funkcja ta od
wspotrzednych kazdego punktu odejmuje obliczone wczesSniej wspdirzedne
srodka masy.

Czas na obliczenie sktadowych tensora momentu bezwtadnosci. Korzystam ze

wzoréw (TXII 2.18).
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tensorl[set_]:=Module[{r2},r2=Norm/@set;{{Sum[r2[[i]]-
(set[[i,2]D"2,{i,Length[set]}],Sum[

set[[i,1]]set[[i,2]].{i,Length[set]}],Sum[- wspotrzedne
set[[1,1]]set[[i,3]].{i,Length[set] }]},{Sum[- tensora momentu
set[[1,2]]set[[i,1]].{i,Length[set] }],Sum[r2[[i]]- bezwtadnosci
(set[[i,2]D"2,{i,Length[set] }],Sum][- obliczone w
set[[1,2]]set[[i,3]].{i,Length[set]}]}.{Sum][- zadanym uktadzie
set[[i,3]]set[[i,1]].{i,Length[set]}],Sum[- wspotrzednych

set[[1,3]]set[[i,2]].{i,Length[set]}],Sum[r2[[i]]-
(set[[i,3]D"2,{i,Length[set]}]}}]

ten={{-53.3287,27.0272,-22.9408},{27.0272,-90.2728, - wynik
25.5365},{-22.9408,-25.5365,-59.5087}}

Math 2.1.4. Obliczanie wspétrzednych tensora momentu bezwtadnosci. Na zétto
obliczanie kwadratu dtugosci wektora wodzacego dla 21 punktéw. Funkcja Sum
sumuje sktadniki dla wszystkich 21 punktéw. Na niebiesko oznaczona jest cze$¢
obliczajaca wspotrzedna Ixx, a na szaro wspoétrzedng Lyy.

Obliczamy wartosci wlasne 1 wektory wlasne tensora momentu bezwtadnosci

eivel=Eigenvalues[ten] obliczanie warto$ci whasnych

eivel={-108.656,-79.516,-14.9379} wynik

eivec=Eigenvectors[ten] obliczanie wektoréw
wtasnych

eivec={{0.303403,-0.896094, -
0.323979},{0.678893 - .
0.0352911,0.733389},{-0.668619,- wynik
0.442459,0.597644}}

Math 2.1.5. Obliczanie wartosci wtasnych i wektoréw wiasnych tensora
momentu bezwtadnos$ci. Wektory wtasne sg przez program normalizowane
(sa to wektory o jednostkowej dtugosci).

Wektory wlasne wskazuja na orientacje osi gldownych bryly utworzonej z naszych
dwudziestu jeden punktow. Poniewaz Mathematica zwraca wektory unormowane
ich wspotrzedne sa rowne cosinusom kierunkowym osi gtdéwnych. Na koniec
rysunek przedstawiajgcy rozktad punktow oraz osie gldwne
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>

Rysunek 2.1.3. Z lewej - potozenie wylosowanych dwudziestu jeden punktow,
ich $rodek masy (czerwony punkt) oraz osie gtéwne; z prawej - osie gtéwne
narysowane z inne perspektywy. Jak wida¢ wektory osi gtéwnych sg do siebie
prostopadte (ortogonalne).

Przypomneg, ze warto$ci wtasne operatora nie zalezg od wyboru uktadu
wspotrzednych. W szczegolnosci, w uktadzie osi gtownych tensor momentu
bezwladnosci przyjmuje posta¢ diagonalng, a na diagonali lezg warto$s¢ wtasne
(fakt TXII 2.1). Przejdzmy zatem do uktadu wtasnego, w ktorym tensor momentu
bezwladnosci przyjmie postac

A4 0 0
=10 4, O 2.1.17
0 0 A4
Niech uktad obraza si¢ wokoét osi z. Wtedy mamy
A 0 0|0
K=lo=K=|{0 4, 0| 0|=4o=>K=40 2.1.18
0 0 Ao

Wynika z tego, ze warto$¢ wiasna A3 jest rowna warto§¢ momentu bezwtadnos$ci
dla bryly sztywnej obracajacej si¢ wokdl osi gtownej oznaczonej tu jako z.
Podobng interpretacje maja wartos¢ wlasne A; 1 A, tyle, ze w odniesieniu do osi
glownej X 1.

Fakt: 2.1.1:

Wartosci wiasne tensora momentu bezwtadnosci bryty sztywnej sg réwne momentom
bezwtadnosci tej bryty wzgledem osi gtéwnych.

Wracajac do tensora momentu bezwladnosci. Moment bezwtadnosci ciata
obracajacego si¢ wokot danej osi obrotu mozna wyrazi¢ wzorem

| —(n1]n) 2.1.19

Gdzie n jest jednostkowym wektorem normalnym w kierunku osi obrotu. Kto nie
wierzy moze wstawi¢ za tensor bezwladnosci | wyrazenie (TXII 2.9), a za
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jednostkowy wektor normalny n, wektor o wspotrzednych (cos(a), cos(p),
cos(y)) i wymnozy¢ cate wyrazenie, co da wynik (TXII 2.8). Pamigtaj przy tym,
ze tensor | jest symetryczny, oraz skorzystaj z (TXIl 2.10). Poniewaz, zgodnie
z umowa, pracujemy w prawoskretnych ukladach wspotrzednych wektor n
powiniene$ zorientowac¢ zgodnie z regulg Sruby prawoskretnej. Funkeje ¢ (2.1.9),
w uktadzie wspotrzednych zgodnych z osiami elipsoidy (osie gtowne) wyrazi si¢
wzorem (wtedy wyrazy mieszane typy lyy sa rowne zeru)
e=(rr)y=1,r2+1,r>+1,r? 2.1.20

XXX

Normalna do powierzchnia statej wartos¢ funkcji ¢ wyraza si¢ przez jej gradient,
co biorgc pod uwagge (2.1.20), daje si¢ zapisa¢ w zwartej postaci
Vo=2Ir 2.1.21

Przez | oznaczylem tensor momentu bezwtadnos$ci, ktory jest w tym wypadku
reprezentowany przez macierz diagonalng (jesteSmy w uktadzie osi gtéwnych).
Zgodnie z (2.1.9a) rownanie @=1, wyznacza powierzchni¢ elipsoidy. Wektor
wodzacy r punktu na powierzchni tej elipsoidy mozna wyrazi¢ przez wektor do
niej normalny (w tym punkcie), co wynika z (2.1.2)

r— n o
JIJ2E,
Ostatnia zalezno$ci wynika z faktu, ze energia kinetyczna ruchu obrotowego
wyraza si¢ wzorem

E, =(o|I|o) 2.1.23
Zapiszmy (2.1.19) w postaci
E, 2.1.23a

=(2112) =L olt]o) - =

2.1.22

Skorzystatem przy tym z faktu, ze

o 2.1.23b
O=on=—n-=—
w

Wyrazenia (2.1.23) pozwalajg nam na otrzymanie wzory (2.1.22). Podstawiajac
(2.1.22) do (2.1.21) mamy

(0} 2
Vo =2I = |—K
¢ /_2Ek E, 2.1.24

Widzimy, ze wektor momentu pedu K jest rownolegly do wektora gradientu dla
elipsoidy reprezentujacej tensor momentu bezwtadnosci 1. Wektor gradientu jest
natomiast prostopadly do ptaszczyzny stycznej do danej powierzchni w danym
punkcie. Zatem wektor K jest rowniez prostopadly do tej samej plaszczyzny.
Wynika z tego prosta geometryczna konstrukcja wektora K na bazie elipsoidy
bezwladnosci (rys. 2.1.4a)
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Rysunek 2.1.4. a) Wektor momentu pedu K dla uktadu obracajacego sie wokot
osi pokrywajacej sie z wektorem r i danej elipsoidzie bezwtadnosci (czyli
danym tensorze momentu bezwtadnos$ci I) jest prostopadty do ptaszczyzny
stycznej do elipsoidy bezwtadnos$ci w punkcie wskazanym przez wektor r;
b) Dla swobodnie obracajacej sie bryty wektor momentu pedu K jest staty.
Reorientujgc elipsoide bezwladnosci z czesci (a) rysunku do pozycji
przedstawionej w czesci (b) mozemy uzna¢, ze w czasie ruchu bryty sztywnej
jej elipsoida bezwtadnosci toczy sie po ptaszczyznie nazywanej ptaszczyzng
niezmienng tak, ze kierunek wektora K jest zachowany. Kierunek ten nazywany
jest kierunkiem niezmiennym. Przemieszcza sie natomiast punktu styku
elipsoidy z ptaszczyzng niezmienna.

Ze wzgledu na zasade zachowania momentu pedu swobodnie obracajgca
si¢ bryta musi zachowac¢ kierunek wektora momentu pedu K. Oznacza to, ze
W czasie ruchu swobodnej bryly sztywnej musi by¢ zachowana orientacja
niebieskiej plaszczyzny z rysunku (2.1.3a), bo jest to ptaszczyzna prostopadta do
niezmienniczego wektora momentu pedu K. Plaszczyzne ta nazywamy
ptaszczyzng niezmienng. Odlegtosé d (rys. 2.1.3b) miedzy $rodkiem elipsoidy
bezwtadnosci a ptaszczyzng niezmienng mozemy wyliczy¢ jako rzut wektora r na
kierunek wektora K. Do rzutow zatrudniamy iloczyn skalarny wektorow

r * K _ - K _ 2Ek
Dzielenie wektora K przez jego dtugos¢ daje jednostkowy wektor w kierunku K,

czyli wektor pokazujacy na kierunek K. W wyrazeniu (2.1.25) skorzystatem
z (2.1.22) a nastegpnie z zaleznos$ci

lo=K = (o|l|o) =(o|K) = E, =(0|K) 2.1.25a

d=

Gdzie skorzystatem z (2.1.23). Zwr6¢ uwagg, ze przejscie od pierwszej do drugiej
rowno$¢ (2.1.25a) oznacza obustronne mnozenie skalarne pierwszej rowno$¢
przez wektor o, tyle ze zapisane w jezyku braketow. Obliczona odlegtos¢ d dla
bryty swobodnej musi by¢ stata. W czasie obrotu swobodnej bryly sztywnej
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wedruje wektor predkosci obrotowej ®, a zatem rowniez o$ obrotu®. Niemnigj
caly czas elipsoida bezwtadno$ci musi by¢ styczna do ptaszczyzny niezmiennej,
inaczej cata nasza konstrukcja si¢ zawali, CO wigzaloby si¢ z naruszeniem zasady
zachowania pedu. Ten punkt stycznosci jest punktem chwilowego obrotu
elipsoidy bezwtadnosci.

Elipsoida bezwladnosci jest konstruktem teoretycznym. Istnieje
W abstrakcyjnym $wiecie matematyki imoze si¢ toczy¢ PO Mmatematycznej
plaszczyznie. Moéwimy tu o takim wilasnie toczeniu w §wiecie matematycznej
abstrakcji. Oczywiscie toczenie si¢ elipsoidy bezwtadnosci reprezentuje obrot
realnej bryly sztywnej a odcinek od $rodka elipsoidy do punktu stycznos$ci
wyznacza kierunek osi obrotu tej bryty.

Geometryczna interpretacja tensora bezwladnosci w wzglednie tatwy
sposOb pozwala na uchwycenie roznych zwigzkéw. Mozna to samo zrobi¢ (np.
wykazac istnienie plaszczyzn niezmiennej) wylacznie na wzorach, ale jest to
wtedy trudniejsze zadanie.

Dygresja 2.1.1: O obrotach tworéw matematycznych

Analizowane toczenie sig elipsoidy bezwftadnosci po pftaszczyinie niezmiennej
przenosi nas w Swiat obrotéw abstrakcyjnych twordw matematycznych. Oczywiscie
twory te reprezentujq pewne cechy obieRtow fizycznych. Majq przy tym wtasng
dynamike, Rtora realizuje sie w abstrakcyjnym Swiecie matematycznym. Mozna by tu
rzec, Ze poszlismy Rrok dalej w Rraing abstrakcfi. Analizujemy ruchy
wyimaginowanych obieRtéw geometrycznych w wyimaginowanych przestrzeniach.
Czy jednak rzeczywiscie robimy cos niezwykfego. W Roticu patrzqc na pitke widzimy
Jej reprezentacje wizualng utworzonq przez mozg. Nie widzimy pitRi jako takiej.
Kiedy widzimy, Ze  pitka sig toczy, to doswiadczamy reprezentacyi tego ruchu
w wygenerowanej przez mozg przestrzent. ‘W abstrakcyjnym Swiecie wizualnych iRon
mamy abstrakcyjnq reprezentacje procesu, Ktory nazywamy toczeniem. Elipsoida
bezwtadnosci jest tylko inng abstrakcjq, przez Rtérq reprezentujemy cechy fizycznego
Swiata. Zwiqzek migdzy ruchem elipsoidy bezwitadnosci a ruchem bryfy sztywnej moze
by¢ dla nas trudny do ,sRonsumowania” bo nasz mozg nie tworzy jej w naturalny
sposob, ale to nie znaczy Ze ten sposéb postgpowania jest inny od tego co robi mozg, w
swej abstrakcyjnej istocie.

2.1.1. Praca w uktadzie obracajgcym sie
W (§TVII 2.6) dyskutowalismy problem pracy w uktadzie nieinercjalnym, ktory
poruszat si¢ z przyspieszeniem a wzgledem uktadu inercjalnego. Zobaczmy jak
to bedzie wygladato w ogolnym przyktadzie, to jest gdy uktad nieinercjalny
bedzie miat liniowa sktadowa przyspieszenia 1 katowa. To drugie oznacza, ze

4 Jest to przeciwna sytuacja do przypadku bryly na sztywnym zawieszeniu, kiedy wedruje wektor
momentu pedu a o$ obrotu jest stata (rys. TXIl 2.1.3). Dokfadniej przypadek bryty swobodnej bedzie
omoéwiony w (§TXV 1).
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uktad bedzie si¢ mogl obraca¢ wokoét danej osi ze zmienng predkoscig katowa m
(rys. 2.1.5).

Y

Rysunek 2.1.5. Ukiad inercjalny (nieprimowany) oraz nieinercjalny
(primowany). Uktad primowany porusza sie wzgledem nieprimowanego
z przyspieszeniem liniowym i obraca sie wokot osi z'.

Sity dziatajagce w uktadzie primowanym mozemy roztozy¢ na sity przylozone
I bezwtadnos$ci. Skorzystamy tu ze wzoru (2.5.26)

4R _ . 2.1.26
M- =F-2moxR-mox(oxR)-modxR-mR

We wzorze tym pojawit si¢ jeszcze dodatkowy czton —mR zwiazany z sktadowa
liniowg przyspieszenia ukladu primowanego wzglegdem nieprimowanego.
Postepujac podobnie jak w (§TVII 2.6), to jest mnozac obie strony rownania
(2.1.26) przez dr’ = v'dt (V' to wektor predkosci czastki w uktadzie primowanym)
otrzymujemy rowno$¢ pomiedzy zmiang energii kinetycznej a wykonang praca,
gdy obie wielkosci obliczane sg w uktadzie nieinercjalnym. Wynik, ktérego
mozna si¢ byto spodziewac, gdyz nie ma powodu, by sity bezwladnosci zwigzane
z obrotem miatly inny charakter niz te zwigzane z ruchem liniowym. Nie wszystko
jest jednak takie same. W (§ TVII 2.6)pokazalismy, ze gdy uktad wspotrzednych
zwigzany jest ze Srodkiem masy, to praca sit bezwladnosci jest rowna zeru (fakt
2.6.1). Gdy dodamy obrot uktadu wspotrzednych przestaje to by¢ prawda®.

5 Petniejszg dyskusje poruszonych tu probleméw znajdziesz w pracy D. A. Manjarfes. J. Herrera, R. A.
Diaz, Work and Energy in rotating systems, Am. J. Phys.,81, 597-602 (2013)
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Cale nasze rozumowanie (i rysunek 2.1.5) dotyczy jednej czastki uktadu.
Gdy chcemy policzy¢ prace w catym uktadzie musimy posumowac¢ wktady od
wszystkich czastek tak jak to robilismy w (§TVII 2.6).

2.2. Obroty wokodl osi glownych

Zastanowmy si¢ jeszcze nad obrotami bryly swobodnej wokot osi gtéwnych. Osie
glowne majg wyrdzniony status. Z rysunku (TXIl_2.1.2) wida¢, ze gdy bryla
obraca si¢ wokoét innej osi niz gldwna, to nie begdzie to obrot stabilny. Hantle
pokazane na tym rysunku obracajg si¢ stabilnie tylko dlatego, ze o$ jest sztywno
zamocowana. Jednak sity dosrodkowe bedg staraly si¢ obroci¢ 0§ obrotu do osi
glownej. Wida¢ to rowniez z faktu, obrotu wektora momentu pedu. Wektor
momentu pedu moze zmienia¢ kierunek tylko wtedy gdy dziala niezerowy
moment sit. Gdy moment sit ustaje, bryla staje si¢ swobodna moment pedu nie
moze si¢ dalej kregci¢, natomiast moze kreci¢ si¢ o$ obrotu, CO nazywamy
zjawiskiem precesji (zadanie (2.1)). W przypadku obracajacej si¢ hantli,
uwolnienie od wigzan, spowoduje ruch o$ obrotu wokot wektora momentu pedu.
Dziata co prawda dalej sita dosrodkowa, ale poprzecznie do predkosci liniowe]
kulki sztangi, co jak wiemy nie zmienia wartosci predkosci, tylko jej kierunek.
Zastanowimy si¢ teraz nad stabilnoScig obrotu bryly o osiach swobodnych,
krecacej si¢ wokot osi gléwne;.

Niech w uktadzie osi gléwnych niezerowe sktadowe tensora momentu
bezwtadnosci spetniajg warunek

Lo >1,>1, 2.2.1

W uktadzie osi wiasnych tensor momentu bezwladnosci ma posta¢ diagonalng.
Jednak dla danej bryty sztywnej uktad osi wlasnych jest uktadem nieinercjalnym
(obracajacym sig¢), stad rownania ruchu brylty beda rownaniami Eulera (2.5).
Przyjmijmy, ze wektor predkosci katowej ciata jest prawie rownolegty do 0si X,
z matymi dodatkami dla osi y iz. Zatem wektor predkosci katowej ma
wspotrzedne

w(a)x’gwgz) 2.2.2

gdzie liczby g 1 & sa mate w porownaniu z @y. Rownania Eulera (2.5) przyjma w
naszym przypadku postac

0= Ixxd)x +(Izz - Iyy)‘(?y"'c"z ~ Ixxa)x = O, = const 2.2.3a
0=1,& + (1~ 1.)o8, 2.2.3b
0=1,,+(1,-1,)og, 2.2.3¢

Przyblizenie w (2.2.3a) wynika z tego, ze obie liczby & 1 & sa male, a SciSlej rzecz
biorgc poniewaz badamy mate odchylenia od obrotu wokot osi z, mozemy je
uczyni¢ bardzo, bardzo matymi. Statos¢ sktadowej ax moze sugerowac, ze obrot
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wokot tej osi moze by¢ stabilny. Musimy jeszcze sprawdzi¢ co wynika z rGwnan
(2.2.3b i c). Wida¢, ze

(IXX_IZZ)

& =———"2¢,0,
ly 2.2.4a

’ I £ 2.2.4b

Podobny uktad rownan juz rozwigzywaliSmy (2.6), tyle ze wtedy dwie sktadowe
tensora momentu bezwladnosci byly sobie rowne. Teraz mamy ogolniejszy
przypadek. Postgpowa¢ mozemy jednak podobnie. Rézniczkujemy obie strony
rOwnania (2.2.4a) po czasie, pamigtajac, ze zgodnie z (2.2.3a) ax jest stata

(le—1,) .

&, =—"——&,0,
I 2.2.5

XX

Wstawiajac (2.2.4b) do (2.2.5) mamy

I, — | Ixx_I
gy:_( xxI zz)( I W)gzwf 226

XX 7z

Jezeli teraz czynnik

_(IXX_IZZ)(IXX_Iyy) 2.2.7
I 1

XX~ 7z

Jest ujemny to otrzymamy réwnanie oscylatora harmonicznego. Ze wzglgdu na
warunki (2.2.1) wida¢, czynnik ten bedzie ujemny. Zatem wspotrzedna predkosci
katowej & bedzie oscylowata. W podobny sposob mozemy pokazaé, ze
oscylowac bedzie wspotrzedna &. Co wigeej czestosci | amplitudy tych oscylacji
beda takie same. Zlozenie dwodch oscylacji harmonicznych wzajemnie
prostopadtych o tych samych czgstosciach 1 amplitudach da nam ruch po elipsie
(tab. TVIII 2.2.1).

Co ze$my tutaj pokazali? Wyobrazmy sobie, ze nasze ciato obraca si¢ tylko
wokot osi X. W pewnym momencie podziataliSmy niewielkim zaburzeniem w
kierunku prostopadty do tej osi tak, ze na krotko pojawil si¢ niezerowy moment
sity. Wtedy zmieni si¢ kierunek osi obrotu, tak ze pojawig si¢ niewielkie sktadowe
wektora obrotu dla osi y i z. Te niewielkie sktadowe spowoduja, Zze 0§ obrotu
bedzie poruszala si¢ po okrggu wokot osi X (precesja osi obrotu). Mamy zatem
stabilng sytuacj¢. Podobnie jak kulka w dotku. Niewielkie zaburzenie, spowoduje,
ze kulka nieco si¢ wychyli poza potozenie rownowagi i zacznie oscylowaé wokot
tego potozenia. Kiedy nie ma tarcia bgdzie tak oscylowa¢ w nieskonczonosc.
Jednak nie opusci bliskiego sgsiedztwa punktu rownowagi. Taki system jest w
rOwnowadze trwatej. Zatem uktad obracajacy si¢ wokot osi X jest w rownowadze
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trwatej. Podobne rozumowanie pokazuje, ze tak samo jest dla osi z. Ale sytuacja
zmienia si¢, gdy uktad obraca si¢ wokoét osi Yy, a nastepnie obrét ten jest lekko
zaburzony. Wektor obrotu ma wspoétrzedne

m(gx,a)y,gz) 2.2.8

gdzie liczby & i & sa mate w porownaniu z @y. Rownania Eulera (2.5) przyjma
postac

0= |XX,¢X+(|ZZ_|yy)a)ygZ 2.2.9a
0=l 0, +(l,—1,)ss, = 1,0, = o, =const 2.2.9b
0=1,¢,+(1,-1,)oe, 2.2.9¢

Z robwnan (2.2.9a1 ¢) widac, ze

_(IZZ_IW)

X = I y-z 2210a

’ I Vo 2.2.10b

Rézniczkujemy obie strony réwnania (2.2.10a) po czasie, pamigtajac, ze zgodnie
z (2.2.9b) sktadowa ay jest stala

Izz — 1 .
& :‘(|—W)‘92”v 2.2.11

XX

Wstawiajac (2.2.10b) do (2.2.11) mamy
(.=1,) (1, = 1) 2.2.12

X | | gx a)y
XX 7z

B

Na mocy warunku (2.21) czynnik

(L=1,) (1, = 1%) 2.2.13
| l

XX 77

jest dodatni i otrzymane réwnanie ruchu (2.2.12) nie ma charakteru roéwnania
ruchu oscylatora harmonicznego. W takim przypadku ogdlne rozwigzanie mozna
zapisa¢ w postaci

X = Ae* + Be™ 2.2.14

o, 2.2.14a
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Czyli x (podobnie jak z) ro$nie ekspotencjalnie i uktad nie jest stabilny. Mamy tu
podobienstwo do rownan opisujacych rezonator laserowy (§TXIII 4.2).
Rozwigzanie uktadu podzielito si¢ na dwie klasy: stabilne kiedy punkty przebicia
promienia ze zwierciadtem w kolejnych cyklach przebiegu zalezaly od wyrazow
typu e'! (ruch po kole), niestabilne kiedy zalezno$ci byty ekspotencjalne.

Sprébujmy podejs¢ do sprawy na drugi, bardziej geometryczny sposob.
Ponownie bedziemy analizowali ruch bryty sztywnej w uktadzie osi gtownych.
Energia kinetyczna takiego ciata wynosi (TXII 2.2.6)

E:EI a)2+ll a)2+ll o 2.2.15
2 2
Kwadrat dlugosci wektora momentu pedu wynosi
K* =K +K; +K? 2.2.16
Co mozemy zapisa¢ w postaci
K? =1 0! + 15,07 + 120! 2.2.17

Daje nam rownanie elipsoidy we wspotrzednych (ax, @y, @,). Korzystajac ze
Zwigzkow

K. K, . K 2.2.18a

mozemy wyrazenie na energi¢ kinetyczng (2.2.15) przepisa¢ w postaci
K 2 K; K 2
=—X 4 + £
21, 21, 21, 2.2.18

Co jest rownaniem elipsoidy. Mamy rownanie dwoch elipsoid, jedna reprezentuje
energi¢ ruchu obrotowego w ukladzie wspotrzednych (@, @y, @), adruga
moment pedu w tych samych wspotrzednych. Przy braku sit zewnetrznych ciato
moze si¢ obraca¢, przyjmujac takie wartosci (ax, @y, @), ktore lezg na przecigciu
obu elipsoid. Mozemy tu méwic€ o ruchu punktu we wspotrzednych uogdlnionych
(o, @y, @;). Punkt reprezentuje aktualne wartosci wspotrzgdnych wektora
predkosci. Na rysunku (2.2.1) przedstawione sg trzy szczeg6lne przypadki obrotu
ciala, dla ktérego tensor momentu bezwtadnosci w uktadzie trzech osi gtéwnych
ma wspoétrzedne spetniajace relacje (2.2.1).

Rysunek (2.2.1a) pokazuje obrét wokoét osi z, czyli wspotrzedne wektora
obrotu sg rowne (0, 0, w). Do momentu pedu wktad daje tylko jedna wspotrzedna
tensora bezwtadnosci |, przy czym zgodnie z (2.2.1) jest to wspotrzedna
0 najmniejszej wartosci. Obie elipsoidy maja tylko dwa punktu wspolne na
przeciwnych biegunach osi z. Oznacza to stabilny obrét wokot osi z. Podobnie
jest w sytuacji na rysunku (2.2.1b), gdzie mamy przypadek obrotu wokét osi X,

37



Jan Masajada — 45 tematow z fizyki

ktorej odpowiada najwigksza (w uktadzie osi gtownych) warto§¢ wspotczynnika
tensora bezwtadnosci . Tym razem obie elipsoidy maja po jednym punkcie
wspolnym na biegunach wyznaczonych przez o§ Xx. Ponownie oznacza to stabilny
obrot ciala. Inaczej sprawa wyglada na rysunku (2.2.1c), gdzie mamy
reprezentowany obrot wokot osi y.

Rysunek 2.2.1. Trzy przypadki geometrii elipsoid energii (2.2.18) i momentu
pedu (2.2.17), przy spetieniu warunkéw (2.2.1); a) obrét wokoét osi z,
®(0,0,4n)rad/s. Wktad do momentu pedu ma sktadowa Iz o najmniejszej
wartosci. Obie elipsoidy majg punkt wspdélny dla punktéw biegunowych
wyznaczonych przez o$ z; b) obrét wokét osi x, w(4n,0,0)rad/s. Wktad do
momentu pedu ma sktadowa Ix 0 najwiekszej wartosci. Obie elipsoidy maja
punkt wspolny dla punktéw biegunowych wyznaczonych przez o$ x; c) obroét
wokot osi y, ®(0,4n,0)rad/s. Wktad do momentu pedu ma sktadowa I
o posredniej wartosci. Obie elipsoidy przecinaja sie wzdtuz krzywej
narysowanej na czarno. Warto$ci wspotczynnika momentu bezwtadno$ci
wynoszg Ix=1.5kg-m?, I,y=1kg-m?; I.=0.5kg-m?

Dla tego obrotu wktad w moment pedu wnosi wspotrzedna Iy, tensora momentu
bezwladnos$ci, ktora ma warto§¢ posrednig miedzy sktadowa najwickszg Iy |
sktadowa najmniejszg |,;. Teraz przecigcie obu elipsoid tworzy dos$¢ ztozong w
swym przebiegu lini¢, co oznacza, ze podczas obrotu wektor predkosci katowe;j
moze si¢ kiwag, tak by jego koniec §lizgat si¢ po tej linii. Linia to nie trzyma si¢
bliskiego sgsiedztwa biegunow wyznaczonych przez o$ y. Taki obrot niestabilny.
Os$ obrotu sama z siebie (bez zewnetrznego zaburzenia) zacznie odchyla¢ si¢ od
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kierunku wyznaczonego przez o$ y. Widac z tego, ze jezeli o$ obrotu ulozona jest
rownolegle do kierunku osi gtownej o maksymalnej lub minimalnej warto$ci
sktadowej tensora momentu bezwtadnosci, to obrot jest stabilny. Przy osi obrotu
réwnolegtej do 0si 0 posredniej wartosci sktadowej tensora momentu
bezwtadnos$ci obroét jest niestabilny, czyli wektor predkosci obrotowej wedruje.

Rysunek (2.2.2a) pokazuje co si¢ dzieje, gdy do dominujacej sktadowe;j
wektora predkosci obrotowej @, dodamy mate zaburzenie, tak ze pojawi si¢
niewielka sktadowa @y. Wektor predkosci obrotowej krazy wokot osi z.

Rysunek 2.2.2. Dwa przypadki geometrii elipsoid energii (2.2.18) i momentu
pedu (2.2.17) dla lekko zaburzonego obrotu wokoét osi z (a) i wokot y (b).
Parametry uktadu takie jak na rysunku (2.2.1), za wyjatkiem wektora predkosci
obrotowej. Dla przypadku (a) mamy ®(0,0,4w)rad/s, a dla przypadku (b)
®(0,0,4n)rad/s. W przypadku (a) cze$¢ wspoélna elipsoid jest niewielkim
okregiem wokot punktu biegunowego (rysunek pokazuje okolice gdérnego
bieguna podobnie jest przy dolnym biegunie. W przypadku (b) dwie gatezie
trajektorii przecinajace sie na biegunach wyznaczonych przez osie y
(rys. 2.2.1c) rozszczepity sie na dwie niezalezne trajektorie.

Dla niewielkich zaburzen nie oddala si¢ zbytnio od osi gléwnej z, co
charakteryzuje uktadu stabilne, ktore wytrgcone z punktu réwnowagi, pod
wpltywem niewielkiego zaburzenia, pozostaja blisko tego punktu. Mozna si¢
spodziewac, ze niewielkie hamowanie obrotu wokoét osi y spowoduje, ze uktad
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wroci do obrotu wokot osi z, tak jak kulka w dotku, lekko wytrgcona z rownowagi
(tak by nie wypas¢ z dotka) przy rozpraszaniu energii powraca na jego dno, czyli
do punktu rownowagi.

Rysunek (2.2.2b) ilustruje przyktad, w ktérym w poczatkowej chwili
dominuje skladowa . Niewielkie zaburzenie powoduje pojawienie si¢
niewielkiej sktadowej @,. Krzywa z rysunku (2.2.1¢) rozszczepia si¢ na dwie
niezalezne trajektorie. Uktad byl juz niestabilny przy braku tej dodatkowe;j
sktadowej, wigc nie ma co liczy¢ na jego powr6t do punktu réwnowagi przy
hamowaniu obrotu wokét osi z.

2.3. Tensory w opisie stanu polaryzacji Swiatla

W celu utatwienia analizy biegu §wiatla w o§rodkach dwojtomnych wykorzystuje
si¢ kilka reprezentacji graficznych. Jedng z takich reprezentacji przedstawia
rysunek (TXIII 2.3), na ktorym mamy przyktad powierzchni wyrysowanych dla
osrodka dwojtomnego jednoosiowego. Powierzchnia ta wyznaczona zostata jako
zbidr punktow, do ktorych, w ustalonym czasie dotarly promienie z danego
punktu zréodtowego. Przy czym wykreslamy dwa zbiory promieni o wzajemnie
ortogonalnych polaryzacjach. Nadto kierunki polaryzacji wybrane sg tak, ze
jeden ze zbiorow rozchodzi si¢ symetrycznie we wszystkie strony (fala
zwyczajna). Mamy tu do czynienia z reprezentacja dwupowlokows. Te dwie
powierzchnie sg powierzchniami falowymi fali zwyczajnej i nadzwyczajnej. Ta
dwupowtokowa nazywana jest tez powierzchnig predkosci.

Oprécz powierzchni dwupowtokowych osrodki dwojtomne jednoosiowe
mozemy reprezentowal przez powierzchnie jednopowlokowe. Zaczne od
powierzchni nazywanej indykatrysa, ktora zdefiniowana jest wzorem

X2 + y2 ZZ

Y le 2.2.1

(0] €

Jest to rownanie elipsoidy obrotowej, przy czym o$ optyczna krysztalu jest
zgodna z osig z. Przyktad indykatrys pokazuje rysunek (2.2.1). Z rysunku i wzoru
(2.2.1) wida¢, ze w ptaszczyznie Xy elipsoida ma przekroj kotowy opromienieniu
No. Przekroj ptaszczyzng xz i yz daje elipse o osiach Ny i Ne. Zauwaz, ze indykatrysa
jest rozciaggnigta przeciwnie do elipsoidalnej czgsci powierzchni  predkosci
(rys. TXIII 2.3). Bierze si¢ to stad, ze wspotczynnik zatamania jest odwrotnie
proporcjonalny do predkosci fali v=c/n. Zatem o$§ wzdluz ktore; fala
nadzwyczajna rozchodzi si¢ najszybciej jest zarazem osig, dla ktorej
wspolczynnik zalamania jest najmniejszy.
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Rysunek 2.2.1. Indykatrysa dla krysztatu dodatniego (a) i ujemnego (b). 0§ z
jest osig optyczna krysztatu.

Powiedzmy, ze fala §wietlna rozchodzi si¢ w kierunku osi optycznej
krysztatu dwojtomnego dodatniego (ujemnego). Zrobmy cigcie przez elipsoide
ptaszczyzng prostopadla do kierunku propagacji tej fali 1 przechodzaca przez
srodek elipsoidy (rys. 2.2.1). W tym przypadku ci¢cie bedzie kotem o promieniu
rownym wspodtczynnikowi zalamania fali zwyczajnej (nadzwyczajnej). Gdy
skierujemy fal¢ prostopadle do osi optycznej krysztatu, to ciecie ptaszczyzng
prostopadta do kierunku biegu tej fali bedzie elipsa, a osie tej elipsy wyznaczg
warto$ci wspolczynnikow zatamania dla fali zwyczajne] 1 nadzwyczajnej
(rys. 2.2.1). Pytanie brzmi: czy dla dowolnego kierunku mozemy wyznaczy¢
warto$¢ wspotczynnika zatamania w taki sam sposob. Odpowiedz na to pytanie
jest pozytywna. Rysujacy przekroj prostopadty do danego kierunku OP
rozchodzenia si¢ fali dostajemy elips¢ (rys. 2.2.2), ktoére osie wyznaczaja
wspotczynniki zatamania fali zwyczajnej 1 nadzwyczajne;.

Konstrukcje ta nazywamy konstrukcja Fresnela a jej uzasadnienie
pozostawie do tematow zwigzanych z elektrodynamika.

Fakt 2.2.
Miarg wspotczynnikéw zatamania dwodch fal biegngcych w danym kierunku OP s3
pofosie elipsy otrzymanej jako przekroj indykatrysy ptaszczyzng prostopadta do linii
OP. Potosie tej elipsy okreslajg jednocze$nie kierunki drgan wektora pola
elektrycznego. Dla promienia nadzwyczajnego drgania zachodzg w przekroju gtéwnym
(zawierajgcym o$ optyczng).

Symetryczny tensor bezwladnosci, ma elegancka interpretacje
geometryczng w postaci elipsoidy. Rozumujac w drugg strong, to znaczy biorgc
pod uwage eliptyczno$¢ indykatrysy i fakt, ze za jej pomoca mozemy wyznaczy¢
wspolczynniki zatamania, dochodzimy do wniosku, ze wspotczynnik zalamania
musi mie¢ jaki$ zwiazek z tensorami symetrycznymi. Ow tensor musi laczy¢ ze
sobg dwie, zwykle nierownolegle wielkosci wektorowe, bo to wiasnie jest
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dziatanie takich tensoréw. Aby zdefiniowaé tensor zwigzany z polaryzacja
musimy nieco wybiec naprzod.

zA Rysunek 2.2.2. Dla osSrodka dwojtomnego

| jednoosiowego, dla dowolnego kierunku
rozchodzenia sie $wiatta (na rysunku wzdiuz
osi OP), wspoétczynniki zatamania zwyczajny
i nadzwyczajny mozemy wyznaczy¢
z konstrukcji Fresnela. Konstrukcja Fresnela
wyglada  tak: Rysujemy  indykatryse,
Z Zaznaczong osig optyczng (u nas jest to oS z)
i kierunkiem rozchodzenia sie $wiatta
(kierunek OP). Rysujemy nastepnie
ptaszczyzne prostopadia do odcinka OP
i przechodzacg przez Srodek indykatrysy.
Przekréj jaki otrzymamy bedzie elipsg
(narysowana na niebiesko). Osie tej elipsy
wyznaczg wartosci obu wspétczynnikéw
zatamania; przy czym o$ lezgca w przekroju
glownym (zawierajgcym 0§  optyczng)
wyznaczy wspotczynnik nadzwyczajny a o$
prostopadta wyznaczy wspotczynnik
Zwyczajny.

Szkolna edukacja obejmuje temat fal elektromagnetycznych. W falach
elektromagnetycznych oscyluja dwa wektory, wektor nat¢zenia pola
elektrycznego E i prostopadly do niego wektor nat¢zenia pola magnetycznego H.
Kiedy pole elektryczne dziata w osrodku materialnym, osrodek ten ulega
polaryzacji elektrycznej, ktéora zmienia dziatajace pole elektryczne.
Whprowadzamy tu wektor indukcji elektrycznej D, ktory wigze si¢ z wektorem
pola elektrycznego wzorem

D=¢E 2.2.2

Liczba ¢ reprezentuje przenikalno$¢ elektryczng materiatu. Wzor (2.2.2) jest
zalezno$cig miedzy dwoma wektorami o tym samym kierunku. Wiesz juz co si¢
teraz stanie. W ogolnym przypadku te dwa wektory nie sg do siebie rownolegle
I domagajg si¢ tensora oznaczanego przez .

D=¢E 2.2.3

Poniewaz tensor przenikalnosci elektrycznej jest tensorem symetrycznym
mozemy go zapisa¢ w uktadzie wspotrzednych, w ktorym ma forme diagonalna.

& 0 0
e=| 0 £, 0 2.2.4
0 0 ¢
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Co wiecej tensor przenikalnos$ci elektrycznej w prosty sposob wigze si¢
Z tensorem wspotczynnika zalamania

nnN 0 0] g O O

e=¢g,| O njy 0|={0 ¢, O
0 0 n 0 0 ¢ 2.2.5

7z 24

Zwiazek ten uzasadni¢ przy tematach poswigconych elektrodynamice. Dla
osrodka dwoéjtomnego jednoosiowego uktad osi gldwnych okresla orientacj¢ osi
elipsoidy reprezentujacej indykatryse (rys. 2.1.1). Widaé z tego, ze elipsoida
zwigzana z indykatrysa rzeczywiscie odpowiada pewnemu tensorowi. Tensor ten
w postaci (2.2.4), w uktadzie osi gtéwnych wigze ze sobg dwa wektory, D i E,
ktore w osrodka anizotropowych nie sa rownolegte. Ow tensor mozemy wyrazié
poprzez wspotczynniki zatamania w osrodku anizotropowym (2.2.5), co daje
bliski zwigzek z naszymi rozwazaniami dotyczacymi biegu Swiatla.
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3. Faza geometryczna A

Faza geometryczna (faza Berry’ego) t0 modny temat w fizyce przetomu XX
I XXI wieku. W swej mechanicznej wersji ma zwiagzek z obrotami bryt, ale jest
rowniez bardzo dobrym pretekstem do pierwszego spotkania z waznymi dla fizyki
pojeciami geometrycznymi. Jej wprowadzenie zaczn¢ od prostej ilustracji.
Powiedzmy, Ze po jednym kole o promieniu r; toczy si¢ bez poslizgu drugie koto
0 promieniu r; (rys. 3.1).

Rysunek 3.1. a) mate koto toczy sie po obwodzie duzego kota zgodnie z ruchem
wskazowek zegara. Stosunek promieni tych k6t wynosi 1.6. Niech czerwona
kreska na matym kole w chwili to wyznacza kat zerowy. W chwili ¢t mate koto
przeszto potowe obwodu duzego. Nie oznacza to, ze kat jaki zakres$lita kreska
wynosi 7. Jest on réwny 1.6-7; b) w chwili t2 mate koto wrécito do punktu
wyjscia, jednak czerwona kreska nie wrocita na pierwotne miejsce. Wykonata
ona obroét o warto$ci 1.6- 27

Na toczacym si¢ kole mamy narysowang kreske. Pod jakim katem bedziemy
wiedzieli tg kreske po wykonaniu petnego obrotu? Wszystko oczywiscie zalezy
od stosunku promieni obu kot, czyli od geometrii problemu. Nasze kola nie
dziatajg na siebie sita, wiec ich wzajemny ruch nie jest pochodng oddziatywan
dynamicznych a wplywoéw geometrycznych. Postaram si¢ teraz pokazaé, ze
w podobny sposob mozemy podejs¢ do zagadnienie ruchu wahadta Foucaulta. W
przypadku wahadla uznajemy, ze moze zmienia¢ ono swobodnie plaszczyzne
wahan. Zatem obrot tej ptaszczyzny, dla obserwatora na Ziemi nie jest zwigzany
z dzialaniem sit. Wahadlo staramy si¢ zamontowac tak, aby nie od strony montazu
nie dziataty nan Zzadne sity moggce zmieni¢ ptaszczyzne jego wahan. Zatem i dla
ziemskiego obserwatora powinno da¢ si¢ sprowadzi¢ problem do zagadnienia
geometrycznego.
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Zaczng od nastgpujacego problemu. Powiedzmy, ze mamy idealnie kulistg
planete pokrytg idealnie §liskim lodem. Jak bedzie si¢ po powierzchni tej planety
przesuwat krazek hokejowy majacy pewng niezerowa predkos¢ Vv styczng do
powierzchni planety? Sita grawitacji (prostopadta do powierzchni planety) jest
sitg dosrodkowa wiec bedzie zmieniata kierunek wektora predkosci, tak ze bedzie
on ciagle styczny do powierzchni planety. Na ptaskim lodowisku krazek, zgodnie
z zasadg bezwladno$ci powinien poruszac si¢ po linii prostej, co zwigzanej jest
Z geometrig ptaszczyzny. Na sferze krazek nie moze poruszac si¢ po prostej. Co
jest odpowiednikiem linii prostej na sferze? Poniewaz sila grawitacji dziata
prostopadle do powierzchni planety, w kierunku jej $rodka, krazek nie moze
opusci¢ ptaszczyzny zawierajacej w sobie wektor predkosci krazka i srodek sfery.
Taka ptaszczyzna wycina ze sfery wielkie koto, co oznacza, ze odpowiednikiem
ruchu swobodnego po linii prostej na ptaszczyznie euklidesowej jest na sferze
z grawitacja ruch po wycinku wielkiego kota (rys. 3.2).

Rysunek 3.2. Swobodnie $lizgajacy
sie krazek (niebieski dysk) bedzie
poruszat sie po powierzchni sfery po
wielkim kole. Zwigzane jest to z tym,
ze sita cigzenia skierowana jest do
$rodka Ziemi a ptaszczyzna, w ktoérej
zawieraja sie Srodek Ziemi i wektor
sity cigzenia wycina z kuli wielkie
koto. Nie ma wiec sktadowej sity,
ktéra mogtaby zepchna¢ krazek z
toru po wielkim kole

Powiedzmy, ze po powierzchni lodowej sfery §lizga si¢ krazek
Z narysowang przez srodek strzaltka. Najpierw z punktu A pierwszy hokeista pcha
go kierunku punktu B. W punkcie B drugi hokeista zatrzymuje krazek a nastgpnie
pcha go w kierunku punktu C, ale tak, ze podczas pchni¢cia nie obraca krazkiem
(rys. 3.3). Stowem samo pchnigcie nie zmienia orientacji strzatki narysowanej na
krazku. Trzeci hokeista pcha krazek z punktu C do punktu A, nie zmieniajac przy
tym orientacji strzatki. W efekcie krazek wraca do punktu A. Poniewaz sita dziata
bardzo krotko w momencie uderzenia W krazek, krazek pomigdzy
poszczegdlnymi punktami porusza si¢ po wycinkach wielkich kot. Mimo, ze
hokeisci nie zmieniali orientacji strzatki to po przejsciu calego trojkata strzatka
bedzie obrocona pod pewnym katem, w stosunku do pozycji wyjsciowe;.
Mozemy teraz zwolni¢ hokeistow i pomysle¢ o przesuwaniu wektora tak by kat
miedzy tym wektorem a styczng do kota wielkiego byt w kazdym punkcie toru
taki sam. Takie przesunigcie nazywamy przesuni¢ciem rownoleglym, poniewaz

45



Jan Masajada — 45 tematow z fizyki

jest ono odpowiednikiem przesuwania roéwnoleglego (to jest bez zmiany
kierunku) wektorow po ptaszczyznie, czy ogolnie w przestrzeni euklidesowe;.

Zrébmy krotkie podsumowanie. Korzystajac z efektu bezwladnosci
uogolniliSmy pojecie prostej na powierzchni¢ sferyczng. Taka uogdlniona prosta
wyznaczona jest przez ruch swobodnego ciata, gdy dziala na nie tylko silta
centralna. Linie proste okazaly si¢ by¢ kotami wielkimi na sferze.
WprowadziliSmy pojecie przesunigcia rownoleglego na takiej powierzchni, jako
przesuniecie, ktore zachowuje kat migdzy wektorem a styczng do kota wielkiego,
wzdluz ktorego przesuwamy wektor.

Rysunek 3.3. Zamkniety tor
na sferze utworzony z tukéw
trzech wielkich koét. Czarna
strzatka reprezentuje
strzatke  narysowang na
kragzku. Gdy przesuwamy
krazek po takim torze, kat
poczatkowy  strzatki jest
rézny od kata jaki ma ona po
wykonaniu peinego obiegu.

Wida¢, ze przesunigcie rownolegle wektora po powierzchni sfery, po
zamknigtym torze zmienia kat tego wektora. Jest to zachowanie inne niz
w przypadku gdyby hokeisci przesuwali krazek po trojkacie na plaszczyznie
(rysunek 3.4), zachowujac kierunek kreski na krazku przy kazdym jego odbiciu.
Po przejsciu calego trojkata wektor ma ten sam kat co na poczatku drogi.

A Rysunek 3.4. Przesuwamy
réwnolegle czerwony wektor
wzdtuz odcinka AB. Nastepnie
wzdtuz linii BC, ale bez
zmiany (w punkcie B)
kierunku wektora, a na koniec
wzdtuz odcinka CA, réowniez
bez zmiany (w punkcie C)
kierunku wektora. Po
przejsciu trojkata ABC wektor
nie zmieni swojego kata.
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Dygresja 3.1: Przesuniecie rownolegte

Powiedzmy, e mamy ptaszczyzng (rys. 3.5). Dwom punktom P; i P» tej plaszczyzny
przyporzqdRowujemy dwa wektory vy i vz, reprezentujgce na przykfad predRos¢ srodka
masy dwoch ciat. Jaki jest Rt pomiedzy tymi wektorami? Pytanie wydaje sig trywialne.
Ot co robimy — przesuwamy wzdtuz linii prostej jeden wektor do drugiego, tak aby ich
poczqtki spotkaty sig w jednym punkcie. Przy czym przez cafy czas dbamy o to, by kgt
migdzy prostq a weKtorem byt taki sam. Po przesunigciu wektora v2 do punkiu P;
wyznaczamy Rqt pomiedzy tymi weRtorami. Matematycy w tym przypadRu
przyporzadRowujq Razdemu punktowi przestrzeni dwuwymiarowq przestrzeti wektorow
stycznych do ptaszczyzny w danym punRcie. Oba wektory v1 i v2 sq wybierane
z przestrzeni przypisanych punktom Py i P Ta Ronstrukgja przypomina nam, Ze wektory
nie sq mieszRaticami plaszczyzny. Mogq by¢ natomiast do punkRtow plaszczyzny
przypisane. Pordwnanie Rqtéw ognacza, Ze odnajdujemy powiedzmy w przestrzeni
wektorowej V; przypisanej do punktu P; odpowiednik wektora v; przypisanego w punkcie
P, z przestrzeni wektorowej V> Operacja przeniesienia wzdtuz prostej jest technikg
znajdowania takiego odpowiednika. Zauwaz, Ze dopoki nie potrafimy w sensowny sposob
definiowac odpowiedniosci wektorow z przestrzeni weRtorowych zaczepionych w réZnych
punktach dopdty nie mozemy méwic o Rgcie miedzy weRtorami zaczepionymi w tych
punktach. Sensowny sposéb oznacza, sposob Ktory pozwalana na odnajdywanie w obu
przestrzeniach wektorowych Vi i V> przypisanych dwom réznym punktom P; i P
wektorow, Ktore moZemy uznal za rownolegte. Ten sposob to przeniesienie réwnolegfe.

Rysunek 3.5. W dwdéch punktach ptaszczyzny mamy przyporzadkowane dwie
dwuwymiarowe przestrzenie wektoréw stycznych Vi i Vz. Z tych przestrzeni zostaty
wybrane po jednym wektorze (zielony i rézowy). Jaki jest kat miedzy tymi
wektorami? Aby znaleZ¢ ten kat przesuwamy wektor z punktu P1 do punktu P2 (lub
na odwro6t), wzdtuz linii taczacej punkty P1 i P2, tak aby kat miedzy wektorem
przesuwanym a linig byt caly czas taki sam. Nastepnie w punkcie P2 odnajdujemy
wektor z przestrzeni V2 odpowiadajgcy wektorowi przesuwanemu. Mamy w tym
momencie dwa wektory w tej samej przestrzeni V2 dzieki czemu mozemy tatwo
obliczy¢ kat miedzy nimi.

Konstrukcja przesunigcia rownolegtego (czasem nazywana transportem rownolegfym)
zdaje si¢ by¢ trywialna, a matematycy jak to matematycy w swym dqZeniu do precyzji
przyRrywajg oczywiste Ronstrukcje zfozong teorig. Gdybysmy poruszali si¢ tylko po
przestrzeniach euklidesowych przyznatbym tej opinii racje. Kfopot pojawia si¢ w momencie
gdy przestrzeti przestaje by¢ euklidesowa tak jak na przykfad powierzchnia sfery czy
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torusa. Kazdemu punktowi tych powierzchni mozemy przyporzqdRowal przestrzen
wektorow stycznych. Jakie dwa wektory z dwdch réZnych przestrzeni w dwdch réznych
punktach sq rownolegte? Mozemy oczywiscie zanurzyC sfere czy torus w przestrzeni
euklidesowej trojwymiarowej i przenies¢ wektory rownolegle w tej wyzej wymiarowej
przestrzeni. Ale Razda przestrzern ma swoje wtasciwosci. Gdy odrywamy wektor z
powierzchni sfery i przenosimy go réwnolegle poprzez przestrzeri euklidesowq
trojwymiarowq do innego punKtu sfery to w sumie leRcewazmy wtasciwosci przestrzeni
sferycznej. To nie da nam satysfakgonujgcych wynikow. Zaprezentowana wyZej
Ronstrukgja przesunigcia rownolegtego na powierzchni sfery nie wymaga odrywania od niej
wektorow. W Razdej chwili przesuwany wektor czuje wtasciwosci przestrzeni sferycznej.
Z drugiej strony pomyst zaczerpnelismy z przestrzeni euRlidesowej. Przesunigcia
rownolegte odbywa sig po torze swobodnego ruchu czqstRi. W przestrzeni euklidesowej sq
to linie proste, a w sferycznej odcinki wielkich Rof. Nie jest to catRiem precyzyjna
RonstruRcja ale daje dobre wyniki i na obecne potrzeby zupetnie nam wystarczy.

Wro¢my do przesunigcia rownoleglego na sferze. O jaki kat zmieni si¢
orientacja wektora przy przesunigciu réwnoleglym wzdhiz trojkata sferycznego
ABC, zlozonego z wycinkéw wielkich kot? Zacznijmy od przesunigcia wzdtuz
odcinka AB. Oczywiscie, wektor jest caty czas styczny do odcinka toru wzdtuz,
ktorego jest przesuwany. Przesunigcie réwnolegle zachowuje kat miedzy
wektorem a kotem wielkim. Kat oy jaki tworzy ten wektor z wektorem stycznym
do odcinka AB jest rowny zeru, przy czym przyjatem ze kat zero mierzony jest
dala linii stycznej skierowanej od A do B, czyli zgodnie z kierunkiem ruchu. Gdy
dojdziemy do odcinka BC wektor zacznie przesuwaé si¢ wzdluz niego,
zachowujac kat. Ale oba wycinki wielkiego kola przecinajg si¢ pod katem
prostym (rys. 3.3), co spowoduje, ze do odcinka BC kat wektora bedzie wynosit
o= -712. Zmiana kata wynosi

= —y ==y, —T 31

Mozesz si¢ tu zapytac: w jaki sposob mierzymy katy miedzy wektorem
a dang linig, w danym punkcie (na przyktad B) na sferze? Korzystamy z tego, ze
W nieskonczenie matym otoczeniu danego punktu sfera jest podobna do
plaszczyzny stycznej. Wtedy nasza linia moze naleze¢ do sfery 1 do tej
plaszczyzny stycznej a pomiar. Pomiar kata zostaje sprowadzony do pomiaru kata
migdzy wektorem zaczepionym w danym punkcie plaszczyzny a prostg
przechodzacg przez ten punkt. Prosta ta jest oczywiscie styczna do linii, ktéra nas
interesuje.

Gdy dojdziemy do punktu C, to zmieniamy kierunek ruchu na odcinek CA.
Wektor jest styczny do tego wycinka ale skierowany przeciwnie do kierunku
ruchu, stad as=-7. Przyrost kata przy przej$ciu z odcinka BC na odcinek CA
wyraza si¢ podobnie jak poprzednio

[

62=a3—a2=—n—(—§)=y2—n

3.1b
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W punkcie A przechodzimy ponownie na kierunek AB i p¢tla si¢ zamyka. Zmiana
kata wynosi: Podobnie przy przejsciu z odcinka CA na AB mamy

, 1
53=a1—a3=y3—n’ 3C
Dzieje si¢ tak dlatego, ze teraz kat migdzy styczng do kierunku AB (w punkcie A)
a wektorem wynosi a1=7y;. Sumaryczna zmiana wyniesie

§=61+6+8=y1+r2tyz—3n=y1+y,+yz—m 3.2
W ostatnim przej$ciu skorzystalem z faktu, ze obrdt o 27 oznacza powro6t do
wyjsciowego kata. Mozemy wigc odjac¢ kazdg wielokrotnos¢ 2. Na plaszczyznie
suma katow 1, 7, 3 W trojkacie jest rowna 7, stad wynika, ze o jest rOwne zeru.
Sprobujmy obliczy¢ wyrazenie (3.2), pamigtajac o tym, ze na sferze suma katow
w trojkacie jest wicksza od 7z Rysunek (3.6) pokazuje figur¢ utworzong
Z przedtuzenia dwoch bokow trojkata sferycznego. Taka figura okreslana jest
W jezyku angielskim jako ,,Jluna” — od jej ksigzycowego wygladu.

Rysunek 3.6. Jezeli punkt
przeciecia  dwoéch  bokéw
tréjkata sferycznego uznamy za
biegun, to po przedtuzeniu tych
bokéw otrzymamy drugi punkt
przeciecia na drugim biegunie.
Tak uzyskana figure nazywamy
lung

Zauwaz, ze linie tworzace lun¢ przetng si¢ po przeciwnych stronach sfery
(tzw. punkty antypodalne). Jak tego nie dostrzegasz to przyjrzyj si¢ liniom
wyrysowanym na globusie. Ze wzgledu na swg symetri¢ wzgledem osi sfery
taczacej dwa antypodalne punkty wyznaczone przez lun¢ zajmie ona /27
powierzchni catej sfery. Powierzchnia luny wynosi wigc

V3 )
L, = 4711‘2% = 2y,r? 3.3
Podobnie obliczymy wzor na pole powierzchni dwoch innych lun (rézowej
I niebieskiej) pokazanych na rysunku (3.7). Powierzchnia figury utworzonej

z wszystkich trzech lun wynosi

L=L1+L2+L3—ZS=21‘2(]/1+]/2+)/3)—25 34
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Katy 7, 7, s zaznaczone sa na rysunku (3.3). Przez s oznaczytem pole
powierzchni  pomaranczowego  trojkata  sferycznego, czyli  potowe
pomaranczowej luny z rysunku (3.6). Zauwaz (rys. 3.7), ze luna niebieska
I rzowa pokrywaja pole tego trojkata sferycznego, czyli wptyw tych dwoch lun
nalezy odja¢, co daje czynnik -2s. Pozostaje nam dostrzec, ze figura ztozona
z trzech lun pokrywa potowe sfery (rys. 3.7). Wynika z tego, ze jej powierzchnia
to 27r?, zatem z (3.4) mamy

2r2(y, + v, +y3) — 25 = 2mr? 3.5
stad
3.6
S =7‘2<)’1 +V2t+Vs _7T>
5
Ooraz
5 s 3.7
72

Rysunek 3.7. a) przedtuzajac boki CB i CA tréjkata ABC (rys. 3.3) otrzymujemy
lune zaznaczong na rézowo; b) przedituzajac boki BC i BA otrzymujemy lune
zaznaczong na niebiesko. Miedzy obiema lunami jest wolna powierzchnia, ktéra
mozna uzupetni¢ czeScig znajdujaca sie pod bokiem BC luny pomaranczowe;j.
Wszystkie trzy luny pokrywajg zatem potowe sfery.

Wida¢é, ze zmiana kata o wektora, przy przejsciu trojkata sferycznego, ktorego
boki sg wycinkami wielkich kot jest rowna polu powierzchni tego trojkata
podzielonemu przez kwadrat promienia sfery. Wzor (3.7) nazywany jest wzorem
Gaussa-Bonneta.

lloraz s/r? jest wielko$cia bezwymiarowa i jest rowny katowi brytlowemu
opartemu o trojkat sferyczny. Mozemy zatem powiedzie¢, ze przesunigcie fazy
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(kata) wektora przy przesunigciu rownoleglym wzdhuz trojkata utworzonego
z wielkich kot jest rowne katowi brylowemu opartemu na tym trojkacie.

Wroémy do wzoru (3.2). Pojawit si¢ tam kat 37 zredukowany nast¢pnie
0 27 do wartosci 7. Po drodze gubimy wigc pelny obrot, bo doprowadza nas on
do kata poczatkowego. Jest to podobna sytuacja do tej przedstawionej na rysunku
(3.1). Kreska na matym kole wykonaty pelny obrot plus jeszcze cos. Ten pelny
obrét odrzucamy, interesuje nas tylko to jeszcze co$. Przy niedopasowaniu
geometrycznym obwodow kot to jeszcze co$ jest rozne od zera. Na plaszczyznie
suma katow y jest rowna 7z, wigc cate wyrazenie (3.2) redukuje si¢ do zera. Na
sferze wlasnosci trojkatéw sg inne, co wynika z geometrii sfery (stad moéwimy o
efektach geometrycznych) i wyrazenie (3.2) jest r6zne od zera. Zobaczmy jeszcze
czy powtorzenie przeliczen (3.1, 3.2) na plaszczyznie da spodziewany wynik.
Postuze si¢ rysunkiem (3.4). Podobnie jak poprzedni przy zmianie trajektorii
z odcinka AB na BC mamy zamiang kata

i=a,—a; =, =y, — T 3.8a
W punkcie C skrecamy w kierunku B, zmiana kata wyniesie

b= —a=y+y,— (1 —m) =y, -7 380
Gdzie skorzystalem z faktu, ze

a3 =7 + Y2 38C

Otrzymalismy taki sam wzor jak (3.1.b). Przej$cie od trasy CA na tras¢ AB,
W punkcie A oznacza zmian¢ kata

S3=a1—az=0—y;, —y; 3.8d

Sumaryczna zmiana, modulo 2w wyniesie

§ =08, +06,+8 =—2m 3.9
Zatem przy przesuni¢ciu rownoleglym zmiana kata wzgledem danego kierunku
przy przejsciu catego trojkata wynosi zero.

Chcielibysmy uwzgledni¢ fakt, ze mozemy obiegac trojkat czy inng krzywa
zamknietg zgodnie lub przeciwnie do ruchu wskazdéwek zegara. Ma to istotne
znacznie. Zmiana kierunku obiegu nie zmieni wartosci kata przesunigcia
fazowego wektora, ale zmieni jego znak. Dla ptaszczyzny nie ma to znaczenia,
gdyz zerowa zmiana jest nieczuta na zmiang znaku. Jednak dla sfery sprawa jest
juz istotna. Mozemy si¢ umowic, ze gdy ruch jest przeciwny do ruchu wskazowek
zegara to katy sg dodatnie, w przeciwnym razie sg ujemne.

Uzyskany wzor dla trojkata sferycznego mozna uogélni¢ dla innych
ksztaltdow zamknigtych trajektorii. Rysunek (3.8) pokazuje narysowany na sferze
wielokat.
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Rysunek 3.8. Wedréwka wokot
wielokata sferycznego ABCDE moze
by¢ rozbita na pie¢ czesSci: i) Po
tréjkacie sferycznym AEDA (zgodnie
z czarnymi  strzatkami), ii) po
tréjkacie ADBA (zgodnie
z fioletowymi strzatkami), iii) po
odcinku wielkiego kota AB iv) po
tréjkacie sferycznym BDCB (zgodnie
z niebieskimi strzatkami)
izpowrotem do punktu A po
odcinku BA. W trakcie tej podrozy
wszystkie trojkaty obiegane sa w ta
samg strone, wiec przesuniecia
fazowe sumujg sie. Przejscie po
odcinku AB i z powrotem moze by¢
uznane za obejsScie tréjkata o
zerowym polu powierzchni.

Przechodzac przez kolejne trojkaty sktadowe kumulujemy przesunigcia fazowe.
Catkowite przesunigcie fazowe bedzie zatem wyrazone wzorem Gaussa-Bonneta
(3.7) przy czym pole s jest rowne polu wielokata. W przypadku cigglych torow
zamknietych twierdzenie udowadniamy aproksymujgc powstatg figure
wielokatami 1 przechodzac z ilo$cig bokéw do nieskonczonosci.

Przedstawione tu rozumowanie nie ma warto$ci dowodu matematycznego.
Ale nie o dowdd chodzito a o elementarng intuicje. Kiedy wedrujemy po nie
ptaskich powierzchniach, to przesunigcie rownolegle wektora nie koniecznie, po
powrocie do poczatku drogi, ustawia ten wektor pod tym samym katem co kat
wyjs$ciowy. Fakt ten ma swoje konsekwencje fizyczne o czym jeszcze nie raz si¢
przekonamy. Teraz przekonamy si¢ 0 tym po raz pierwszy.

3.1. | znow wahadlo Foucaulta

Zastosujemy wprowadzong tu teorig do wyliczenia kata obrotu wahadta
Foucaulta. Wzér na ten kat juz podatem (TVII 4.2), ale teraz chcialbym go
wyprowadzi¢. Dla przypomnienia sobie sytuacji zacznijmy analize od bieguna.
Rysunek (3.1.1) pokazuje jak wyglada obrot ptaszczyzny wahan wahadta
w chwili gdy przekracza ono punkt na biegunie o danej porze i 6h podznie;j.
Skupmy si¢ na kierunku wektora predkos$ci przy przejsciu przez punkt rownowagi
wahadta. Kierunek ten pokazuje rowniez czerwona kreska. Jak wida¢ z punktu
widzenia obserwatora inercjalnego kierunek predkosci wahadta nie zmienia sig,
ale dla obserwatora nieinercjalnego (stojacego na biegunie) kierunek ten obrocit
si¢ o kat prosty. Przy kazdym kolejnym wahnigciu wahadto przelatuje nad
biegunem wzdhuz innego potudnika, na obracajacej si¢ Ziemi. Kierunek predkosci
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w chwili poczatkowej jest prostopadty do zielonego potudnika, a sze$S¢ godzin
pozniej jest prostopadly do niebieskiego potudnika.

N (]

Rysunek 3.1.1. a) na Ziemi, przy biegunie stoi obserwator (pomaranczowa
elipsa), ktdry jest obserwatorem nieinercjalnym. Nad biegunem, w kosmosie,
wisi obserwator inercjalny (zielona elipsa). Obaj obserwuja wahadto Foucaulta.
Linia czerwona wyznacza kierunek wektora predkosci wahadta, przy przejsciu
przez punkt réwnowagi; b) w wyniku obrotu Ziemi, po 6h, obserwator
nieinercjalny zmienit swoje potozenie, wzgledem obserwatora inercjalnego. Dla
obserwatora inercjalnego kierunek wektora predkosci pozostat staty, a obrocita
sie Ziemia wraz z obserwatorem nieinercjalnym. Obserwator nieinercjalny
powie, Ze on jest nieruchomy a obrocita sie kierunek wektora predkosci
wahadta.

Na réwniku ptaszczyzna wahan predkosci wahadta jest wszedzie prostopadia do
linii rownika (zaktadamy, wahadto zostato pchnigte w kierunku prostopadtym do
linii rownika) (rys. 3.1.2). Ale ruch po réwniku jest ruchem wzdhiz kota
wielkiego, ktory to odpowiada ruchowi po prostej w przestrzeni euklidesowe;,
zatem nie powinno si¢ nic zmienia¢. Rysunek (3.1.3) przedstawia sytuacje migdzy
roOwnikiem a biegunem. Rysunek przedstawia z pomocg rozowej kreski kierunek
ptaszczyzny wahan w dwoch roznych punktach.

Mozna tu sobie ponownie wyobrazi¢ kragzek z narysowang kreskg. Gdy
krazek slizga si¢ po rownolezniku kreska obraca si¢ tak aby zachowac swoja
orientacj¢ w przestrzeni. Oznacza to, ze jezeli w chwili poczatkowe] byta
prostopadta do réwnoleznika, to po przejSciu pewnego tuku przestaje by¢ do
niego prostopadia.

Rysunek (3.1.4) daje jeszcze jedng ilustracje. Krazek z kreskg $lizga si¢ po
ptaskiej wstedze papieru. Tyle, ze to slizganie si¢ krazka spowodowane jest
ruchem wstegi. Kat miedzy trajektorig krazka na wstedze, a kierunkiem kreski
jest caty czas taki sam (rys. 3.1.4a). Jezeli wstege bedziemy przesuwac ruchem
,»oscylujacym” (rys. 3.1.4b) to kat miedzy kreska na krazku a jego trajektorig na
wstedze bedzie si¢ zmieniat. Ruch krazka po kole wielkim na obracajacej si¢
sferze jest analogiem do ruchu po prostej na przesuwajacej si¢ wstedze. Ruch po
innym kole jest analogiem ruchu po wstedze poruszajacej si¢ po zakrzywionym
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torze. W obu tych przypadkach zmienia si¢ kat pomiedzy trajektorig krazka
a kartka przyczepiong do tego krazka.

A

dw

Rysunek 3.1.2. Orientacja ptaszczyzny
wahan wahadla umieszczonego na
réwniku zmienia sie ale tak, ze kierunek
° wektora predkosci wahadta
przechodzacego przez punkt
rownowagi jest taki sam i dal
obserwatora zwigzanego z Ziemia i dla
obserwatora inercjalnego.

Rysunek 3.1.3. Wahadto Foucaulta na
réwnolezniku pomiedzy biegunem
ardéwnikiem. Przy obrocie Ziemi
kierunek wektora predkosci wahadta
(r6zowy odcinek) musi by¢ staty,
kiedy mierzymy go zinercjalnego
uktadu wspétrzednych. Oznacza to, Ze
dla obserwatora na Ziemi kierunek
ten ulega zmianie. W chwili t; wahadto
waha sie wzdtuz potudnika. W chwili
tz wahadlo utrzymuje swoj kierunek,
ale potudnik go zmienia. Zmienia sie
rowniez kat miedzy wahadtem
a réwnoleznikiem.

1
1
1
I
1
I
1
I
1
|
|
1
1
I
1
i
1
1
1
1
:
I
I

Mozemy si¢ spodziewac, ze do opisu zmiany kata ptaszczyzny wahan
wahadta Foucaulta stosuje si¢ wzor Boneta-Gaussa. Oczywiscie spodziewac si¢
to nie to samo co wykazac, ze tak jest. Nie bede tu wykazywat, Scisle, ze obroét
plaszczyzny wahan daje si¢ opisa¢ przez pojecie transportu réwnolegtego.
Glowny problem polega na tym, ze ptaszczyzna wahan (rozumiana jako kreska)
nie porusza si¢ po kole wielkim, tylko po rownolezniku. Ale z drugiej strony
porusza si¢ tak jak kreska na krazku hokejowym. Wyobraz sobie, ze na idealnie
beztarciowej sferze lezy taki krazek.
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Rysunek 3.1.4. a) krazek z linig (na rysunku jest tylko linia narysowana zielong
kreska) lezy bez tarciowo na wstedze papieru z narysowana linig prostg, ktéra
przesuwa sie ruchem prostoliniowym w prawo, w kierunku narysowanej na
niej linii. Krazek znajduje sie w IUO, a co za tym idzie rowniez uktad zwigzany
ze wstega znajduje sie w IUO. Kat miedzy linig na krazku a linig rysowang na
wstedze jest staty; b) gdy wstega porusza sie zmieniajac kierunek ruchu kat
miedzy linia na krazku a linia na wstedze zmienia sie. Za zmiany
odpowiedzialny jest krzywoliniowy ruch wstegi - uktad zwigzany ze wstega jest
nieinercjalny.

Sita grawitacyjna trzyma go przy powierzchni, ale brak tarcia powoduje, ze
krazek stara si¢ zachowaé orientacje wzgledem osi uktady inercjalnego.
Obserwator na biegunie widziatby, ze kreska na krgzku obraca si¢ raz na
dwadziescia cztery godziny. Migdzy biegunem a rownikiem kreska obracataby
si¢ tak jak to pokazane jest na rysunku (3.1.1). Stowem kreska na krazku
zachowuje si¢ jak ptaszczyzna wahan wahadta Foucaulta. Wiemy, Ze trajektoria
krazka nie biegngca wzdhuz kota wielkiego da si¢ roztozy¢ na sume trajektorii po
wielkich kotach (rys. 3.1.8). W naszym przypadku bedg to nieskonczenie mate
odcinki styczne do kolejnych wielkich kot. Nie mniej efekt sumowania takich
nieskonczenie matych kawatkow bedzie taki sam jak kawatkow skonczonych.
Taki zlepiony z kawatkow tor pozwala nam dalej korzysta¢ ze wzory Gaussa-
Boneta (rys. 3.1.7), co tez teraz uczynimy.

Trajektoria ptaszczyzny wahan wahadta wycina na sferze czaszg (rys. 3.1.5). Pole
obszaru wycigtego przez ta trajektori¢ jest rtowne

s = 2nr?(1 — sin(ep)) 311

Zgodnie ze wzorem Gaussa-Bonneta zmiana kata ptaszczyzny wahan przy
przejsciu tego toru jest rowne

Sa = 21(1 — sin(p)) = 21 — 27sin(p) = —2msin(e) 3.1.2

Skorzystatem tu z faktu, ze zmiang kata liczmy modulo 2. Obliczg teraz czgstosé
dla obrotu ptaszczyzny wahan wahadta Foucaulta. W czasie jednej doby tp punkt
na Ziemi zakresla kat 27z, mamy zatem

21 = wyty 3.1.3a
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Rysunek 3.1.5. Wahadto
umieszczone na  szerokosci
geograficznej ¢ porusza sie po
okregu o promieniu r=Rcos(¢).
Tor po ktéorym sie porusza
zamyka powierzchnie zaznaczong
na rozowo.

W tym samym czasie ptaszczyzna wahan wahadta Foucaulta, znajdujacego si¢ na
szerokos$ci geograficznej ¢, obréci sie o kat o wartosci 2zsin(¢) (3.1.2), stad

27sin(@) = wptp 3.1.3b

Porownujac wzory (3.1.3) mamy

Wr = wzsin(p) 3.1.3

Wzér (3.1.3) jest taki jak wzor (TVIl 4.2), ktory jest przyblizeniem
wzoru (TVIl 4.1). Oznacza to, ze metoda geometryczna daje wyrazenie dla
wahadet, dla ktérych stosunek dtugosci | wahadta do amplitudy A jego wychylen
jest maly. Nalezato si¢ spodziewad, ze metoda geometryczna nie jest catkiem
doktadna. W koncu, poruszajace si¢ zmiennym ruchem wahadlo zastgpiliSmy
sztywnym wektorem reprezentujacym ptaszczyzne wahan. Wzoér (3.1.3) jest
wtedy bardzo dobrymi przyblizeniami.

Przy okazji obliczen z uzyciem metody geometrycznej wprowadzitem kilka
waznych poje¢ geometrycznych, do ktorych bede sie jeszcze odwotywal. Mamy
roOwniez za sobg pierwsze spotkanie z waznym we wspotczesnej fizyce pojeciem
fazy geometrycznej. Mysle, ze dla lepszego zrozumienia geometrii uktadu warto
do problemu wahadta podejs$¢ jeszcze nieco inaczej. Przy czym nie chodzi mi o
zngcanie si¢ nad samym wahadtem, ale na zobrazowanie metod jakie stosujemy
na zakrzywionych powierzchniach. Takie wczesne wprawki przydadzg si¢ bardzo
gdy przyjdzie nam si¢ spotka¢ z ogdlng teorig wzglednosci. Zaczynamy

Zaczniemy od prostego faktu, ze odpowiednikiem ruchu po prostej na
ptaszczyznie jest na sferze ruch po kole wielkim. Mozemy sobie wyobrazi¢
wahadlo jako prosty kij przybity do powierzchnie Ziemi, tak ze moze si¢ on
swobodnie obraca¢ wokot osi. Stowem zaktadamy, ze mocowanie dziata tylko
I wylgcznie w kierunku normalnym do powierzchni Ziemi; co oznacza w naszym
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modelu do powierzchni sfery, ktora jest modelem powierzchni Ziemi. Wiesz
przeciez, ze tak czy inaczej nasze rozwazania o Uktadach fizycznych przenosimy
do abstrakcyjnych konstruktow matematycznych. Rysunek (3.1.6) przedstawia
sfere z wyrdznionym réwnoleznikiem gdzie§ pomiedzy biegunem i réwnikiem.
Na rownolezniku wyrdznione sa dwa bliskie sobie punkty Py i Pa.

Rysunek 3.1.6. Sfera z ukladem potudnikéw i roéwnoleznikéw. Jeden
z rownoleznikow wyrozniony jest czerwong linie. Przez dwa bliskie punkty
(zielony to P1, niebieski to P2) przechodza dwa wielkie kota. Kota te sg inaczej
zorientowane co wskazuje na sposob zmiany orientacji ptaszczyzny wahan
wahadta Foucaulta

Przez punkty te przebiegaja dwa kota wielkie. Przy ruchu w nieskonczenie matym
otoczeniu punktu Py i P, po réwnolezniku, mozemy uwazaé, ze ruch odbywa si¢
po stycznych kotach wielkich. Przy przej$ciu migdzy dwoma punktami P; i P
nast¢puje zmiana stycznego kota wielkiego. Skoro ruch swobodnie puszczonego
wahadta jest zgodny z lokalnie narysowanym kotem wielkim, to ptaszczyzna
wahan musi si¢ obraca¢ przy przejSciu od punktu P; do punktu P,. Oznacza to
obrot kija, ktory pokazuje kierunek ptaszczyzny wahan. Jest to efekt
geometryczny, wigc sprobujemy wyznaczy¢ go czysto geometrycznie.

Rysunek (3.1.7) pokazuje wektor ri prostopadly do wielkiego kota
stycznego do danego réwnoleznika.
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rsin(o)

”

rcos(¢)

Rysunek 3.1.7. Rysunek przedstawia wielkie koto styczne do zaznaczonego na
czerwono réwnoleznika. Prostopadty do kota promien, zaczepiony w jego
srodku wskazuje na ten sam réwnoleznik, tylko po drugiej strony sfery

Jezeli przesuniemy si¢ do innego punktu jak to pokazuje rysunek (3.1.6) dla
punktu zielonego 1 niebieskiego, to zmieni si¢ orientacja wielkiego kota tak, ze
promien r przesunie si¢ rowniez do innego punktu na tym samym roéwnolezniku.
Przy czym tuk po ktorym przesunie si¢ koniec wektora r jest rowny co do dlugos$ci
tukowi taczacego punkty zielony i niebieski. Dlaczego? Po pierwsze jezeli punkty
niebieski przejdzie na drugg stron¢ sfery (potowe dlugosci rdwnoleznika) to
z symetrii wida¢, ze koniec promienia tez przejdzie na drugg strone tuku. Po
drugie, ruch konca wektora powinien by¢ proporcjonalny do ruchu punktu
styczno$ci. Z pierwszego punktu mozna wynika, ze wspoOtczynnik
proporcjonalnos$ci jest rowny jeden. Oznacza to réwniez, ze kat A« o jaki obroci
si¢ wektor I jest rowny katowi A@ o jaki przesunie si¢ koniec wektora r po
rownolezniku. Rysunek (3.1.8) pomaga w obliczeniu dlugosci tuku po ktorej
wedruje koniec wektora r.

Mamy relacje
rAa =rsin(p)A0 = Aa =sin(p)A0 3.1.4a

Gdy przejdziemy do relacji nieskonczenie matych to otrzymamy

da:Sin(go)dH 3.14

Przypomne, ze kat « jest katem miedzy wektorami r pokazujacymi dwa bliskie
punktu na danym réwnolezniku a kat ¢ mierzymy wzdtuz tego réwnoleznika.
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Rysunek 3.1.8. Relacja miedzy

katem Ao  miedzy dowoma

wektorami r pokazujgcym dwa

bliskie sobie punkty na danym

rownoleznikuy, a katem 0

atel mierzonym na tym réwnolezniku,
miedzy tymi punktami.

rsin(op)

rsin{p)A0

e
>

y

Jednoczesnie jezeli wyrysujemy kat migdzy dwoma wielkimi kotami dla dwoch
bliskich sobie punktéw na danym réwnolezniku, jak punkt zielony 1 niebieski na
rysunku (3.1.6) to okaze si¢ on rowny Aca. Kat miedzy kolami wielkimi
definiujemy tu jako kat miedzy stycznymi do tych kot w punktach lezacych na
danym réwnolezniku (rys. 3.1.9)

Rysunek 3.1.9. Kat miedzy
dwoma  kotami  wielkimi
stycznymi do tego samego
réwnoleznika (kolor czerwony)

Jednocze$nie styczne te wyznaczaja kierunek ptaszczyzny wahan wahadla
Foucaluta. Zr6zniczkujemy obie strony (3.1.4) po czasie

we =sin(p) o, 3.15

Z lewej strony otrzymamy predkos$¢ zmiany kata a, czyli rowniez predko$¢ zmian
kata orientacji plaszczyzny drgan wahadla Foucaulta. Z prawej strony mamy
predkos¢ katowa obiegu wybranego punktu na rownolezniku, czyli predkosci
katowa ruchu obrotowego Ziemi. W ten sposdob na drodze czysto
geometrycznych rozwazan otrzymaliSmy wzor (3.1.3)
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4. Zasada d’Alemberta &/ ¢

W (§TVIl 1) wprowadzitem pojecie sit bezwladnosci (pozornych) jako sit
potrzebnych przy stosowaniu drugiego prawa dynamiki w nieinercjalnych
uktadach odniesienia. Rysunek (4.1) pokazuje kabing poruszajagcg W przestrzeni
kosmicznej, ruchem jednostajnym po tuku kota. Wiemy, ze na taka kabing dziata
sita dosrodkowa, ktorej zrodlem jest grawitacja jakiejs planety. Ta sita
dosrodkowa ciggnie kabine w kierunku $rodka tuku. Obserwator w kabinie czuje
si¢ zaniepokojony, gdyz nie odczuwa dzialania zadnej sity. Stwierdza réwniez, ze
kulka wisi w jego kabinie swobodnie. Wie jednak, ze bgdac w uktadzie
nieinercjalnym powinien doda¢ do sit przylozonych sity bezwladnosci, w tym
wypadku bedzie to sita od$rodkowa, ktora zrownowazy dziatanie sity grawitacji.

——_— = —
—— ~~
-

Rysunek 4.1. Kabina porusza sie w przestrzeni po tuku. Inercjalny obserwator
(niebieski) przypisuje ten fakt, istnieniu sity przytozonej (sity grawitacji)
normalnej do toru kabiny (niebieska strzatka). Aby wyjasni¢ zachowanie kulki
w uktadzie kabiny obserwator zwigzany z kabing (dla niego kabina spoczywa)
wprowadza site bezwtadnosci - site odsrodkowg (zielona strzatka), ktora jest
réowna sile dosrodkowej, ale jest przeciwnie skierowana. Zauwaz, ze gdy
obserwator niebieski (inercjalny) wprowadzi site od$rodkows, to w jego
uktadzie zréwnowazy ona site dosrodkowa.

Wro¢my do obserwatora inercjalnego. Gdy i w jego przypadku wprowadzimy site
odsrodkowg stanie si¢ co$ interesujgcego. Obie sity dosrodkowe 1 od§rodkowa
Zniosg sie.

Gdy punkt materialny porusza si¢ z przyspieszeniem wilasnym a, to
mozemy Owo przyspieszenie roztozy¢ na cz¢$¢ styczng i normalng (§TVI 5).
Odpowiednio na punkt dziatajg sily: styczna do toru (powodujgca zmiang
wartos$ci predkosci) 1 normalna do toru (powodujaca zmiang kierunku predkosci)

F=F+F, 4.1
Odpowiadaja im dwie sktadowe sity bezwtadnosci

4.2
Fi = Fis + Fy
_Fs _Fn
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Calos¢ ponownie sumuje si¢ do zera

F+Fg=0 4.3

Mozemy w tym momencie sformutowa¢ wniosek

Postulat 4.1. O zerowaniu sie¢ sil przylozonych i bezwladnosci
W czasie ruchu dowolnej bryty sztywnej sity przytoZone dziatajgce na tq bryle
rownowazq sig, w Razdej chwili, z odpowiednimi sitami bezwtadnosci, przy czym
wyznaczajgc sity bezwtadnosci ukfad wspotrzednych wigzemy ze SrodRiem masy
danej bryfy .

Uwaga 4.1:
W nieReorych publikacjach postulat (4.1) nazywane jest juz zasadq d’ Alemberta. Ja jednak,
chee sformutowad jg w bardziej ogélny sposéb, to jest z uZyciem przesunigé wirtualnych.
Zeby nie wprowadzaé zamieszania w nazwach, wolatem oRresli¢ powyzsze jako postulat
0 zerowaniu sif rzeczywisty i bezwtadnosci.

Jak wynika z powyzszego sformutowania sily bezwladnosci wyrazamy
w uktadzie zwigzanym ze Srodkiem masy bryly sztywnej, to jest w uktadzie
wiasnym. Gdy bryta nie jest sztywna sprawy si¢ komplikujg i nie ma tak prostej
metody zdefiniowania uktadu z nig zwigzanego.

Postulat (4.1) wyglada na do$¢ oczywisty wniosek z drugiego dynamiki
Newtona. Nie jest to jednak prawda. Chociaz mozna go wydedukowac¢ z drugiego
prawa dynamiki, to prowadzi do ogodlniejszej w swej naturze zasady d’ Alemberta.

Zgodnie z przytoczonym stwierdzeniem, na ciato w ruchu przyspieszonym
dziataja sily, ktére si¢ rownowaza (uwzgledniajac sity bezwtadnosci). Gdy sity
si¢ rownowazg sktonni jesteSmy uznac, ze ciato jest w rownowadze. Tyle, ze teraz
jest to rownowaga dynamiczna. Cialo, na ktére dziata sita rzeczywista stawia jej
opér — ,nie poddaje si¢ bez walki” (rys. 4.2). Opér ten nazwe¢ oporem
dynamicznym. Przy braku oporu dynamicznego, nawet najdrobniejsza sita
powodowataby nieskonczone przyspieszenie ciata. Miarg oporu dynamicznego
jest masa. Wigksza masa oznacza wickszy opor dynamiczny i mniejsze
przyspieszenie przy danej sile. Gdy probujemy rozpedzi¢ ciato jego opor
dynamiczny czujemy fizycznie. Ciato jakby bronito si¢ przed probg zmiany jego
predkosci. Pojawienie si¢ oporu zwykle kojarzymy z pojawienie si¢ sity. Stad w
potocznym jezyku mamy pojecie sit bezwladno$ci. Twierdzenie (4.1)
,,konsumuje” te nasze odczucia nadajac sitom bezwtadnosci status rownoprawny
z sitami przylozonymi. Jak zobaczymy pdzniej prowadzi to do rozmycia
rozroznienia pomigdzy sitami przylozonymi a sitami bezwladnosci, ktore
nazywali$my tez sitami pozornymi (§TVII 2). Dlatego od tego momentu nie bedg
uzywat okreslenia silty pozorne pozostajac przy okresleniu sity bezwladnosci.
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Rysunek 4.2. Na pochytosci stoi wézek z paletg cegiet, tak Ze sita $ciggajaca
(réwnolegta do powierzchni réwni sktadowa sity grawitacji) praktycznie
réwnowazy sity tarcia. Mimo to rozpedzenie wozka wymaga wysitku, tym
wiekszego im wiecej na nim potozymy cegiet. Zwyczajowo uwazamy, ze
rozpedzajagc wozek walczymy z sitami bezwtadnoSci, ktére pojmujemy jako
naturalng sktonnos¢ ciat do stawiania oporu sitag zewnetrznym. W kazdej chwili
mamy stan rownowagi miedzy sitami przytoZzonymi a sitami bezwtadnosci.

Zasada d’Alemberta wykorzystuje sity bezwladnosci tak jak sily
przytozone, stwierdzajac, ze ciata poruszajgce si¢ z niezerowym przyspieszeniem
wlasnym sg stanie rownowagi dynamicznej. W dwoch réznych sformutowaniach
mechaniki: Newtona 1 d’Alemberta mamy dwa podejscia do kwestii sit
bezwtadnosci. Nie jest to szczegoélnie dziwne. To czy dana sita jest sitg
bezwtadnosci, przylozona, skosng czy piegowatg zalezy od ram teorii, W ktorej
istnieje podzial sit na rézne rodzaje. W teorii Newtona podziat ten jest bardzo
wyraznie zarysowany, przez wyrazne wyroznienie klasy uktadow inercjalnych.
W przypadku ujecia d’ Alemberta sprawy ulegajg rozmyciu. Uzywajac okres§lenia
,sita bezwladno$ci” musimy zdawaé sobie sprawe z ram, w ktérych to pojecie
istnieje. Ale uwaga: moje stwierdzenie, ze klasyfikacja sit zalezy od ram teorii nie
moze by¢ intepretowane w ten sposéb - W sumie mozemy sobie stworzy¢ jaka
teori¢ chcemy z jakimi sitami chcemy. Teoria musi sensownie opisywa¢ duza
klase zjawisk fizyczny. A to jest bardzo silny warunek, ktory szybko wykluczy
teorie tworzone z powietrza. Nie mniej jezeli dwie sensowne teorie dajg inne
klasyfikacje sit czy czegokolwiek innego, to nalezy pamigtac, ze postugiwanie si¢
dang klasyfikacja musi by¢ opatrzone dopiskiem: ,,w ramach danej teorii”.

Poniewaz postulat (4.1) okres$la warunek rownowagi sit mozemy uogélnic
warunki na roéwnowage statyczng zdefiniowane w (def. TV 1.2.2).
Odpowiednikiem rownowagi sit przylozonych bedzie roéwnowaga sit
przytozonych i bezwtadnosci. Niech w uktadzie dziata N sit przytozonych i M sit
bezwladnos$ci, wtedy
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N M
ZFi-l_ZFBi:O 44
i=1 i=1

Podobnie uogolnimy warunek rownowagi dla momentu sit. Niech w uktadzie
dziata K momentoéw przytozonych sit i L momentéw sit bezwtadnosci, wtedy

K L
Zl‘iXFi+ZI‘iXFBi=O 45

i=1 i=1

Widzimy z tego, ze postulat (4.1) pozwala przenies¢ relacje dynamiczne na obszar
statyki. Mowimy tu o uktadzie bedacym w rownowadze dynamicznej. Trzeba
pamigtac, ze tego typu analogie majg zawsze Swoje ograniczenia. Przyktadowo
statyka daje nam przez warunki rownowagi sit 1 momentéw sit réwnania
algebraiczne. Twierdzenie (4.1) skutkuje w rownaniach rézniczkowych. Tutaj
wigc analogii juz nie ma. Mimo to dalej mozemy uzywac zasady prac wirtualnych
(§THI 51 §TV 5), to znaczy, ze praca sit przytozonych i bezwtadnosci na drodze
wirtualnego przesunig¢cia powinna by¢ rowna zeru. To wlasnie daje nam zasade
d’Alemberta

OkreSlnie 4.1: zasada d’Alemberta
W ukfadzie N punktéw materialnych praca zsumowanych sit przyfoZonych i sif
bezwtadnosci na drodze bedgcej przesunigciem wirtualnym jest rowna zeru.

3N 3N
(Z Fi +ZFBl> 6Xl' =0 4.6
i=1 i=1

Widaé réwniez, ze zasada d’Alemberta jest rozszerzeniem zasady prac
wirtualnych z uktadow statycznych na uktady dynamiczne. Mozemy rownanie
(4.14) przepisa¢ w jeszcze ogolniejszej postaci

3N 3N

ZF-—Z% 8% =0 4.7a
. L dt L

=1 1

i=

Dla uktadu o zmiennej masie mamy

N N N
dml-
(ZE_Zmiai_Z " )50 47
i=1 i=1 1

=

Tutaj skorzystalem z zapisu wektorowego, co pozwolito unikng¢ bataganu
Z indeksami (na kazdg mase przypadajg trzy wartosci wspotrzednych kolejno sity,
pedu, przyspieszenia i przesunigcia wirtualnego).
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Mogtloby si¢ zdawaé, ze w rownaniu (4.4) liczba sit bezwtadnosci powinna
by¢ réwna liczbie sit przylozonych, ale nie jest to prawda, gdyz nie kazda sita
przytozona powoduje ruch przyspieszony uktadu, co obrazuje rysunek (4.3).
Z twierdzenia (TIV 2.1) wiemy, ze w uktadzie izolowanym predkos¢ srodka masy
Vs uktadu cial, mierzona w uktadzie inercjalnym, jest stata, co wynika z zasady
zachowania pgdu. W danym uktadzie wspotrzednych mamy

K
myvg = z m; Vi 4.8
i=1

Gdzie m jest masg catego uktadu a K liczbg punktow materialnych. Rézniczkujac
obie strony mamy

dvg -
mazzmi—zmas Zmal:mas ZFW' 4.9

i=1
Gdzie Fwi jest wypadkowa sitg dziatajaca na i-ty punkt. Musi przy tym by¢

N K K
Z F] Z le — z FBi oraz Fwi = — FBi 4.10

j=1 i=1 i=1

N jest liczbg wszystkich sit dziatajacych w uktadzie, przy czym N>K, Fui jest i-tg
sitg bezwladnos$ci dziatajgca na i-ty punkt. Ogolnie rzecz biorgc sit rzeczywistych
w uktadzie jest wiecej niz bezwtadnosci i wigeej niz punktow materialnych. Wiele
sit przytozonych wzajemnie si¢ rownowazy (rys. 4.3). méwimy wtedy, ze sg to
sity wewnetrzne. MowiliSmy sporo o tych sita w temacie tensory analizujac sity
spojnosci wewnatrz szescianu ((rys. TXIl 3.6) dziatajace wzdtuz powierzchni
przekroju) lub w temacie (§TI 2.3) méwiac o sitach spdjnosci miedzy dwoma
potowkami banki mydlane;.

Definicja 4.1: Sily wewnetrzne

Sity Rtory wzajemnie si¢ réwnowazq w ramach danego ukfadu fizycznego, na mocy
zasady akgji i reak¢fi, nazywamy sifami wewnetrznymi

Fakt 4.1:
Sit wewnetrznych nie wliczamy do warunkéw réwnowagi (4.4 i 4.5)

64



Jan Masajada — 45 tematow z fizyki

Rysunek 4.3. Na ramie przymocowana jest sprezyna, o Ktérg opiera sie
szeScienny blok o masie m. Cato$¢ lezy na wozku, ktéry porusza sie
z przyspieszeniem a, pod wptywem sity F. W efekcie szeScienny blok réwniez
porusza sie zprzyspieszeniem a pod wptywem sktadowej poziomej sity
(rownej ma) wywieranej przez sprezyne (niebieska pozioma strzatka). Site te
réwnowazy sita bezwladno$ci réwna -ma (zielona strzatka). Skitadowa
pionowg grawitacji (pomaranczowa pionowa strzatka) rownowazy sita
sprezystosci podtogi woézka (rézowa strzatka). Zatem sita grawitacji i
sprezystosci podtogo wozka nie majg odpowiadajacych im sit bezwtadnosci.

Te réwnowazace si¢ sity nie zmieniajg dynamiki uktadu. Zaleznos¢ (4.10) moéwi
tylko, ze dla kazdego punktu suma wszystkich sit przytozonych musi by¢ rowna
sumie sil bezwladnos$ci. Laczac (4.9) i (4.8) mamy

K K
mag = Z Fwi = —z FBi = FB = —Mmagg 4.11
i=1

i=1
Gdzie Fagi, Jest sita bezwladnosci dziatajaca na i-ty punkt, a Fg jest silg
wypadkowa. Wracajac do (4.4) otrzymujemy

N
Z F,+Fz =0 4.12
i=1

Zatem sily bezwtadnos$ci mozemy zastapi¢ wypadkowgq sitg bezwladnosci
dziatajacg na §rodek masy uktadu. Niestety dla momentoéw sit takie uproszczenie
nie jest mozliwe.

Wszystkie napisane powyzej zaleznosci mozna rozpisa¢ réwniez dla
ciggltych rozktadéw mas. Odpowiednie sumy zamieniamy na catki, a masy na
nieskonczenie mate masy dm, tak jak to juz nieraz czyniliSmy. Zastosuje¢
twierdzenie (4.1) do rozwigzania zadania.
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Rysunek 4.4. Jean Le Rond d’Alembert (ur.16.11.1717 w Paryzu, zm. 29.10.1783
w Paryzu). Francuski filozof, fizyk i matematyk. Byl nieSlubnym synem pisarki
i kurtyzany Caludine Guerin de Tencin, prowadzacej niezalezny salon literacki
w Paryzu igenerata artylerii Louisa-Camusa Destouchesa. Matka pozostawita
niemowle na schodach kos$ciota St. Jean-le-Rond a maty Jean znalazt sie w sierocincu.
Niedtugo potem zostat adoptowany przez Madame Rousseau, zone szklarza.
Biologiczny ojciec potajemnie tozyt na wyksztatcenie syna, a w testamencie zapisat mu
1200 liwréw rocznej renty. W szkole Czterech Narodéw prowadzonej przez
jansenistow Alembert odebrat solidne wyksztatcenie w zakresie filozofii, prawa
i sztuki. Po ukonczeniu szkoty studiowat prawo i medycyne. Od 1772 roku petnit
funkcje sekretarza Akademii Francuskiej. Byt wspottworcg Wielkiej Encyklopedii.
Whniost istotny wktad w rozw6j mechaniki (zasada d’Alemberta) i rownan
rézniczkowych (wprowadzit rachunek pochodnych czastkowych). Portret pedzla
Maurice Quentin de La Tour z 1753; Zr6dto Wikipedia.

Zadanie 4.1.

Wyznaczy¢ maksymalng warto$¢ przyspieszenia a, jakie moze osiggnac
samochod przy starcie, jezeli naped jest na tylne kota. Odleglo$¢ migdzy
osiami kot przednich i tylnych wynosi L. Wspotczynnik tarcia migdzy
oponami a jezdnig jest rowny f. Wspotrzedne srodka masy samochodu
Is(Xs, ¥s), w uktadzie tak jak na rysunku (4.5). Pomin opor toczenie si¢ kot
przednich oraz wptyw ich ruchu obrotowego.

Rysunek (4.5) pokazuje dziatajagce na samochadd sity
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Rysunek 4.5. Sity dziatajace na samochdd: Fr - sita tarcia, N1 i N2 sity reakcji
jezdni. Fe jest wypadkowga sila bezwladnos$ci przytozong do $rodka masy
samochodu (czerwony punkt). Na rysunku nie zaznaczono przytozonej do
srodka masy sity grawitacji.

W osi pionowej sity rzeczywiste rownowaza si¢, co oznacza, ze mozemy zadanie
traktowac jako jednowymiarowe. Zgodnie z twierdzeniem (4.1) sity przytozone
musza rownowazy¢ si¢ z sitami bezwladno$ci. Mozemy zastapi¢ zbior sit
bezwladnosci (dziatajacy na kazdg czastke samochodu) sita wypadkowa Fg=-ma
zaczepiong w Srodku masy samochodu. Stad mamy

Skorzystam réwniez z warunku réwnowagi momentéw sit (4.5). Wzgledem
punktu B.

N,L —mgx, + may, =0 4.13b

Ostatni wyraz odpowiada za sil¢ bezwladnosci: Fs=-ma. Wielkos¢ Yys jest
ramieniem dla sity Fg wzgledem punktu A (oraz B). Wzgledem punktu A mamy

—N;L +mg(L — x;) + may, =0 4.13c
Ponadto mamy zwigzek
4.1
FT = le 3d
Z rownan (4.11a) i (4.11d) mamy
FN, —ma = 0 4.14a

Réwnanie to mowi, ze przy danym wspotczynniku tarcia, przyspieszenie jakie
uzyskamy dane jest poprzez a. Nie temu przyspieszeniu odpowiada predkosc
katowa kot . Wigksze przyspieszenie oznaczaloby brak réwnowagi
dynamicznej, co na mocy zasady d’ Alemberta jest niemozliwe. Ale kota mogtyby
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si¢ kreci¢ z predkoscig wieksza niz o, tyle ze oznaczatoby to toczenie si¢ z
poslizgiem. Roéwnanie (4.13c) daje

(L - xs) Vs
a_

Ny =mg—7—+ma7 4.14b
Po podstawieniu do (4.12a) mamy
fmg¥+fma%—ma=0 4.14c
Stad obliczamy a
L —xg
= 1975, 415

Wréémy do dynamiki ciata sztywnego. Z (§TVII 2) wiemy, ze w ukladzie
srodka masy tego ciala pojawig si¢ sity bezwtadno$ci zwigzane z obrotem bryty.
Sa to sita dosrodkowa, Coriolisa 1 sity bezwladno$ci Eulera. Gdy uktad
wspotrzednych wigzemy ze srodkiem masy bryly to suma sit odsrodkowych jest
roOwna zeru (sprobuj to pokazac). Podobnie bedzie z sumg sil bezwtadnosci
Eulera. Sita Coriolisa bedzie rowniez rowna zeru, gdyz w uktadzie wtasnym bryta
ma zerowg predkos¢. Z tego samego powodu zniknie sita bezwladnosci zwigzana
Z ruchem linlowym bryly. Wynika z tego, ze na polu gry zostaly tylko sity
przylozone 1 sily bezwladnosci zwigzane z wlasnym przyspieszeniem ukladu
odniesienia. Zgodnie z zasadg d’ Alemberta mamy

F-a,> m=0=>F-aM=0=>F=aM 4.16

Gdzie M jest masg bryty. Otrzymali$my znany juz fakt.

Fakt 4.1:
Srodek masy bryty sztywnej porusza sie jak punktowa czastka, do ktdrej przytozona
jest sita wypadkowa bedgca sumga sit przytozonych.

Zalézmy teraz, ze uklad wspotrzednych jest zaczepiony w $rodku masy
bryly sztywnej, a jego osie sg zgodne z osiami gtownymi bryly sztywnej. Wtedy
pozadiagonalne wspotrzedne tensora momentu bezwtadnosci (fakt TXII 2.1) sg
réwne zeru. Wspotrzgdne momentu sity odsrodkowej wyraza si¢ wzorami

(IW—IZZ)a)ya)Z;(IZZ—IXX)a)XXa)ZZ;(IXX—IW)a) . 4.17

xx Hyy

Podobnie mozemy wyrazic moment sit  bezwladnosci  zwigzany
Z przyspieszeniem uktad K'.

_Ixx.x;_lyy.y;_lzza.)z 4.18
Zgodnie z zasada d’ Alemberta mamy

X

Lo, —(1,, =1, )o,0, =M 4.19a
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1@, —(1,, — ) oo =M, 4.19b

1,0, — (1 — 1, )0, =M 4.19c

z

Otrzymali$my znane nam roOwnania Eulera (2.5). Zatem réwnania Eulera, ktore
opisuja dynamike bryty sztywnej w ukladzie zwigzanym z osiami gtownymi tej
bryly, z punktu widzenia zasady d’Alemberta moga by¢ interpretowane jako
warunek roOwnowagi zwigzany ze wzajemnym kompensowaniem si¢ trzech
momentow sil: momentu zwigzanego z sita odsrodkowa, momentu zwigzanego
zsitami bezwladno$ci wynikajacymi z przyspieszenia wiasnego ukladu
odniesienia oraz z momentu wypadkowej sily przytozonej.

W ogdlnym przypadku rownania ruchu wynikajace z zasady d’Alemberta
sa niecatkowalne. Oznacza to, ze nie mozemy przyjac, ze stan uktadu zalezy tylko
od parametréw opisujacych ten uktad w danym punkcie. Liczy si¢ réwniez
historia. Jezeli przykladowo chcemy obliczy¢ prace przylozonej sity F, przy
przesunieciu uktadu, od punktu A do punktu B, z uwzglednieniem sit tarcia, to
praca ta bedzie zalezna od drogi. W szczeg6lnych przypadkach, gdy wszystkie
dziatajace sity sg sitami potencjalnymi rownania ruchu stajg si¢ catkowalne. Teraz
przyjrzymy sig¢ tej szczegdlnej sytuacji. Dla sity potencjalnej rownej oV, gdzie V
to potencjat pola sit, z zasady d’ Alemberta mamy rOwnanie

mdV + >» ma,-or,=0
2MOV 2. 420

Przyjmijmy teraz, ze przesuni¢cie wirtualne Orj jest rOwnowazne przesuni¢ciu
rzeczywistemu

or, —dr, 4.21a
Jednocze$nie zmiana energii potencjalnej przy przesunigciu wirtualnym Jr;j stanie

si¢ zmiang energii potencjalnej dV przy przesunigciu rzeczywistym. Drugie czton
(4.20) mozna teraz zapisa¢ w postaci

d(1
mi -dr, =) mi -rdt=— =) mi’ |dt=dT
Z 11 | Z 11 | dt ( 2 Z 11 j 4.22
Przez T oznaczytem energi¢ kinetyczng uktadu. Rownanie (4.23) przyjmie postac
d(U+T)=0 4.23
du =) mdv 4.23a

Tutaj U oznacza energi¢ potencjalng uktadu. Réwnanie (4.23) jest catkowalne, po
obliczeniu catki mamy

T +U =E =const 4.26
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Przez E oznaczytem energi¢ uktadu rozumiang jako suma jego energii kinetyczne;j
1 potencjalnej. Rownanie (4.26) to nic innego jak prawo zachowania energii, ktore
jak z tego wida¢ wynika z zasady d’Alemberta w uktadzie, w ktorym dziatajace
sity przytozone sg sitami potencjalnymi.
Dyskusja 4.1: Catka pierwsza
Réwnanie (4.20) jest réwnaniem rozniczRowym. Przyspieszenie i-tej czqstKi, to druga
pochodna jej pofoZenia po czasie. Widaé, Ze wyrazenie oRreslajqce energie Rinetyczng
Jjest state dla ukfadu opisanego réwnaniem (4.20). To znaczy, ze funkcja okreslajgca
energie ukfadu ma statq wartos¢ na wszystRich fizycznych trajeRtoriach ukfadu. Takg
funkgje nazywamy catkg pierwszq ukfadu rownati roZniczkowych. Jest to pojecie z
zakresy teorii rownat réZniczRowych, a wigc wychodzqce poza zaKres mechaniki
Rlasycznej. Jezeli mamy ukfad rownar réZniczRowych i istnieje funkcja, Ktéra
przyjmuje statq wartos¢ dla dowolnego rozwigzania tego ukRfadu, to funkgja ta

nazywana jest catkq pierwszq tego ukfadu réwnat. Ta Rrétka dyskusja prowadzi nas
do

Definicja 4.2: Calka pierwsza ukladu rownan rozniczkowych
Dla uktadu réwnan rézniczkowych

d
riche f(t X %, )

4.27
dy ot (t, %, %, )
dt n n n
funkcja g jest catka pierwsza, jezeli dla dowolnego rozwigzania tego uktadu
X =X, (1), ..., =X, (t) 4.27a
mamy
g(t,x,(t),...x, (t)) = const 4.27b

Zalozenie, ze sity przytozone sg sitami potencjalnymi nie oznacza, ze to
samo mozna powiedzie¢ o sitach bezwladnosci. Czgsto sity bezwladnosci
potencjale nie s3. Przyktadem potencjalnej sity bezwtadnosci jest sita odsrodkowa
(§TVII 2.2).

F, = Ma>?r 4.28a

Dla sity odsrodkowej mozemy zdefiniowac potencjal postaci
1 2.2
Vog = =5 Mo 4.28b

Przyktadem sity bezwladno$ci dla ktérej nie mozemy zdefiniowac potencjatu jest
sita Coriolisa. Sita Coriolisa jest zawsze prostopadta do kierunku przesunigcia.
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Zatem nigdy nie wykonuje pracy. Rdznica potencjatow w dwodch réznych
punktach musi by¢ miarg pracy wykonanej nad przeniesieniem jednostkowego
tadunku pomiedzy tymi punktami. W przypadku sity Coriolisa ta r6znica musi
by¢ zawsze réwna zero. Oznacza to, ze potencjat dla tej sity powinien by¢
wszegdzie staty. Drugim warunkiem na potencjat jest to by jego gradient wzicty ze
znakiem minus byt réwny sile na dzialajace na jednostke masy. Ale gradient z
funkcji statej jest rowny zeru, stad nie ma mozliwosci sensowej definicji
potencjatu dla sity Coriolisa.

Musimy na nowo uporzgdkowac kwestie sit przytozonych 1 bezwtadnosci.
Rozwazmy czastk¢ o masie m (rys. 4.6). Jej ruch bedziemy analizowali z uktadu
inercjalnego K i nieinercjalnego K'. Poczatek uktadu K’ porusza si¢ wzdtuz toru
C niekoniecznie ze stalg predkoscig. Wektor T jest wektorem wodzacym
pokazujacym polozenie poczatku uktadu nieinercjalnego wzgledem poczatku
uktadu inercjalnego. Wektory R 1 R’ sa wektorami wodzacymi czastki m
zaczepionym w uktadzie inercjalnym i nieinercjalnym. Mamy przy tym

R=T+R’ 4.29
Rézniczkujac dwukrotnie obie strony tego rownania mamy
R=T+R =a=a,+a 4.30

Literkami ,,a” oznaczytem odpowiednie przyspieszenia. Prawa strona ostatniego
rébwnania wyznacza nam site bezwladnos$ci jaka dziala w uktadzie K’ z punktu
widzenia uktadu K.

F. =-ma, —ma’ 4.31

Pierwszy sktadnik tego wyrazenia wyraza sile bezwtadnosci jakg bySmy dodali
analizujgc ruch czastki z uktadu inercjalnego. Drugi sktadnik to sita bezwtadnosci
jaka przypisze czastce obserwator w ukladzie K'. Przypomne, ze w swoim
uktadzie K’ obserwator widzi, ze czgstka porusza si¢ z przyspieszeniem a. Jest to
zarazem sktadowa sity bezwtadno$ci wyznaczonej w uktadzie inercjalnym K.

Rysunek 4.6. Ruch czastki o masie m
opisujemy z nieinercjalnego uktadu
wsp6trzednych K'.
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Pamigta¢ jednak nalezy, ze dla danego obserwatora rozrdznienie na sity
bezwtadno$ci 1 rzeczywiste niekoniecznie jest oczywiste. Powiedzmy, ze
w odleglej przysztosci, kiedy podréze w Kosmos spowszednieja, pan Abacki, po
ostro zakrapianej imprezie, budzi si¢ w zamkni¢tym pomieszczeniu. Na stole
znajduje kartke z komunikatem: Uwolnimy ci¢ jak prawidtowo odgadniesz czy
jestes w kabinie statku kosmicznego czy na Ziemi. Pan Abacki wie, ze
kapitanowie statku rozpedzaja si¢ z przyspieszeniem o wartosci ¢, tak by
pasazerowie czuli si¢ jak na Ziemi (rys. 4.7). W tej sytuacji zupehie nie wie jak
znalez¢ odpowiedz. Przyspieszenie g kabiny oznacza, ze wszystko w niej dzieje
si¢ tak jakby kabina stata na Ziemi. Te dwie sytuacje sg fizycznie nierozrdznialne.
Abacki wykonuje prosty eksperyment. Obserwuje w kabinie ruch swobodnie
puszczone] kulki. Nachodzi go fantazja aby ruch kulki opisa¢ w uktadzie
zwigzanym z kulkg. We wlasnym uktadzie wspotrzednych kulka spoczywa, to
oznacza, ze dzialajace sily wyznaczone w tym ukladzie musza dodawac si¢ do
zera. Poniewaz, w ukltadzie Abackiego kulka spada z przyspieszeniem -g (niech
o$ z uktadu Abackiego wskazuje od podtogi do sufitu kabiny), to do dziatajace;j
sity dodaje site bezwladnosci mg. Sita dzialajaca to sita, ktorej dzialanie odczuwa
Abacki jako site cigzenia. Tylko jaki jest status sity dziatajacej? Gdy Abacki wie,
ze kabina stoi na Ziemi to stwierdzi, ze jest to sita pochodzaca od pola
grawitacyjnego, czyli sita przylozona rowna -mg. Gdy Abacki wie, ze jest w
kabinie poruszajacej si¢ z przyspieszeniem g, to w zasadzie niewiele zmienia. We
wlasnym uktadzie (zwigzanym z kabing) widzi, ze kulka spada z przyspieszeniem
-g. Ruch ten przypisze sile -mg, a zeby napisaé rownanie na réwnowage
dynamiczng doda site bezwtadnosci mg. Moze jednak swojg wiedze wykorzystac
przenoszac swoje rozwazania do uktadu inercjalnego.

I
A

Rysunek 4.7. W kabinie statku kosmicznego (a) jak i na powierzchni Ziemi (b)
pan Abacki czulby tg samg site trzymajaca go przy podtodze. Wszystkie
przedmioty upuszczone w obu kabinach spadatby tak samo. Lokalnie Abacki nie
miatby mozliwosci odpowiedzi na pytanie: czy obserwowane efekty pochodza
od sity ciezkosci czy od sity bezwtadnosci. Nie mogtby zatem rozréznic sit
bezwtadnosci od sit przytozonych.
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Z tego ukladu inercjalnego przyglada si¢ ruchowi kabiny. Widzi, ze kulka
W uktadzie inercjalnym porusza si¢ ruchem jednostajnym (dopoki nie upadnie na
podtoge kabiny). Wigc dziatajace na nig sity przytozone i bezwtadnos$ci sg rowne
zeru. Wida¢, ze z punktu widzenia uktadu inercjalnego, Abacki w swoim uktadzie
postuzyl si¢ dwiema sitami bezwladnosci. Pierwsza wynika z ruchu
przyspieszonego kabiny (uktadu Abackiego), jest to sita skierowana do podtogi
kabiny. Druga wynika z przyspieszonego ruchu kulki w kierunku podtogi kabiny.
Jest to ruch obserwowany przez Abackiego. Dodaje on zatem sil¢ bezwtadnosci
skierowang przeciwnie. Wszystko to zgodnie z rownaniem (4.12)

Wroémy do bardziej wydumanej sytuacji. Abacki to osierocone dziecko
podroznikow kosmicznych, ktore nie wie skad pochodzi sita dziatajaca w jego
kabinie, ale ja wyraznie czuje, jako sit¢ trzymajaca go przy podtodze. Wychowane
przez elektroniczng mamke, zostato przez nig rowniez wyedukowane. Ale mamka
nie wiedziata, ze jest na statku kosmicznym. Abacki przyjmuje wigc, ze
w przyrodzie dziata sila cigzenia (o ktorej nieco si¢ uczyt), ktora kaze spadac
kulce w kierunku podtogi jego kabiny. Moze uznaé, ze taka jest wtasciwos¢ cial
,»ciezkich” (ludzie przez dlugi czas tak przeciez mysleli), lub stwierdzi¢, ze to
podloga ma zdolnos¢ dzialania sitg na ciala (prawo cigzenia). Wtedy sita
powodujaca spadek kulki staje si¢ sitg rzeczywista. Do prawidlowego napisania
réwnan wynikajacych z zasady d’Alemberta Abacki nie musi obiektywnie
rozrozni¢ charakteru sit. Sprawe¢ mozna potraktowac tak: Obserwator moze
podzieli¢ sity na takie, dla ktorych moze okresli¢ zrédto 1 sily te nazywa sitami
przytozonymi. Aby przej$s¢ do rownan d’Alemberta, musi zrownowazy¢ sity
dziatajace przez odpowiednie sity bezwtadnosci. Wobec tego rozrdznienie na sity
przylozone i bezwtadnoséci w ramach zasady d’Alemberta staje si¢ subiektywne.

Oczywiscie jezeli Abacki przyjmie, ze podtoga przycigga ciata materialne
1 zbuduje poprawnie dziatajaca teori¢ przyciggania ciat przez podloge, to ciagle
mozemy mu zarzucic¢, ze si¢ myli. Po prostu nie wie, ze jest w przyspieszajacym
statku. Jezeli posiadzie szersza wiedze o swojej sytuacji, to wtedy zrozumie, ze
byl w btedzie. Niewatpliwie taka szersza wiedza pozwoli Abackiemu spojrze¢ na
swoja sytuacje z innej perspektywy. Ale na jote nie zmieni skuteczno$ci rownan
ruchu, ktére do tej pory pisat. Bedzie mial teraz wigkszy wybdr skutecznych
rOwnan ruchu. Zrozumie tez glebiej pochodzenie sity ciezkosci. I tu
niespodzianka. Majac klasyczng teori¢ grawitacji jesteSmy troch¢ w sytuacji
Abackiego. Za horyzontem czeka ogélna teoria wzglednosci, ktora postawi
problem grawitacji oraz sit przytozonych 1 bezwtadnosci w nowym $§wietle. Nie
oznacza to jednak, ze klasyczna teoria grawitacji si¢ z tego powodu zatamie
| przestanie dziata¢. Dalej skutecznie pozwala na rozwigzywanie wielu
probleméw z mechaniki nieba. Choé¢ gdy pole grawitacyjne staje si¢ naprawde
silne klasyczna teoria przestaje dostarcza¢ satysfakcjonujacych rozwigzan.
Mozemy wiec powiedzie¢, ze z naszej perspektywy fizycy XIX wieku byli
W pozycji pana Abackiego. Dopracowali si¢ bardzo skutecznych narzedzi opisu
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mechaniki nieba, ale czekato na nich znacznie szersze 1 pojemniejsze spojrzenie
na te zagadnienia.

Zasada d’Alemeberta jest podstawowa zasadga mechaniki klasycznej,
podobnie jak zasada Fermata jest podstawowa zasada optyki geometryczne;j.
Wszystkie inne prawa i zasady mechaniki klasycznej mozemy wyprowadzi¢
z zasady d’Alemberta. Przyktad znajdziecie w temacie (XVII), w ktérym
zajmiemy si¢ zasadami wariacyjnymi mechaniki. Zasady wariacyjne wymagaja
by uktad byl catkowalny ze wzgledu na czas. Warunek ten ogranicza ich
zastosowanie do wi¢zow holonomicznych, ktore zdefiniuje nieco nizej (def. 5.1).

4.2. Ciut historii i filozofii ¢

Bezwladno$¢ ciata byta problemem dla dawnej dynamiki. W dynamice
Arystotelesa jej nie mamy i w efekcie nie ma naszego pojecia masy, choc
wprowadzil on w swojej filozofii pojecie materii®. Co ciekawe, Arystoteles uzyl
stowa oznaczajace ,,drzewo” (greckie ,hyle”). Stowo ,,drzewo” zaczeto zatem
oznacza¢ ogollniejsze pojecie ,,materia”. Materia dla Arystotelesa nie byla
odrebnym bytem a raczej tym co pozostaje niezmienne podczas przemian jednych
form w inne. Materia byla bierng strong rzeczywistos$¢, w ktorej realizowata sie¢
aktywna strona nazywana formg. Mozna tu przytoczy¢ przyktad rzezbiarza, ktory
kawatkowi marmuru nadaje nowa forme¢ — czyli ksztalt rzezby. Marmur w tym
wypadku przyjmuje form¢ w postaci rzezby. Przyktad ten jest o tyle mylacy, ze
marmur istnieje niezaleznie od tego czy zrobimy z niego rzezbe, czy blat stotu.
| z rzeZzby 1 ze blatu mozemy odraba¢ kawalek czego$ co bedzie marmurem.
W filozofii Arystotelesa takie wydzielenie materii nie byto mozliwe. Materia
zawsze wystepowata w jakiej§ formie a poniewaz sama formy nie miata, nie
mogta wystepowac samodzielnie. Nic dziwnego, ze dla Arystotelesa materia nie
miala specyficznych cech, takich jak masa. Dlatego przyjmie on, ze w prozni ciato
pod dziataniem najmniejszej sity osiggnie nieskonczong predkos¢. W fizyce
Arystotelesa wymuszony przez site ruch ciala jest efektem balansu pomigdzy silg
wymuszajaca a sitg oporow osrodka. To byl jeden z wazniejszych powodéw dla
ktorych Arystoteles wykluczyl istnienie prozni. W prozni ciata pod byle
dotknigciem osiggatby nieskonczong predkosé. Z drugiej strony gdy sita
wymuszajaca nie dziala, cialo nie porusza si¢ (chyba ze ruchem naturalnym,
spadajac na przyktad na Ziemig). Brak bezwtadnos$ci (masy) z jednej strony
powoduje, ze przytozenie niewielkiej sity nadaje cialu nieskonczong predkosé
(W prézni) z drugiej strony, brak sity przylozonej powoduje natychmiastowe
zatrzymanie ciata. Ruch strzaty po wystrzeleniu z tuku (kiedy strzata nie ma
kontaktu z cigciwg) Arystoteles ttumaczyt popychajacym dziataniem powietrza,
ktore wypelniato puste miejsce za strzalyg. Zdawat sobie jednak sprawe, zZe jest to

6 W wczesniejszej jonskiej filozofii przyrody istniato pojecie pierwszej zasady, ktéremu jednak bardziej
odpowiadatoby pojecie wspotczesnej substancji. Jednak i ta odpowiednio$¢ nie jest catkiem
satysfakcjonujgca.
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tlumaczenie watpliwe. Kolejne pokolenia uczonych teoria ruchu Arystotelesa
réwniez uwierata. Mamy podstawy by przyjac¢, ze w okresie hellenistycznym
greccy uczeni postugiwali si¢ jakas forma zasady bezwtadnosci. Niestety ich
nauki byly zbyt wyrafinowane dla rzymskich gléw 1 ogromna cz¢$¢ ich dorobku
przepadia. Rzym cofngl fizyke do czaséw Arystotelesa, ktora zostata roéwniez
uznana za podstawe nauczania w Sredniowieczu arabskim i europejskim.
W czasach europejskiego Sredniowiecza pojawity si¢ prace krytyczne wobec
spuscizny greckiej, dotyczace dynamiki. Sredniowieczni uczeni rozwineli
koncepcj¢ impetu, ktéra zostala zaproponowana przez Jana Filopona (zwanego
rowniez Janem Gramatykiem), filozofa, teologa, matematyka 1 filologa
bizantynskiego. Doktadny czas narodzin i $mierci Jana nie jest znany. Urodzita
si¢ pomiedzy rokiem 475 a 490 a zmarl pomiedzy 567 a 580. Filipon zanegowat
teori¢ ruchu Arystotelesa. Wedlug niego za ruch obiektow nie odpowiada
wylacznie sita generowana przez srodowisko (w przypadku strzaty sSrodowisko to
cigciwa tuku, lub powietrze zapetniajace przestrzen za poruszajacg si¢ strzatg). Za
zasadniczg przyczyn¢ ruchu uznal mase ciala (ilo§¢ materii), wskazujac ze w
przypadku spadania w dot za przyczyng wystarczy sama masa (nie byto woéwczas
pojecia sity grawitacji). Zaproponowat teori¢ impetu, jako wewngtrznej sity
odpowiedzialnej za ruch. Cigciwa przekazuje strzale sit¢ ruchu, a strzata przez to,
ze j3 akumuluje porusza si¢ rowniez po oderwaniu od cigciwy. Powietrze w tym
ujeciu dalej jest dla strzaty oporem, czyli sita, z ktorg musi walczy¢ impet strzaly.
W efekcie impet strzaty spada (spada jej predkos¢). W teorii impetu ciata
materialne potrafia wigc ,,Jadowaé si¢” silg pochodzaca od przyczyny ruchu.
Opory ruchu powoduja, ze ciata tracg tg wewnetrzng site ruchu. Teoria impetu
zyskata popularno$¢ w Sredniowieczu. Rozwinat ja Jan Buridian (ok. 1300 -
1358) francuski filozof dziatajacy na Uniwersytecie Paryskim. Buridian
stwierdzit, ze poziom impetu w ciele jest proporcjonalny do jego cigzaru
I predkosci, czyli wielkosci, zblizonej do naszego pedu. Doprowadzito go to do
daleko idacych wnioskow. Stwierdzit miedzy innymi, ze poniewaz w niebie nie
ma oporow ruchu, sfery niebieskie raz puszczone w ruch moga si¢ wiecznie
porusza¢. Stowem Buridian zwolnil aniotki z obowigzku ciaglego krecenia
sferami (rys. TVI 1.3.6), upodabniajagc konstrukcj¢ nieba do konstrukcji
mechanizmu zegarowego. A mechanizm to co$§ czego dziatanie, cztowiek moze
na podstawie badan zrozumie¢. Nasza sita bezwladno$ci jest bezposrednim
potomkiem teorii impetu. Galileusz p6jdzie krok dalej. Stwierdzi miedzy innymi,
ze

,,Ciato ruchome, poza naturalng sktonnoscia do odwrotnego kierunku, ma jeszcze
przyrodzong mu wlasciwos¢, wywotujac opor przeciw ruchowi”

Widzimy tu juz mysl prowadzaca do pojecia bezwladnosci (0w opor przeciw
ruchowi). Jednak w swych rozwazaniach nad bezwtadno$cig (nad tym co my dzi$

tak nazywamy) Galileusz wykazuje jeszcze sporo niezdecydowania i robi biedy.
Dla niego naturalnym ruchem ciata, na ktore nie dzialajg sity jest ruch po okregu
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(przynajmniej w niebie), a nie ruch po prostej. Brakowato mu naszej teorii ruchu
po okregu, wraz z niezbedna do tego sitg dosrodkowa. Johannes Kepler stwierdza,
ze dwa ciata znajdujace si¢ blisko siebie, ale daleko od innych cial wzajemnie by
si¢ przyciagaly a silg tego przyciggania bytaby tym wicksza im wigkszy bytby
cigzar (nie masa) tych ciat. Za przyciaganie wedtug Keplera odpowiedzialne byty
sity magnetyczne, co byto poktosiem prac Gilberta na magnetyzmem Ziemi.

W newtonowskiej dynamice bezwtadnos$¢ nie jest sitg ale tg cechg materii, ktora
powoduje, ze zmiana wartosci lub kierunku predkosci ciata wymaga uzycia sity.
Ale sam Newton ciagle postugiwat si¢ pojeciem sily bezwtadnos$ci, jako realnie
dzialajacej sily, co mozna uznaé¢ za echo teorii impetu. Jednak w dynamice
Newtonowskiej sita jest wymagana do zmiany stanu ruchu a nie do jego
podtrzymania. Wkrétce po Newtonie bezwladnoSci stala si¢ jednym
z wyroznikOw materii, a masa ciata jej miarg. To znaczy im wigkszg sile trzeba
bylo przytozy¢ do ciata by nada¢ mu jednostkowe przyspieszenie, tym wigkszg
bezwladnos¢ (czyli) mase miato to ciato.

Ta bardzo krétka notka pokazuje jedno, dochodzenie do wspotczesnych pojec
fizycznych byto drogag dluga i ucigzliwg. Trwato to pokolenia i angazowato
najtezsze umysty kolejnych wiekow. Oznacza to, ze pojecie bezwtadnosci, pedu,
momentu pedu, energii, a nawet predkosci rozumianej jako stosunek drogi do
czasu nie sg dla czlowieka oczywiste tylko naleza do arsenatu pojec
wypracowanych na drodze wysublimowanych abstrakcji. Mozna si¢ tylko dziwi¢,
ze sa tak powszechnie uzywane. Ale kazdy nauczyciel podstaw fizyki wie, ze na
poczatku nie jest tatwo.
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5. Wigzy raz jeszcze a/&

Kiedy przesuwalem swobodny krazek po powierzchni sfery (rys. 3.2), to
zaktadatem, ze dziala na niego dosrodkowa sita grawitacji. Ale to zatozenie nie
jest konieczne. Wyobrazmy sobie dwuwymiarowg istote (ptaszczaka)
mieszkajgca na powierzchni sfery. Istota ta nie odczuwa sit dziatajacych
prostopadle do powierzchni swojej przestrzeni, gdyz nie moze czué nic co dziata
w trzecim wymiarze, czyli wychodzi poza powierzchni¢ sfery. Dla niej ruch
krazka po kole wielkim byltby ruchem czastki swobodnej. Co na ten temat
rzektaby istota zyjaca w trojwymiarowe] przestrzeni euklidesowej, w ktorej
zanurzona jest sfera ptaszczaka. Dla niej ruchy swobodne to ruchy po linii proste;.
Wobec postuluje, ze krazek powinien by¢ zwigzany z powierzchnig sfery przez
sity prostopadte do tej powierzchni. Nie musimy moéwi¢ o sitach grawitacii.
Wystarczy, ze ograniczymy si¢ do pojecia wiezdw. Z wigzami juz spotkaliSmy
si¢ w (§TV 4.3), gdzie bylo to zwigzane z pojeciem przesunigcia wirtualnego i
zasadg prac przygotowanych. MowiliSmy o tym, Ze przesuni¢cie wirtualne musi
by¢ zgodne z wi¢zami, to znaczy nie zmienia¢, w otoczeniu danego punktu,
warto$¢ sit generowanych przez wigzy. Przesunigcia wirtualne pojawily sig
rowniez podczas omawiania zasady d’Alemberta (§4). Jest to dobre miejsce by
uporzadkowaé kwestie zwigzane z przesunigciami wirtualnymi 1 wigzami.

Wiezy, z ktérymi mieliSmy juz do czynienia to tzw. wiezy skleronomiczne
(def. TV 4.3.1), czyli takie, ktore nie zaleza od czasu. Do tej pory wigzy
definiowalismy rownaniem f(x,y,z,....,)=0; (TV 4.3.4), ktore okresla tg czes$¢
przestrzeni, po ktorej] moze si¢ porusza¢ uktad. Przyktadowo kulka wahadta,
0 dlugosci L, moze poruszaé si¢ tylko po okregu o promieniu L. Jej ruch jest
ograniczony przez sity jakie wywiera na nig pret (rys. TV 4.3.1). W uktadzie
biegunowym {r,¢} o poczatku w punkcie zaczepienia wahadta rownanie wigzow
jest bardzo proste: r=L.

Bardziej ogdlnym rodzajem wiezow sg wigzy holonomiczne, to jest wiezy
zalezne od czasu

Definicja 5.1: Wiezy holonomiczne
Wiezy holonomiczne ograniczajq tylko potozenie punktu (ukfadu) do powierzchni.
W N-wymiarowej przestrzeni wyraZone sq przez ukfad rownati (i=1,... M; M<N)

f(X,... %, t)=0 5.1
Gdy jest M niezaleznych warunkow (5.1), to uklad porusza si¢ po N-M
wymiarowej przestrzeni. Zaktadamy, oczywiscie, ze roOwnanie (5.1), lub uktad
takich rownanh ma rozwigzanie, w przeciwnym razie uktad bylby od strony
fizycznej bezsensowny. Wymiar N moze by¢ oczywiscie wickszy od 3. Jest to
liczba niezaleznych parametrow, ktora charakteryzuje nasz uktad.
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Na przyktad dla dziecigcego bagka puszczonego na powierzchni stotu
(rys. 5.1) N=5. Oczywiscie, gdy traktujemy baka jak bryle sztywng. Policzmy:
potozenie na stole mozemy okresli¢ §ledzac punkt P podparcia bgka ze stolem.
Ruch tego punktu po ptaszczyznie stotu oznacza, ze mamy dwa stopnie swobody.
Powedrujmy na szczyt bagka do punkty Q na jego osi obrotu. Ruch tego punktu
ma miejsce po czaszy sfery. Pomysl o precie PQ, ktérego punkt P tkwi w jednym
miejscu stotu, ale ktory moze si¢ kiwa¢ w dowolng strone. Jego drugi punkt Q
bedzie si¢ poruszal po czaszy sfery o promieniu PQ. Potozenie na powierzchni
sfery okreslamy dwoma katami, czyli mamy juz cztery wspotrzedne. Wybierzmy
jeszcze punkt R na powierzchni bagka. Bedzie on poruszat si¢ po okregu wokoét osi
PQ. Jego potozenie katowe wyznaczy jedna wspotrzedna. Poniewaz bryla jest
sztywna, te pie¢ liczb catkowicie okresla jej potozenie w przestrzeni.

Rysunek 5.1. Obracajacy sie bak
traktowany jako bryta sztywna ma
pie¢ stopni swobody. Dwa z nich

Q
wigzemy ze swoboda ruchu punktu
/ podparcia P po ptaszczyznie, na ktorej
obraca sie bgk. Dwa z nich wigzemy z
ruchem punktu Q na osi. Przy danym
punkcie podparcia P koniec odcinka
PQ porusza sie po sferze, co daje dwa
kolejnej stopnie swobody. Jeden

stopien okresla kat obrotu baka
wokdt wiasnej osi. Mozemy go wigzac
z potozeniem kagtowym punktu R.

Dramat si¢ zaczyna dla ptynu (czyli cieczy lub gazu). Wtedy nalezatoby okresli¢
osobno potozenie kazdej czasteczki cieczy, lub kazdego jej matego elementu
i liczba stopni swobody dramatycznie rosnie. Jezeli mozemy przyja¢ pewne
dodatkowe zalozenia, to jako$ sobie z opisem takiej sytuacji radzimy albo
z uzyciem rownan rézniczkowych (TXIV 3.3.2), albo metod statystycznych
(§TXIX).

Wréémy do wiezdéw. W definicji (5.1) znalazlo si¢ wazne stowo tylko.
Réwnania wigzoOw holonomicznych mogg zaleze¢ tylko od wspotrzednych
I czasu. Gdy pojawi si¢ dodatkowo jawna zaleznos¢ od predkosci, czyli
pochodnych po potozeniu, wigzy przestaja by¢ holonomiczne. Takie wigzy
nazywamy nieholonomicznymi lub kinematycznymi.

78



Jan Masajada — 45 tematow z fizyki

Definicja 5.2: Wiezy nieholonomiczne (kinematyczne)
Wiezy nieholonomiczne ograniczajq zarowno pofozenie jak, i predRos¢ punktu

(ukfadu)

Zauwaz, ze rownanie (5.1) dopuszcza zmiange wigzOw w czasie. Na
przyktad pret w wahadle mozemy zastgpié¢ linkg gumowa, ktoéra w czasie ruchu
wydluza si¢ lub skraca. Jezeli wigzy nie sg zalezne od czasu, wtedy mamy
szczegolny przypadek wiezo6w holonomiczych, czyli wigzy skleronomiczne (def.
TV 4.3.1). Zatem wigzy holonomiczne rozpadajg si¢ na wiezy skleronomiczne i
pozostate, czyli te, ktore zalezg jawnie od czasu. Wigzy zalezne jawnie od czasu
nazywamy wi¢zami reonomicznymi

Definicja 5.2: Wiezy reonomiczne
Wiezy reonomiczne sq wigzami, Rtére sq jawnie zalezne od czasu.

Wiegzy reonomiczne mogg by¢ holonomiczne i nieholonomiczne. Prostym
przyktadem wigzo6w holonomicznych i reonomicznych jest wahadto z ruchomym
zamocowaniem. Wahadto z nieruchomym zamocowaniem bedzie si¢ poruszac po
powierzchni okregu danego rownaniem

JXP+y*—L=0 5.1.2

Gdzie L jest dlugoscig preta wahadta. Zalozmy teraz, ze punkt zaczepienia
wahadta wykonuje drgania harmoniczne opisane wzorem (rys. 5.2)

X, = Acos(wt) 5.3a
Roéwnanie wigzow przyjmie postac

\/(x—Acos(a)t))+ y?-L=0 53

Ruch wahadta jest w kazdej chwili ograniczony do okregu 0 promieniu L, jednak
srodek tego okregu przesuwa si¢ w czasie. Mamy zatem rOwnanie wiezow
reonomicznych i holonomicznych.

Rysunek. 5.2. Punkt zaczepienia
wahadla porusza sie wzdtuz
czarnej poziomej belki. Przy
kazdym potozeniu belki mozliwe
potozenia kulki wahadta
ograniczaja sie do okregu
o promieniu réwnym dtugosci
preta wahadta. Wiezy zaleza
w tym wypadku od czasu.
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Przyjrze¢ si¢ blizej wigzom holonomiczym. W (§TV 4) stwierdzitem, ze
sity reakcji wiezoOw sa prostopadte (normlane) do powierzchni tych wiezow.
Oznacza to, ze iloczyn skalarny sity reakcji wiezow 1 przesunigcia wirtualnego
zgodnego z wigzami musi by¢ rowny zeru, gdyz przesunigcie wirtualne zgodne z
wiezami jest wektorem stycznym do powierzchni wigzow. Zatem praca sit reakcji
WwiezOw przez przesuni¢ciu wirtualnym zgodnym z wigzami jest rowna zeru. Sity
sumowane w zasadzie d’Alemberta sumujg si¢ do zera, stad sily przylozone
wymagaja sil bezwladnosci. Sity reakcji wigzoéw, jako, ze nie wykonujg pracy
przy przesuni¢ciu wirtualnym sit bezwtadnosci nie potrzebuja.

Rozwazmy teraz uklad wiezow holonomicznych i skleronomicznych
danych uktadem rownan.

9;(%,--- %Xy )=0 5.4
Indeks | numeruje kolejne rownania, ktorych jest i=1,...M, przy czym M<N.
Roéwnanie (5.4) wyznacza powierzchnie réwnej wartosci dla funkcji g;
konkretnie jest to warto$¢ zero. Jezeli zatem obliczymy gradient z funkcji g, to
otrzymamy wektor prostopadly do tej powierzchni. Zatem sita reakcji od wiezow
0 indeksie i, wzgledem zmiennej o indeksie k moze by¢ zapisana jako

) 8gi(>;,...xN)
X, 5.5

Calkowita sita reakcji wszystkich wigzéw wzgledem zmiennej o indeksie K jest
sumg sktadowych i od poszczegolnych wiezow

M 00 (X,...X 5.6
Fe :Z/ll (EX N)
i=1

k

Mozemy rowniez zsumowac sktadowe po indeksie k, dla ustalonego indeksu i.

N, 5g, (X5 - - 5.7
agl(X1’ XN):/?”lvgi(Xl“”XN)

= OX,

Wyrazenie (5.7) daje nam sit¢ reakcji od i-tych wiezow opisanych funkcja gi. Gdy
wiezy holonomiczne zaleza od czasu, to wtedy mozemy réwniez obliczyc
wyrazenie (5.7), ale w ustalonej chwili czasu, czyli podczas obliczania
pochodnych traktujemy czas jak statg.

Cate to gadanie o sile reakcji wiezéw o indeksie i, wzgledem zmiennej
0 indeksie k moze zda¢ si¢ nieco metne. Aby rzecz wyklarowaé odwotam si¢ do
rysunku (5.3). Powiedzmy, ze mamy dwa rownania wigzow. Réwnanie g; jako
powierzchni¢ g1=0 daje ptaszczyzne, a drugie g,=0 odpowiada sferze. Zbior
wspolnych punktow tworzy okrag. Plaszczyzna ma rownanie
z=0=09,(x,y,2)=1 5.8a

Roéwnanie sfery o promieniu p ma postaé
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VE+y2+22 = p=0,(2,y,2)=x2+y*+2° - p 5.8b
Mozemy tatwo policzy¢ pochodng czastkowa funkcji g1 po zmiennej z.
99 _4 5.9a

Rysunek 5.3. Rdwnanie wiezow g1 i g2 wyznacza dwie powierzchnie - ptaszczyzne
i sfere. Ich przeciecie tworzy okrag, tu narysowany na niebiesko. Wektor zielony jest
wektorem sity reakcji wiezéw od ptaszczyzny. Jest on wektorem normlanym do
powierzchni (ptaszczyzny) wiezédw g1 i zarazem do okregu. Wektor niebieski jest
wektorem silty reakcji wiezow gz powierzchni (sfery). Jest on normlanym do sfery
(powierzchni wiezéw gi1) i zarazem do okregu. Wektor czarny jest wektorem
wypadkowym, czyli sumg obu wektoréw reakcji wiezéw g1 i g2. Jest on normlany
tylko do okregu.

Do gradientu potrzebujemy jeszcze pochodnych po zmiennych x i y. Te jednak
nie wystepuja w funkcji g1 wigc trudno po nich liczy¢ pochodne. Musimy tu si¢
postuzy¢ dodatkowym rozumowaniem. Wektor gradientu musi by¢ prostopadty
do ptaszczyzny wyznaczonej przez rownanie wigzéow g:1=0. Ta ptaszczyzna to
ptaszczyzna prostopadta do osi z, w naszym przypadku jest to z=0. Zatem
sktadowe X i y wektora normalnego do ptaszczyzny z=0 muszg by¢ rowne zeru.
Wektor gradientu funkcji g ma postac

Vg, =(0,0,1) 5.9
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Gradient funkcji g, ma postaé

Vg, = s . Z =(§X5j 10
JE+y2 422 (W ryP+2? X +yi+ 2 r'r'r) >

Wspohrzedne wektora gradientu sg zatem cosinusami kierunkowymi wektora
promienia sfery r (§DA 2.6), czyli sg prostopadte do powierzchni sfery. Zatem
wektor sity reakcji dla wigzow g1 1 g2 bedzie mial posta¢ (5.7)

F, =4(0,01) 5.11a
F2=/12[5,X,Ej 5.11b
r rr

Sktadowe sity reakcji wigzow dane sg wzorami (5.6) i w naszym przyktadzie
przyjma postac

F = 40+ 4, fjex ~ 1,2, >-12
r r
5.12b
F,=| 40+ 4, %jey =/12%ey
F=[ a1+ 4, EJeZ =(21 1A, Ejez 5.12¢
r r

Jako indeksu ,,kK” uzytem liter X, y z. Jak widac¢ opisuja one sktadowe catkowitego
wektora sit reakcji wigzow, ktory jest sumg wyrazow (5.11) 1 ma sktadowe

X z 5.13
F,=F+F, :(ﬂ'z?’ﬁz%’j1+iz?j

Wektor wypadkowy sit reakcji wiezow Fw nie jest prostopadty ani do powierzchni
wigzOow g1 ani do powierzchni wigzoéw g, jest natomiast prostopadty do okregu
lezacego na przecigciu si¢ tych powierzchni. Ten okrag wyznacza wigzy
dziatajace na czastke.

Ladnie si¢ to utozylo dla wigzow holonomicznych ale co si¢ stanie gdy
wiezy bede nieholonomiczne? Zanim odpowiem na to pytanie podam jeszcze
jedno spostrzezenie dotyczace wigzéw holonomicznych.

9; (X,...Xy,t)=0 5.14
Mozemy tatwo obliczy¢ rdézniczke z wyrazenia (5.14)

0
Z_qu T gl
k2 00 ot 5.15

Oczywiscie calkujgc obie strony (5.15) w zadanych granicach otrzymamy
wyrazenie zalezne od punktu poczatkowego 1 koncowego, ale nie od trajektorii
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laczacej te punkty — stowem wyrazenie ma tg samg warto$¢ niezaleznie od historii
jaka uktad miat przechodzac od punktu poczatkowego do koncowego. Takie
wyrazenia okre§lamy mianem catkowalnych. Wigzy holonomiczne musza by¢
catkowalne. Inaczej moéwiac uktad po przejsciu drogi zamknigtej powinien wrocic
do stanu poczatkowego. Bardzo to przypomina zagadnienie przesuni¢cia wektora
po sferze (faza geometryczna), kiedy wektor nie wracat do swojego pierwotnego
stanu po przej$ciu na sferze drogi zamknigtej. Ewidentnie winna temu byta
geometria powierzchni po ktérej si¢ poruszat. Faza geometryczna wigze si¢ z
pojeciem holonomii w matematyce. Holonomia jest tu miarg braku powrotu
przyktadowo wektora (lub innego obiektu geometrycznego) do stanu
poczatkowego po przejSciu zamknigtej Sciezki. W fizyce jest to brak powrotu
uktadu fizycznego do wyjSciowego stanu po przebyciu zamknigtej drogi.
Wahadto Foucaulta jest przyktadem ukladu nieholonomicznego. Do wigzow
nieholonomicznych bede wracatl. Tutaj podam jeszcze, ze rownanie wigzow
nieholonomicznych jest zalezne predkosci.

i (X0 Xy s Xppe o Xy, 1) =0 5.16
Cho¢ nie zawsze zaleznos$ci rownania wiezow od predkosci prowadzi do wiezow
nieholonomicznych.

State Ai, ktorych uzylem przy analizie wigzoéw (5.11) sg czescia szerszej
teoril matematycznej 1 maj3 swojg wlasng nazwe — mnozniki Lagrange’a. Jest to
bardzo uzyteczna teoria 1 dlatego muszg cos o niej powiedziec.

5.1. Metoda mnoznikéw Lagrange’a &

Nasze dalsze rozwazania wymagaja wprowadzenia nowych metod
matematycznych. W (§ TV 4.6) wprowadzitem pojecie pochodnej z funkcji wiclu
zmiennych. W (§DB 2) opisalem metody wyznaczanie ekstreméw lokalnych
funkcji jednej zmiennej. Tu powrdce do tego zagadnienia, ale w kontekscie
funkcji wielu zmiennych i wiezdw.

Mamy znalez¢ ekstrema funkcji f(X,....Xn). W wielu wymiarach zasada jest
taka sama jak w jednym wymiarze. Rysunek (5.1.1) pokazuje przykltadowy
wykres funkcji dwoch zmiennych f(x1,X2). Aby znalez¢ ekstrema takiej funkcji
szukamy miejsc, gdzie jej pochodna jest rowna zeru, czyli plaszczyzna styczna
jest rownolegta do ptaszczyzny wspotrzednych X i Xo. W takim przypadku wektor
styczny liczony wzdhuz osi X3, jak réwniez wektor styczny liczony wzdhuz osi Xz
muszg by¢ rownolegle do osi, odpowiednio X; 1 X,. Poniewaz sg to wektory
niewspotliniowe, to rozpinaja (jednoznacznie definiujg) ptaszczyzng styczng do
naszej funkcji. Kat nachylenia obu wektoréw do odpowiednich osi wyznaczony
jest przez pochodne czastkowe (§ TV 4.6).

0 0
—f(x) =0; ——1f(x;) =0

axl axz 511
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Dla trzech i wigkszej liczby wymiarow nic si¢ w tej metodzie nie zmienia, ro$nie
tylko ilos¢ rownan typu (5.2.1). Wiemy jednak, ze samo zerowanie si¢ pochodne;j,
dla funkcji jednej zmiennej, nie wystarcza do okreslenia ekstremow tej funkcji.
Konieczne jest rowniez badanie pochodnych wyzszych rzedow (§DB 2.2). W
przypadku wigkszej liczby zmiennych powinnis$my réwniez zbada¢ pochodng
wyzszych rzedow. Tyle, ze sprawy sg bardziej skomplikowane niz w jednym
wymiarze. Dodatkowe wymiary, to dodatkowe stopnie swobody, ktore otwieraja
przestrzen do bogatszych struktur. Tak tez jest w przypadku punktow
spelniajagcych warunek (5.1.1). Sprobujmy przeprowadzi¢ testy na prostych
funkcjach.

Rysunek 5.1.1. Powierzchnia
opisana wzorem f(xy)=sin(x)
cos(x). W punktach x=11 y=1 oraz
x=r i y=3/27n wyrysowane s3
kawatki ptaszczyzn stycznych,
odpowiednio kolorem
czerwonym i zielonym.
Plaszczyzna zielona jest styczna
w punkcie lokalnego maksimum i
jak wida¢ jest jednocze$nie
rownolegta do ptaszczyzny xy.

Wezmy dla przyktadu funkcje x>+y? (rys. 5.1.2a). W obu przekrojach (x i y)
otrzymujemy parabole, ktora w punkcie zerowym ma minimum. Obie drugie
pochodne czgstkowe po X iy sg dodatnie. A pochodne mieszane sg rowne

2 62
0x0dy fGoy) = dyox

Do badania ekstreméw funkcji wielu zmiennych przydatny jest tzw. Hessian,
ktory definiujemy jako wyznacznik z macierzy jej drugich pochodnych.

f(x,y) =0 5.1.2

Definicja 5.1.1: Hessian
Macierz kwadratowa utworzona z drugich pochodnych czqstRowych funRcji wielu
zmiennych, zgodnie ze wzorem

0% f o°f |
ox> T OxOX
det(H)=det : : 5.1.3
o°f o°f
| OX,0% oo |
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Rysunek 5.1.2. a) wykres funkgji f(x, y)=x2+y?2; b) wykres funkcji f(x, y)=x2-y2

W przypadku funkcji dwoch zmiennych otrzymujemy

[ 2ty 2ty

92y Y 0x0y oy

det| . ) |
i) ) | 514
dyox = 02y

2
2 62 62
= %f(x, y) %f(% y) — <6x6y f(x, )’))

Skorzystatem tu z faktu, ze pochodne mieszane sg sobie rowne. Mozesz obliczyc,
ze Hessian naszej funkcji parabolicznej jest rowny 4, czyli jest dodatni.

Funkcja -x2-y> ma w punkcie zerowym maksimum. Jej drugie pochodne
czastkowe po X 1 po y sg w tym punkcie ujemne, a drugie pochodne czastkowe
mieszane sg rowne zeru. Hessian tej funkcji jest rowniez rowny 4, czyli dodatni.
A co w przypadku funkcji x2-y? (rys. 5.1.2b). Wida¢, ze idac wzdhuz osi X mamy
minimum a idgc wzdtuz osi y mamy maksimum. My jednak chcemy aby przejscie
po dowolnie zorientowanej linii przechodzacej przez punkt ekstremalny
zachowywato si¢ jak minimum lub maksimum a nie w sposob mieszany. Drugie
pochodne czastkowe sg rowne 2 dla zmiennej X i -2 dla zmiennej y. Pochodne
czastkowe mieszane sg uparcie rowne zeru, a Hessian jest ujemny. W tym
przypadku w punkcie zerowym nie mamy ekstremum, tylko tak zwany punkt
siodtowy, ktory wyglada jak gorska przelecz.

Dla funkcji x3+y® (rys. 5.1.3a) obie drugie pochodne czastkowe sa
w punkcie zerowym rowne zeru. Dla linii biegngcych wzdtuz osi x i y mamy punkt
przegiecia. Pochodne mieszane sg réwne zeru, a Hessian jest réwny 36Xxy.
Popatrzmy na funkcje x*+y (rys.5.1.3b). Dla zmiennej x druga pochodna
czastkowa jest rowna 2, a dla zmiennej y wartos¢ wynosi zero. Pochodne
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mieszane sg rOwne zeru, a Hessian jest rowny zeru, a W punkcie zerowym nie ma
ekstremum.

Rysunek 5.1.3. a) wykres funkgcji f(x, y)=x3+y3; b) wykres funkgcji f(x, y)=x2+y

Kolejna funkcja to xy (rys. 5.1.4). Jej drugie pochodne czastkowe po X 1y
sg rowne zeru, a pochodne mieszane majg warto$¢ jeden, Hessian jest rowny -1,
a w punkcie zerowym mamy punkt siodlowy.

Rysunek 5.1.3. wykres
funkcji f(x, y)=xy

Uogolni¢ dotychczasowe wyniki. Gdy w punkcie x=a i y=Db, dla ktorego obie
pochodne czgstkowe sg rowne zeru, zachodzi:

fix(a, b) > 0 oraz det[H(f(a,b))]| >0 5.1.5a

to w tym punkcie mamy lokalne minimum. Gdy zachodzi

fix(a, b) < 0 oraz det[H(f(a, b))]| >0 5.1.5b

To mamy lokalne maksimum. Gdy
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det[H(£(a, b))] < 0 >1.5¢

To mamy punkt siodlowy. W pozostatych przypadkach badanie drugiej
pochodnej nie rozstrzyga sprawy. Przyktadem takiego przypadku jest funkcja
x?y?, dla ktorej mamy ewidentne minimum w punkcie zerowym, ale drugie
pochodne jak 1 Hessian sg réwne zeru. W tym wypadku musimy bada¢ pochodne
wyzszych rzedow (podobnie jak to ma miejsce w przypadku jednowymiarowym
(XXXXX)).

Czy wolno nam na podstawie kilku przebadanych przypadkéw wyciggac
tak ogoélne wnioski? Wolno, pod warunkiem, ze jest to tylko ilustracja
udowodnionych juz twierdzen. Tak tez wtasnie jest; w podrecznikach do analizy
matematycznej mozesz odnalez¢ $ciste dowody przedstawionych wnioskow. Ja
dowodow przeprowadza¢ nie bede, dam ci jednak jeszcze jedna intuicje.
Zajmujemy si¢ tu funkcjami, ktore majg rozktad w szereg Taylora (DB 3).
Pierwsze wyrazy tego rozktadu majg, z doktadnoscig do stalych mnozacych,
posta¢ funkcji, ktére przebadaliSmy. Oznacza to, ze lokalnie rzecz biorac
interesujace nas funkcje (to jest takie, ktore majg rozktad w szereg Taylora) sg
podobne do tych, ktore tu analizowaliSmy. Wynika z tego, ze nasze uogolnienie
powinno by¢ prawdziwe.

W przypadku funkcji zaleznej od trzech i wigkszej liczby zmiennych
sprawy si¢ jeszcze bardziej komplikujg. Warunek konieczny na zaistnienie
ekstremum funkcji wielu zmiennych f(xy, ..., Xn) jest ciggle prosty. W punkcie

ekstremalnym wszystkie pochodne czgstkowe musza by¢ rowne zeru

of o 9f g 516
X, OXy

Jednak nie kazdy punkt, w ktorym pochodne czastkowe si¢ zerujg jest punktem
ekstremalnym. Nie ma réwnie prostego warunku dostatecznego, tak jak to ma
miejsce dla funkcji zaleznych od jednej lub dwoch zmiennych. Poniewaz jednak
problem jest wazny, gdyz jest zwigzany z zagadnieniem optymalizacji procesow
(np. produkcyjnych), ktore zwykle zaleza od wielu zmiennych, opracowano wiele
metod pozwalajacych na rozstrzyganie ksztattu ekstremow funkcji wielu
zmiennych. Nie b¢dziemy si¢ tym tutaj zajmowali odsylajgc zainteresowanych do
literatury poswigconej zagadnieniom optymalizacji.  Spraw znajdowania
ekstremOw jednak jeszcze nie odpuszcze. Zajme si¢ waznym zagadnieniem
szukania ekstremow zwigzanych (warunkowych).

Czesto spotykamy si¢ z zadaniem szukania ekstremow funkcji przy
natozonych dodatkowych warunkach (wig¢zach). Powiedzmy, ze dzieci $cigajg si¢
od punktu startu S do brzegu rzeki a nastepnie do punktu mety M (rys. 5.1.5). Jak
jest najkrotsza mozliwa droga? Zaldézmy, Ze teren jest plaski.
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Rysunek 5.1.5. Nalezy przebiec od punktu S

P do punktu M w jak najkrétszym czasie.
Zadanie obarczone jest jednak dodatkowym
warunkiem. Po drodze nalezy dotkna¢ brzegu
rzeki. Dlugo$¢ przebiegnietej drogi, a zatem
rOwniez potrzebny na to czas, zalezy od
wyboru punktu P, w ktéorym dotkniemy
brzegu rzeki.

S

Musimy znalez¢ taki punkt P, na brzegu rzeki, dla ktérego suma odcinkdéw
SP+PM jest najmniejsza. Niech brzeg rzeki opisany bedzie rownaniem

glx,y)=0 5.1.7a

Wtedy nasze zadanie brzmi tak: znalez¢ minimum funkcji

f(x,y) = d(S, P) + d(P, M) 5.1.7b

Przy czym wspoétrzedne punktu P muszg spetnia¢ warunek (5.1.7a) a funkcja d
daje odleglos¢ miedzy dwoma punktami. Moéwimy, ze jest to zagadnie szukania
ekstremum warunkowego funkcji f. Warunek jest wyrazony zwigzkiem (5.1.7a).

Nie bede dowodzit metod, ktore pozwalaja na rozwigzywanie problemow
szukania warunkowych ekstremow, a ogranicze si¢ do zilustrowania samej idei.
Gdyby zadanie brzmiato: Znajdz najkrétszg droge od punktu S do rzeki, to mozna
by je rozwigzac rysujac okregi o srodku w punkcie S 1 coraz wigkszym promieniu,
az do momentu, gdy ktorys z okregow dotknatby brzegu rzeki (rys. 5.1.6a). Punkt
ten wskazywalby najkrotszg droge od S do rzeki. W szukanym punkcie P okrag
byltby styczny do brzegu rzeki. Jednoczesnie kazdy taki okrag o promieniu p
wyznaczalby poziomic¢ funkcji drogi, spetniajacej warunek

Stycznosci okregu do brzegu rzeki, ktory jest zerowa poziomicg funkcji g (5.1.7a),
oznacza, ze wektor gradientu (§TXIV 1.1)

Vg(x,y) 5.1.9a
Jak réwniez wektor gradientu
vd(S, P) 5.1-9b
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Maja ten sam kierunek (ale niekoniecznie zwrot); czyli sg albo rownolegte
albo antyréwnolegle. Dzieje si¢ tak dlatego, ze wektory gradientu sg prostopadle
do poziomic funkcji (fakt TXIV 1.1.1), w tym wypadku d i g. Obie poziomice sg
w szukanym punkcie styczne, stad kierunki do nich prostopadle sa rownolegte.

Wroémy do zagadnienia dwdch punktow. Narysujemy rodzing poziomic
funkcji f(S,M,P) danej wzorem (5.1.7b). Zalezy ona od dwoch wspétrzednych
opisujacych potozenie punktu P(x,y) na brzegu rzeki. W tym przypadku mamy
prawo spodziewaé si¢, ze poziomice funkcji f beda miaty geometri¢ elipsy
0 ogniskach w punkcie S 1 M (rys. 5.1.6b). Elipsa styczna do brzegu rzeki (brzeg
rzeki to zerowa poziomicy funkcji g) wskaze nam szukany punkt. W ogélnym
przypadku poziomice funkcji g moga by¢ ztozonymi krzywymi (teren moze by¢
pagorkowaty), ale w punktach ekstremum lokalnego wektory gradientu (5.1.9a)
I (5.1.9b) musza by¢ rownolegte lub antyrownolegle, a poziomica wyznaczajaca
ekstremum musi by¢ styczna do poziomicy zerowej funkcji g. Te spostrzezenia
legly u podstaw metody nazywanej metoda mnoznikéw Lagrange’a, ktora
pozwala znajdowac ekstrema zwigzane.

Rysunek 5.1.6. a) Okregi wyznaczaja izolinie funkcji opisujacej odlegtos¢
miedzy punktem S a punktami ptaszczyzny. Okrag, ktory jest styczny do linii
rzeki (izolinii g=0) wyznacza punkt stycznos$ci P, dla ktorego czas biegu od
punktu S do brzegu rzeki jest najmniejszy; b) dla dwoch punktéw poziomice
maja ksztalt elips o ogniskach w tych punktach. Wynika to z tego Ze suma
dtugosci odcinkéw od ognisk do dowolnego punktu elipsy jest taka sama. Elipsa
styczna do rzeki (izolinii g=0) wyznacza punkt stycznosci P, dla ktoérego czas
biegu na trasie SPM jest najmniejszy.
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Przechodzac do ogdlnych rozwazan dla funkcji wielowymiarowych f(x,,...,
Xn), Z tego, ze w punkcie stycznosci wektory gradientu funkcji fi funkcji wiezow
g muszg mie¢ ten sam kierunek wnioskujemy, ze

AVg(xy, - xy) = VE(xy, - xy)

Symbol A oznacza niezerows liczbe. W rozbiciu na sktadowe mamy N rownan
I N+1 niewiadomych Xy, ....Xy 0raz A. Na szczeScie (5.1.7a) daje dodatkowe N+1
roOwnanie 1 caty ukltad jest rozwigzywalny. Aby utatwi¢ sobie prace z rOwnaniem
(5.1.10) wprowadzamy nowg funkcj¢ N+1 zmiennych

5.1.10

LGty 2, A) = £y, ) = % gy, -+ ) >111
Nastepnie, na mocy (5.1.10) zadamy aby
VL = 0 5.1.12
Dla przyktadu, dla trzech zmiennych mamy
VL = (ﬁ — AE> dx; + <£ — AE) dx,
d0x, 0x, 0x, dx, 5113
+ (i - A£> dx
0x5 0x; 3
Stad
of d of 0 of d 5.1.14
(E)_x1 _ Aa—i) dx, + (6_362 _ Aa—xgz) dx, + (0_x3 _ Aa—i) dxs
=0

Dla funkcji dwoch zmiennych f(X,y) jej pochodne czastkowe definiuja w danym
punkcie ptaszczyzne styczng (rys. 5.1.1). W ramach tej ptaszczyzny stycznej
mozemy wybra¢ wektor o dowolnej orientacji. Gdy sg wig¢zy, wektor styczny jest
dodatkowo zwigzany 1 musi by¢ zorientowany zgodnie z wigzami. Gdy
rozpatrujemy funkcje f(x,y,2), jej wykres ,,potrzebuje” przestrzeni 4-wymiarowe;j.
Pochodne czastkowe wyznaczaja, w kazdym punkcie tego wykresu,
trojwymiarowa przestrzen styczng. W przypadku braku wiezow kierunek wektora
stycznego do krzywej f(x,y,z) w punkcie ekstremalnym moze by¢, w przestrzeni
stycznej, zorientowany dowolnie. To znaczy, ze dX;, dX; i dX3 moga by¢ dowolne.
Potraktujmy rownanie (5.1.14) jako réwnanie na trzy rozniczki dxa,...., dxs. Z
tego rownania mozemy wyrazi¢ jedng rozniczke rzez pozostale dwie.
Wyznaczymy rézniczke dxs Wybierzemy mnoznik A4, tak aby

5.1.15a

90



Jan Masajada — 45 tematow z fizyki

Poniewaz pozostate ro6zniczki w (5.2.14) sg od siebie niezalezne, to pozostate dwa
sktadniki sumy (5.1.14) muszg mie¢ niezaleznie od siebie wartos¢ zero, stad
mamy dwa dodatkowe warunki

(af . ag>d ) 5.1.15b
d0x, 0xq *1 =

of  dg ~
(a_xz_’lﬁ> dx, = 5.1.15¢

Powyzsze rozumowanie mozemy tatwo uogdlni¢ na N zmiennych Xx,....Xn.

Wiemy, ze wigzy moga by¢ zdefiniowane przez uktad rownan
0y (Xp-1 %) =010ty Gy (Xree oy X, ) =0 5.1.16

W takiej sytuacji przedstawione wyzej rozumowanie niewiele si¢ zmienia. Dla
przyktadu powiedzmy, Ze poruszamy si¢ w przestrzeni od punktu S do punktu M
poprzez punkt P, ktory nalezy do zadanej linii zdefiniowanej w tréjwymiarowe;j
przestrzeni przez uktad warunkow

0 (% Y,2)=0, g,(x,y,2)=0 5.1.17

Funkcja g; moze definiowa¢ ptaszczyzne, a funkcja g, sfer¢. Uktad warunkow
(5.1.17) definiuje wtedy okrag bedacy czgscia wspdlng sfery i ptaszczyzny
(rys. 5.3). Do obu tych powierzchni, w kazdym punkcie wspolnego okregu
mozemy wyrysowa¢ normalne. Podobnie jak poprzednio optymalng droge
wyznaczy nam najmniejsza elipsoida o ogniskach w punkcie S i P, taka ktora jest
styczna do jakiego$ punktu na zadanej linii. Jednak nie mozemy oczekiwac, ze
normalna do tej elipsoidy ma ten sam kierunek, co normalne do sfery
| plaszczyzny (wyznaczone wzdhuz kota). Wektor normalny do powierzchni
elipsoidy (w punkcie stycznosci) mozemy przedstawi¢ jako kombinacje liniowag
wektorow normalnych do ptaszczyzny 1 sfery. Kombinacj¢ liniowa tych
wektorow wyrazimy z pomocg dwoch mnoznikoéw Lagrange’a A3 | 4,. Rdwnania
(5.1.15) przyjmuja postac

__21891 99 5.1.18
OX; 8x

Przy wigkszej liczbie funkcji gj okreslajacej wiezy w rownaniach (5.1.18) pojawia
si¢ odpowiednio wiecej czynnikow ze wspotczynnikami Lagrange’a Ai. Rysunek
(5.1.7) pokazuje jeszcze jeden przyktad ilustrujacy dziatanie metody mnoznikow
Lagrange’a. Czas na prosty przyktad ilustrujacy zastosowanie opisanych metod.
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Rysunek 5.1.7. [lustracja do metody mnoznikéw Lagrange’a. Niebieska cze$¢
pokazuje izolinie funkcji f(x,y)=(x2-xy2+3y)/2. Barwna linia pokazuje
trajektorie wyznaczong przez warunek g(x,y)=0, gdzie funkcja wiezéw g dana
jest wzorem g(x)=(1/12)(x2+y?)2-12xy. Wektor niebieski jest wektorem
gradientu funkcji f a wektor czerwony wektorem gradientu funkcji g. Wektor
pomaranczowy jest rzutem wektora niebieskiego na kierunek styczny do linii
wiezow. Pokazuje kierunek wzrostu wartosci funkcji f wzdtuz linii wiezéw.
Rysunek z lewej strony pokazuje sytuacje poza punktem ekstremalnym.
Wektory niebieski i czerwony utoZone sa w rdéznych kierunkach. Wektor
pomaranczowy jest rozny od zera. Rysunek z prawej strony pokazuje sytuacje
w punkcie, w ktérym mamy lokalne minimum. Wektory niebieski i czerwony
utozone sg w tym samym kierunku. Wektor pomaranczowy jest rowny zeru; Na
podstawie xxxxx.

Zadanie 5.1.1;

Rownanie x+y+z=1 opisuje ptaszczyzne (DE 2.1.1), pokazang na rysunku
(5.1.8). Znajdz punkt na tej plaszczyznie, ograniczonej do dodatniej czgéci
uktadu xyz, ktéry znajduje si¢ najblizej poczatku uktadu wspotrzednych
Szukamy minimum funkcji okreslajacej odlegtos¢ punktu P(X, y, z) od poczatku
uktadu wspotrzednych. Funkcja ta ma postac
f(xy,z)=x"+y*+2° 5.1.19

Scislej rzecz biorac jest to kwadrat odleglosci, ale postaé z kwadratem jest
wygodniejsza w obliczeniach, a znalezione minimum dla funkcji kwadratu
odlegltosci bedzie w tym samym miejscu, co dla odlegtosci. ROwnanie wigzéw ma
postac

g(x.y,z)=x+y+z=1 5.1.20
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y
1
Rysunek 5.1.8. Piat ptaszczyzny okreslonej
rOwnaniem x+y+z=1 i ograniczony do
: » dodatniej czesSci uktadu xyz
1 X
1

z

Wyrazenia (5.1.15) przyjma postac

ﬁ_lag 0= 2%—1=0 5.1.21a
OX OX
ﬁ_&ag 0= 2y-4=0 5.1.21b
oy oy
of 5.1.21c

N 398 _9=27-2-0
oz oz

Z rownan (5.1.21) wynika, ze x=y=z. Wobec tego rownanie (5.1.20) prowadzi do

rozwigzania

1 5.1.22

Oznacza to, ze najmniejsza odlegtos¢ od poczatku uktadu wspotrzednych do
punktu na naszym placie ptaszczyzny wynosi 1/4/3.

Po macoszemu potraktowalem zagadnienie okreslenia czy znalezione
ekstremum to minimum czy maksimum. Niestety jest to bardziej ztozony
problem, dla ktorego nie mozna okresli¢ tak prostych i ogolnych kryteriow jak dla
funkcji jednej zmiennej czy dwoch zmiennych. Czasem o rodzaju ekstremum
mozemy wnioskowa¢ na gruncie kontekstu fizycznego (geometrycznego)
zagadnienia, tak tez jest w naszym przypadku. Mozna tez zastosowac test na
wprost. Obliczy¢ wartos¢ wyrazenia dla sasiednich punktow (ale lezacych na
powierzchni wigzdéw) i zobaczy¢ Cczy wartosci te sg wigksze czy mniejsze od tej
znalezionej w ekstremum. Punkty probne muszg by¢ bardzo blisko punktu
podejrzanego o ekstremum, chyba ze mamy pewnos¢, ze odnosne funkcje szybko
nie oscyluja.

5.2. Prawo zalamania w ogolnej formie

W temacie (§TXI 1.1) wprowadzitem prawo zatamania w dwoch wymiarach.
Prawo zatamania dotyczy propagacji fal. Jednak w os$rodku optycznie
izotropowym, w ktorym promienie sg prostopadte do powierzchni falowych,
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mozemy je sformutowaé w odniesieniu do promieni. Skorzystam z zasady
Fermata aby wyprowadzi¢ wzor na prawo zalamania dla pelnego
trojwymiarowego przypadku. Rozwazmy promien padajacy na plaskg granice
mi¢dzy dwoma osrodkami (rys. 5.2.1)

Rysunek 5.2.1. Promien (czerwona linia) z punktu A przechodzi, w punkcie P,
przez granice o$rodkow o wspotczynnikach zatamania na, ng i trafia do
punktu B. Niebieskie wektory to jednostkowe wektory w kierunku biegu
promienia padajacego i zalamanego. Kat aax jest katem pomiedzy osig x-6w
a kierunkiem biegu promienia (lub wektorem jednostkowym w kierunku biegu
promienia).

Droga optyczna od punktu A(Xa, Ya, Za) poprzez punkt P(x,y,z=0) do punktu B(Xg,
Ye, Zg) WYNOSI

F(xY,2) = (50 =) + (v y) 22+
naJ(x—%, )"+ (v - va) + 23

Roéwnanie wigzow jest bardzo proste
7=0 5.2.1a

Roéwnanie to wigze punkt, w ktorym nastepuje zatamanie z ptaszczyzng z=0. Aby
napisa¢ roéwnanie (5.2.1) musimy zna¢ wektor gradientu z funkcji z=0. Postepujac
tak jak w przypadku wzoru (5.1.9) otrzymujemy jego wspotrzedne (0,0,1).
Pochodne czastkowe z funkcji f wynosza

5.2.1
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S, L S—— _X 522
X =X (yam Y+ 22 =X A (y—ye )+ 2

of y y

—=-n, +Ng

¥ =)+ (Yamy) +22 J(x=x ) +(y—Ys) +72 5.2.2b
aq_, 5.2.2¢
0z

Wzory (5.2.2) wyrazaja wspolrzgdne wektora gradientu funkcji f. Wyrazenia
utamkowe wyrazaja cosinusy kierunkowe wektoréw promieni, zatem wzory
(6.3.2) mozemy przepisa¢ w postaci

%z—nAcos(an)+nB cos(ctgy ) 5232
az—nAcos(an)+nB cos( oty ) 5.2.3b
% 0 5.2.3c

Mozemy teraz napisa¢ rownanie (5.2.1) dla naszego problemu z rozbiciem na
wspotrzedne

—N,COS( &y, )+ Ng COS( 2, ) =0 5.2.4a
—n, oS () + Ny COS(z, ) =0 5.3.4b
A,=0 5.3.4¢

Jezeli skierujemy wektor jednostkowy f,, F; zgodnie z kierunkiem biegu

promienia AP i PB, wspotrzedne tych wektorow wyrazaja si¢ przez ich cosinusy
kierunkowe (§DA 2.6).

ra(Cos(ex,, ), cos(a,, ), cos(eay, )) 5.2.53
rs(cos(«,), cos(aBy), cos(ag,)) 5.2.5b

Jednoczes$nie sg to cosinusy, ktore sg sktadowymi wyrazen (5.2.4), ktore mozna
zapisa¢ w postaci jednego rownania wektorowego

n,Axr, =N Nxry 5.2.5

Gdzie N jest wektorem normalnym do powierzchni i ma wspotrzedne

A(0,0,2) 5.2.5a

[ rzeczywis$cie, rozpisujac iloczyny wektorowe (5.2.5) we wspotrzednych mamy
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nAﬁxrA:nA(—cos(aAy),—cos(aAX), 0) 5.2.6a

ng Axry =n, (—cos(aBy), —c0s(ag, ), O) 5.2.6b

Po porownaniu wspotrzednych x-owych i y-owych wyrazen (5.2.6) otrzymujemy
uktad rownan (5.2.4). Oznacza to, ze (5.2.5) jest poprawng wektorowg forma tych
rOwnan.

Cho¢ prawo zatamanie wyprowadzitlem dla plaskiej granicy miedzy
obszarem 0 wspotczynniku zatamania na, a obszarem o wspotczynniku zatamania
Ne, to wiesz juz zapewne jak to wyprowadzenie uogo6lni¢. Dla kazdej gladkiej
granicy mie¢dzy obszarami o réznych wspotczynnikach zalamania mozemy
narysowac ptaszczyzne styczng w danym punkcie (rys. 5.2.2)

Rysunek 5.2.2. Gdy powierzchnia
odgradzajaca dwa obszary o r6znym
wspoétczynniku zatamania nie jest
ptaska, to w kazdym punkcie tej
powierzchni wyznaczamy
ptaszczyzne styczna. Wektor
normalny n we wzorze (5.2.5) jest
wektorem normlanym do tej
powierzchni stycznej, w danym
punkcie powierzchni granicznej.

W bardzo bliskim otoczeniu wybranego punktu zagadnienie obliczania przejs$cia
promienia sprowadza si¢ do przypadku granicy ptaskiej. Tyle, ze teraz od punktu
do punktu normalne do tych stycznych ptaszczyzn sg roznie zorientowane.

96



