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1. Entropia w ujeciu statystycznym ¢

Przed przystapieniem do tego wyktadu warto mie¢ opanowany materiat
zamieszczony  wdodatku  (DF 1), dotyczacym  podstaw  rachunku
prawdopodobienstwa.

O entropii méwilismy w kontekscie silnikow cieplnych (§TXVIII 5). Teraz
przedstawie statystyczne podej$cie do entropii. Zaczne od prostych rozwazan.
Powiedzmy, ze mamy pudetko podzielone na dwie czesci A i B. W pudetku sa
dwie czasteczki gazu, ktore poruszajg si¢ swobodnie (rys.1.1). Jakie jest
prawdopodobienstwo nast¢pujacych zdarzen: a) Cze$¢ A pudetka jest pusta, b)
cze$¢ A pudeltka zawiera jedng czasteczke, c) cze$S¢ A pudetka zawiera dwie
czasteczki?

A B

Rysunek 1.1. Dzielimy w mysli
pudetko na dwie réwne czesSci A i B.
Wpuszczamy do pudetka dwie
czastki a i b i prébujemy obliczy¢
ob stan pudetka czyli rozktad czastek
pomiedzy cze$ciag A i B pudeika.
Poniewaz uktad jest symetryczny
mozemy przyja¢, ze kazdy ukiad
czastek jest jednakowo
prawdopodobny.

oda

Musimy wyznaczy¢ przestrzen zdarzen elementarnych dla tego zagadnienia.
Oznaczajac przez a i b czasteczki mozemy wskazaé nastepujace zdarzenia
elementarne: A{}B{a,b} (czytaj A nie ma nic B ma czastke a i b). Analogicznie
mamy dalsze mozliwosci: A{a}B{b}; A{b}B{a}; A{a,b}B{}. Wszystkich
mozliwosci jest cztery. Rozwazmy teraz przypadek a) Czgs¢ A pudetka jest pusta,
czemu odpowiada jedno zdarzenie elementarne. Zatem jego prawdopodobienstwo
wynosi Y. Przypadek b) po obu stronach jest po jednej czgsteczce, czemu
odpowiadajg dwa zdarzenia elementarne. Zatem prawdopodobienstwo takiego
zdarzenia wynosi Y2. Przypadek c) w czesci A sg obie czgstki, czemu odpowiada
jedno zdarzenie elementarne. Skad mamy prawdopodobienstwo Ya. Wynika
Z tego, ze stan w ktorym czastki sg bardziej rownomiernie roztozone jest bardziej
prawdopodobny od stanu, w ktorym czastki sg zlokalizowane po jednej stronie
pudetka. Zakladamy przy tym, ze wszystkie rozklady sa jednakowo
prawdopodobne. Poniewaz wszystkie czastki sg takie same, a pudetko nie ma
wyroznionych obszaréw (takim obszarem moglby by¢ obszar, z ktérego
czastkom, z jakich§ powodow, trudniej si¢ wydostac) jest to bardzo rozsadne
zalozenie. Zaktadamy przy tym, Ze czastki sg rozrdéznialne. Oznacza to, ze
jesteSmy w stanie odrozni¢ stan A{a}B{b} od stanu A{b}B{a}. To réowniez
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wydaje si¢ rozsadne, ale rozsadek nie zawsze jest dobrym arbitrem. Czastki
kwantowe, takie jak elektrony, protony czy fotony okaza si¢ z zasady
nierozrdznialne co zmieni statystyke uktadu. Poki co jestesmy jednak w obszarze
fizyki, ktérego jedng z cech charakterystycznych jest rozroznialnos¢ czastek.

Wezmy teraz pod uwage cztery czastki. Obliczymy prawdopodobienstwa
zdarzen, ze po stronie A s 0,1,2,3,4 czastki; oznaczmy te czastki (sg rozroéznialne)
przez ab,c,d. Jak to policzy¢? Na poczatku najlepiej wykorzystaé wlasng
cierpliwos¢ - zaczynamy: A{}B{a,b,c,d} — zatem stan cze¢$¢ A jest pusta jest
realizowany tylko przez jedno zdarzenie elementarne. Stan z lewej strony jedna
czgstka jest reprezentowany przez cztery zdarzenia elementarne: A{a}B{b,c,d},
A{b}B{a,c,d}, A{c}B{a,b,d}, A{d}B{a,b,c}. Stan w czeici A sg dwie czastki
jest reprezentowany przez sze$¢ zdarzen elementarnych — A{a,b}B{c,d},
A{a,c}B{b,d}, A{a,d}B{b,c}, A{b,c}B{ad}, A{b,d}B{ac}, A{c,d}B{ab}.
Stan w czeSci A sa trzy czastki jest reprezentowany przez cztery zdarzenia
elementarne A{a,b,c}B{d}, A{a,b,d}B{c}, A{a,c,d}B{b}, A{b,c,d}B{a}. Stan
w czescli A sg cztery czastki jest reprezentowany przez jedno zdarzenie
elementarne A{a,b,c,d}B{}. Wszystkich zdarzen elementarnych jest 16 to jest
24, Zatem prawdopodobienstwo tego, ze: W czeséci A nie ma czastek wynosi 1/16,
W czesci A jest jedna czgstka wynosi 4/16=1/4, w czgsci A sa dwie czastki wynosi
6/16=3/8, W cze¢sci A sa trzy czastki wynosi 4/16=1/4, w czg¢sci A sg wszystkie
czastki wynosi 1/16. Ponownie tatwo sprawdzi¢, ze suma wszystkich
prawdopodobienstw wynosi 1. Ponownie najbardziej prawdopodobny jest stan
rownomiernego roztozenia czastek, gdyz reprezentowany jest przez najwicksza
liczbg zdarzen elementarnych.

GdybysSmy mieli n czastek rozmiesci¢ w dwoch przegrodkach to mozemy
to zrobi¢ na 2" sposobow. Mozna pokaza¢ réwniez, ze gdy w pudetku mamy m
przegrodek i n czastek to sposobow jest m" (DF 1.5). Dla ¢wiczenia powiedzmy,
ze wm=2 przegrodkach rozkladamy n=10 czastek. Przestrzen =zdarzen
elementarnych zawiera 2'°=1024 zdarzenia. Jak policzy¢ ilo$¢ zdarzen
elementarnych odpowiadajacych stanowi k czastek w czesci A pudetka? Jest to
zagadnienie, ktore mozna sformutowac tak: Na ile sposobow mozna ze zbioru n
roznych kulek wybraé¢ zbior n ré6znych kulek? Liczba ta nazywa si¢ kombinacja
k-elementowa zbioru n-elementowego i jest rowna (DF 1.7).

! .
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Majac wzor (1.1) mozemy policzy¢ poszczegdlne wartosci i przedstawic je
w postaci tabeli (tab. 1.1) lub wykresu (rys. 1.2). Ponownie najbardziej
prawdopodobny jest rozktad rownomierny. Wida¢ rdwniez, ze wraz ze wzrostem
liczby czastek bardzo szybko rosnie dysproporcja w liczbie stanow
odpowiadajacych stanom skrajnie asymetrycznym (jedna strona pudetka ma
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wszystkie czastki) a stanem skrajnie symetrycznym (obie strony pudetka maja
tyle samo czastek).

ile ile

ilew A | kombinac;ji P ilew A | kombinacji P
0 1 0.0010 6 210 0.2051
1 10 0.0098 7 120 0.1172
2 45 0.0439 8 45 0.0439
3 120 0.1172 8 10 0.0098
4 210 0.2051 10 1 0.0010
5 252 0.2461

Tabela 1.1. przedstawia liczbe mozliwych rozktadéw n=10 czastek dla stanu
okreslonego liczbg czastek wczesSci A oraz odpowiadajace kazdemu stanowi
prawdopodobienstwo P.
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Rysunek 1.2. Wyniki z tabeli (1.2) przedstawione w postaci wykresu

Dla n=20 czgstek i m=2 przegrodek mamy 22°=1048576 zdarzeh elementarnych.
Rozktad prawdopodobienstw dla kolejnych liczb czastek po stronie A
przedstawiam na wykresie (rys. 1.3). Prawdopodobienstwo, ze z lewej strony
bedzie zero lub wszystkie czastki jest rowne P=9.54-107, natomiast
prawdopodobienstwo, ze wystapi symetryczny rozdziat kulek jest rowne
P=0.176. Roznica migdzy stanem o najwigkszym uporzadkowaniu (wszystkie
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czastki w jednej czesci) a nayjmniejszym (réwnomierny rozktad czastek) jest juz
bardzo znaczjca.

liczba A
kombinacji
°
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Rysunek 1.3. Tym razem kulek jest n=20, a przegrodki sg ciggle dwie

Kolejny wykres (rys. 1.4) przedstawia rozktad prawdopodobienstwa dla
poszczegdlnych stanow.
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Rysunek 1.4. Rozklad prawdopodobienistwa wystapienia kolejnych stanow dla
n= 20 czastek i m=2 przegrodek

Whiosek z tych rozwazan jest taki. Z iloscig czastek bardzo szybko ros$nie
liczba zdarzeh elementarnych. Jednocze$nie ilo$¢ zdarzen elementarnych
odpowiadajgcych stanowi: wszystkie czastki sg w czegsci A, lub w czesci B nie ma
zadnej czastki - jest zawsze taka sama 1 wynosi 1. Wynika z tego, ze
prawdopodobienstwo takiego stanu gwaltownie maleje z liczbg czastek. Zawsze
najbardziej prawdopodobny jest stan najbardziej symetrycznego rozktadu
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czagstek, gdyz odpowiada mu najwigcej zdarzen elementarnych. Przy okazji gdy
liczby stajg si¢ duze, to wykresy takie jak te wyzej okazuja si¢ lepszym sposobem
na prezentacje rozkladow prawdopodobienstwa niz tabele takie jak (tab. 1.1)

Dla n=1000 czastek i dwoch przegrodek liczba wszystkich zdarzen
elementarnych wynosi

1071508607186267320948425049060001810561404811705533607443750388370
3510511249361224931983788156958581275946729175531468251871452856923
1404359845775746985748039345677748242309854210746050623711418779541
8215304647498358194126739876755916554394607706291457119647768654216
7660429831652624386837205668069376

Prawdopodobienstwo wystgpienia stanu: wszystkie czgstki w czesci A lub stanu
wszystkie czastki w cze$ci B rowne jest rdwne jeden przez tg liczbe czyli
W przyblizeniu P;=9.3-10°%, Liczba ukladéw czastek (zdarzen elementarnych)
dla symetrycznego rozktadu A {500} B {500} to

2702882409454365695156146936259752754961520084465482870073928751066
2542870552219389861248392450237016536260608502154610480220975005067
9917549894219699518475423665484263751733356162464079737887344364574
1611194976045710449857562878805146009942194267523669158566031368626
02484428109296905863799821216320

Prawdopodobienstwo wystgpienia tego stanu wynosi P,=0.025 i jest tylko;)
2.7-10%° razy wicksze od prawdopodobienstwa wystgpienia stanu najmniej
symetrycznego.

Podane liczby, dla tysiagca czgstek, mogg szokowac ale tak naprawdg sg
ciggle bardzo mate. Na przyktad 2 pg wodoru H, (jedna milionowa mola wodoru
H,) zawiera jedng milionowg cze$¢ liczby Avogarda czasteczek, czyli 6-10%7
czasteczek. Ta liczba ma nawet swoja nazwe 600 biliardow czasteczek. Tu si¢
dopiero zaczyna zabawa. Gdyby$my te 2 pug wodoru H, zamkneli w pudetku
0 rozmiarach 10cm/10cm/10cm (jedne litr) to ci$nienie wodoru w takim pudetku
byloby znacznie nizsze od ci$nienia normalnego. Policzmy to ci$nienie traktujac
wodor jako gaz doskonaty 1 przyjmujac, temperatur¢ normalng to jest 20°C.
Skorzystam z rownania stanu gazu doskonatego (TXVIII2.3). Masa
czgsteczkowa wodoru H; to 2g/mol, zatem 2ug to n=1umol. Objetos¢ wodoru
V=0.001m3 temperatura 293K. Wstawiajac te warto$ci do rOwnania stanu gazu
doskonatego otrzymujemy p~2.5Pa, to jest 40 000 razy mniej niz ciSnienie
atmosferyczne. Pomimo, ze wodoru jest tak mato, ze w technice taki stan nazywa
si¢ juz stanem wysokiej prozni, to liczba mozliwych rozmieszczen jego
czasteczek w dwoch czesciach pudetka jest zatrwazajaco niewyobrazalna. Jednak
liczba zdarzen elementarnych odpowiadajacych stanowi: A{wszystkie
czqstki};B{zero czgstek} jest dokladnie réwna jeden. Jakie jest
prawdopodobienstwo, ze taki stan zostanie zrealizowany. Przy tym
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prawdopodobienstwie, prawdopodobienstwa trafienia szostki w Lotto dziesie¢
razy pod rzad wyglada jak zdarzenie niemal pewne.

Przypatrzmy si¢ nastgpujacemu przykladowi. Mamy pomieszczenie,
w ktérym jest pudetko. W pomieszczeniu panuje proznia a w pudetku zamknigte
sg czastki gazu. Powiedzmy, ze gazu jest jeden mol czyli liczba czastek jest rowna
liczbie Avogardo Na~x6-10% czastek. Teraz otwieramy pudelko. Co si¢ bedzie
dziato? Popatrzmy na sprawe¢ od strony rachunku prawdopodobienstwa dzielac
pomieszczenie na mate szescienne klatki o takich samych rozmiarach. Niech
w calym pomieszczeniu bedzie m takich klatek (rys. 1.5). Gdyby klatki miaty
rézne rozmiary, to dla kazdej klatki prawdopodobienstwo, ze jakas swobodnie
poruszajaca si¢ po pomieszczeniu czgstka znajdzie si¢ w obszarze klatki byloby
inne, co utrudnitoby nam zycie. Liczba ukladow czastek odpowiadajacych
stanowi  wybrana  klatka{wszystkie  czgstki}, apozostala  czes¢
pomieszczenia{nic} wynosi jeden. Liczba sposobéw na ktore w m pudetkach
mozemy rozmiesci¢ Na czastek to mM4 — czyli po prostu strasznie, wielce
niewiarygodnie koszmarna liczba. Prawdopodobienstwo wylosowania takiego
ukladu to 1/m™M4. Czy jest w ogdle 0 czym mowié?

Rysunek 1.5. W pudetku
znajduje sie jeden mol czgstek.
Pudetko jest w pomieszczeniu
podzielonym na m klatek
o rozmiarach pudetka.

Z rozwazan prowadzonych powyzej wiemy, ze najbardziej prawdopodobny jest
stan w ktorym czgstki rozmieszczone sg symetrycznie w calym pomieszczeniu.
Ale zanim to nastgpi czastki muszg najpierw zawita¢ do klatek sgsiadujacych
z pudetkiem (rys. 1.6). Przy takiej ilosci czastek prawdopodobienstwo
wystgpienia stanu, w chwile po otwarciu pudetka, drobna cze¢$¢ czastek
zawegdrowata do sasiedniego pudetka jest miliardy miliardéw miliardow razy
wieksza od wystgpienia stanu wszystkie czastki pozostaly w pudetku. Wobec tego
musimy przyjac, ze cze$¢ czastek wywedrowata z pudelka do sgsiednich klatek.
Nazwijmy osiggniety stan stanem 1.
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Rysunek 1.6. Po otwarciu $cian pudetka gaz nie rozprzestrzeni sie od razu po
caltym pomieszczeniu. Z uplywem czasu jego czasteczki beda sie
rozprzestrzenia¢ do kolejnych klatek, a potem nastgpi wyréwnanie liczby
czastek w kazdej klatce, tak ze w kazdej klatce, w danej chwili czasu bedzie
prawie tyle samo czastek.

W nastepnej chwili czasu obraz bedzie pewnie wygladat tak jak na rysunku
Z prawej powyzej (stan ten nazwiemy stanem 2) Znowu prawdopodobienstwo ze
czastki rusza dalej bedzie jeszcze wigcej miliardy miliardow miliardow razy
wieksze niz, ze pozostang w obszarze okreSlonym przez stan 1, nie moéwigc
0 cofnigciu si¢ do stanu wyjsciowego (wszystkie czastki w jednym pudetku)
przechodzac przy tym poprzez wszystkie stany posrednie. Mozemy wiec przyjac,
ze po pewnym czasie wszystkie czastki mniej wigcej rownomiernie roztozg si¢ w
calym pomieszczeniu 1 w kazdej klatce bedzie ich mniej wiecej tyle samo.
Dlaczego mniej wigcej a nie dokltadnie tyle samo? Wiemy, ze najbardziej
prawdopodobny stan jest stanem, w ktorym wszystkie czastki sg roztozone
rownomiernie w calym pomieszczeniu. Ale istnieje wiele standéw z minimalnie
nieroOwnomiernym rozkladem czastek, ktérych prawdopodobienstwo choé
mniejsze jest raczej niewiele mniejsze od stanu idealnie symetrycznego. Wiec
mozemy oczekiwaé, ze te inne mozliwosci bedg rowniez realizowane. Takie
drobne odchylenia od stanu symetrii bedziemy nazywali fluktuacjami. Wobec
ogromnej liczby czastek z jaka mamy do czynienia w pomieszczeniach
wypetnionych gazem wzgledna wartos$¢ tych fluktuacji bedzie mikroskopijna.

PomyS$lmy teraz o sytuacji kiedy wszystkie czastki sa rozmieszczone
rOwnomiernie w calym pomieszczeniu. Czy doczekamy si¢ chwili kiedy
wszystkie znajdg si¢ w wybranej jednej klatce? Sprawa jest beznadziejna. Czastki
nie mogg nagle znalez¢ si¢ w wybranej klatce. Aby to zrobi¢ muszg zaczac¢ si¢
wokot niej skupiac. Im bardziej beda skupione tym mniej bedzie prawdopodobne,
ze skupig si¢ jeszcze bardziej. Jezeli proces takiego skupiania podzielimy na wiele
chwil, to prawdopodobienstwo jego wystapienia bedzie iloczynem
prawdopodobienstw poszczegdlnych krokow. Dodam, ze kazdy z tych krokow
jest dramatycznie mato prawdopodobny. Iloczyn prawdopodobienstw tg matos¢
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spoteguje. Na przyktad prawdopodobienstwo wystgpienia dwdch niezaleznych
zdarzen jedno po drugim, kazde o prawdopodobienstwie 1/1000 wynosi

1 1 1 1.2
1000 1000 1000000

Kiedy zazadamy trzech takich zdarzen nastepujacych jedno po drugim
otrzymamy prawdopodobienstwo 1/1000000000. W przypadku czastek
mnozymy przez siebie duzo, duzo mniejsze prawdopodobienstwa. Nie ma wiec
co oczekiwac, ze czastki same z siebie zejda si¢ w jednej klatce. Z cala pewnoscia
jednak, czastki upakowane w klatce, po jego otwarciu rozejda si¢ po catym
pomieszczeniu.

Wro6émy do pojecia entropii. Jak wiemy z wczesniejszych przyktadow
proces rozprezania si¢ gazu z objetosci V do objetosci 2V zwigzany jest ze
wzrostem entropii tego gazu. Dlatego tez proces ten zachodzi samoczynnie
w przeciwienstwie do procesu odwrotnego. Z punktu widzenia podejscia
statystycznego rozchodzenie si¢ gazu w wigkszej objetosci oznacza przejscie do
stanu reprezentowanego przez niewyobrazalnie wigkszg liczbe zdarzen
elementarnych, zatem znacznie, znacznie bardziej prawdopodobnego. Gdybysmy
teraz powigzali pojecie entropii z liczbg zdarzenh elementarnych Q
reprezentujagcych dany stan, to przechodzenie do stanéw Dbardziej
prawdopodobnych wigzatoby si¢ ze zwigkszaniem entropii uktadu. Mieliby$my
drugg zasad¢ termodynamiki w ujeciu statystycznym. Mozna takie powigzanie
entropii z liczbg stanow zdefiniowac na r6zne sposoby. Zdecydowanie najszerzej
przyjeta jest nastepujace definicja.

S = kln (Q) 1.3
Gdzie k jest stata Boltzmanna
14
k =1.38065-107 J

Dlaczego we wzorze uzyty zostal logarytm? Logarytm pozwala nam zmniejszy¢
wielkos¢ 2, zachowujac przy tym wazng wiasnos$¢ entropii. Na przyktad
In(1000000000)=20.72. Wezmy pod uwage dwa zbiorniki gazu o tym samym
ci$nieniu i temperaturze i 0 entropii danej wzorem

S,=kIn(,); S,=kiIn(Q,) 1.5
Gdzie ;1 Q; to liczba stanéw elementarnych w jednej i drugim pudelku.

Policzmy sumaryczng liczbe stanéw w obu pudetkach. Liczba stanow
elementarnych bedzie rowna

Q,=0,-Q, 1.6
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Zobaczmy, ze tak jest na przykladzie. Mamy pudetko z trzema czastkami
podzielone na dwie czgsci A i B. Liczba stanéw odpowiadajacych roztozeniu
A{2}B{1} wynosi 3. W drugim pudetku mamy taki sam stan i takg sama liczbe
stanow elementarnych. Ile jest stanow elementarnych gdy liczymy entropi¢
tacznie? Kazdemu wybranemu stanowi w pierwszym pudetku, odpowiadajg trzy
stany w drugim pudetku (rys. 1.7).

a b
ac| b ay [ B ab| ¢ ay | B
bc| a By | o By | «

Rysunek 1.7. a) w dwéch pudetkach mamy porozmieszczane trzy czastki
oznaczone jako a, b, c w jednym pudetku i &, S, y w drugim pudetku. W obu
pudetkach mamy stan {2}{1}, ktéremu odpowiadaja trzy stany elementarne;
Jezeli analizujemy tg sytuacje sumarycznie, to kazdemu stanowi w pierwszym
pudetku odpowiadaja trzy stany drugiego pudetka.

Razem zatem mamy trzy po trzy, czyli dziewig¢ mozliwosci. Latwo to
rozumowanie uogélni¢ na inne liczby. Z drugiej strony chcemy, zeby suma
entropii dwoch niezaleznych uktadéw byta sumg entropii kazdego z tych
uktadow. Zobaczmy czy tak nam wychodzi.

S, =kIn(Q,-Q,)=kIn(Q,)+kIn(Q,)=S, +§, 1.7

Czyli wida¢, ze logarytm uzyty w definicji entropii nie psuje jej podstawowej
wlasnosci: to znaczy, ze sumaryczna entropia dla dwoch niezaleznych uktadow
jest rowna sumie entropii.

Fakt 1.1.
Sumaryczna entropia dla dwdch niezaleznych uktaddéw jest réwna sumie entropii.

Tak zdefiniowang entropi¢ mozemy zastosowa¢ do wszelkich zjawisk
fizycznych, dla ktorych da si¢ obliczy¢ liczb¢ zdarzen elementarnych
odpowiadajacych réznym stanom fizycznym. Mozemy wiec w ten sposob
uogo6lni¢ druga zasad¢ termodynamiki na kazdy proces fizyczny dajacy si¢ opisaé
metodami statystycznymi.

Z drugiej zasady w ujgciu statystycznym wynikaja wszystkie te wnioski,
ktore wyciggaliSmy do tej pory. Miedzy innymi rowniez fakt, ze ciato zimniejsze
nie moze podgrzac ciala cieplejszego. Mozemy je zastosowac réwniez w bliskich
naszemu codziennemu do$wiadczeniu sytuacjach.
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Powiedzmy, Ze opuszczamy na dwa tygodnie wakacji nasz dom. Przed
wyjazdem dom zostal wypucowany na blysk. Kiedy wrocimy po miesigcu dom
wcale nie bedzie w tak idealnym stanie. Sam z siebie bez niczyjej ingerencji
zabatagani si¢. Ot cho¢by zabrudza si¢ okna, a na meblach osigdzie warstwa
kurzu. Jest to odzwierciedleniem faktu, ze uktad pozostawiony sam sobie bgdzie
zwigkszal swoja entropi¢. Jezeli pomyslimy o czgsteczkach kurzu wedrujacych
po mieszkaniu, to znacznie bardziej jest prawdopodobne, ze rozprzestrzenig si¢
po calym pomieszczeniu niz to, ze wszystkie grzecznie beda wedrowac do kosza.
Batagan ma tendencje do robienie si¢ sam z siebie dlatego, ze to co my jako ludzie
nazywamy porzadkiem reprezentowane jest przez znacznie mniejszg liczbe
zdarzen elementarnych niz to co nazywamy bataganem. Pomys$l sobie o takim
eksperymencie. Wypelniasz objetos¢ mieszkanie gesta siecig matych szescianow.
Niech kazdy z tych sze$ciandéw ma swoj numer. Nastepnie szykujesz maszyng
losujaca z kulami zawierajacymi te numery i dla kazdej rzeczy (ksigzki, ubrania,
garnek, oldéwek, szczoteczki do zgbdw, dla kazdego guzika, gwozdzia, etc.)
losujesz numer. Nast¢gpnie umieszczasz tg rzecz w punkcie wskazanym przez
wylosowany numer. Jezeli kazda z kul losowana jest takim samym
prawdopodobienstwem to spodziewamy si¢, ze rzeczy dos¢ réwnomiernie
zostang porozmieszczane w pokoju. W ten sposob pokoju posprzatac si¢ nie da.
Dlatego czynigc porzadek nie mozesz zda¢ si¢ na proces losowy. Musisz si¢
osobiscie napracowaé. W ten sposob osiggasz stan porzadku, stan o malej
entropii. Ale aby zachowana byta druga zasada termodynamiki zmniejszajac
entropi¢ w mieszkaniu musisz zwigkszy¢ ja, w praktyce z nawiazka, gdzie indzie;.
Gdzie? Teraz sprobujemy dotrze¢ do zrodta tej brakujacej entropii.

Wezmy pod uwage nasz uktad stoneczny. Stonce jest gazowa kulg
0 $rednicy rzedu miliona kilometroéw otoczong ogromng pustka (rys. 1.8).

Rysunek 1.8. Stonce to malenka kulka gazu w bezmiarze pustej przestrzeni,
ktorej towarzyszy kilka drobinek materii zwanych planetami. Drobna czarna
kropka to pierwsza planeta - Merkury. Merkury jest tak maty, ze w tej skali
kropka powinna by¢ niewidoczna (jej $Srednica bytaby mniejsza od jednej setnej
milimetra. Najblizsza gwiazda bytaby okoto 40 kilometréow od zo6ttej kropeczki
reprezentujacej Stonce.

Co robi Stonce? Stonce rozprasza swojg materi¢ i energi¢ w tg przerazliwg
pustke. W ciggu sekundy Stonce ,,chudnie” o okoto cztery miliony ton. Mozemy
przyjaé, ze zachowuje si¢ jak mate (w skali kosmicznej male) dziurawe pudetko
Z gazem umieszczone W ogromnym pomieszczeniu. Jak wiemy w wyniku
rozprzestrzeniania si¢ gazu entropia w tym ogromnym pomieszczeniu rosnie.
Czes¢ tego promieniowania trafia na Ziemie.
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Przyjrzyjmy si¢ teraz procesowi fotosyntezy. Dzigki szczegdlnemu
barwnikowi zwanemu chlorofilem rosliny wychwytujg fotony z zakresu
widzialnego ze stonecznego promieniowania. Energia niesiona przez te fotony
zuzyta jest na procesy zyciowe rosliny. Ale energia ta nie moze by¢ przez rosling
magazynowana. Magazynujac energi¢ roslina ulegtaby w koncu spaleniu.
Stowem $rednio rzecz biorgc w ciggu doby tyle energii ile ro§lina wchtoneta tyle
tez musi wydzieli¢. Jak ros§lina wydziela energi¢? W postaci promieniowania
cieplnego czyli rowniez w postaci fotonow, tyle ze z zakresu podczerwonego. Ale
kazdy foton promieniowania podczerwonego ma energi¢ mniejsza od fotonu
promieniowania widzialnego. Mozemy przyja¢, ze zwykle na jeden foton
promieniowania widzialnego przypadaja trzy fotony promieniowania
podczerwonego. (rys. 1.9).

@
\\ W \K:/I\/&\%X \ \’//,;fw A /V/

Rysunek 1.9. Z catej gammy promieni stonecznych zielone roS$liny
z upodobaniem ,tykajg” fotony (fotony to porcje energii Swietlnej) z zakresu
Swiatta widzialnego. Roslina nie moze jednak gromadzi¢ energii niesionej przez
pochtoniete Swiatto, gdyz skumulowana energia spalitaby j3. Musi zatem
$rednio rzecz biorgc wydzieli¢ tyle energii ile jej pochionie. Wydzielanie
nastepuje gtéwnie w postaci energii cieplnej to jest wysytania w przestrzen
wiekszej ilosci fotonow z zakresu podczerwonego. Dlaczego fotonow
podczerwonych ma by¢ wiecej? Dlatego, Ze niesiona przez nie porcja energii jest
mniejsza. Mozemy przyja¢, ze na kazdy foton pochtoniety przypadaja trzy
wyemitowane.

Gdzie tu jest miejsce na entropie? Wyobraz sobie, ze masz pokdj, ktorego podtoge
dzielimy na kratki. W tym pokoju ktos$ rozsypat tysigc papierkoéw. Jezeli procesy
zachodzace w pokoju nie wyrdzniajg zadnego miejsca na podiodze (takim
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wyrozniajagcym procesem moze by¢ osoba machajaca miotlg), to wiemy juz, ze
najbardziej prawdopodobne jest symetryczne roztozenie papierkow (rys. 1.10).
Inaczej mowiac roztozenie, przy ktérym w kazdym kwadracie jest tyle samo
papierkow realizowane jest przez najwiecej konfiguracji papierkéw (zdarzen
elementarnych).

- NI -

O ' GI ] o & - Q‘ .® . .
P J b - Rysunek 1.10. W pewnym
? & A . (W) pomieszczeniu w tajemniczych
o ARSI okolicznosciach na podtodze
A, Lo P B pOJaW}%o sie tysigc papierkow

& 2|9 ¢ (rozmieszczonych losowo).
{5 ) @ ‘ =

Do pokoju wpada swawolny Dyzio i kazdy papierek drze na trzy czesci. Jaki jest
efekt dziatania Dyzia? Otoz, zwigkszyta si¢ liczba papierkow zatem konfiguracji
mniej wiecej roOwnomiernego ich roztozenia odpowiada znacznie wigcej
mozliwych zdarzen elementarnych.
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To znaczy, ze QQ we wzorze (1.3) znacznie wzrosta. Zatem i entropia uktadu
réwniez wzrosta.

Nasz kwiatek zrobit to samo co swawolny Dyzio —,,podar}t” kazdy foton na
trzy inne 1 w efekcie wzrosta entropia promieniowania elektromagnetycznego.
Ale rosnacej entropii promieniowania towarzyszy malejaca entropia kwiatka.
Wszak kwiatek pracowicie porzadkuje atomy w molekuty, molekuly w komorki
a komorki w tkanki. Jednak zgodnie z drugg zasada termodynamiki suma dziatan
kwiatka zwigksza entropi¢ uktadu kwiatek-promieniowanie. To znaczy, ze

13



Jan Masajada © — materiaty do wykfadow z fizyki

entropia promieniowania wzrosta bardziej niz zmalata entropia kwiatka. A za
wszystko zaptacito rozpraszajace si¢ W kosmiczng pustke Stonce.

Mozemy dalej ciaggna¢ opowies¢ 0 kwiatku, niestety jest to tragedia. Na
take przyszta krowka, ktéra tykneta kwiatek 1 go strawila. Dzialania krowki
znaczenie podniosty entropi¢ kwiatka, dzigki czemu kréwka mogta zmniejszy¢
swojg entropig (rys. 1.12).

W7
p %
Ay “

Rysunek 1.12. Krowa zwieksza swojg entropie kosztem entropii zjadanych
roslin
Potem do sklepu przyszedt cztowiek i kupit nieco wotowiny (rys. 2.13), i tak dalej
| tak dalej... .

Rysunek 1.13. Wszystko przez tg entropie

Zupehie ja w znanym wierszu im¢: Mikotaja Biernackiego-Rodocia pod tytutem:
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Idylla malenka taka
Idylla malerika taka:
Wrébel pofyka robaka,
Wrobla Rot dusi niecnota,
Pies chetnie rozdziera Rota,
Psa wilk z [ubosciq pozera,
Wilka zadtawia pantera.
Pantere lew rwie na cwierci,
Lwa - cztowiek; a sam, po Smierci
Staje sig tupem robakg.
Idylla malerika taka.

I cho¢ caly tancuch pokarmowy jest, jak z tego wida¢, kotowy, to kazde okrazenie
tego tancucha musi zwigkszy¢ entropi¢ catego uktadu. Cen¢ za to ptaci
rozsypujace si¢ Stonce.

1.1. Negentropia

Jak wida¢ z tych przyktadow energii nam nie brakuje — brakuje nam czynnika
zmniejszajacego entropi¢. Poniewaz wygodnie nam si¢ rozumuje w kategorii
ubywajacego paliwa a nie zwigkszajacej si¢ kupy spalin wprowadzono pojgcie
negentropii. Definiujemy ja tak

N =Snax =S 111
Gdzie Smax jest maksymalng mozliwg warto$cig entropii w uktadzie a S jej
aktualng wartoscig. Jak wida¢ z tej definicji gdy entropia ros$nie negentropia
maleje, czyli zachowuje si¢ jak zuzywane paliwo. Mozemy zatem powiedzieé, ze
Stonce ma duzo negentropii (czyli malg entropi¢ w porownaniu z maksymalnie
mozliwg) a my czerpiemy z jego zasobow.

Druga zasada termodynamiki moéwi tyle, Ze negentropia uktadu
izolowanego zwykle maleje, a w szczegdlnych warunkach pozostaje stata (nigdy
nie ros$nie). Konsekwentnie nie powinniSmy mowi¢ o kryzysie energetycznym
(energia jest zachowana) a o kryzysie negentropijnym.

Na takie uktady jak samochod, istoty Zywe mozemy popatrzy¢ jak na
uktady przez ktore przeptywa energia. Przeptywa bo energia nie moze by¢ ani
magazynowana (grozi to przegrzaniem) ani nie moze znikaé¢. Jednak przepltyw
energii jest niezbedny, gdyz nikt nie wymyslit sposob na uzupetnienie negentropii
bez takiego przeptywu, lub z wykorzystaniem przeptywu energii w cyklu
zamknigtym. Bez zastrzyku negentropii z zewnatrz nasze ciata popadtyby w
chaos.

15



Jan Masajada © — materiaty do wykfadow z fizyki

Wiele méwitem tutaj o symetrii. Jak wida¢ z powyzszych rozwazan stany
uprzywilejowane przez drugg zasade termodynamiki to stany realizowanie przez
mozliwie maksymalnie symetryczne konfiguracje elementow uktadu. Jezeli
mamy w pomieszczeniu gaz, ktorego czastki rozmieszczona sg symetrycznie
(jednorodnie) to entropia gazu w tym pomieszczeniu jest rOwna maksymalnej
mozliwe] a negentropia jest rOwna zeru. Stowem taki gaz jest catkowicie
pozbawiony negentropijnego paliwa. Z punktu widzenia naszych potrzeb jest
wiec bezuzyteczny. Chyba, ze wzbogacimy uktad 1aczac nasze pomieszczenie
Z innym pomieszczeniem, w ktérym nie ma gazu lub gaz jest chlodniejszy.
Entropia takich dwoch pomieszczen jest mniejsza od maksymalnej mozliwe;,
zatem uklad takich dwoch pomieszczen zawiera negentropijne paliwo, ktore
mozemy wykorzysta¢ do wykonania pracy. Niestety, jak juz moéwitem stany,
ktore okreslamy jako porzadek, sa stanami dalekimi od symetrii. Efekt jest taki,
ze utrzymanie porzadku wymaga ciagglego uzupeliania negentropii, ktora
W zadziwiajacy sposOb sama z siebie potrafi wyptywac z posprzatanego uktadu.
Coz, jezeli w pomieszczeniu gdzie buszowal swawolny Dyzio jest kosz, to trzeba
wzig¢ miotle 1 zapedzi¢ wszystkie Smieci do tegoz kosza. Negentropia uktadu
papierkdw wyraznie wzrosnie. Ale negentropia sprzatajacego zmaleje, za co
zaptaci krowka lub ewentualnie ziemniaczek. A za wszystko w koncowym
rachunku ptaci Stonce, ktore jest naszym wielkim kosmicznym zbiornikiem
negentropii.

1.1.1 Jeszcze wigkszy Wszechswiat

Wszechswiat, ktory wylania si¢ z naszych badan kosmosu jest niewyobrazalnie
wielki. Tak olbrzymia struktura jak nasza Galaktyka jest w nim niewielkim
punktem, jakich obserwujemy miliardy. Wszystko to jest imponujace, ale kryje
sobie Wszechs$wiat, ktory jest niewyobrazalnie wigkszy od tego bezposrednio
badanego. Jest to wszech§wiat liczby kombinacji jakie moga utworzy¢
elementarne sktadniki naszego $wiata. W kazdej kropli wody liczba r6znych
mozliwych konfiguracji czgstek przekracza liczbe czastek w obserwowanym
Wszechswiecie. Kazda taka kropla zawiera gigantyczny wszechswiat
mozliwosci. Wiekszos$¢ tych kombinacji wystepujacych w naszym srodowisku
jest nudna (z naszego punktu widzenia rézne kombinacje odpowiadaja
jakosciowo tym samym stanom uktadu), ale pozostata bardzo niewielka czg¢s¢ jest
ciekawa (na przyktad tworzy wysoko uporzadkowane organizmy zywe) i ciagle
w swej liczbie niewyobrazalnie ogromna. Nasze zycie toczy si¢ W malenkim
obszarze tego wszech$wiata mozliwych konfiguracji.

1.2. Blaski i cienie intuicyjnych ,,definicji”

Mowigc o entropii postlugiwatem si¢ intuicjami w rodzaju im wigksza symetria
w uktadzie tym wieksza jego entropia lub im wigkszy balagan tym wicksza
entropia. Trzeba jednak pamigtac, ze nie sg to Sciste okreslenia pozwalajace na
oceng, ktory z dwdch uktadéw ma wigksza entropie. Gdy o tym zapomnimy, to
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tatwo o btedng oceng. Pomysl o schtadzanym pojemniku z woda. Gdy schtadzamy
wodg $rednia energia czasteczek wody spada. Czasteczki moga zajmowacé mnie;j
stanow energetycznych, mniej mozliwosci oznacza, ze entropia schtadzane]
wody tez spada. Ale w momencie osiggni¢cia temperatury krzepnigcia na
powierzchni wody pojawi si¢ fragmenty lodu, ktére w koncu utworzg warstwe
pokrywajaca zbiornik. Teraz symetria w uktadzie jest ewidentnie ztamana — woda
zostala rozdzielona na czg¢$¢ ciekla 1 zamrozong. Czy zatem entropia uktadu
wzrosta? Otoz nie, entropia ukltadu dalej maleje mimo, ze jego symetria wyglada
na ztamang.

Aby zrozumie¢ co si¢ stato przyjrzyj si¢ dwém rysunkom (1.3.1 a i b).
Rysunki te przedstawiaja dwie konfiguracje dwuwymiarowego gazu.
Powiedzmy, Ze pokazane stany zostaly wygenerowane z uzyciem pewnych regut
rzadzacych ruchem kwadracikow. PusciliSmy w ruch komputer i po wielu
tysigcach cykli uzyskaliSmy takie obrazki. Nie ma teraz znaczenia jakiemu
fizycznemu uktadowi moze odpowiada¢ modelowany przez nas uktad, chce po
prostu zilustrowac¢ pewien fakt. Pytanie brzmi, w ktérym przypadku entropia
uktadu jest wigksza?
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Rysunek 1.3.1. Dwa stany uktadu kwadracikéw powstate na skutek dziatania
pewnych regut rzadzacych dynamika kwadracikow

Spora czg$¢ 0sOb uznaje, ze rysunek (a) przedstawia stan o mniejszej entropii. W
czescei (b) czastki sg rOwnomierniej rozrzucone i nie tworzg zlepkow, jak to ma
miejsce w czesci (a). Stowem stan (b) wyglada na bardziej symetryczny. Czy jest
to odpowiedz dobra? Nie wiadomo. Podobnie jak nie mozemy powiedzie¢, ktory
model domu z rysunku (TI 1.1) jest najlepszy. Aby odpowiedzie¢ na to pytanie
musimy wiedzie¢ jaki cel stawiamy sobie przy tworzeniu modelu domu. W
przypadku oceny entropii stanéw pokazanych na rysunkach (1.3.1) musimy
zapytac jakie sg dostgpne stany w uktadzie. W czgsci (@) reguty rzadzace uktadem
kwadratow nie zawierajg zadnych dodatkowych warunkéw ograniczajacych ich
wzajemne potozenie oprécz jednego — kwadraty nie mogg zajmowac tej same;j
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komoérki. W czesci (b) na uklad nalozono dodatkowy warunek. Migdzy
kwadratami musi by¢ przynajmniej jedna komodrka wolna. To dodatkowe prawo
,fizyki” powoduje, ze uzyskanie stanu z rysunku (b) jest dla takiego uktadu
fizycznie zabronione. W efekcie liczba dostepnych konfiguracji w przypadku
uktadu z prawej strony jest duzo mniejsza niz w przypadku uktadu z lewej strony.
Moze si¢ rownie dobrze okazaé, ze stan po uktadu po prawej stronie odpowiada
mniejszej entropii niz stan uktadu po lewej stronie. Ale dopoki nie bedziemy w
stanie obliczy¢ liczby mozliwych konfiguracji w uktadzie dopdty nie mozemy
poda¢ odpowiedzi na pytanie o warto$¢ entropii.

Mozemy si¢ teraz domysle¢, ze w zamarzajacej wodzie czasteczki tracg na
swobodzie wyboru stanow. Rzeczywiscie w stanie zamrozonym ich mozliwosci
ruchu s3 zdecydowanie mniejsze niz w stanie cieklym. Mniejsza dostgpnos¢
stanow powoduje, ze pomimo iz uktad zdaje si¢ mniej symetryczny, jego entropia
przy zamarzaniu ro$nie, gdyz kurczy si¢ liczba dostepnych dla czasteczek wody
stanow. Generalnie tam, gdzie zachodza przemiany fazowe ocena entropii na
podstawie kryteridow symetrii jest zawodna, przynajmniej tam gdzie mamy do
czynienia z mieszaning roznych faz (na przyktad woda — 16d) jest to ryzykowne.

Pomyst z modelem czasteczek, ktoére nie moga zajmowac sasiednich
kwadratow moze si¢ wyda¢ wydumany. Ale przypomne, ze nie chodzi nam
0 ocen¢ jego realnosci tylko o zilustrowanie pewnych niebezpieczenstw
zwigzanych z intuicyjng oceng entropii uktadu. Ponadto jak si¢ okaze natura
potrafi zafundowa¢ nam zaskakujace zakazy. Przypomne tu zakaz Pauliego. Dwa
elektrony nie mogg by¢ w tym samym stanie. Dlatego w atomie litu trzeci elektron
nie zajmie pozycji na orbicie o najnizszej energii, tylko ta o jeden stopien, w
bilansie energii wyzej. Obliczanie entropii w ukladach elektronowych musi
uwzglednia¢ ten zakaz. Tak wigc nasz przyktad w cale taki odleciany od
rzeczywistos$ci fizycznej nie jest.
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2. Rozklad GaussowskKi

Wréémy do nieSmiertelnego przyktadu rzucania moneta. Powiedzmy, ze
rzuciliSmy monetg dziesi¢¢ tysiecy razy. W efekcie uzyskaliSmy pewng liczbe
ortow i reszek. Podzielmy calg seri¢ na tysigc podserii 0 liczbie dziesie¢ kolejnych
prob kazda. Pytamy: ile jest takich serii, ktore zawieraja, kolejno, zero ortow,
jednego orla,....,dziesie¢ ortow. Przeprowadzitem taki eksperyment korzystajac z
generatora liczb losowych. Otrzymany rozktad pokazuje rysunek (2.1).

250 Rysunek 2.1. Liczba dziesigtek

200k zawierajacych 0,1,..10 ortow

w podciggach po dziesie¢ rzutéw

150¢ monetg kazdy. Jak nalezato sie

spodziewac najwiecej (ok. 253) jest

100¢ wynikow zawierajacych pie¢ ortéw

sof na dziesie¢ rzutow. Najmniej jest

._r dziesigtek zwierajacych zero Ilub

0b— : : : : - dziesie¢ ortow (po jednej takiej
0 2 4 6 8 10 dziesigtce).

Jezeli prawdopodobienstwo wyrzucenia orta oznaczymy przez p, to
prawdopodobienstwo wyrzucenia reszki wynosi 1-p. Dla monety symetrycznej
p=1/2, ale nie musimy zaklada¢, ze moneta jest Symetryczna.
Prawdopodobienstwo, ze w danym rzucie wypadnie orzet lub reszka wynosi

p,=p*(1-p) " =01 21

Przyjmujemy, ze dla g=1 mamy wynik orzet a dla g=0 mamy wynik reszka.
Rozwazmy teraz dowolny ciag ortow i reszek, na przyktad ORRORR. Jakie jest
prawdopodobienstwo jego wystapienia? Kolejne rzuty sg od siebie niezalezne,
wobec tego mamy

p— p4(l— p)2 2.2

Bo mamy cztery orly i dwie reszki. Ogolnie dla n rzutoéw przy Kk ortach
prawdopodobienstwo takiego ciggu wyrazi si¢ wzorem

P: pk (l_ p)n_k 2.3

Mozemy policzy¢ prawdopodobienstwo wyrzucenia k ortdéw przy n rzutach.
Musimy pamigtac, ze nie wazna jest kolejnos¢ wyrzucenia ortow. Zatem dla
dziesieciu rzutow W serii i szeSciu ortow ciggi OOORRRRRRO
| ORORORRRRO s3 tym samym zdarzeniem pomimo rdéznej kolejnosci
ustawienia ortow 1 reszek. Wiemy, ze liczba sposobow, na ktére ze zbioru n
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elementow mozemy wybra¢ K elementéw dana jest wzorem (DF xxx). Zatem

prawdopodobienstwo wyrzucenia K ortéw w n rzutach wynosi

(0= P 0P

2.4

OtrzymaliSmy rozktad nazywany rozkladem dwumianowym. Rysunek (2.2)

pokazuje przyklady takiego rozktadu.
0.30

0.25L
020 /\

0.15F

0.10%

0.05F

Rysunek 2.2. Przyktadowe rozkitady dwumianowe dla wyrzucenia k ortow
w serii dziesieciu rzutéw monetg, dla trzech réznych prawdopodobienstw

wyrzucenia orta {1/2,1/5, 4/5}

En e N

Jak mamy rozkltad to musi by¢ i zmienna losowa. W rozktadzie Bernoulliego
zmienng losowa jest liczba sukceséw K. Znajdziemy warto$¢ oczekiwang dla
rozktadu dwumianowego. Zgodnie ze wzorem (Df xxx) warto$¢ oczekiwana to
suma iloczynéw warto$ci zmiennej losowej i odpowiadajacemu tej warto$ci

prawdopodobienstwu, mamy

ﬂ:fygmgmﬁwﬁrpf*=§%g(%?ﬁwa_prk

k=1

L n! p 1 p k_npi

2 (k—1)\(n—K)!
) n! 1pq (D)
2o p)

k)!

Dokonamy podstawienia: m=k-1, wtedy (2.5) przejdzie w

p= npr:Z: m!(((nn__ll))i = p"(1-p)" "

pk—l (1 _

p)n—k _

2.5

2.6

Ale wyrazenie pod sumg jest rowne rozktadowi dwumianowemu (2.4) dla n-1,

stad mamy
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n-1
p=np> P (n-1p)=np
m=0 27
Ostanie wyrazenie bierze si¢ stad, ze suma przebiega po wszystkich
prawdopodobienstwach Pn(n-1,p), czyli musi by¢ rowna 1. W podobny sposob
mozemy wyznaczy¢ wariancje rozktadu dwumianowego (DF xxx)

oy =np(1-p) 2.8
Zrobmy przyktadowe zadanie wykorzystujgce schemat rozktad Bernoulliego.
Zadanie 2.1.

Dziesieciu robotnikdw uzywa z przerwami energie elektrycznq. Przecietnie w
ciggu godziny kazdy robotnik uzywa energii przez dziesie¢ minut. Jakie jest
prawdopodobienstwo, ze w tym samym czasie energie bedzie uzywato pieciu
robotnikdéw naraz?

Budujemy model opisanej sytuacji. Po pierwsze z tresci zadania wynika, ze
przecigtnie robotnik uzywa energii przez dziesig¢ minut w ciggu godziny.
Prawdopodobienstwo, ze w danej minucie danej godziny robotnik uzyje energii
elektrycznej jest rowne p=1/6. Nie wiemy czy praca robotnikdw jest
wspolzalezna, to znaczy, ze jezeli robotnik A potrzebuje pradu, to réwniez
potrzebuje go robotnik B. Albo wigc zbadamy sprawe doktadnie, albo
przyjmiemy najprostsze zalozenie, ze robotnicy pracujg niezaleznie, co tez
oczywiscie uczynimy. Prawdopodobienstwo, ze k robotnikow bedzie uzywato
energii w tym samym przedziale czasu wynosi wiec Px(n,p), wzor (2.4)

P,(10,1/6)~0.013 2.9

Jezeli chcemy wiedzie¢ jakie jest prawdopodobienstwo, ze pieciu lub wigcej
robotnikOw uzywa energii elektrycznej to musimy zsumowac wszystkie
mozliwos$ci dla wartosci zmiennej losowej od k=5 do k=10.
10 29
P, =Y P (10,1/6)~0.015

k=5

Zatem jezeli moc zroédta moze zaspokoi¢ potrzebe czterech robotnikéw to
przecigzenia mozemy spodziewac si¢, Srednio rzecz biorac przez jedng minute na
66 minut. Mozna doradzi¢ kierownikowi budowy, ze warto zwigkszy¢ moc
zrodta.

Jak wida¢, nasze obliczenia obcigzone sg zatozeniami modelu dotyczacymi
pracy robotnikow. Te zatozenie niekonczenie sa spelnione, ale jak zwykle
zaczynamy od modelu kulistej krowy. W wielu praktycznych sytuacjach taki
model okazuje si¢ wystarczajacy 1 dostarcza informacji na podstawie, ktorej
mozemy podja¢ odpowiednig decyzje. Na przyktad jezeli wiemy, Ze czasami
robotnicy wykonuja zadania razem (nie sg niezalezni) 1 razem uzywaja energi¢
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elektryczna, to nasz wynik jest niedoszacowany i przecigzenia mogg zdarzac si¢
czesciej. Jezeli uzyskany wynik jest nieakceptowalny, to tym bardziej
nieakceptowalny bedzie wyniki uzyskany z doktadniejszego modelu. Nie ma co
wtedy filozofowac i trzeba zwigkszy¢ moc zrddta, lub inaczej roztozy¢ prace
robotnikow. Rozklad dwumianowy okazuje si¢ uzyteczny do szacowania
przecigzen linii energetycznych, linii telekomunikacyjnych, skutecznosci lekow,
prawidtowosci przebiegu proceséOw przemystowych, oceny wynikow sportowych.
Oczywiscie nie kazde zagadnienie z wymienionych wyzej obszarow mozemy
analizowa¢ rozkladem dwumianowym. Nie mniej, w wielu przypadkach jest to
mozliwe, przynajmniej jako pierwszy etap oceny sytuacji.

Obliczenia prawdopodobienstwa obcigzenia zrodla energii w ostatnim
zadaniu przypomnialy mi o kwestii dystrybuanty (DF xxx). Rysunek (2.3)
pokazuje przyktadowe dystrybuanty dla rozktadu dwumianowego.

06 — p=0.1

i p=0.5
041 T p=0.7
02l —

5 10 15 20 25 30 35

Rysunek 2.3. Przyktad dystrybuanty dla rozktadu dwumianowego, dla trzech
wartos$ci prawdopodobienstwa sukcesu p i wartosci n=40.

Wzory analityczne na dystrybuante rozktadu dwumianowego zawierajg funkcje
specjalne i nie bede ich tu zamieszczat.

2.1. Rozklad Gaussowski

Dla duzych ilosci prob n mamy wyrazenie przyblizone

(k—,u)} 2.1.1

1
P.(n,p)= NP {——202

Gdzie i oznacza warto$¢ oczekiwang. Jest to tzw. rozktad Gaussa dla zmiennej
dyskretnej. Zatem rozklad Gaussa jest dla duzej liczby prob n réwny
W przyblizeniu rozktadowi dwumianowemu (rys. 2.3)
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Rozktad Gaussa dla zmiennej dyskretnej mozna uciagli¢, to znaczy zapisac
go w postaci rozktadu gestosci prawdopodobienstwa. Ciggla posta¢ rozktadu
(2.1.1) dla p=1/2 ma postac.

N(x,u,0)= J%a exp{—(xz%‘f)} 2.1.2

Litera N bierze si¢ stad, ze rozklad Gaussa nazywany jest roéwniez rozkltadem
normalnym. Zanim przejd¢e do omoéwienia wlasciwosci rozktadu Gaussa wyjasni¢
skad nazwa ,,rozktad normalny”. Zwykle, co$ normalnego oznacza co$ typowego.
I tak si¢ w poczatkach rozwoju metod statystycznych wydawalo, ze rozktad
normalny jest typowy. Rozwdj nauki, pokazuje zwykle, ze ta domniemana
typowos$¢ nie jest tak oczywista jak to si¢ z poczatku wydaje. Tak tez byto z
typowoscig rozktadu Gaussowskiego, ale nazwa pozostata. Oto krotka historia
rozktadu normalnego.

Wyniki pomiaré6w obarczone sg btedami; to rzecz powszechnie znana.
Dlatego pisze si¢ czasem, ze na przyktad dlugosé stotu wynosi 120+1.1cm. To
1.1cm na koncu oznacza, ze stot moze mierzy¢ od 118.9cm do 121.1cm. Jednakze
1to do konca nie jest prawda. Trudno jest ustali¢, granice btedu. Zapis 120+1.1cm
oznacza, ze co prawda istnieje szansa, ze dlugos¢ stolu wynosi 110cm, ale jest
ona niezmiernie mata, moze nawet mniejsza od wygranej w Lotto. Oczywiscie
zdarzaja si¢ ludzie, ktorzy w Lotto wygrywaja, tak jak moze si¢ wyjatkowo
zdarzy¢ wyjatkowo zly pomiar, ze wzgledu na jakies wyjatkowo niekorzystne
okolicznosci, jednak jest to tak mato prawdopodobne, ze si¢ tym nie przejmujemy
— podobnie jak nie planujemy wakacji zaktadajac, ze do maja wygramy gtowna
wygrang w Lotto.

Trzeba tu koniecznie rozrézni¢ dwie sprawy. Wynik 120+1.1cm moze by¢
doktadany w ramach pewnej teorii btedu. Tak samo jak uznanie, ze
prawdopodobienstwo wyrzucenia orta lub reszki jest rowne Y4 jest catkowicie
stuszne w ramach podstawowego modelu monety. Modelowa moneta pada tylko
orlem lub reszkg do gory 1 nigdy nie staje na kant 1 jest catkowicie symetryczna.
Rzeczywista moneta moze sprawi¢ psikusa i wylagdowac¢ na krawedzi. Jednak
teraz mowigc o wyniku 1204+1.1cm mysle o realnym eksperymencie, bez zadnych
modelowych uproszczen. Kiedy dostajemy taki wyniki od kolegi, to w zasadzie
mu ufamy. Wiemy, ze btad byt oszacowany w ramach pewnego modelu, ktoremu
mozemy zaufaé, poza wystgpieniem bardzo mato prawdopodobnych
okolicznosci, ktorych zaden model nie uwzgledni. Mogto si¢ oczywiscie zdarzy¢,
ze w momencie pomiaru, przeszta obok niego kolezanka, do ktérej kolega czuje
miete 1 to go tak rozproszylto, ze zrobit ghupi btad. Prawdopodobienstwo takiego
zajécia jest jednak niskie i model, w ramach ktoérego porusza si¢ kolega takich
zdarzen nie uwzglednia. Co ciekawe proba uwzglednienia takich bardzo rzadkich
zdarzen spowodowatby znaczny wzrost szacowanego biedu. Z 120+1.1cm
mogtoby si¢ zrobi¢ 120+31cm, co na potrzeby zakupow stotu eliminuje taki
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pomiar z grona uzytecznych. Chyba, zeby poda¢ bledy warunkowo:
W normalnych warunkach 120+1.1cm, ale jak si¢ zdarzy, ze akurat przejdzie
obok Mimi, to 120+31cm. Z bardzo duzym prawdopodobienstwem mozemy
przyjac, ze Mimi akurat w tym momencie nie przeszia.

Pojawia si¢ istotne pytanie: Jaki rozktad ma blad jaki robimy w pomiarach.
Tego czego mozemy si¢ spodziewac, to zalezno$¢ — im wigkszy btad to mniejsze
prawdopodobienstwo jego popetnienia. Ale to nie mowi nam jak wyglada rozktad
btedu. Mozemy si¢ spodziewac, ze mamy rézne rozktady dla r6znych pomiarow
i tak rzeczywiscie jest. Jednak, w ramach prostej intuicji, spodziewamy sie, ze
najbardziej, w naszych opisach przyrody, dominuje rozktad reprezentowany przez
krzywa dzwonowa (DF xxX), czyli rozktad Gaussa. To, ze btedy pomiardéw
uktadajg si¢ w pewien charakterystyczny sposob dostrzegali juz tacy uczeni jak
Tycho Brache czy Galileusz. Brak bylo jednak systematycznych badan nad
postrzeganym wzorcem. Historia systematycznych badan nad krzywa dzwonowa
I jej zwigzkow z rozrzutem w pomiarach zaczyna si¢ od wysitkow belgijskiego
astronoma 1 matematyka Adolphe Quételeta. Quételet nalezal do grona ludzi
ogarni¢tych manig liczb. Tak chodzg migdzy nami i tacy, ktorzy namigtnie oddaja
si¢ zbieraniu otaczajacych ich liczb. W XV i XVI wieku nie byto tatwo oddawac
si¢ tej pasji, gdyz liczb wokot 6wczesnie zyjacych ludzi nie bylo wtedy zbyt wiele.
Ale wiek XIX obfitowal juz w liczby. Nauka 1 technika po XVII wieku oddata
si¢ pomiarom 1 obliczeniom produkujac ogromne ich strumienie, a rzady coraz
skwapliwej notowaty dane liczbowe dotyczace spoteczenstwa. Quételet zajat si¢
francuskimi danymi dotyczacymi przestepczosci. Dostrzegt, ze liczba morderstw
jest z roku na rok wtasciwie stata. Ba podobna byta liczba zbrodni z podziatem na
uzyte do niej narzedzie: np. pistolet, sztylet, patka, itd. Szybko okazato sie, ze
stato$¢ nie dotyczy tylko morderstw. Spoteczenstwo jako zbior wielkiej liczby
jednostek okazuje si¢ zastanawiajaco stabilne w przejawach réznych zachowan
czy zdarzen jaki jest jego udzialem w okresie jednego roku. Oczywiscie nie
oznacza to idealnej powtarzalnosci rok w rok tej samej liczby na przyktad
samobdjstw. Oznacza to tylko, ze z roku na rok dostajemy podobng ich liczbe.
Cho¢ dzi$ to nikogo nie dziwi, w czasach Quételeta byta to nowos¢ o powaznych
konsekwencjach. Zaczeto si¢ na przyktad zastanawia¢ nad zakresem osobistej
odpowiedzialnosci sprawcy zbrodni. Skoro spoleczenstwo itak wyprodukuje
stalg liczbg sprawcow, czy odpowiedzialnos$¢ nie lezy po stronie spoteczenstwa
a nie sprawcy? Problem jest trudny a sama statystyka nie da odpowiedzi na takie
pytania, moze nas co najwyzej sktoni¢ do ich postawienie, co tez si¢ stalo. Widaé
jak wnioski ze zwyktego liczenia moga przerodzi¢ si¢ w burzliwg debate. W 1853
roku Quételet organizuje w Brukseli pierwszg mig¢dzynarodowa konferencje
statystyczng. To moment kiedy koto historii rozwoju statystyki zaczyna si¢
zZwawo obracac.

1 Niestety nie do konca stusznej
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Sukces zastosowania metod statystycznych do opisu spoteczenstwa,
szybko przyniést pomyst, ze mozna to samo zrobi¢, na przyktad z uktadem
czastek. Jeszcze w tym temacie spotykamy si¢ z bardzo waznymi dla rozwoju
fizyki osiggnieciami Maxwella i Boltzmanna, pionieréw na gruncie fizyki
statystycznej.

Wroémy jeszcze do poczatkéw. Jakie rozktady mierzonych wielko$ci
napotkat Quételet? Nie bedzie wielkim zdziwieniem, ze byla to krzywa
dzwonowa. Tak uktadajg si¢ przykladowo wyniki pomiaru wzrostu kobiet
I m¢zczyzn, numeru buta i wielu innych.

Po $mierci Quételeta palme¢ pierwszenstwa W badaniach statystycznych
przejat Brytyjczyk Francis Galton, kolejny przyktad owtadni¢tego manig liczb
przedstawiciela ludzkiego rodu. Galton nie tylko, ze zbieral liczby, ale sam je
namigtnie produkowal, otwierajac w Londynie oS$rodek pomiarow
antropometrycznych. Dat nam rowniez pigkny przyrzad ilustrujagcy mechanike
pojawienia si¢ rozktadu Gaussowskiego (rys. 2.3). Nazwat go quincunxem, co
oznacza charakterystyczny uktad pigeciu kropek na kostce do gry. Dzi§ nazywamy
go deska Galotna. Zaktadajac, ze urzadzenie jest zbudowane symetrycznie i na
kazdym gwozdziu kulka ma jednakowe prawdopodobienstwo, ze wybierze
sciezke po jego lewej lub prawej stronie, tatwo bedzie nam przewidzie¢ dziatanie
urzadzenia, co przedstawia rysunek (2.4).

Jezeli wykreslimy uzyskany rozkltad ilosci kulek trafiajacych
W poszczegdlne przegrodki u spodu urzadzenia, to zobaczymy krzywa
dzwonowa3.
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Rysunek 2.3. Deska Galtona. Deska
Galtona sktada sie z szeregu kotkow
wbitych w kilku rzedach. Na dole ma
szereg kanatéw zbierajgcych spadajace
z gory kulki w osobne stupki. Rzucone
zgéry  kulki  odbijaja sie od
poszczegb6lnych kotkéw  wybierajac
Z rownym prawdopodobienstwem
(widealnym przypadku), lewag lub
prawg Sciezke. Otrzymany na dole
rozktad kulek ma charakter krzywej
dzwonowej; Zrodto Wikipedia; Creative
Commons BY-SA 4.0

Rozktad dzwonowy powstaje jako efekt dziatania losowych czynnikow. Na
desce Galtona kazdy taki czynnik to jeden kotek. W eksperymencie takie czynniki
moga zardwno zawyzy¢ jak 1 zanizy¢ wynik pomiarow (odpowiada to odbiciu si¢
kulki albo w lewo albo w prawo). W efekcie na koncu dostajemy gaussowski
rozktad bledow. To znaczy, ze jak przeprowadzimy duzo pomiaréw to rozktad
btedéw bedzie gaussowski. Oczywiscie nie kazdy proces pomiarowy da rozktad
gaussowski, ale na poczatku ludzkiej przygody ze statystyka wydawat si¢ on
krolowac.

Wskazatem, ze rozklad gaussowski jest ciagla wersja rozktadu
dwumianowego dla p=1/2. Doktadne wyprowadzenia i to réznymi $ciezkami,
rozktadu normalnego mozna znalez¢ w wielu podrecznikach podstaw statystyki?,
Czas na omoéwienie wilasciwosci ciaggltego rozktadu gaussowskiego. Krzywa
rozktadu (2.10) ma postac¢ symetrycznej krzywej dzwonowej (rys. 2.5) i zalezy od
dwoch parametrow: o (pierwiastek z wariancji, czyli odchylenie standardowe) i
(warto$¢ oczekiwana ($rednia)), ktérych wymiary sg takie same jak wymiar
zmiennej losowej (co wynika ze wzoru (2.10)).

2 Na przyktad: Roman Nowak, Statystyka dla fizykéw, Warszawa PWN, 2002.
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Rysunek 2.4. Schemat dziatania deski Galtona. R6zne kolory linii tamanych
symbolizujg trzy przyktadowe historie spadajacej kulki. Wszystkie kulki
zaczynaja od odbicia od kotka IB. Po odbiciu mogg trafi¢ albo na kotek IIB, albo
na kotek IIC, w obu przypadkach z prawdopodobienistwem %2. Po odbiciu od
kotka IIB moga trafi¢ na kotek IIIB (historia czerwona) lub IIIC (historia
niebieska). Po odbiciu od kotka IIC mogg trafi¢ na kotek IIIC (historia zielona)
lub IIID (brak tej historii). Jak wida¢ kotek IIIC zbiera kulki z kotka IIB i IIC,
dlatego prawdopodobienstwa trafienia wen kulki jest dwa razy wieksze niz
w kotki IIIB i IIID. Schemat obliczen jest tu jasny. Kazdy kotek zbiera kulki
z dwoch sasiadow o rzad wyzej. Tylko brzegowe kotki nowej linii kotkow majg
jednego sgsiada wyzej, co zmniejsza prawdopodobienstwo dotarcia kulki.
Prawdopodobienstwo trafienia w dany kotek to suma prawdopodobienstw
podzielonych przez dwa dla kotkéw znajdujacych sie wyzej. Dla szesnastu kulek
mamy nastepujacy rozklad trafien w pigtym rzedzie: VB - jedna kulka, VC -
cztery kulki, VD sze$¢ kulek, VE cztery kulki, VF jedna kulka: {1,4,6,4,1}. Sa to
liczby odpowiadajace czwartemu wierszowi tabeli (3.3). Dla 64 kulek
mielibySmy {4,16,24,16,4}=4-{1,4,6,4,1}. Stowem zachowany jest ksztalt
rozktadu, ktory jak wida¢ bedzie miat charakter krzywej dzwonowe;j.

Wida¢, ze im wigksza jest wariancja o tym bardziej jest sptaszczony rozktad,
warto$¢ oczekiwana (Srednia) u okre$la natomiast potozenie maksimum rozktadu.
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Rysunek 2.5. Przyktad rozkladu normalnego dla zmiennej losowej
zmieniajgcej sie w zakresie -6<x<6; z lewej dla statej wartos$ci oczekiwanej £=0
i trzech réznych wartosci odchylenia standardowego o; z prawej dla statej
wartosci odchylenia standardowego o trzech réznych wartosci oczekiwanej .

Rozktad gaussowski jest mocno skoncentrowany w swej sSrodkowej czesci,
co ilustruje tabela (2.1). Doswiadczalnicy mowig czasem, ze doktadno$ci pomiaru
jest nie gorsza niz 3 o. Oznacza to, ze spodziewajg sig¢, ze rozktad btedu jest dobrze
okreslony przez rozktad normalny, oraz ze prawdopodobienstwo iz wynik jest
poprawny wynosi, zgodnie z tabelg (2.1) nie mniej niz 0.9973.

n P
1 0.6827 Tabela 2.1.
Prawdopodobienstwo
2 0.9545 zlokalizowania  wyniku  (na
3 0.9973 przyktad pomiaru), w przedziale:
H—No X< u+no
4 0.9999
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Rysunek 2.7. Carl Friedrich Gauss (ur. 30 kwietnia 1777 w Brunszwiku, zm. 23
lutego 1855 w Getyndze) - niemiecki matematyk, fizyk, astronom i geodeta.
Gauss nalezy do grona najwybitniejszych uczonych w historii. Przez
wspotczesnych okreslny byt ,ksieciem matematykéw”. Urodzit sie w biednej
rodzinie pomocnika murarskiego w Brunszwiku. Juz we wczesnej mtodosci dat
sie poznac jego nieprzecietny talent do matematyki. Jego ksztatcenie finansowat
ksigze Brunszwiku Karol Wilhelm. Gauss potozyt fundamenty pod teorie
geometrii nieeuklidesowych, funkcji zespolonych, teorie kongruencji, opisat
rozktad zmiennej losowej nazywany dzi$ rozktadem Gaussowskim. W ramach
fizyki rozwijat teorie potencjatu i optyki geometrycznej. W 1832 r. opracowat
uktad jednostek miar CGS (centymetr, gram sekunda). Litografia sporzadzona
przez Siegfried Detlev Bendixena w 1828 r; Zr6dto Wikipedia.

2.2. Rozklad Poissona

Omowilem dwa rozkltady — rozkltad Gaussowski i1 dwumianowy. Sag to
prawdopodobnie najczesciej spotykane rozktady. Na trzecim miejscu, jak sadze,
lokuje si¢ rozklad Poissona, ktérym si¢ teraz zajm¢. Rozklad Poissona jest
szczegolnym przypadkiem rozktadu dwumianowego. Gdy prawdopodobienstwo
wstapienia zdarzenia jest mate a liczba zdarzen elementarnych jest duza, to
rozktad dwumianowy mozemy zastgpi¢ rozktadem Poissona, ktory zdefiniowany
jest w nastepujacy sposob

ike—l
k! 2.1.1

P(k,A)=
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Gdzie A jest oczekiwang liczbg zdarzen w danym przedziale (na przykiad
W przedziale, czasu lub dlugosci), k to liczba zdarzen w tym przedziale dla ktorej
obliczmy prawdopodobienstwo.

Rysunek (2.1.1) pokazuje przyktadowe rozktady Poissona, a rysunek (2.1.2)
odpowiadajgce im dystrybuanty. Rysunek (2.1.3) pokazuje poréwnanie
przyktadowego rozktadu dwumianowego 1 Poissona.

I (X
0.15]- o
- o
0.10[- * o A=
e A=10
i . A=20
0.05F
e .
i ®
H ' ! T0esecselus ! !
5 10 15 20 25 30
Rysunek 2.1.1. Przyktadowe rozktady Poissona
1.0F i
0.8l B
sk - — A=5
: A=10
0.4_— AZZO
02l
% 1 1 2 2 30

Rysunek 2.1.2. Dystrybuanty rozktadéw pokazanych na rysunku (2.1.1).

Skupmy si¢ na moment na wartosci parametru A. Jak juz stwierdzilem jest
on oczekiwang liczbg zdarzen w danym przedziale. Jezeli mamy na przyklad
zdarzenie wystepujace $rednio pie¢ razy na sekunde, to w czasie dziesigciu
sekund oczekujemy wystgpienia piecdziesieciu takich zdarzen. Jezeli zatem
obliczamy ilo$ci zdarzen wystepujacych w dziesieciosekundowych przedziatach
czasu, to przyjmujemy, ze A=50.
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dwumianowy i Poisson Poisson — dwumianowy
! 5 g 1 & 9
0.3}
[ -0.0001
[ ®
02 ® -0.0002
0.1}
_ ® -0.0003
[
- 0 -0 0 @ @ @k
2 4 6 8 10 ~0.0004

Rysunek 2.1.2. 7Z prawej: przyktad rozktadu dwumianowego i Poissona dla
n=100 préb losowania par cyfr, przy zatozeniu, ze wylosowana zostata jedna
para tych samych cyfr, na przyktad (4,4). Prawdopodobienistwo wylosowania
takiej pary w pojedynczej probie jest rowne p=0.01. Warto$¢ oczekiwana
wylosowania takiej pary w stu probach 4=100-0.01=1. Na rysunku nie widac,
zadnych réznic miedzy tymi rozktadami (kropki reprezentujace oba rozktady
naktadaja sie). W rzeczywistoSci réznice te wystepuja ale sg bardzo mate co
pokazuje rysunek z prawej gdzie sg one policzone i wyrysowane.

o0
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3. Gaz doskonaty

Zadanie stojace przed fizyka statystyczna mozna okreslic odwotujac si¢ do
rysunku (3.1)

s
—[ .
~

~__metody . makroskopowe

//’/statystyczne/// wiasnosci uktadu

//
L

mikroskopowe
wiasnosci
uktadu

Rysunek 3.1. Fizyka statystyczna buduje pomost, przy uzyciu metod
statystycznych, pomiedzy mikroskopowymi a makroskopowymi
wtasciwo$ciami uktadow fizycznych

Fizyka statystyczna pozwala ustanowi¢ pomost pomig¢dzy tym co wiemy
0 uktadzie na poziomie mikroskopowym, a tym co mozemy zmierzy¢ na
poziomie makroskopowym. Sprobujemy poradzi¢ sobie ze zbudowaniem takiego
pomostu dla gazu doskonatego. Zaczynamy od poziomu mikroskopowego, czyli
od wypisania wlasciwosci czgsteczek gazu doskonatego.

e Gaz doskonaty sktada sie ze swobodnych czgstek
o Jedynym oddziatywaniem miedzy czgstkami sg wzajemne sprezyste zderzenia.

o Catkowita objetos¢ wszystkich czgstek gazu jest znikomo mata w pordwnaniu
z objetoscig naczynia

e (Qddziatywanie czgstka-Sciana naczynia zachodzi tylko poprzez zderzenia sprezyste.

e (Czasteczki gazu sg rozrdznialne, to znaczy, przynajmniej teoretycznie mozemy sledzié
los kazdej z nich.

Jest to model wysoce uproszczony (model kulistej krowy dla gazu), zaniedbuje
catkowicie fakt, ze czasteczki gazu majg bogatg wewnetrzng strukture, oraz moga
ze sobg oddziatywa¢ w bardziej zlozony sposob niz przez zderzenia sprgzyste.
Stowem uwazamy, Ze energia potencjalna wzajemnego oddzialywania mi¢dzy
czasteczkami gazu jest bardzo mata w poréwnaniu z $rednig energia kinetyczng
tych czasteczek 1 dlatego ma maty wplyw na parametry makroskopowe uktadu.
Jak wiemy z tematu (TXVIIl) model gazu doskonatego zaskakujaco dobrze
opisuje zachowanie gazow atmosferycznych w warunkach normalnych. Pozostaje
pytanie, czy powyzszy model mikroskopowy doprowadzi nas do réwnania stanu
gazu doskonalego. Gdyby tak si¢ nie stalo to musielibySmy pomyslec
0 skorygowaniu wypisanych cech gazu w skali mikro. Drugie pytanie brzmi: jak
Z tych cech uzyska¢ réwnanie stanu gazu doskonatego, ktore zawiera takie
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makroskopowe parametry jak temperatura, ci$nienie, objetos¢ 1 1los¢ czastek? Do
tego potrzebne s3 nam metody statystyczne. Zaktadamy oczywiscie, ze gaz
znajduje si¢ w stanie rOwnowagi.

Aby zacza¢ musimy przyjrze¢ si¢ zachowaniu pojedynczej czastki.
Zaczniemy od jednej czastki w szeSciennym pudetku (rys. 3.1). Czastka porusza
si¢ odbijajac si¢ od $cian pudetka. Przeanalizujmy zderzenie czastki ze $ciang A.
Jest to przypadek zderzenia mikroskopijnej czastki z duzo, duzo masywniejszg
sciang. Mozemy wigc przyjac, ze czastka odbija si¢ od Sciany tak, ze zachowana
warto$¢ x-owej sktadowej jej pedu, ale zmienia si¢ zwrot tej sktadowej. Zatem
zmiana x-owej sktadowej pedu przy zderzeniu wynosi

Ap, = 2mv, 3.1

Zmiana pedu oznacza, ze na czastk¢ zadziatala sita. Zgodnie z trzecig zasada
dynamiki na $cian¢ musi dziala¢ taka sama sita tyle, ze przeciwnie skierowana.
Mozemy tez skorzysta¢ z zasady zachowania pedu, z ktorej wynika, ze ped
naczynia zmienit si¢ tak aby calkowita zmiana pgdu uktadu czastka — pudetko
byla réwna zeru. Skoro ped pudetka zmienia si¢, to znaczy ze na pudetko dziata
sifa, ktorej zrodto jest przylozone do $ciany A.

Rysunek 3.1. W pudetku
pojedyncza czastka ma niezerowy
ped w kierunku osi x-6w. Czastka

v
v ma niezerowg sktadowa
y predkosci w kierunku osi x-6w,
V] ktéra na skutek zderzenie

zmienia znak. Zaktadamy, ze
przedstawiong sytuacje opisuje
model zderzenia sprezystego
L matej kulki z duzo, duzo
masywniejszg Sciang.

Srednia sila dzialajaca w tej sytuacji wyraza si¢ wzorem

E, = Ap At 3.2
Jaki jest czas zderzenia At? OdpowiedZ na to pytanie nie jest prosta. Dlatego
sprobujemy je objes¢. Powiedzmy teraz, ze w pudetku jest N czastek, gdzie N jest
bardzo, bardzo duzg liczbg, tak duza, ze w ciggu sekundy w $ciank¢ A uderza
bardzo, bardzo, bardzo duzo czastek. Pole powierzchni $cianki A oznacze pochyta
literg A. W kazdej sekundzie w $cianke A uderza, Srednio rzecz biorac, taka sama
liczba czastek. To $rednio rzecz biorgc oznacza na przyktad, ze w jednej
sekundzie uderza 20 miliardow czastek, w drugiej 20 miliardow 1 205 tysiecy,
w trzeciej sekundzie 20 miliardow pomniejszone 1249, i tak dalej. Te drobne
roéznice liczby czastek uderzajacych w $cianke, bedg powodowaty niewielkie
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zmiany dziatajacej sity. Takie niewielkie zmiany nazywamy fluktuacjami 1 si¢
nimi tu nie przejmujemy. Pozostaje ciaggle pytanie ile czastek srednio rzecz biorac
uderza w $cian¢ A, w czasie jednej sekundy? Zastandéwmy si¢ nad tym, co si¢
dzieje przy samej Sciance. W ciggu sekundy uderza w nig pewna liczba czastek.
Jezeli czastek przy Sciance jest bardzo, bardzo duzo, to mozemy przyjaé, ze
w kazdej sekundzie liczba uderzen jest praktycznie taka sama (pomijamy
fluktuacje). Co wigcej zamiast zastanawia¢ si¢ nad predkosciami z jakimi czastki
uderzaja w $cianke mozemy wprowadzi¢ przeci¢tng czastke poruszajacy si¢
z $rednig predkoscia, ktorej X-owa sktadowa w kierunku $cianki A wynosi (v,.4).
Ile takich przecietnych czastek uderza w ciagu sekundy? Gdyby nie zderzenia
mig¢dzy czastkami, to potowa przecigtnych czastek znajdujacych si¢ nie dalej niz
(v,a)At od $cianki A uderzytaby w nig. Jednak czastka znajdujgca si¢ poza
bezposrednim sagsiedztwem $cianki ma bardzo male szanse na uderzenie w
Scianke. Nim dotrze do $cianki, t0 po zderzeniu z sasiednig czgstkg zmieni
kierunek ruchu, po kolejnym zderzeniu znowu zmieni kierunek ruchu i tak bardzo
wiele razy w ciggu sekundy. Natomiast czgstka przy Sciance A po odbiciu si¢ od
niej zderzy si¢ z inng czastkag w poblizu $cianki. W wyniku odbicia moze znéw
skierowac si¢ w kierunku $cianki i tak wiele razy w ciggu sekundy uderzy
w §cianke. Ta czastka wykona norme¢ zderzen za wiele innych czastek
znajdujacych sie zbyt daleko by bez przeszkod w czasie jednej sekundy dolecie¢
do $cianki A. Srednia liczba uderzen na sekunde powinna by¢ taka, jak gdyby
potowa wszystkich czgstek znajdujacych sie nie dalej niz (v, 4)At od $cianki A
uderzyta w tg Scianke. Gdyby ta liczba byta mniejsza, to przy Sciance musiato by
dojs$¢ do spadku gestosci gazu, gdyby byta wigksza to prowadzitoby to do wzrostu
gestosci, wbrew drugiej zasadzie termodynamiki. Zatem w $cianke uderzy
w ciggu sekundy, $rednio rzecz biorgc potowa wszystkich czagstek zawartych
w prostopadtoscianie pokazanym na rysunku (3.2). Skad ta potowa? Ze wzgledu
na symetri¢ uktadu musimy przyjaé, ze tylko polowa wszystkich czastek ma
niezerowa sktadowg w kierunku $cianki A. Druga potowa porusza si¢ w Kierunku
Scianki przeciwne;j.

o o o o ° o
[ ) o ® L2 © ®
e o0 0 0 o . .. . Rysunek 3.2. Potowa
e * %o s | ? % przecietnych czastek zawartych
o o o g 9 Yo w prostopadtos$cianie o dtugosci
e e o o . ® o . e o o . ®
oo 0% ¢ & ¢ ¢ ® . (va> (At = 15) wyznaczajg
** %ee " ¢ . .. $rednig liczbe czastek
® O ® ® o
c o ° o % 0 . . uderzajacg w Scianke A w ciggu
Iy . jednej sekundy.
° ® s e ° ®
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Widac¢ tutaj dlaczego $cianka pudetka pozostaje nieruchoma mimo uderzen
miliardéw czastek w ciggu sekundy. Z drugiej strony pudetka dzieje si¢ doktadnie
to samo. Uderzajace czastki w przeciwng $cian¢ pudetka wywoluja ta sama site
tyle, ze przeciwnie skierowang. Wypadkowa sita dzialajaca na pudetko
w kierunku osi x jest rowna zeru. Skad jednak wiemy, Ze ta sita dziatajgca na obie
przeciwne S$cianki jest taka sama? Sadzimy tak na podstawie dwoch gtownych
przestanek. Po pierwsze nie wida¢ dlaczego ruch w kierunku $cianki A miatby
by¢ w jakikolwiek sposob wyrdzniony w stosunku do ruchu w kierunku $cianki
przeciwnej. Stowem sytuacja jest tu w petni symetryczna. A skoro nie mam
podstaw by wyr6zni¢ jedng z obu $cianek, to przyjmujemy, ze znajdujg si¢ w tej
samej sytuacji. Po drugie nie obserwujemy by pudetka z gazem poruszaly si¢
w ktora$ ze stron, a tak powinno by¢ gdyby sity wywierane na jedng ze $cianek
byly wigksze niz na druga.

Prawd¢ mowigc rysunek (3.2) jest malo realistyczny. W warunkach
normalnych (przy temperaturach pokojowych) predkosci czastek powietrza
liczone sg w setkach metréw na sekund¢. To znaczy, ze pudetko powinno mie¢
dhlugos$¢ setek metrow, co praktycznie zawsze oznacza wyjscie poza rzeczywiste
granice sensownego pudetka (rys. 3.3). Rysunek (3.2) nalezy zatem traktowac
wysoce symbolicznie. Przedstawia on sytuacj¢, w ktorej potowa wszystkich
czastek zawartych w objetosci (v,,)AtA uderza w $ciang A pudetka, przy
zatozeniu, ze sobie w drodze do Sciany A wzajemnie nie przeszkadzajg. Ta liczba
odpowiada sredniej liczbie zderzen ze $ciankg A w rzeczywistym pudetku. Wobec
tego nasz pogladowy rysunek stuzy wylaczenie latwemu obliczeniu liczby
uderzajacych w jednostce czasu czastek.

Liczba czgstek zawartych w takim ,,jednosekundowym” prostopadloscianie
WYnNosi

p(vya)ALA 3.3

Gdzie p, to gestosé czastek. W ciggu sekundy w $cianke A uderza potowa z nich,
czyli

1 3.4
E p(va )A

Jezeli przemnozymy liczbg zderzen na sekundg (3.4) przez zmiang pedu w czasie
At (3.2) dla pojedynczego $redniego zderzenia otrzymamy dziatajaca site

1
FAt = = puysd 2m(ve)At = F, = pAm(vy)? 3.5
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v (At=1s)

Rysunek 3.3. Gdyby wzig¢ S$rednig predkos$¢ czastek w temperaturze
pokojowej to dtugosci (v, 4)At prostopadtoScianu bytaby wieksza od wiekszo$ci
sensownych pudetek. Nie ma to jednak dla nas znaczenia. Liczbe czastek
w takim za dlugim prostopadtos$cianie wyznaczamy mnozac gesto$¢ czastek
przez objeto$¢ prostopadto$cianu. Rowniez fakt, ze w ciggu sekundy uderza
Srednio wiecej czastek niz jest w pudetku moze niepokoi¢. Trzeba pamietac,
jednak ze szybko poruszajace sie czastki moga uderza¢ w $cianke A
wielokrotnie w ciggu sekundy. Gdyby$my za jednostke czasu wzieli godzine, to
wielokrotne uderzenia bytyby dla nas oczywistoscig. Przy bardzo duzych
predkosciach czastek w poréwnaniu z predkosciami cial makroskopywch czas
jednej sekundy jest ,dla czgstek” czasem tak dtugim jak dla nas godziny.

Podkreslam raz jeszcze, ze powyzszy wzor jest poprawny gdy w ciggu sekundy
mamy ogromng liczb¢ zderzen czastek ze sciang A. Gdy zderzen jest mato wtedy
mozemy mowic, ze wzor podaje $rednig sitg dziatajacg na $cianke w czasie jednej
sekundy. Ale w czasie kolejnych sekund sity mogg si¢ zmienia¢ do$¢ znacznie.
Przy duzej liczbie czastek mozemy przyjaé, ze w czasie trwania pojedynczego
zderzenia, zachodzi wiele innych zderzen i na $cianke dziata przez caty czas taka
sama sifa.

Aby dobrze uzmystowi¢ sobie wymagania dotyczace duzej liczby zderzen
pomysl o takim przyktadzie. Do banku Babanku przychodzi raz dziennie klient
| wptaca pienigdze. Po 300 dniach okazato si¢, ze klienci wptacali Srednio 1000zt
Ale nie mozna na tej podstawie uzna¢, ze codziennie do banku wptywato okoto
1000zt. Mogty si¢ zdarzy¢ trzy dni pod rzad takie, ze klienci wptacali pierwszego
dnia 100zt, drugiego dnia 200z, a trzeciego dnia 300zt. Mogly si¢ rowniez
zdarzy¢ trzy dni o rozktadzie 1200zt, 1800z1, 2500zt. Pomys$Ilmy teraz o sytuacji
kiedy codziennie do Babanku przychodzi okoto 10 000 klientow. Kazdy z nich
wplaca srednio 1000zt. Teraz stwierdzenie, Ze codziennie do Babanku wplywa
10000 razy 1000 to jest 10000000zt ma sens. Mozemy si¢ spodziewac fluktuacji
na poziomie procenta moze dwoch od tej kwoty ale nie na poziomie setek
procentow. Podobnie jest w przypadku gazu. Jezeli w ciggu sekundy w $cianke A
uderza miliardy miliardow czastek, to mozemy uzna¢, ze w kazdej kolejnej
sekundzie tych zderzen jest prawie tyle samo.
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We wzorze (5.5) mamy wielko$¢ (v,4)2, czyli kwadrat $redniej predkosci
wzdtuz osi X-6w w Kierunku $cianki A. Tenze kwadrat jest proporcjonalny do
$redniej energii kinetycznej dla x-owej sktadowej predkosci

3.6
M(Vy4)?
(Exe) = ——"—
Z drugiej strony energi¢ t¢ mozna wyrazi¢ wzorem
3.7
m(vZ)
(Exi) = 2x

Kwadrat predkosci nie jest czuly na zwrot wektora predkosci, dlatego jego srednia
nie jest rowna zeru. Mamy zatem

(Vya)? = (v2) 58

Zwracam wam uwage, ze liczenie §redniej oznacza, ze zastosowaliSmy narzedzie
statystyczne. Jest to bardzo proste narzedzie ale nikt nie powiedzial, ze fizyka
statyczna zaczyna si¢ wtedy, gdy do gry wejdg zlozone narzedzia. Mtotek w swej
prostocie jest ciagle bardzo uzytecznym narz¢dziem i ciaggle powszechnie
uzywanym mimo, ze€ mamy sterowane komputerowo obrabiarki. Dzieki
wielkosciom $rednim uda nam si¢ przejs¢ od obrazu mikroskopowego do obrazu
makroskopowego. Wzér (3.5) przejdzie w

E. = pAm (v5) 39

Cisnienie to sita na powierzchni¢ czyli

p = pmivy)? 310

Czastki poruszaja si¢ we wszystkich kierunkach i zaden kierunek nie jest

wyrozniony. Stad dla pozostatych sktadowych predkosci mamy dodatkowy
warunek

3.11
(1) = () = (v2) = 5 (v?)

Korzystajac z niego wzor na ciSnienie mozemy wyrazi¢ przez kwadrat Sredniej
warto$ci predkosci czastki

L L 312
p=5pmv7)=zpl—)=3pE

Czyli ci$nienie wywierane na $cianke jest proporcjonalne do gestosci czastek 1 do
sredniej energii kinetycznej tychze czastek, co jest zgodne z prosta fizyczna
intuicjg. Przeksztalcajac wyrazenie (3.12) mamy
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5 3.13

(Ey) 2N(E) V 2N(E)
= — = —_—— = —_— —
p 30 Kk 3V Kk p 3 Kk

To juz zaczyna przypominac rownanie gazu doskonatego (pV=nRT).

Majac na uwadze wczesniejsze rozwazania na temat gazu doskonatego
spodziewamy si¢, ze Srednia energia Kinetyczna czastek musi odpowiadaé za
temperatur¢ gazu. OczywiScie nie mozemy bezposrednio przyrownac
temperatury do energii, gdyz obie wielko$ci majg rozne wymiary. Potrzebujemy
jeszcze statej, ktora te wymiary uzgodni. Mozemy wigc zapisac

3 3.14
(Ex) = EkT

Stata k jest nazywana statg Boltzamana. Liczb¢ 3/2 mozna byloby wiaczy¢ do
stalej k, ale aby by¢ zgodnym z powszechnie przyjetym i majacym glgbsze
uzasadnienie zapisem zostawimy ja jako dodatkowy mnoznik. Teraz nasze
rOwnanie mozemy zapisac tak

pV = NkT 3.15
Liczbe czastek wyrazimy poprzez liczbe Avogardo Na, czyli liczbg czastek
w jednym molu danej substancji. Niech n oznacza liczb¢ moli substancji wtedy
N=nNa i w konsekwencji

pV = nN, kT 3.16
Zdefiniujmy stalg gazowa R w nastepujacy sposob
R = N,k 3.17
Teraz nasze rOwnanie stanu gazu przyjmie znang postac
3.18

pV = nRT

W ten sposob korzystajac z prostego modelu gazu 1 prostych metod
statystycznych uzyskali§my rownanie stanu gazu doskonalego. Przy okazji ze
wzoru (3.17) widaé, ze stata gazowa jest odpowiednikiem stalej Boltzmanna
w skali makro. Inaczej mowigc stata Boltzmanna k jest rowna statej gazowej R
podzielonej przez liczbe czastek w jednym molu Na. Oczywiscie stala gazowa
musi by¢ dana dla jednego mola substancji.

Zastandwmy si¢ raz jeszcze co oznacza uzyskany wynik. WystartowaliSmy
od poziomu mikroskopowego. Potem uznaliSmy, ze w jednostce czasu w $cianke
uderza tak duzo czastek, ze mozemy zastosowac¢ metody statystyczne. Co wigce;,
nie mamy innego wyboru. Proba $ledzenia indywidualnych loséw na przyktad
miliarda bilionow czastek nie jest technicznie mozliwa. Otrzymane wzory s3
zatem wzorami statystycznymi 1 taki status przyjmuja wyznaczone w ten sposob
wielko$ci; my wyznaczali$my cis$nienie. Co to 0znacza? Oznacza to, ze ci$nienie
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nie ma dobrze ustalonej wartosci. W danym bardzo krotkim momencie czasu na
rézne bardzo, bardzo mate kawatki §ciany A (ale ciagle tysigce razy wigksze od
rozmiardw czastek) nie dziata ci$nienie p, ale bliskie p. Na dobrg sprawe gdy
podzielimy $cian¢ A na kwadraty 0 boku poréwnywalnym z rozmiarami czastek
I bedziemy mierzy¢ liczbe uderzajacych czastek w bardzo krotkim przedziale
czasu, to wtedy, w tym bardzo krétkim przedziale czasu w wigkszos$¢ takich
kwadratow nie uderzy zadna czastka i ci$nienie bedzie tam rowne zeru. Trafiamy
tu na ten sam problem, co przy pomiarze dtugosci stotu (§TI 2). Gdy ze skalg
pomiaréw schodzimy zbyt nisko, to mierzone wielkos$ci najpierw komplikujg sie,
a potem w ogo6le trudno jest o nich méwic. Cisnienie jako wielkos$¢ statystyczna
wymaga zatem odpowiednio duzej powierzchni, odpowiednio duzego przedziatu
czasu pomiaru. Nasze urzadzenia do pomiaru ci$nienia mierzg dobrze ci$nienie
w skali makroskopowej, w ktorej z jednej strony fluktuacje si¢ usredniaja,
a z drugiej strony rozdzielczo$¢ przestrzenna i czasowa przyrzadu pomiarowego
nie pozwala na ich dostrzeganie. W skali mikroskopowej sprawy, jak zwykle,
potrafig si¢ bardzo skomplikowac.

3.1. Srednia droga swobodna

Sprobujmy zmierzy¢ si¢ z jeszcze jednym zagadnieniem zwigzanym z gazem
doskonatym. Oszacujemy $rednig droge swobodng czasteczek gazu doskonatego.
Poniewaz jest to nasze pierwsze podejscie do problemu, zaczniemy od mozliwie
prostego modelu. Powiedzmy, ze mam czastk¢ poruszajaca si¢ z predkoscig V.
W najprostszym modelu przyjmujemy, ze czasteczka jest sztywng kulg o danym
promieniu (w koncu jest to model kulistej krowy ). Wszystkie inne czastki w
gazie spoczywaja. Jak to jest mozliwe, tego nie wiem, ale z drugiej strony, w tym
pierwszym kroku to mnie nie martwi. Potem bede mogt zrezygnowac z tego
zatozenia. Zakladamy rowniez, ze z punktu widzenia rachunku
prawdopodobienstwa kolejne zderzenia sg od siebie zdarzeniami niezaleznymi.
Gdy droga swobodna jest duza w poréwnaniu z rozmiarami czastek zalozenie to
jest sensowne. Nasza poruszajgca si¢ czastka, reprezentowana w naszym modelu
przez sztywng kulke, od czasu do czasu trafi na inng czastke 1 si¢ z nig zderzy.
Wykresle walec o $rednicy 2d, gdzie d to $rednica czastek (rysunek (3.1.1)).
Walec ten przedstawia objetos¢, w ktorej dochodzi do zderzenia. Jezeli przez At
oznaczymy czas pomi¢dzy zderzeniami, to dtugos¢ walca bedzie wynosita VAT
Sktadajac walce otrzymane w kolejnych zderzeniach, ktore zachodza
W sumarycznym czasie At, otrzymamy walec o dlugosci VAL, przy czym

At=>"Ar, 3.1.1

Gdzie 7 to czas jaki uptynagt od i=1 do i=N zderzenia, a i numeruje wszystkie
zderzenia jakie zaszly w czasie At.
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Rysunek 3.1.1. Walec zderzen dla czastek kulistych o Srednicy d. Czerwony
dysk przedstawia przekrdj przez czastke. Czastka porusza sie, miedzy
kolejnymi zderzeniami, po linii prostej. Jej Srodek wyznacza srodek walca. Dwa
boczne dyski (zielone) przedstawiajg przekroje przez dwie czastki, ktére sg na
granicy zderzenia z czastka czerwong. Wida¢, ze jezeli ich $rodki znajda sie
w objetosci walca zderzen to dojdzie do zderzenia, stad walec zderzen ma
$rednice 2d.

Liczba czagstek nc w objetosci takiego walc jest rowna

n, = p, 7d* VAt 3.1.2a

%,_/
V walca

p oznacza gestos$¢ czastek. Zauwaz, ze wielkosé
o=xd’=4xr’ 3.1.2b

gdzie przez r oznaczylem promien czasteczki, gra w naszym modelu funkcje
przekroju czynnego na zderzenia (§TIV 5). Liczba zderzen wyraza si¢ wzorem

n, = p, o V,At 3.1.2

V walca

Gdzie v to $rednia predkos¢ czastki. Zarazem jest to liczba zderzen jakie beda
mialy miejsce w objetosci walca. Srednig droge wyznaczymy jako iloraz
wysokosci walca przez liczbe zderzen

VAt 1 3.1.3

P, o VAL - yooz

Réwnanie to daje przyzwoite oszacowanie $redniej drogi swobodnej czastek
w rozrzedzonym gazie.

Sprobujmy po6js$¢ krok dalej 1 uwzgledni¢ fakt, ze wszystkie czastki sie
poruszaja. Bedzie to lepsze oszacowanie Sredniej drogi swobodnej. Niech zatem
Vs oznacza s$rednig predkos¢ wzgledna czastek, to znaczy predkosé z jaka
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przecigtna czastka zbliza si¢ do drugiej czastki. Oznaczmy przez 7 $redni czas
swobodny, to znaczy czas przez, ktory przecigtna czastka porusza si¢ migdzy
zderzeniami. Wtedy w czasie 7 czastka zakresli walce o objetosci 7Vso. Poniewaz
rjest czasem od zderzenia do zderzania, wiec liczba zderzen w tym czasie wynosi
1, stad mamy

1 3.14

ovgyn=1l=>7r=—+—
oV.n

Srednia droga swoboda jest rowna

A=V = .1
V, no 3.15

Poniewaz czastki poruszaja si¢ wzgledem siebie, ich $rednia predkos¢ wzgledem
Scian pudetka Vs, bedzie inna niz $rednia predkos¢ wzgledem innych czastek V.
Ten réznica jest czynnikiem korekcyjnym, ktory trzeba doda¢ do wzoru (3.1.3),
gdy chcemy uwzgledni¢ fakt, ze wszystkie czgstki poruszajg si¢. Sprobujemy
oszacowac ten czynnik. Niech dwie czastki majg, wzgledem pudetka, predkosci
V1 i V2. Wzgledna predkos¢ czastki 1 wzgledem czastki 2 wynosi

V=v, -V, 3.1.6a
Podnie$my obie strony (3.1.6a) do kwadratu
V=V + V=2V, -V, 3.1.6b

Obliczmy z obu stron rownania (3.1.6b) $rednig po zespole czastek

<V2>:<vf>+<v22> 3.1.6c

Przypominam, ze kwadrat wektora (iloczyn skalarny wektora przez siebie) nie
jest wektorem tylko skalarem. Srednia z iloczynu skalarnego jest rdwna zeru,
gdyz cosinus kata miedzy wektorem vi i wektorem v2 moze mie¢ z jednakowym
prawdopodobienstwem warto$¢ ujemng jak i dodatnig. Przyjmujemy teraz,
W przyblizeniu, ze $rednia z kwadratéw predkosci jest rowna $redniej z predkosci
podniesionej do kwadratu, wtedy

(V)Z ~ <V1>2 n <v2>2 3.1.6d
Gdy czastki sg identyczne to musi by¢

(v;)=(v,)=V 3.1.6e
Roéwnanie (3.1.6d) przejdzie wtedy w

V, =+/2v 3.16

A réwnanie (3.1.5) przyjmie postac
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PRV S § 3.4.7

J2 no

Biorgc pod uwagg przeksztalcone rownanie (3.15)

pV:NkT:>p:nkT:>n:k—T 3.1.8a

P
Srednia droge swobodng w gazie doskonatym (3.1.7) mozemy uzaleznié¢ od
parametrow makroskopowych, temperatury i ci§nienia

V2 op 3.1.8

Podsumujmy: wzor (3.1.8) daje z dobrym przyblizeniem $rednig droge swoboda
w gazie doskonalym. Wzo6r (3.1.7) jest ogdlniejszy, bo nie zaktadamy, ze gaz jest
doskonatly. Co prawda wyprowadzajac go zatozylem, ze gaz moga reprezentowac
sztywne kulki, co jest charakterystyczne dla gazu doskonalego, ale wyrazenia
sredniej drogi swobodnej przez przekrd) czynny na zderzenia (ogdlniej na
rozpraszanie) pozwala nam na dalsze uogdlnienia. Rzeczywiste czastki oddziatuja
na siebie sitami elektrycznymi o do$¢ ztozonej naturze. Jednym z modeli
opisujacych takie oddziatywanie jest model van der Waalsa, ktory przedstawia
w temacie (TXXI). To bardziej zlozone oddziatywanie dalej mozemy
przedstawiaé przez przekroj czynny na zderzenia. Bedzie mial on inng warto$¢
niz rozmiar kulek modelujgcych rozmiary czastek ale we wzorze (3.1.7) bedzie
petnit ta samg rolg. Obliczajac przekroje czynne na rozpraszanie w bardziej
ztozonym modelu mozemy rozszerzy¢ zakres zastosowania wzoru (3.1.7), €0 nie
oznacza, Z€ nie ma on granic swojego zastosowania. Model, na ktorym si¢ opiera,
pomimo wprowadzenia poj¢cia przekroju czynnego narzuca ograniczenia na jego
stosowanie. Niemniej oszacowania jakie daje wzor (3.1.7) sg dla gazéow
atmosferycznych, w warunkach bliskim normalnym, dobre.

Gdzie tu byta statystyka? Zatozylismy, ze dla czasu At znacznie wigkszego
od sredniego czasu miedzy kolejnymi zderzeniami dla danej czastki, ilos¢ zderzen
jest mniej wiecej taka sama. Moga sie oczywiscie zdarzy¢ nadzwyczaj dlugie lub
krotkie czasy miedzy zderzeniami, ale sa one mato prawdopodobne 1 zdarzajg si¢
rzadko. Stad szacowana $rednia droga swobodna jako parametr statystyczny jest
réwnie dobra jak stwierdzenie, ze $rednia liczba wyrzucenia orfa lub reszki jest
réwna polowie wszystkich rzutéw. Jak seria rzutéw bedzie liczyta milion prob to
fluktuacje na poziomie kilkunastu ortow pod rzad spowoduja, ze liczba wyrzuceni
ortow bedzie rowna nie pot miliona ale na przyktad pot miliona mniej czterdziesci
dwa, co praktycznie rowne jest pot miliona. Pomysl, Ze wygrate§ pot miliona
ztotych. Potem jednak okazalo si¢, ze dostaniesz pdt miliona zlotych minus
czterdziesci dwa zlota. W sumie niezauwazalna réznica. W naszym przyktadzie
dtuga serie¢ rzutow moneta zastepujemy duzg liczbg zderzen, czyli dtugim czasem
oczekiwania w stosunku do Sredniego czasu miedzy zderzeniami.
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Dla przyktadu zrobmy nastepujgce zadanie.

Zadanie 3.4.1.

Oblicz srednig droge swobodnq dla czqsteczek tlenu w temperaturze T=300K,
pod normalnym cisnieniem. Przyjmij, ze srednica czgsteczki tlenu wynosi
d=290nm.

Rozwiazujac to zadanie musimy odnie$¢ si¢ do modelu gazu doskonalego.
Przyjmujemy réwniez, ze czasteczke tlenu mozemy uzna¢ za kulista, co pozwoli
nam skorzysta¢ z rownania (3.1.4). W warunkach normalnych, jakie wynikaja
Z tresci zadania mozemy, w przypadku czasteczek tlenu, przyjac model gazu
doskonatego, co pozwala nam skorzysta¢ z rownania (3.1.8)
/1:i 1 Zk—T:1.1-10_7m
J2 7d? p 3.1.9

Srednia droga swobodna ro$nie z temperatura gazu, co wiaze sie, poprzez
rownanie stany gazu doskonalego, ze wzrostem jego objetosci (przy statym
ci$nieniu). Maleje przy wzros$cie ci$nienia, co jest intuicyjnie jasne, jako ze wzrost
ci$nienia (przy statej temperaturze) oznacza, ze czasteczki sg blizej siebie.

Obliczmy jeszcze stosunek $redniej drogi swobodnej do S$rednicy
czasteczki tlenu

A 380
d 3.1.10
Dla tlenu w warunkach normalnych (lub bliskich normalnym), Srednia droga
swobodna przekracza ponad trzysta razy srednicg¢ czasteczek. Czasteczki tlenu
maj3 duzo miejsca. Jezeli narysujemy kropke o srednicy 1mm, to Srednio rzecz
biorac nastgpna, w danym kierunku ruchu, pojawi si¢ w odlegtosci wickszej niz
30cm. Dlatego, w warunkach normalnych, tlen dobrze jest opisywany przez
rownanie stanu gazu doskonatego. Podkresle, ze nasze wyniki uzyskalismy
przyjmujac, ze tlen jest gazem doskonatym.

No dobrze wyglada to na masto maslane. Wykorzystatem zatozenie, ze
w warunkach normalnych tlen dobrze jest opisywany przez rownanie stanu gazu
doskonatego. Nastepnie uzyskatem na bazie tego zalozenia liczbe (3.1.10).
| stwierdzitem, Zze poniewaz liczba ta jest duza, to tlen spetlnia rownanie stanu
gazu doskonatego. Ale do konca tak nie jest. Fakt, ze tlen dobrze jest opisywany
przez rownanie stanu gazu doskonatego wynika z do§wiadczen makroskopowych,
czyli pomiarow relacji miedzy temperaturg, ciSnieniem, objetoscig i liczbg moli
atomu tlenu w warunkach bliskich warunkom normalnym. Poniewaz pomiary te
dobrze si¢ sprawdzaja, to przyjmujemy, ze tlen speinia zalozenia natozone na gaz
doskonatly. Od strony mikroskopowej oznacza to, ze czasteczki tlenu muszg mie¢
w warunkach normalnych duzo swobody. Nasz wynik to potwierdza, a nie
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dowodzi stosowalno$ci rownania stanu gazu doskonatego w przypadku tlenu.
Zaskoczenie przysztoby, gdyby$my dostali w (3.1.10) matlg liczbe, na przyktad 3.
Bylby to powazny sygnal, ze cos$ z naszg teorig jest nie tak.

Srednig predko$é czasteczek gazu doskonatego wyznaczamy z rozktadu
Maxwella (4.1.3); to dopiero przed nami. Z rozktadu Maxwella wynika, ze §rednia
predkos¢ czasteczki tlenu, w temperaturze 300K wynosi okoto 450m/s. Majac ta
predkos¢ 1 $rednig droge swobodng, mozemy obliczy¢ $redni czas miedzy
zderzeniami; wynosi on okoto 0.25ns. Odwracajac ten czas dostaniemy S$rednig
liczbe zderzen jakich nasza czasteczka doznaje w czasie jednej sekundy; jest to
ponad cztery miliardy zderzen na sekunde.

3.2. Lepkos¢ gazu doskonalego

Stosujac proste metody modelowania mozemy pokusi¢ si¢ o stworzenie
podstawowego opisu tarcia wystgpujacego w gazie, czyli tzw. lepkosci.
W (TXIV 2.1) definiowalem ptyn idealny (def. TXIV 2.2.1), ktéry pozbawiony
jest lepkosci — tarcie wewngtrzne jest zaniedbywalnie mate. Teraz zrezygnuje
zZ tego zatozenia, ale ograniczg si¢ do specjalnego rodzaju ptynu — czyli do gazu
doskonalego. Na rysunku (3.2.1a) pokazana jest pewna objetos¢ gazu. Zatézmy,
7ze gaz ten jest w stanie roéwnowagi. Wtozmy do gazu bardzo cienkg ptyte,
rownolegle do ptaszczyzny Xz (prostopadta do osi y). Gaz w stanie rOwnowagi nie
wyréznia zadnego kierunku, oznacza to, ze ci$nienie wywierana na plyte
w kierunku osi +y (z dotu ptyty) jest takie same jak ci$nienie wywierane
w kierunku osi -y (z gory ptyty). Sily dziatajace wzdtuz osi X 1 y muszg mieé
srednig wartos¢ rowng zeru. Pozbywamy si¢ teraz tej plyty 1 w zamian wktadamy
do zbiornika dwie inne plyty prostopadle do osi y (rys. 3.2.1b). Goérng plyte
ciggniemy z predkoscig Vox W kierunku osi +x. Dolna ptyta pozostanie
nieruchoma. Mozemy si¢ teraz spodziewaé, ze plyta bedzie za sobg ciggnela
czastki gazu. Pierwsza warstwa tych czastek bedzie si¢ poruszata z predkoscia
najwigksza, ta pierwsza warstwa bedzie ciggneta drugg warstwe czastek, druga
trzecig i tak dalej. Jak wida¢ przyjmiemy tu model przyptywu laminarnego
(§TXIV 2.2). W kazdej warstwie $rednia predkos¢ czasteczek gazu, jest w
réznych obszarach tej warstwy taka sama. Mozemy si¢ spodziewac, ze im dalej
od ruchomej ptyty tym mniejsza srednig predkos¢ beda mialy czastki nalezace do
danej warstwy. Nieco ponizej mocniej uzasadni¢ tg teze, teraz jg po prostu
przyjmiemy.

Nakreslitem pewnag koncepcje opisu oddzialywania ruchomej plyty na
czgstki gazu. Bardzo prostg koncepcje ale od takich wtasnie zaczynamy. Musimy
ja teraz przettumaczy¢ na model matematyczny. A potem sprawdzi¢ czy dziata w
praktyce. Tego drugiego nie bedziemy robi¢ bo do tego potrzeba laboratorium,
ktorym na wykladzie nie dysponujemy. Ale méwimy oczywiscie o tych
koncepcjach, ktore pozytywnie zaliczyly test laboratoryjny.
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Rysunek 3.2.1. a) w pewna objetosci gazu, znajdujecgo sie w stanie rownowagi,
wkiadamy cienkg ptyte. Spodziewamy sie, Ze sita na jednostke powierzchni
wywierana przez gaz z gory i dotu jest taka sama, ze wzgledu na stan
réwnowagi; czyli maksymalnie wysokiej entropii, lub maksymalnie dostepnej
symetrii; b) famiemy symetrie uktadu wzdtuz osi y doktadajac dwie ptyty.
Goérna porusza sie z pewna predkoscig wzdtuz osi +x, dolna jest nieruchoma.
Spodziewamy sie teraz, Ze czasteczki gazu odpowiedzga na tg ztamang symetrie
réznicujac swoja predkos$¢, warstwa pod warstwie, od goérnej do dolnej ptyty.
Zgodnie z przyjetymi zatozeniami odchodzac od ruchomej ptyty obserwujemy
zmniejszajacy si¢ predkosci czastek w kierunku osi x-6w (w kierunku ruchu
ptyty). Sktadowe predkosci czastek w kierunku y i z powinny by¢ rowne zeru.
Oczywiscie chodzi o $rednie sktadowe. Pamigtamy wszakze, ze to gaz ztozony
z niewyobrazalnej liczby czastek. Nie $ledzimy wigc losow pojedynczych
czastek, tylko okreslamy parametry opisujace caly ich zbiér. Takim parametrem
jest predkos¢ srednia. Dlaczego w kierunku osi y i z powinni§my przyja¢ $rednig
predkos¢ jako rowng zeru. Gdyby bylo inaczej gaz jako catos¢ powinien si¢
przemieszcza¢ w kierunku tych osi. Ale tak nie jest.

Gaz jako cato$¢ przemieszcza si¢ wzdhuz osi +X. Przy czym jest to ruch
zroéznicowany. Warstwa po warstwie, odchodzac od ruchomej ptyty gaz porusza
si¢ coraz wolniej. Oznaczato, ze o ile pierwsza warstwa jest ciggnieta przez ptyte,
o tyle kolejne warstwy ciggng warstwy znajdujace si¢ nizej. Poniewaz warto$¢
sity zalezy od powierzchni warstwy postuzymy si¢ sitg na jednostke powierzchni
(czyli naprezeniem). Jak zalezy t0 naprezenie od wspodtrzednej y? Tego nie
wiemy. Sprébujemy wigc jak dziala najprostszy sensowny model. Warto$¢
naprezenia bedzie zalezala od réznicy skladowej predkosci dla bliskich siebie
warstw. Napiszmy to jako funkcje owyx(OVvy/0y). Szukamy zaleznosci funkcyjnej
migdzy predkoscig warstwy na naprezeniem. Gdy predkos¢ wszystkich warstwa
jest taka sama, to oczekujemy, ze naprezenie jest rowne zeru. Wiemy roéwniez, ze
kazda sensowna funkcje mozemy roztozyé w szereg Taylora. Zakladamy
oczywiscie, ze nasza funkcja jest sensowna. Mozemy zatem zapisac

[avyj (O) avy avy
(o} — |=0 —-—nN—=-nN—
+Xy 8y +Xy n ay n ay 321
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Skorzystatem z tego, ze jezeli przyrost predkosci jest rowny zeru to naprezenie
jest tez rowne zeru. Wzor oznacza, ze oczekujemy liniowego zwigzku pomig¢dzy
naprezeniem a zmiang predkosci. Wyjasnienia wymaga jeszcze znak minus. Jezeli
Uy rosnie gdy ro$nie wspotrzedna y to pltyn z dolnej warstwy dazy do spowolnienia
ptynu z gérnej warstwy, czyli dziata na niego sita skierowang w kierunku osi -X.
Zatem 1 naprezenie ouyy jest ujemne. Gdy chcemy aby wspotczynnik 7 byt dodatni
potrzebny jest znak minus. Wspoétczynnik 7 nazywany jest wspotczynnikiem
lepkosci ptynu. Rownanie (3.2.1) podpowiada nam, ze jego wymiarem jest

Fakt: 3.2.1

Wymiarem wspédtczynnika lepkosci jest masa na dtugosé na czas

[masa] 3.2.2
[dlugos¢][czas]

[lepkos¢] =

Fakt: 3.2.2
W uktadzie Sl jednostka lepkosci jest

RO .

[m?] [m][s]
Starg jednostka (z uktadu CGS) ale ciagle stosowang jest pauz®

Fakt: 3.2.3
W uktadzie CGS jednostka lepkosci jest pauz [P]

[P]- [9] 3.24
[em][s]
Fakt: 3.2.4
Zwigzek miedzy Pa-s a pauzem
1Pa-s=10P 3.25

Jeszcze kilka informacji dla porzadku Dziedzing nauki zajmujgcg si¢ badaniami
nad lepkoscig jest reologia. Pomiary lepkosci prowadzi si¢ na wiskozymetrach
I reowiskozymetrach. Tabela (3.2.1) przedstawia przykladowe warto$¢
wspoélczynnika lepkosci

3 Nazwa jednostki pochodzi od nazwiska francuskiego fizyka i fizjologa Jean Léonard Marie Poiseuille.
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ptyn wspotczynnik lepkosci temperatura
woda 1.79 mPa:s 0°C
woda 0.89 mPa-s 25°C
woda 0.28 mPa-s 100°C
gliceryna 934 mPa-s 25°C
krew ~3.5 mPa-s 37°C
smota ~107 Pa-s 20°C
powietrze 17.08 pPa-s 0°C

Tabela 3.2.1. Przyktadowe warto$ci wspotczynnika lepkoSci. Lepko$¢ zalezy
silnie od temperatury jak to wida¢ na przyktadzie wody. W przypadku gazow
zalezy réwniez od ci$nienia. Lepko$¢ powietrza podana jest przy ciSnieniu
normalnym. Poréwnujgc warto$ci zwrd6¢ uwage na przedrostki
podwielokrotne przy paskalach

W przypadku przedstawionym na rysunku (3.2.1b) wszystkie warstwy
poruszaja si¢ ruchem jednostajnym. Oznacza, to, ze jezeli na dang warstwe n,
dziata z gory warstwa n-1 z sitg F.yy (sita ta to naprezenie ouyy razy powierzchnia
warstwy), to na warstwe N, zgodnie z trzecim prawem Newtona, dziata sita o tej
same]j wartosci ale przeciwnie skierowana F.y,. Wnioskujemy stad, ze warstwa
n+1 dziala na warstweg sitg F.yy, inaczej warstwa nie poruszalaby sie ruchem
jednostajnym. Stad wnioskujemy, ze na kazda warstwe dziata taka sama sita (a
zatem taka sama sita na jednostke powierzchni) 1zrownania (3.1.1)
wnioskujemy, ze

%:const:\é—oz .y :—77% 3.2
Stowem, predkos¢ spada liniowo z odleglosci od ruchomej plaszczyzny.
Sprobujmy jeszcze doktadnie przeliczy¢ lewg strong (3.2.6)

oV 0 0 Vv 3.2.6a
—L =const = J' ov, = const I oy = -V, =—constd = const =2
oy ] d

Vo

Granice catkowania sg podstawiona zgodnie z orientacjg uktadu wspotrzednych
na rysunku (3.2.1b). Obliczone tu wyrazenie stosuje si¢ do sytuacji
przedstawionej na rysunku (3.2.1b), czyli gdy mamy na przyktad rurg
0 niezmiennym przekroju, a przeptyw jest laminarny.
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Oznaczenia na napr¢zenie w postact oy wskazujga na Scisly zwigzek
Z tensorowym opisem napr¢zen (§TXII3). Nie jest to przypadkowe. Sily
Zwigzane z napre¢zenia wystepujagcymi w naszym modelu, pomiedzy warstwami
cieczy, maja charakter sit Scinajacych rozwazanych w (§TXII 3). Nietrudno si¢
domysle¢, ze w ogdlnym przypadku wspoétczynniki oy staje sie skladowymi
tensora naprezen wiskotycznych. Co wigcej wspotczynnik lepkosci jako, ze stoi
przy pochodnej predkosci po potozeniu (ilorazie dwoch wielkosci, kazda o trzech
wspotrzednych) staje si¢ rowniez tensorem i to czwartego rzedu (z czterema
indeksami). Z takimi tensorami jeszcze si¢ nie spotkaliémy. Powiem tylko, ze ta
,bestia” ma 81 wspotrzednych. Oczywiscie ilos¢ wspdtrzednych redukuje sie
wraz z wyborem odpowiedniego uktadu wspoétrzednych i przy przechodzeniu do
coraz prostszych modeli, az do naszego, najprostszego, kiedy wspotczynnik
lepko$ci moze by¢ reprezentowany przez liczb¢. My jednak bazujemy to na
modelu kulistej krowy i do niego teraz wracam.

Pomy$lmy o wybranej plaszczyznie prostopadiej do osi y (rys. 3.2.1a
lub b). Czasteczki powyzej tej plaszczyzny majg nieco wigksze srednie sktadowe
Vx niz czasteczki ponizej tej plaszczyzny. Kiedy mowimy o srednich sktadowych
oznacza to, ze gaz, ktorego czasteczki majg rozne sktadowe wartosci predkosci vy
zamieniamy na modelowy gaz, w ktorym kazda czasteczka ma tg samg warto$¢
tej sktadowej, réwng wartosci $redniej. Przejscie czasteczki z gory do dotu,
spowoduje zwigkszenie sredniej sktadowej Vi czasteczek ponizej plaszczyzny,
a przejscie czasteczki z dolu do goéry spowoduje zmniejszenie tej Sredniej.
Zgodnie z drugim prawem dynamiki dzialajaca sila jest rOwna szybkosci zmian
pedu. Stad stwierdzamy, ze naprezenie ouyy jest rowne Sredniemu przyrostowi
W jednostce czasu sktadowej X-owej pedu gazu liczonej na jednostke powierzchni.
Chcemy teraz powigza¢ $rednig predkos¢ w kierunku osi +y z $rednig warto$cig
predkosci. Zapiszmy odpowiedni zwigzek tak

lv,))- % o) 3.2.7

Nieznamy jeszcze wartosci wspotczynnika «, mozemy co najwyzej wnioskowac,
ze jest on mniejszy od 1. Mozemy natomiast przyjac, ze potowa migrujacej liczby
czastek gazu bedzie przechodzita przez wybrang plaszczyzng z goéry do dotu
a potowa z dotu do gory, stad czynnik Y. Liczba czastek, ktéra w jednostce czasu
przetnie jednostke powierzchni ptaszczyzny w kierunku do géry (do dotu)
wyniesie (rys. 3.2.2)

%n(v)

Gdzie n to gestos¢ czastek. Zawaz, ze liczba ta jest rOwna potowie liczby czgstek
z pudieka o objetosci rownej odlegtosci wyznaczonej przez srednig predkos¢e

3.2.8
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przemnozong przez jednostkowy czas 1 przez jednostkowg powierzchnie
ptaszczyzny, co przypomina konstrukcje z rysunku (3.3).

F3d b ‘; i o R .'ﬁ' . ’.-"' :‘. ,

g TE- R N Rysunek 3.2.2. Przez (myS$lowa)
G s e peb s plaszczyzne prostopadla do osiy
:" & e '._.:' * il ' . b IR ‘lg' . . . . . .
e gl o e o prz.emka]q czqs‘Fkl. W¥b1erzmy na niej ptat
O BT TR o jednostkowej powierzchni (czerwona

. L A * il . . /. .
i T *: -0t Y kreska). RoOzowy prostokat pokazuje
o o B .. oLt . . , ., .
BIOPNA. | SR DL obszar o dtugoSci rownej S$redniej

2 .‘L‘ . " ". . bl s . . . 7
b . - v wartosci sktadowej y, w kierunku do gory,

przemnozonej przez jednostkowy czas.

.
[ ]
.
[ — T ]
.
£}
-
o*
.
»
.

(e

Nadto skupimy si¢ na czastkach, ktore Srednio rzecz bioragc przechodza przez
ptaszczyzne bez zderzen. Do tego potrzebujemy $redniej drogi swobodnej L
czastek. Stad sredni ped w kierunku osi X, przenoszony przez czastki, w jednostce
czasu, przez jednostkowg powierzchni¢ do géry wynosi

a L 3.2.9a
(py)= Enm(v)vxy
gdzie m to masa czastki. W kierunku do dotu mamy

()= 2o

Gdzie gorne indeksy nie oznaczajg poteg a wskazuja na to, ze chodzi o $rednig
wartos$¢ sktadowej X-owej czgsteczek w odlegtosci +L lub -L od ptaszczyzny V.
Odejmujemy od wyrazenia (3.2.9b) wyrazenie (3.2.9a)
a _ . 3.2.10
O oy =Enm<v>(vxy LV L)

Wyrazenie to wyznacza transport pedu z dotu do gory, czyli zmiang pedu
W jednostce czasu na jednostke powierzchni gornej warstwy co jest rowne sile na
jednostke czasu na jednostke powierzchni czyli naprezeniu dziatajgcemu na gorng
warstwe. Przyjmujemy dalej zalozenie, ze srednia droga swobodna czastek L jest
duzo, duzo mniejsza od odlegtosci, na ktorej zachodza znaczace zmiany predkosci

gazu. Wtedy przyrost predko$ci mozemy wyrazi¢ przez cztony liniowe
rozwinigcia Taylora

ov 3.2.11a
Vi =y (y)+ ==L
(n)+2
v (y)- L 3.2.11b

oy
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Vx(y) oznacza oczywiscie predkosci jako funkcje y. Wstawiajac (3.2.11) do
(3.2.10) mamy

Ty :—gnm<v>£—28\/ j:—anmL<v>%L
2 ay dy 3.2.12a
Przyjmujac
n=an{v)mL 3.2.12b
Mamy
Oy =1 i
oy 3.2.12

Co prowadzi nas do wyrazenia (3.2.1). Rownanie (3.2.12b) daje nam oszacowanie
wspotczynnika lepkosci (3.2.12b). Musimy jeszcze oszacowac wartose
wspotczynnika a, ktoéry pozwala nam na zmiang sredniej po sktadowej predkosci
V; na §rednig po wartosci predkosci. Niestety nie ma tu tak tatwo jak we wzorze
(3.11). Nie mniej wspotczynnik ten powinien by¢ mniejszy od %2 i wigkszy od V4
dlatego w przyblizeniu mozemy przyjac 1/3 wtedy

n:%n(v)mL 3.213

Korzystajac z réwnania na droge swobodng (3.1.8) wzor (3.2.13) mozemy
przepisa¢ w postaci

1 m <V> 3.2.14

Wynik ten jest ciekawy, gdyz wspotczynnik lepkosci nie zalezy od gestosci
czgsteczek. Biorgc pod uwage zwigzek (3.15) mamy p=nkT, co oznacza, ze
wspotczynnik lepkos$ci nie zalezy rowniez od cisnienia. widaé, ze przy danej
temperaturze nie zalezy rowniez 0d cisnienia, co wydaje si¢ wynikiem
paradoksalnym. Z drugiej strony, jezeli zwigkszymy liczbe czastek, na przyktad
dwukrotnie, to z jednej strony wzro$nie ci$nienie gazu a z drugiej strony droga
swobodna w gazie zmniejszy si¢ dwukrotnie, w efekcie wspotczynnik lepkosci #
pozostanie taki sam. Musimy przy tym pamig¢taé, ze nasz model wymaga aby gaz
byt rozrzedzony, tak by oddziatywania miedzy jego czasteczkami byly izolowane
(rys. 3.2.3), co oznacza, ze droga swobodna musi by¢ duzo wicksza od rozmiarow
czasteczek. Z drugiej strony, w bardzo rozrzedzonym gazie zaczng dominowac
zderzenia ze Sciankami pojemnika (0 ktérych ,,zapomnieliSmy”), wobec tego
rozmiary pojemnika muszg by¢ znacznie wicksze od drogi swobodnej czasteczek
gazu. Efekt niezaleznos$ci lepkosci gazu doskonatego od ci$nienia wykazal w
1860 J. Maxwell.
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Rysunek 3.2.3. Czastki nie sg twardymi
nieprzenikliwymi  kulami o dobrze
zdefiniowanych  granicach  (czerwone
® okregi). Oddziatuje przez pole
elektromagnetyczne, ktére zanikajg wraz
z odlegtoscia. W pewnej odlegtosci pola te
mozna uzna¢ za znikomo mate. Na
szczeScie oddziatywania czgstek majgcych
duzo swobody (a) mozna opisywac jako
\ zderzenie sprezyste (z dobrym
przyblizeniem. Jednak gdy obszary
oddziatywan zachodza na siebie (b)
w sprawy sie komplikuja i nasz model
zawodzi nawet jako model kulistej krowy.
Sprébujmy lepiej zrozumie¢ nasz model. Przeptyw laminarny oznacza, ze
ptyn porusza si¢ warstwami o ré6znych predkosciach. Te warstwy nie stanowig
czego$¢ jednolitego w rodzaju warstw cebuli. Sytuacja jest tu podobna do modelu
napiecia powierzchniowego prezentowanego w (§TII 8). PrzyjeliSmy, ze na
powierzchni wody jest cienka elastyczna btonka. Ale nie oznaczalo to, ze taka
btonka si¢ tam rzeczywiscie unosi jak na przyktad cienak botona z lateksu, ktéra
mozna unies¢ z powierzchni na przyktad wody. Btonka zwigzana z napigciem
powierzchniowym nie istnieje poza powierzchnig cieczy, cho¢ ma wiele cech
niezaleznie istniejacej btonki. Przez ta wspolnote cech mozemy ja sobie
wyobraza¢ jak -— no wlasnie blonke. Nasze warstwy okreslajagce przeptyw
laminarny s3 tez myslowe. Oznaczaja tylko, ze na kolejnych warstwach $rednie
warto$ci predkosci czastek, sa w obrebie warstwy takie same, a od warstwy do
warstwy roznig si¢. Skad si¢ bierze ta r6znica? Mozemy to sobie wyobrazi¢ przez
odniesienie do zbioru rownolegle poruszajacych si¢ sktadow wagonow (rys.
3.2.4). Tylko pierwszy sktad wyroznia si¢ tym, ze ma lokomotywe ciggnaca
catos$¢ do porzodu; mozemy go nazwacé pociggiem i odpowiada on poruszajace]
si¢ gornej ptaszczyznie z rysunku (3.2.1b). Na sktadach sg wagony z kamieniami
a uczestnicy calej zabawy przerzucajg kamienie migdzy sgsiednimi skladami.
Kamienie z gérnego sktadu (z pociggu) beda, $rednio rzecz biorgc, miatly
niezerowa predkos¢ w kierunku ruchu pociggu, réwng jego predkosci.
Przerzucane na sgsiedni sktad (poczatkowo nieruchomy sktad n) przekaza mu ten
ped, powodujac ruch sktadu w kierunku ruchu pociggu. Z drugiej strony kamienie
rzucane ze skatdu n w kierunku pociagu, ladujac na poktadzie wagonu zostang
srednio rzecz biorac, przyspieszone do predkosci pociggu. W efekcie lokomotywa
odczuje dodatkowe obcigzenie zwigzane z przyspieszaniem przerzucanych
kamien.
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Rysunek 3.2.4. Szereg réwnolegle poruszajacych sie sktadéw, pierwszy z nich
od goéry wyposazony jest w lokomotywe, ktdéra cato$¢ (w tym sktady ponizej)
ciggnie ze statg predkoscia vo (po dojsciu do stany réwnowagi). Miedzy
sktadami przerzucane sg kamienie, poprzez ktére nastepuje transport pedu.

Sktad n bedzie przerzucat kamienie rowniez na sktad n-1 i tak dalej. Kazdy
sktad o wyzszym numerze bedzie odczuwal opor ze strony sktadu o nizszym
numerze, co zwigzane jest z koniecznoscig przyspieszenia wolniejszych kamien.
To wlasnie nazywamy tarciem wewnetrznym ptynu. Z drugiej strony kamienie ze
sktadu o wyzszym numerze beda napedzaty ruch sktadow o nizszym numerze.
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4. Rozklad Maxwella

Jak wida¢, nawet stosujac najprostsze zasady rachunku prawdopodobienstwa
jesteSmy w stanie zaj$¢ catkiem daleko. A mozliwo$cCi jest znaczenie wiece].
Powiedzmy, ze mamy pudelko z gazem o ustalonej temperaturze. Gaz w pudetku
jest w stanie rownowagi 1 jego podstawowe parametry takie jak temperatura,
ci$nienie, objetos¢ 1 1lo§¢ moli sg state. Albo Scislej rzecz ujmujac rdznice
warto$ci temperatury i ci$nienia oraz gestosci czastek jakie si¢ pojawiajg w
roznych obszarach pudelka sg kwestig niewielkich fluktuacji w stosunku do
wartos$ci Srednich. Czy mozemy zatozy¢, ze w stanie roOwnowagi, Wszystkie
czastki gazu majg dokltadnie ta sama predkos¢ rownag predkosci Sredniej?
Oczywiscie, ze mozemy, ale potem musimy jeszcze sprawdzi¢ Czy nhasze
zatozenie ma sens.

Zadajmy zatem inne pytanie. Czy jesteSmy w stanie powiedzie¢ jaki
procent czastek, w pudetku z gazem w stanie réwnowagi termodynamiczne;j
I 0 danej temperaturze i ciSnieniu, ma predko$¢ z przedziatu od [v, v+Av]? Na to
pytanie, odwotujac si¢ do prostych metod statystycznych, szukal odpowiedzi
Maxwell. Aby ta odpowiedz znalez¢ musiat przyja¢ pewien model gazu — byt to
znany nam model gazu doskonatego. Oznacza to, ze w analizowanym gazie
czasteczki s3 znacznie mniejsze niz odleglosci miedzy nimi, jedynymi
oddzialywaniami sg zderzenia elastyczne, gaz jest w stanie réwnowagi
termodynamicznej, co oznacza, ze czasteczki sg losowo rozrzucone po pojemniku
1 maja losowo rozrzucone kierunki predkosci. Ta losowos¢ to statystyczne
stwierdzenie faktu, ze gaz jest w rOwnowadze termodynamicznej. Z przyje¢tych
zatozen wynika, ze rozklady predkosci sa w kierunku kazdej osi uktadu
wspotrzednych takie same (zaden kierunek nie jest wyrdzniony), co jest rowniez
skutkiem symetrii uktadu. Mozemy zatem zapisac

N f(vy) dv, = N f(v,) dv, = N f(v,) dv, 4.1

W tym wzorze N to catkowita liczba czastek w pudetku, f jest funkcjag mowiaca
jaki jest utamek czastek o predkosci z przedziatu |vy|+dvy ([vy|+d vy, lUD |V, |+d V).
Przy czym interesuje nas warto$¢ predkosci bez znaku, stad wartosci
bezwzgledne. Poniewaz uktad nie wyr6znia zadnego kierunku wszystkim osiom
odpowiadaja te same funkcje f. Nasze zadanie sprowadza si¢ do znalezienia
funkcji f. Skorzystamy jeszcze z jednej waznej wlasciwosci. Wspotrzedne
wektora predkosci sg od siebie niezalezne, dlatego kazda z nich mozemy
traktowaé osobno. Zatem srednia liczba czastek jakie znajdziemy w przedziale
predkosci [|vy|, |vx|+dvx] jest niezalezna od liczby tych czastek w przedziale [|vy],
lvy[+dvy] czy w przedziale [|v,|, |v,|+dVv,]. Zwracam rowniez uwagg, ze sktadowe
Vx, Vy, V; moga by¢ ro6znymi liczbami. To znaczy w kazdym kierunku mozemy
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zapyta¢ o inny przedziat predkosci. Gdy przyjmujemy, Ze sg sobie rowne, to
wtedy wymienione liczby czastek muszg by¢, srednio rzecz biorac, takie same,
gdyz predkos¢ nie wyroznia zadnego kierunku. Z drugiej strony skoro warto$¢
funkcji f(vx) mowi nam o wzglednej ilosci czgstek majacych predkosé
zZ przedziatu [|vy|, [Vx|+dVx], czyli jest liczba z przedziatu [0,1], to mozemy j3 uznaé
za miar¢ gestosci prawdopodobienstwa wyznaczajacej Srednig liczbe czastek
sposrod N czastek 0 predkosci w przedziale [|vy|, |vx|+dvx]. Funkcja opisujaca ta
gesto§¢  prawdopodobienstwa  jest niczym innym jak  rozkladem
prawdopdobiensta. Poniewaz obliczamy gestos$¢ (rozktad) prawdopodobienstwa
zdarzen niezaleznych (dla wszystkich trzech osi), to gestos¢ prawdopodobienstwa
znalezienia czastek, ktorych warto$¢ predkosci nalezy do przedziatlu — [|vy|,
v[+dvy] T [Ivy], [wyl+dwy] 1 [|vz, |vo+dv;] rowna si¢ iloczynowi gestoséi
prawdopodobienstw dla kazdego z tych przedzialow z osobna. Zatem liczba
czastek sposrodd N czastek o warto$¢ predkosci z tych przedzialdéw wynosi

N f(v)f(vy )f(v,) dv,dvydv, 4.2
ZnalezliSmy wzoOr na liczbe czastek sposrod N czastek, ktore majg wartos¢
predkosci z przedziatu warto$ci [|v/|, [v|+dv], gdzie v(v, vy, V;) & dv=dv,dvydv,. Nie
mamy jeszcze postaci funkcji f. Wprowadze nowe oznaczenia

f(vy) f(vy ) f(v,) = ()

Jak wida¢ ¢ jest funkcja mdéwigca z jaka jest gestos¢ prawdopodobienstwa, ze
warto$¢ predkosci czastek miesci si¢ w przedziale [|v|, |v|+dv]. Zadajmy sobie
pytanie pomocnicze. Ile czastek sposrod N ma jakakolwiek warto$¢ predkosci?
OdpowiedZ na to pytanie jest bardzo prosta; poniewaz kazda czastka ma jakas$
predkos¢ (cho¢by zerowa) to N czastek ma jakakolwiek warto$¢ predkosci, zatem
gestos¢ prawdopodobienstwa musi spetnia¢ warunek

4.3

ﬂf e(w)dv,dvydv, = 1 4.4

Mamy rownanie catkowe (4.4), ktore trzeba rozwigzac ze wzgledu na funkcje o.
Dodatkowo musi by¢ spetniony warunek (4.3) wigzacy funkcje rozktadu f
z funkcjg @. Warunek (4.4) zapisany jest w postaci rownania catkowego. | cho¢
dzi§ mamy teori¢ rownan catkowych, t0 w czasach Maxwella byla ona
w powijakach. Maxwell postuzyt si¢ wiec intuicja. To ré6zni w podejsciu do
roOwnan fizyka i matematyka. Matematyka interesuje metodologia rozwigzywania
réownan, fizyka rozwigzanie réwnania, wszystko jedno jak uzyskane, byle
poprawne. Intuicja podpowiadata Maxwellowi, ze warunek (4.2) spetniaja
funkcje gaussowskie. Zatozyt wigc, ze

f(vy) = Be *%; f(v,) = Be™4%;
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f(v,) = Be AV 4.5
Jezeli chcemy aby byl spelniony warunek
4.6
w0y )(,) = @(v)
To musimy przyjacé, ze
o) = f(vx)f(vy)f(vz) — B3e—A(V9%+U321+Vz2) 4.7
Stad mamy posta¢ funkcji ¢
4.8

¢(v) = Bie™
Aby by¢ w zgodzie z uzywanymi 0znaczeniami wprowadze nowy czynnik e, taki
ze:

A=a? 4.9

Wzér (4.8) na funkcje ¢(V) przyjmie postaé
2 4.10
¢(v) = B’e @
Musimy jeszcze znalez¢ posta¢ wspdtczynnika B. Funkcja (V) jest gestoscia
prawdopodobienstwa, czyli musi spetniac relacje (4. 4)

oo (0]
2

Ux
j(p(vx)dvx = jBe_?dvx =1 4.11

—00 —00

Skorzystam z zaleznosci (Dxxx)

f e =A% dy =\1/4j 4.12

Zatem stala B wyraza si¢ wzorem

1 4.13
B=——
am
Podstawiajac (4.13) do (4.10) mamy
1 v 4.14
o) = ze o
a3m2

Na tym etapie mozemy stwierdzi¢, ze liczba czastek ktorych sktadowe x-owe
wektora predkosci mieszczg sie¢ w przedziale [|vy|, [Vx|+0vx] Wnosi
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vZ
N——e a3dv
i x 4.15

Nadto, liczba czagstek, ktorych wartosci wektora predkosci mieszczg si¢
w przedziale [|v|, |v]+dv] wnosi

2 4.16
e a?dv,dv,dv,

N 3

a3mz
Chcielibysmy zapisa¢ wzor (4.16) poprzez dv, ale nie mozemy tego zrobic¢ przez
proste zastgpienie iloczynu rozniczek skladowych predkosci przez rozniczke
predkosci, co ilustruje rysunek (4. 1)

Rysunek 4.1. Chcac catkowa¢ po dv
musimy obliczy¢ elementarng objetos¢
wzdtuz warto$ci wektora predkosci v. Przy
danej warto$¢ predkosci v, wszystkie
mozliwe kierunki wektora v tworzg sfere.
Elementarng objeto§¢ wyznacza nam
objetos¢ nieskonczenie cienkiej powtoki
sferyczne, ktora jest réwna 4avidv.
Objetosc¢ ta zastepuje objetos¢ dvxdvydvz.

Z rysunku wida¢, ze calkujemy po liczbie czastek zawartej w nieskonczenie
cienkiej powtoce sferycznej, a objetosc takiej powtoki wynosi

dV =4zvidv = dvdv,dv, > 4zv’dv 4.17a

Wzor (4.15) przejdzie w

v? 4.17

N e a?dv,dv,dv,

1
a3z

A funkcja ¢ bedzie miata postaé

172

vie a*dv 4.18

4
v) =
o) =— V=
Wzor (4.18) nazywa si¢ rozktadem Maxwella predkosci dla gazu doskonatego.

Zwracam Wam uwagge, ze cho¢ po drodze pojawily si¢ wyrazenia gaussowskie
(4.8), to sam rozktad (4.18) gaussowski nie jest. Jego gaussowsko$¢ psuje czynnik
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V2 stojacy przed e. Pojawienie sie tego czynnika jest kwestia sferycznej symetrii
wartosci wektora predkosci v (rys. (4.1), wzor (4.17a)). Wyraznie zmiana symetrii
z, nazwijmy ja kartezjanskiej, na sferyczng zmienia postac¢ rozktadu.

Obliczymy srednig kwadratowg predkos¢ czastek. Korzystamy ze wzoru
(DF xxxx). Gestos¢ prawdopodobienstwa p dana jest w naszym przypadku
wzorem (4.18). Mnozymy ja przez warto$¢ zmiennej losowej, ktora ten rozktad
opisuje, czyli przez v?, z czego mamy

ro4 v? 4 [
vie a?dv = fv e a’dv 4.19
!cﬂﬁ a3x/ﬁo

Co prawda rozktad ¢ traktowalismy jako funkcje wartosci bezwzglednej
predkosci v, ale rownie dobrze mozemy ja potraktowac jako opisujacg rozktad
kwadratu predkosci V2. I nigdy nie mow, ze calka jest za trudna do policzenia
dopdki nie sprawdzisz czy jej hie ma w przyzwoitych tablicach calek, lub czy nie
mozna jej policzy¢ takimi pakietami CAS, jak Mathematica. Ta catka akurat
spetnia oba warunki. Skorzystam z faktu, ze

oo 4.20
3Vm
f xte ™’ dx = —\/_
8
0
Z tego wzoru wnioskujemy ze
oo 4.21
_v? 3Vma®
j vie a*dv =
8
0
Wzo6r na srednig predkos¢ kwadratowa ma teraz postac
3
2y _ 2 2
(v%) =7a 423

Mozemy zatem kwadrat parametru « wyrazi¢ przez predkos¢ srednig kwadratowa
predkos¢ czastek

2
2 _ %42
a* =3 4.24
Ale srednia kwadratowa predkos¢ pomnozona przez mas¢ czastki 1 podzielona
przez dwa daje Srednig energi¢ kinetyczng czastek gazu. Mamy zatem

2 22(Eq) _ 4 (Ex)

2 _ 2\ _
a—g(v)—g m 3 m 4.24
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Parametr « udato nam si¢ wyrazi¢ przez mase¢ pojedynczej czastki i temperature,
czyli parametry, ktore mozemy tatwo wyznaczy¢. Teraz rozklad Maxwella
przyjmie postac

3
muv?

m N2 _mv—-
@) =4m (m)z v2e 2kT dv 4.25

| w takiej postaci zwykle znajdujemy go w podrecznikach

Mozemy tez uzy¢ stalej gazowej R i masy czasteczkowej M. A z relacji
dotyczacych gazu doskonatego uzyska¢ zwigzek

kT _ RT
m M 4.26a
Stad mamy
3
o) = 47‘[( M )E vze_gITv;dv 4.26
2RT

Korzystajac z zasad rachunku prawdopodobienstwa mozemy wyliczy¢
predkosci najbardziej prawdopodobng (warto$¢ oczekiwang), to jest taka
predkosci dla ktorej rozktad prawdopodobienstwa ¢ przyjmuje najwieksza
warto$C. Inacze] mowigc jest to wartos¢ predkosci, ktorg ma najwigcej czastek.
Poniewaz maksimum wypada na szczycie krzywej rozktadu, wystarczy policzy¢
pochodng ze wzoru (4.28 lub 4.29) i przyréwnac¢ ja do zera. Stad mamy

3kT 3RT
/ m ,’ M

Zobaczmy na dwoch przyktadach (rys. 4.2 i 4.3) jak wyglada rozktad
Maxwella 1 jakie sg jego podstawowe cechy.
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o(v) 1
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Rysunek 4.2. Rozktad Maxwella dla czasteczki wodoru Hz, przy trzech réznych
temperaturach. Masa czasteczkowa dla czasteczki wodoru M=0,002kg.
Przerywanymi liniami zaznaczono predkosci najbardziej prawdopodobne.
Wida¢, ze wraz z wzrostem temperatury predkos¢ najbardziej prawdopodobna
przesuwa sie w kierunku wiekszych wartos$ci, a sama krzywa staje sie bardziej
wyptaszczona; rozktad jest bardziej rownomierny.

Warto$¢ oczekiwang predkosci otrzymujemy po skorzystaniu ze wzoru (DF 2.8).

¢ 2
= =——=V_=~1.13

Gdzie vp jest predkoscig najbardziej prawdopodobna dang wzorem (4.27). Wida¢
ze predkosci oczekiwana (Srednia) jest wigksza o okoto 13% od predkosci
najbardziej prawdopodobnej, co wynika z asymetrii rozktadu Maxwella.

o) |
i — t=0°C
0.0020 — 1=20°C
—  t=100°C
0.0015

0.0010f

0.0005

200 400 600 800 1000 v[m/s]
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Rysunek 4.3. Rozktad Maxwella dla czasteczki tlenu Oz, przy trzech réznych
temperaturach. Masa czgsteczkowa dla czasteczki tlenu M=0.032kg.
Przerywanymi liniami zaznaczono predkosci najbardziej prawdopodobne.
W poréwnaniu z podobnym wykresem dla czasteczki wodoru widaé, ze przy
tych samych temperaturach rozktad dla czasteczki tlenu przesunietych jest
w kierunku mniejszych predkosci. Ogoélnie im masywniejsza czasteczka tym,
w danej temperaturze, rozkiad bardziej przesuniety w kierunku niskich
predkosci. Pozostate cechy rozktadu sa takie jak dla czasteczki wodoru.

Latwo dostrzec, ze przy tych samych temperaturach, najbardziej
prawdopodobna predkos¢, dla czgsteczki wodoru H; jest prawie cztery razy
wigksza niz dla czasteczki tlenu O,. Wigze si¢ to z tym, ze czasteczka tlenu jest
szesnascie razy masywniejsza od czasteczki wodoru, zatem przy tej samej energii
kinetycznej ma mniejszg predkos¢. Wida¢ z tego rowniez, ze wodor chetniej
bedzie uciekal z gornych warstwa atmosfery niz tlen. Tylko drobna czegs¢
czasteczek wodoru moze osiggng¢ Il predkos¢ kosmiczng, niezbedng do
wyrwania si¢ z grawitacyjnego pola Ziemi, ale nie jest ciggle liczba mierzalna.
Wodoru na Ziemi jest pod dostatkiem, gdyz tatwo wigze si¢ z innymi
pierwiastkami, tworzac czasteczki bedace cieczami (np. woda), lub ciatami
stalymi. Swobodny wodér powoli wyciekalby z atmosfery. Wida¢ to po losie
helu. Drugi pod wzgledem rozpowszechnienia w kosmosie pierwiastek, jest dwa
razy cigzszy od czasteczki wodoru. Nie jest to wystarczajaca masa, by utrzymac
si¢ w atmosferze Ziemi, gdzie go praktycznie nie ma. Hel jako pierwiastek
szlachetny nie tworzy zwigzkow chemicznych, wigc nic go na Ziemi nie trzyma,
no chyba ze jest szczelnie zamknigty pod Ziemig. Jako produkt rozszczepienia
uranu (i jego pochodnych) zbiera si¢ w formacjach skalnych. Stamtad go
wydobywamy jako domieszke do gazu ziemnego.

Predkos¢ ucieczki z Ksigzyca to okoto 2.4km/s. Tq predkos¢ ciagle moze
uzyskac niewielka ale istotna 1lo$¢ czasteczek tlenu. Widac, ze Ksiezyc dtugo nie
utrzymatby atmosfery tlenowej. Ksiezyc Saturna Tytan, ma niewiele wigksza
predkosci ucieczki w poréwnaniu z ziemskim Ksiezycem, to jest 2.6km/s. Jest
jednak znacznie dalej i przez to jest duzo chtodniejszy. Temperatury na
powierzchni Tytana sg rzedu -170°C, przez co czasteczki gazu sa znacznie
wolniejsze niz na Ziemi 1 Tytan moze utrzymac gestg atmosfere.

Zagadnienie stabilno$ci atmosfery jest zbyt ztozone by mozna si¢ byto
ograniczy¢ do przewidywan opartych wylacznie na rozktadzie predkosci
Maxwella. Innym wazkim czynnikiem jest wiatr stoneczny, ktory wywiewa
czasteczki gazu. Atmosfera ziemska chroniona jest przed dziataniem wiatru przez
ziemskie pole magnetyczne, co utatwia utrzymanie atmosfery. Niemniej rozktad
Maxwella nalezy do waznych czynnikdéw przy ocenie stabilnosci atmosfery ciat
niebieskich. Jest troch¢ jak pole grawitacyjne w zagadnieniach toru cial
rzuconych przy powierzchni Ziemi. Ma dominujaca pozycje, ale nie
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uwzglednienie oporu powietrza czy wiatru, w wielu wypadkach (np. lot kartki
papieru) prowadzi do kompletnie nietrafionych wynikow.

Warto tu wspomnie¢, ze czasteczki powietrza majg w temperaturze
pokojowej energie rzedu setnych czesci elektronowolta. W temperaturze T=300K
iloczyn kT~0.026eV

Fakt. 4.1:
W temperaturze pokojowej energie czgsteczek gazdw atmosferycznych maja
najbardziej prawdopodobne energie mieszczgce sie w zakresie setnych czesci
elektronowolta.

Liczba czastek w przedziale predkosci od v, do v wynosi
3
Vi 5 2
N :I4z( m jzvzexp _ IV gy =
; 27KT 2KT
i 2
erf \/ﬂvk — 2—mvk expy — MV L] 4.29
KT kT 2KT

J m \/ 2m mv’

erf| ,[—V, |—.]—=V exps——

kT P kT P 2KT

Funkcja erf jest funkcja specjalna, o ktorej nieco wigcej za chwile. Gdy v, réwna
si¢ zeru otrzymujemy dystrybuante (def. DF 2.1.2) rozktadu Maxwella.

v 3 2
D(v)= I47z m jzvz exp< — Mgy
5 27KT 2kT

4.1.33
/m | 2m mv’
erf| ,[—V |—,|—=Vvexps——
KT kT 2kT

Pojawienie si¢ nowej funkcji erf pewnie nie budzi waszego entuzjazmu.
Niestety nie wszystkie calki chcg mie¢ rozwigzanie wyrazone przez funkcje
szkolne. Niektére domagaja si¢ wlasnych funkcji. Poznalismy przyktad takich
funkcji (sinus 1 cosinus Fresnela) przy okazji rozwigzywania zagadnien
dyfrakcyjnych (§TX 4.1.1). Teraz czas na krotkie zapoznanie si¢ z inng czgsto
spotykang funkcja specjalng — funkcjga erf. Jej doktadniejsze omodwienie
znajdziesz w (Dxxx).

4.1. Funkcja bledu erf

We wzorze (4.29) pojawita si¢ funkcja btedu erf. Jest to funkcja specjalna, ktora
czesto pojawia sie¢ w statystyce. Widac¢ dlaczego; obliczanie dystrybuanty, czy
warto$ci na przedziale z rozktadu gaussowskiego bedzie prowadzito do catek typu
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- 4.1.1
7t d
!e t

Calka ta nie daje si¢ przedstawi¢ przez funkcje elementarne. W takiej sytuacji
definiujemy nowg funkcje, nazywang funkcjg btedu erf

- 4.1.2
erf(x)=%je‘t dt
0

Teraz obliczanie calek z rozktadu gaussowskiego mozemy przedstawi¢ uzywajac
funkcji erf. Rysunek (4.1.1) przedstawia wykres funkcji erf. Wida¢, ze funkcja
btedu zmierza do wartosci £1 dla x—>=+o czego oczekujemy od funkcji opisujace;
dystrybuante rozktadu prawdopodobienstwa. Mozemy réwniez rozszerzy¢
dziedzing funkcji erf na liczby zespolone, wtedy x we wzorze (4.1.1) moze by¢
liczba zespolong z.

erf(x)
1.0
05F .
[ Rysunek (4.1.1). Wykres funkcji
erf(x)
-4 -2 2 4
-0/5L
-1.0}f

4.2. Pomiar rozkladu predkosci czastek

Pierwsze eksperymenty weryfikujace rozklad Maxwella przeprowadzit
w 1920 roku Otto Stern. Eksperymenty Sterna potwierdzity poprawnos$¢ rozktadu
Maxwella jako oszacowania rozktadu mierzonego. Mala doktadnos¢ pomiarow
Sterna nie pozwolita na mocniejsza konkluzje. Pomiar rozktadu predkosci
czasteczek gazu nie jest sprawg prostg. Wymaga pomystowosci, precyzji i bardzo
duzo cierpliwo$ci przy przygotowaniu i prowadzeniu eksperymentu.
Doktadniejszy eksperyment przeprowadzit w 1929 roku Lammert. Schemat jego
eksperymentu przedstawia rysunek (4.2). W nastepnych latach przeprowadzono
wiele innych testow eksperymentalnych potwierdzajacych poprawnosci wzoru
Maxwella.
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Piec

szczeliny
B

Rysunek 4.2. W doswiadczeniu Lammerta wigzka molekut, produkowana
przez podgrzanie w piecu wybranego materiatu, po przej$ciu przez szczeliny
kolimujace trafia na dwie obracajace sie woko6t wspolnej osi tarcze. Tarcze maja
szczeliny przesuniete o pewien znany kat. Za szczeling drugiej tarczy znajduje
sie detektor mierzacy natezenie wigzki atomowej. Przez dwie szczeliny przejda
atomy o pewnej wybranej predkoSci, ktora zalezy od odlegto$ci miedzy
tarczami (okresla to czas przelotu, przy danej predkosci atomu), odlegtosci
katowej miedzy szczelinami oraz predkosci katowej tarcz. Zmieniajgc predkos¢
katowq tarcz, oraz kontrolujac czas pomiaru, mozna mierzy¢ natezenie wigzki
atomoéw z zadanego przedziatu predkosci v+Av. Szeroko$¢ tego przedziatu
zalezy od szeroko$ci szczelin. Przy analizie wynikow nalezy uwzgledni¢ fakt, ze
w skolimowanej wigzce czastek rozktad predkosci bedzie inny niz w pudetku
z gazem. Analiza teoretyczna pokazuje, Ze powinien by¢ on proporcjonalny do
v3, a nie do v? jak to mamy we wzorze (4.26). Nie mniej natura samego
wyprowadzenia jest taka sama jak dla gazu w pudetku. Dlatego poprawnos¢
wzoru na rozktad predkos$ci w skolimowanej wigzce czastek, daje posredni
dowdd na jego poprawno$¢ dla czastek gazu w pudetku.

63



Jan Masajada © — materiaty do wykfadow z fizyki

5. Rozktad Boltzmanna

Pigknie nam poszedt rozktad Maxwella. Ale na tym nie koniec. Idac za pracami
pierwszych statystykow (tych od spoteczenstwa) a nastepnie za osiggni¢ciami
Maxwella, Ludwik Boltzmann wyprowadzit wzoér na rozktad, ktory legt
U podstaw klasycznej fizyki statystycznej. Rozktad ten nazywamy dzi$, jakzeby
moglo by¢ inaczej, rozktadem Boltzmanna. Musimy go tu wyprowadzi¢, gdyz juz
w tym temacie zrobimy z niego wazki uzytek. Zaczne od przeliczenia prostego
przyktadu.

Niech bedzie dany uktad czterech czastek, oraz cztery przedziaty energii,
w ktorych te czastki mogg si¢ znalezé: 0, AE, 2AE, 3AE. Niech energia catkowita
uktadu wynosi 3AE. Zakltadam nadto, ze uktad jest izolowany, czyli nie ma
wymiany energii z otoczeniem. Dalej zakladam, ze czastki sg rozroznialne.

Tu warto wprowadzi¢ nowe pojecia

Definicja 5.1: Mikrostan
Jezeli znamy stan Razdej czqstRi ukfadu fizycznego, to znamy jego mikrostan.

Jak wida¢ z tego mikrostan jest konkretng realizacja stanu uktadu fizycznego.
Przedrostek ,,mikro” oznacza tyle, ze znamy stan kazdej czgsci (czyli kazdej
czagstki) tego uktadu. W przypadku gazu doskonatego oznacza to, ze znamy
potozenie 1 ped kazdej czastki gazu.

Definicja 5.2: Makrostan
Makrostan to stan makrosRopowy ukfadu, okreslony parametrami makrosRopowymi,
to jest opisujqcymi wtasciwosci catego zespotu czqsteczek,

Dla gazu doskonatego przykladem takich parametrow makroskopowych sa
ci$nienie, objetos¢, temperatura, liczba moli.

Wr6é¢émy do naszego przyktadu. Czastki z zalozenia nie wymieniajg energii
z otoczeniem, ale moga tg energia wymienia¢ si¢ ze sobg. Na ile sposobow
mozemy rozdzieli¢ energi¢ miedzy tymi czgstkami? Inacze] moéwigc chcemy
W pierwszym rzedzie wyznaczy¢ wszystkie mozliwe makrostany uktadu,
a nastepnie policzy¢ ile kazdemu makrostanowi odpowiada mikrostandw. Zaczne
od realizacji skrajnie niesymetrycznego makrostanu, to jest jedna czastka ma
energi¢ 3AE, pozostate nie maja nic. Tg bogata w energi¢ czastkag moze by¢ kazda
z czterech czastek, wobec tego sa cztery takie mozliwosci. Zatem mojemu
makrostanowi odpowiadajg cztery mikrostany. Kolejny makrostan mamy, gdy
trzy czastki maja energi¢ po AE kazda, a jedna z nich ma energi¢ zero. [ znow
mamy cztery takie mozliwosci, czyli cztery mikrostany. Kolejny makrostan to
sytuacja gdy dwie czastki maja energi¢ zero. Mozliwe mikrostany przedstawia
tabela (5.1).
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E=0 (ko) E=AE (k.) E=2AE (ko) E=3AE
1,2
1,2
1,3
1,3
1,4
1,4
2,3
3,2
2.4
4.2
34
34

N R W R, AR N RN A ®
RN R W R AW NN W A
1

Tabela 5.1. Mikrostany, przez ktére moze sie zrealizowa¢ makrostan: dwie
czastki majg energie zerowa.

Zanim przejdziemy do dalszego roztrzgsania naszego szczegdlnego
przyktadu zrobmy sobie maly tyk kombinatoryki. Powiedzmy, ze mamy N
czastek 1 n stanow energetycznych 0, AE, 2AE,...., (n -1)AE. Jak obliczy¢ ile
mikrostanéw odpowiada danemu makrostanowi, ktory w naszym przypadku jest
wyznaczony przez liczbg czastek majacych dang energie. Powiedzmy, ze sposrod
N czastek ko chcemy wtozy¢ do pudetka o energii 0 (to znaczy, chcemy aby kazda
z tych czastek miata energi¢ 0. Nastepnie k; wktadam do pudetka AE, ..., kn1
wktadam do pudetka (n-1)AE. Oczywiscie suma energii wszystkich czastek musi
by¢ rowna energii catkowitej. Ile mikrostanow odpowiada sytuacji, gdy k;j czastek
jest w stanie (i-1)AE? Powiedzmy, ze ustawiamy czastki w szeregu a do stanu (i-
1)AE wrzucamy pierwsze k; czastek. Takich roznie pouktadanych szeregow
czastek jest N!. Jednak zmiana porzadku ulozenia pierwszych ki czastek nie
zmienia makrostanu, stagd mamy
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N! 51
k!
Zatem dla danego rozktadu (makrostanu), oznaczmy go liczba j, 0 rozktadzie
czastek Ko, ..... Kn-1 liczba stanow jest rowna
B N! 5.2
A

Wzér (5.2) okresla jeden konkretny makrostan, w ktérym kg czastek ma energie
0, k1 czastek ma energie¢ AE, ...., Kn-1 czastek ma energi¢ (n -1)AE przy czym pewne
z tych liczb mogg by¢ réwne zeru (przypominam, ze 0!=1). Dla kazdego j mamy
inny makrostan i inng liczb¢ odpowiadajagcych mu mikrostanéw. Liczba
wszystkich mozliwych mikrostanow w uktadzie jest rowna

N makro

Q= ; m, 5.3

Gdzie Nmakro 0znacza liczbe wszystkich makrostanow. Q jest zarazem zbiorem
wszystkich mozliwych zdarzeh w naszym uktadzie tak, ze jak chcemy policzy¢
prawdopodobienstwo, ze uktad jest w makrostanie j to mamy

m.
p(makroj)zaJ 54
Wracamy do tabeli (5.1), ktéra zawiera tacznie 12 mozliwosci
(mikrostanéw). Do tego dodajemy cztery mikrostany zwigzane z makrostanem —
jedna czgstka ma energi¢ 3AE, i cztery mikrostanu dla makrostanu trzy czastki
maja energi¢ po AE, co daje razem dwadzie$cia mozliwosci. Te dwadziescia
mozliwosci to zarazem zbidr wszystkich mozliwych mikrostanow 1 przestrzen
zdarzen elementarnych dla naszego uktadu. Zaktadamy tu oczywiscie, ze kazdy
ze stanow elementarnych jest jednakowo prawdopodobny. Oblicze ile Srednio
rzecz biorgc jest czastek w danym stanie energii (na przyktad w stanie zerowym.
Tabela (5.2) pokazuje wszystkie mozliwe makrostany naszego przyktadowego
uktadu. Przypadek, gdy jedna czastka ma energi¢ zerowa odpowiada makrostan
j=3. Odpowiadajg mu cztery mikrostany i prawdopodobienstow p3;=4/20.
Przypadek gdy dwie czastki maja energi¢ zero reprezentuje makrostan 0 numerze
=2 (ko=2,k1=1,k;=2).  Odpowiada mu  dwanascie = makrostanow
| prawdopodobienstwo p;=4/20. Mamy w koncu uktad, w ktoérym jedna czastka
(ko=1) trzy czastki sa w stanie E=0, a jedna ma energi¢ 34E, odpowiadajag mu
cztery mikrostany i prawdopodobienstwo p1=4/20. Zatem w stanie E=0, w danym
momencie, znajduje si¢ czastek, Srednio rzecz biorac (liczymy wartos$¢
oczekiwang)

N(0)=n1p1+n2p2+n3p3:2 55
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Uzytem litery N, gdyz nasza warto$¢ oczekiwana méwi o spodziewanej liczbie
czastek w danym stanie energii.

No dobrze, warto$¢ oczekiwang liczymy dla zmiennej losowej. Jakg mamy
tu zmienng losowa? Wyglada to tak. Pytamy si¢ - ile w ukladzie jest czastek
o energii E? Jak wida¢ z tabeli (5.2) z energia E stowarzyszone sg rdzne
konfiguracje uktadu wystepujace z r6znymi prawdopodobienstwami. Na przyktad
dla energii E=AE mamy makrostan bez zadnej czastki (zadna nie ma takiej
energii), z jedng czastkg (j=2) i z trzema czastkami (j=3). Jak widac z czwartej
kolumny w tabeli (5.2) przy zadanej energii calkowitej oraz liczbie czgstek
niemozliwa jest sytuacja, w ktorej energi¢ E=AE majg dwie czastki. Od razu
mozemy stwierdzi¢, ze prawdopdobienstwo wystgpienia takiego stanu jest rowne
zeru p(k;=2)=0.

makro (j) ko (E=0) ki ko (E=2AE) | ks Suma
(E=AE) (E=3AE)
1 3 0 0 1 4
2 2 1 1 0 12
3 1 3 0 0 4

Tabela 5.2. W uktadzie s3 trzy mozliwe makrostany. Tabela pokazuje liczbe
czastek w danym stanie energii dla kazdego makrostanu, oraz tgczng licze
mikrostanéw odpowiadajacych danemu makrostanowi.

Przyjmijmy teraz, ze ilo$¢ czastek w i-tym stanie energii (0znaczana jako
ki), jest wartoscig zmiennej losowej, ktora odpowiada zdarzeniu k; czastek ma i-
ta energi¢. Latwo policzy¢é warto$¢ oczekiwang dla naszej zmiennej losowej.
Pytamy: jaka jest warto$¢ oczekiwana zmiennej losowej (czyli iloSci czastek) dla
energii E=AE? Powtarzajac procedure prowadza¢ do wzoru (5.5) i korzystajac
z tabeli (5.2) mamy

E(kl)=0-i+1-2+3-i=ﬁ=l1 5.6
20 20 20 20 5

Zatem, w naszym ukltadzie, §rednio rzecz biorgc w stanie E=AE znajdujemy

jedna 1 jedng piata czastki. Ogolnie mozemy zapisaé wzor

N
E(ki)zzl:ki;j pj
J=

Sumujemy po wszystkich makrostanach (j). Liczba ki;j oznacza liczbg
czastek o energii K; dla j-tego makrostanu.

5.7
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Jasne jest, ze powyzej 34E wzor (5.6), w naszym przyktadzie, da wartos$¢
zero. Zadna czastka nie moze mie¢ energii wiekszej od catkowitej energii uktadu.
Wracajac do naszego przyktadu. Rysunek (5.3) pokazuje rozklad §redniej liczby
czastek w danym stanie energii dla uktadu Sszesciu czastek o energii catkowitej
8AE. Okazuje sie, ze do naszej krzywej, przy odpowiedniej wartosci statych Eg
I A najlepiej pasuje krzywa wyktadnicza, co obrazuje rysunek (5.3).

_E 5.8

Rysunek 5.3. Dopasowanie krzywej ekspotencjalnej do $redniej Ni liczby czastek
o energii IAE, dla uktadu szeSciu czastek o energii catkowitej 8AE. Czerwone kropki
pokazuja wartoSci obliczone, czarna linia to optymalnie dopasowana krzywa
ekspotencjalna.

Ze wzgledu na rachunek wymiaréw stata Eo musi mie¢ wymiar energii.
Wzor (5.3) ma juz posta¢ szukanego przez nas rozktadu Boltzmanna. Musimy
tylko ustali¢ jak wygladaja stale A i «. Na razie mamy ich wartosci dla
konkretnego przypadku, ale chcemy uzyska¢ ogolniejszy wzor, wigzacy je
Z parametrami uktadu.

Powiedzmy, ze mamy duzg liczbe¢ matych takich samych obiektow, ktore
moga miedzy sobg wymienia¢ energi¢ cieplng. Caly ten ukfad obiektow jest
doskonale izolowany od otoczenia. Zatem niezaleznie jak wyglada przeplyw
energii wewnatrz uktadu, energia catkowita tego uktadu pozostaje stata, co
przypomina sytuacje z czterema czastkami oméwiony wyzej. Skupimy uwagge na
dwoéch takich obiektach. Poniewaz obiekty sa identyczne funkcje rozkladu
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prawdopodobienstwa P1(E) i P2(E), tego ze obiekty znajdg si¢ w danym stanie
energii E musza by¢ takie same P1(E)=P,(E)=P(E), inaczej obiekty te nie miatby
takich samych wlasciwosci. Zaktadamy nadto, ze obiekty te sa niezalezne.
Wymieniajg energi¢ mie¢dzy sobag ale to jako to robi obiekt pierwszy nie
modyfikuje zachowania obiektu drugiego. Zatem prawdopodobienstwo, ze obiekt
pierwszy jest w stanie o energii E;, a jednoczes$nie obiekt drugi jest w stanie
0 energii E; wynosi

P(E, E,)=P(E,)P(E,) 5.9

Ustalmy pewng warto$¢ sumy energii obu obiektow E,=E;+E,. Suma energii obu
obiektow musi by¢ E,, ale rozktad tej energii migdzy tymi obiektami moze by¢
dowolny. Reszta uktadu ma zatem energi¢ E.-E,, gdzie E. jest catkowitg energia
uktadu wszystkich obiektow. Zaktadamy tu, ze wszystkie mozliwe rozktady
energii migdzy obiektami sg tak samo prawdopodobne, tak jak to byto
w przypadku z czterema czagstkami. Stanow odpowiadajacych sytuacji: dwa
wybrane obiekty majag w sumie energic E,=E;+E; jest wigcej niz jeden, ale
kazdemu z nich odpowiada doktadnie tyle samo mozliwych roztozen energii
miedzy pozostalymi obiektami. To znaczy; powiedzmy, ze obiektéw jest milion.
Wybieramy dwa o ustalonej sumie energii. Pozostate dzielg si¢ energig Ec-E,. TO
jak to zrobig nie zalezy od tego jak podzielg si¢ energiag dwa wybrane obiekty.
Mozemy sobie wyobrazié¢, ze tysigc osob dostaje milion ztotowych monet.
Badamy stan w ktorym dwie osoby sposrod tysigca (Abacki 1 Babacki) maja
W sumie trzy tysigce ztotych. Powiedzmy, ze podzielili si¢ po potowie. Pozostate
998 0sob rozdziela miedzy siebie pozostate 997000 ztotéwek. Powiedzmy, ze
wszystkich mozliwych podziatow 997000 zlotowek migdzy 998 o0sob jest N.
Niech teraz Abacki wezmie 2999 ztotowek a Babacki jedng. Na ile sposobow
moze podzielic 997000 ztotowek pozostate 998 o0s6b? Na tyle samo co
poprzednio, to jest na N sposobow. Liczba N nie zalezy od tego jak rozdzielg
migdzy siebie trzy tysigce zlotowek Abacki 1 Babacki. Zatem
prawdopodobienstwo zdarzenia: wystapit jakikolwiek mozliwy podziat 997000
ztotowek miedzy 998 0sob jest rowne

N 5.10

Gdzie 2 jest rowna liczbie wszystkich stanow elementarnych podzialu miliona
zlotowek migdzy tysigc osob (bez wydzielania dwoch pandw). To co dzieje si¢
wsrod tych 998 osob jest kompletnie niezalezne od tego co dzieje si¢ miedzy
Abackim 1 Babackim. Oznacza to, ze dowolny podziat trzech tysiecy monet
migdzy oboma panami nie moze zaleze¢ od stanu pozostatego uktadu, a poniewaz
kazde zdarzenie elementarne jest rowno prawdopodobne, a kazdy podziat miedzy
Abackim i1 Babackim jest czg¢$cig zdarzenia elementarnego, to kazdy rozdziat
monet miedzy nimi jest jednakowo prawdopodobny. Podobnie jest z rozdziatem
energii migdzy dwoma obiektami. Skoro kazdy rozdzial jest jednako
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prawdopodobny, to prawdopodobienstwo to zalezy od sumy E,=E;+E,, ale
jednoczes$nie spetniona jest zaleznos¢ (5.4), stad

p(E,E,)=P(E,)P(E,)=P(E,+E,) 5.6

Jedyng matematyczng funkcjg spelniajaca zaleznos¢ (5.6) jest funkcja
wykladnicza. W fizyce wygodnie jest przyjac za podstawe funkcji wyktadniczej
liczbe e. Mozemy wigc, zgodnie z (5.3) napisaé

E 5.7
P(E)=Ae ™

Doszlismy do tej samej postaci funkcji, co przy dopasowaniu krzywej
wyktadniczej do wykresu rozktadu energii czastek pokazanym na rysunku (5.1).

Pozostaje ciggle kwestia statych Eq i A,

Tutaj ogranicze si¢ do stwierdzenia, ze energia Eq wigze si¢ z temperaturg.
Jest t0 w miarg intuicyjne, gdyz im wigksza temperatura tym wigcej energii
w uktadzie do podziatu, rosnie wigc rowniez liczba mozliwosci. Stata A zalezy od
uktadu. Oba te stwierdzenia stang si¢ bardziej zrozumiate w toku dalszego
wyktadu. Zwigzek migdzy Eq i T przyjmiemy w postaci

E, =kT 5.8
Gdzie k jest oczywiscie stalg Boltzmanna. Stad (5.7) przyjmie postac
_E 5.9
P(E)=Ae ¥

Wzor (5.9) przedstawia podstawowy zwigzek dla klasycznej fizyki statystycznej
czyli rozktad Boltzmanna. Wazne jest rOwniez to, ze posta¢ rozktadu (ale nie stala
A) nie zalezy od obiektu, czyli jest to rozktad uniwersalny (w ramach klasycznej
fizyki statystycznej, bo w tym obszarze si¢ poruszamy).

70



Jan Masajada © — materiaty do wykfadow z fizyki

6. Bladzenie

Podejmijmy nastepujaca gre. Losujemy dwie liczby, albo 1 albo -1. Gdy
wypadnie jedynka idziemy krok do przodu, gdy minus jedynka, idziemy krok
w tyl. Takie wedrowanie nazywa si¢ bladzeniem przypadkowym. Gdzie,
najprawdopodobniej znajd¢ si¢ po 10000 losowaniach? Intuicyjna, czyli
w przypadku rachunku prawdopodobienstwa najprawdopodobniej bitedna
odpowiedz brzmi: blisko punktu wyjscia. Bo jak 2z jednakowym
prawdopodobienstwem moge wylosowa¢ krok do przodu i krok do tyl, to zaden
kierunek nie jest wyrdzniony i musze by¢ gdzies w poblizu punktu wyjécia. Ze
jest to bledne wnioskowanie mozemy przekona¢ si¢ z pomoca doswiadczenia.
Mozemy rzucaé¢ monetg i dwom jej stronom przyporzadkowac liczby -1 lub 1. Ja
rzucitem monetg 36 razy, w czterech kolejkach. Wyniki sg przedstawione na
rysunku (4.1).

Rysunek 6.1. Diagramy przedstawiajg wynik btgdzenia przypadkowego, kazdy

dla dwoch serii rzutow monetg. Tylko w jednym przypadku wedrowiec wrdcit

do punktu wyjscia.
Jak daleko odchodzimy, $rednio rzecz biorgc, od punktu wyjsScia. Sprobujmy
doj$¢ do wyniku. Niezbyt skomplikowane rozumowanie prowadzi do wniosku,
ze dla N wybranych losowo realizacji danej wersji bladzenia przypadkowego
érednia kwadratowa z wartosci po ostatnim kroku wynosi VN. Srednia
kwadratowa zdefiniowana jest tak

N
12 2 6.1.1
— a, P
\/Ni=1 l

Tutaj a; jest wynikiem i-tej realizacji btadzenia przypadkowego.

Dla 256 rzutow poszedtem na skroty i skorzystatem zkomputera
| zainstalowanego w nim generatora liczb pseudolosowych. Rezultaty trzech
symulacji przedstawia rysunek (6.2). Przy 256 rzutach $rednia kwadratowa
wynosi 16. Obliczajac $rednig kwadratowa dla powyzszych czterech przyktadow
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otrzymamy 15.97 — to jest prawie 16. To, Ze srednia kwadratowa z wielu prob
wynosi szesnascie nie oznacza, ze kazda proba tak wtasnie si¢ konczy. Z czterech
wyrysowanych przypadkow zadne nie konczy si¢ na wartosci 16 lub -16.
Podobnie, z faktu ze stu wylosowanych Polakow zarabia $rednio 2800zt nie

oznacza, ze jest wérdd nich taki, ktory zarabia doktadnie te 2800z1.

kroki 1

20

101 o o vose soomse s 6

0y el

—10t ° ".'.:

rzuty

Rysunek 6.2. Zamiast rzuca¢ monete mozemy uzyC generatora liczb
pseudolosowych i obliczy¢ efekt btadzenia przypadkowego dla 256 rzutow.

Rysunek przedstawia wyniki czterech serii

(komputerowaq) kazda.

po 256 rzutdw monetg

Powiedzmy sobie szczerze, ze cztery przypadki to wstyd nie statystyka. Sprawa
lepiej wyglada na rysunku (4.3), gdzie proces btadzenia powtorzony jest 256 razy.
Dla tych 256 prob btadzenia przypadkowego $rednia kwadratowa wynosi 15.89 -
warto$¢ spodziewana to znowu 16. Srednia arytmetyczne z warto$¢ absolutnej
koncowego odchylenia wynosi w tym przypadku 12.68. Na tyle $rednio rzecz
biorgc oddalony jest od startu (w kierunku dodatnim lub ujemnym osi) punkt po
256 rzucie. Lecz jak wida¢ z wykresu trafiajg si¢ proby w ktorych punkt koncowy
lezy w punkcie poczatkowym, a W niektorych probach punkty oddalajg si¢ na
odleglos¢ wieksza niz +40. Jeszcze bardziej rozbudowang statystyke przedstawia

rysunek (6.4).

72



Jan Masajada © — materiaty do wykfadow z fizyki

ostatni krok
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Rysunek 4.1.3. przedstawia wartos¢ koncowe, osiggniete po 256 krokach dla
kolejnych 256 prob biadzenia losowego (generacja komputerowa). To znaczy
kazdy punkt to miejsce gdzie konczymy wedréwke po 256 krokach.
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10 20 30 40 50 %0 numer
serii

Rysunek 4.1.4. A teraz uwaga. Kazdy punkt tego wykresu przedstawia wartos$¢
Sredniej kwadratowej dla serii 4096 przypadkéw biadzenia przypadkowego.
Kazdy przypadek btadzenia ma 4096 krokéw. Spodziewana warto$¢ Sredniej
kwadratowej wynosi zatem 64. Jak wida¢ serii jest 64. Sredni wynik dla

wszystkich serii wynosi 64.12.
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Dlaczego losowe kroczenie do przodu lub do tyt zwykle oddala nas od
punktu poczatkowego? Sprawe moze naswietli¢ rysunek (6.5). Wida¢ z niego, ze
jezeli pierwszy rzut daje reszke (krok w tyl) to jednoczesnie zwigksza to
prawdopodobienstwo, ze w nastepnym kroku pozostaniemy w dalszym marszu
po stronie krokéw do tyt. Przyjmijmy nast¢pujaca numeracj¢. Pierwszy rzut ma
numer zero, a nastepne rzuty kolejne numery wigksze o jeden od poprzedniego.
Zaczynamy od tego, ze rzut numer 0 cofa nas o krok do tyt. Zatem rzut numer
jeden daje takie samo prawdopodobienstwo, ze cofniemy si¢ o nastepny krok do
tyl lub ze wrocimy do punktu wyjsciowego. Nie ma w tym wypadku szans na
odejscie na krok do przodu w stosunku do punktu startowego. Do tego
potrzebujemy nastgpnego rzutu, co daje w sumie prawdopodobienstwo Va.
Jednoczes$nie ten drugi rzut daje prawdopodobienstwo Y2 ze pozostaniemy
cofnieci o jeden krok, lub prawdopodobienstwo Y4 ze cofniemy si¢ o dwa kroki.
Wida¢, ze symetria zostala ztamana na rzecz pozycji ,,do tyt”. Rzut numer trzy
daje prawdopodobienstwo 1/8, ze znajdziemy si¢ dwa kroki do przodu, 3/8 ze
powrdcimy do punktu wyjscia 1 3/8, ze bedziemy dwa kroki do tyt 1 1/8, ze
znajdziemy si¢ cztery kroki do tyl. Ewidentnie rosnie przewaga pozycji ,,do tyt”.

»
krok 3
/d=2
P=1/8
krok 2| N
............................ d=1 S ¥ YA
krok N4 ok 3
d=-2 d=0
kfok 0 P=1/2 or Z\P\_iﬁ
krok 1 P=1/2
d=-2 krok 3
P=1/2 el
krok 2 P=3/8
d=-3
G o
d=-4
P=1/8

Rysunek 4.1.5. Wykres przedstawia mozliwe wyniki naszej zabawy
i przypisane im prawdopodobienstwa. Krok do tyt jest reprezentowany jako
krok w dot a do przodu jako krok w gére. Przez d oznaczona jest liczba krokéw
(liczba ujemna oznacza kroki w tyt). Przez P oznaczytem prawdopodobienstwo
osiaggniecia danego punktu, jezeli proces zaczynamy analizowa¢ po wykonaniu
kroku zero. Z punktu startowego ruszamy po rzucie oznaczonym jak zerowy.
W tym przyktadzie zaktadamy, ze pierwszy rzut wskazat krok do tyt.

Rzut numer cztery daje prawdopodobienstwo, 1/16 ze powedrujemy trzy kroki do
przodu i 1/4, ze znajdziemy si¢ jeden krok do przod, 6/16 ze bedziemy krok do
tyl, 1/4 ze bedziemy trzy kroki do tyt i 1/16 Zze znajdziemy si¢ pig¢ krokdw do tyt.
Tu bardzo wyraznie wida¢ skutki ztamanie symetrii W rzucie zero, migdzy ruchem
do przodu i do tyt.
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Oczywiscie wynik zerowego rzutu nie determinuje kierunku wedrowki
tylko zwigksza prawdopodobienstwo tego, ze w wyniku kolejnych rzutow
bedziemy oddalali si¢ w kierunku zgodnym z kierunkiem ruchu po rzucie
zerowym. Moze si¢ zdarzy¢ z prawdopodobienstwem 1/2, ze po zerowym rzucie
wrocimy do punktu wyjscia. Co wtedy. Wtedy mozemy uznaé, ze cata zabawa
zaczyna si¢ od nowa. Mamy nowy zerowy rzut, ktéry wybierze kierunek albo do
przodu albo do tyt. Ten wybdér znow spowoduje, ze bardziej prawdopodobna
bedzie kontynuacja ruchu w kierunku tego nowego rzutu zerowego.

W pewnym momencie zdarzy sie, ze rzut znajdziemy si¢ dwa kroki do tyt,
co ilustruje rysunek (6.6). Jak wida¢, gdy odejdziemy na dwa kroki od punktu
poczatkowego, prawdopodobienstwo, ze bedziemy oddalali si¢ w tym samym
kierunku jest jeszcze wyrazniej wigksze od prawdopodobiefistwa tego, ze
wrocimy do punktu wyjscia 1 pdjdziemy w kierunku przeciwnym.

krok 3
d=1
.......................................... = _._._._._._P=1/8_._
krok 2
krok -1 g
rok - -
d=-1 rok A ~E=112 hoe
krok O g;-11/2 P=3/8
d=-2 kr=ok 2
krok 1 P=1/2 krok 3
d=-3 d=-3
P=1/2 R P=3/8
d=-4
Erlit krok 3]
d=-5
P=1/8

Rysunek 6.6. Czekamy na serie, w ktorej pierwsza dwa rzuty dadza dwa kroki
do tyt i zaczynamy analizowac sytuacje od rzutu trzeciego. To znaczy rzut trzeci
numerujemy jako krok 1. Prawdopodobienstwo, zZe po trzech kolejnych rzutach
znajdziemy sie jeden krok do przodu jest rowne 1/8, czyli tyle samo co
prawdopodobienstwo, ze bedziemy pie¢ krokéw do tyt. Prawdopodobienstwo,
ze bedziemy oddaleni przynajmniej o jeden krok do tyt wynosi 7/8.
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