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1. Prawa ruchu ¢/&

Prawa ruchu, jak sama nazwa wskazuje, pozwalajg na opis ruchu uktadow
fizycznych. W najprostszym przypadku opisujemy ruch pojedynczej czastki.
Aby opisac ruch czastki potrzebne sg dwa elementy. Pierwszym z nich jest
wyznaczenie toru czastki. Mozemy stwierdzi¢ na przyktad, Ze czastka
porusza sie po okregu. Wcigz jednak pozostanie pytanie czy jest to ruch
jednostajny, jednostajnie przyspieszony, czy jaki$ inny? Tak wiec, oprocz
ksztattu toru prawa ruchu muszg pozwoli¢ na okreslenie predkosci lub pedu
czastki w kazdym punkcie jej toru.

Préb znalezienia praw ruchu mozemy doszuka¢ sie w pracach
filozofow starozytnej Grecji. Jednak cele i metody greckich filozofow byty na
tyle rozne od tych, ktére maja miejsce we wspoiczesnej nauce, ze
klasyfikowanie ich stwierdzen na temat ruchu jako praw ruchu musi by¢
czynione z duza ostroznoscig. Sami Grecy, podobnie jak i inne
przednowozytne ludy nie postugiwali sie pojeciem ruchu w tym sensie,
w ktéorym czynimy to dzis. Dla nas ruch to zmiana potozenia ciata
w przestrzeni. Dla Grekow ruch oznaczat szeroko pojmowane procesy
zmiany. Ruchem byt wzrost rosliny czy dziecka, choroba, $mier¢, zamarzanie
wody, spalanie drewna. Rozw0j nauki i techniki w okresie arabskiego
i europejskiego Sredniowiecza, stworzyty grunt pod ograniczenie pojecia
ruchu do procesu przemieszczania sie ciat. To ograniczenie stato sie faktem
w klasycznej mechanice. Matematyczna forma opisu ruchu spowodowata, ze
podstawowym rodzajem ruchu stato sie przemieszczenie punktu
w przestrzeni. Nawet gdy rozwazamy ciato rozciaggte to mniej lub bardziej
Swiadomie, sprowadzamy je do punktu i opisujemy ruch tego punktu
(rys. 1.1). Takie podejScie wymaga juz daleko idgcej abstrakcji. Musimy nie
tylko rozumie¢ punkt jako mateamtycznego reprezentanta rozciggtych ciat,
ale mie¢ wysotrzone pojecie przestrzeni jako sceny dla ruchu oraz
matematyczng reprezentacje tej przestrzeni. Piszagc rOwnania ruchu piszemy
je dla matematycznych punktow przemierzajagcych matematyczng
przestrzen.

Punkt jest abstrakcyjnym tworem matematycznym. Z drugiej strony
réwnania ruchu opisujg ruch w abstrakcyjnej przestrzeni matematycznej,
wiec wszystko nawzajem do siebie pasuje. Pozostaje tylko problem, jak ten
,matematyczny” ruch powigza¢ z ruchem rzeczywistym. Dzieje sie to na
rézne sposoby. Przyktadowo”: gdy ciato, z punktu widzenia danego
zagadnienia, mozemy uzna¢ za male i sztywne (nie zmieniajace ksztattu),
wybieramy punkt reprezentujacy to ciato, ktory traktujemy jako punkt
matematyczny (rys.l.1a) inurkujemy w matematyczne przestrzenie.
Obliczamy tor punktu materialnego o masie rownej masie rzeczywistego
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ciata i uznajemy, ze tak obliczony tor dobrze oddaje ruch rozciggtego
sztywnego ciata. To, ze mozemy tak czyni¢ wynika oczywiScie
z doswiadczenia, ktére mowi, Ze uzyskane w ten spos6b wyniki sg dla wielu
zagadnien sensowne. Takg metode na dobre zaczat stosowac Galileusz do
opisu ruchu wahadta, ciala na réwni pochytej i swobodnego rzutu w polu
grawitacyjnym.
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Rysunek 1.1. Podstawowe prawa ruchu nowozytnej mechaniki odnosza sie do
ruchu abstrakcyjnego tworu jakim jest punkt materialny. a) méwiac o ruchu
ciata w przestrzeni, zwykle skupiamy uwage na jakims jego reprezentatywnym
punkcie i $ledzimy ruch tego punktu. W czesci (a) rysunku linia przedstawia
trajektorie wybranego punktu rozciggtego ciata. Gdy musimy uwzglednié
geometrie ciata to zwykle dzielimy je na kawatki (b), a nastepnie Sledzimy tory
punktow reprezentujacych te kawatki.

Nieco inng metode stosujemy gdy nie mozemy zaniedba¢ rozmiarow
ciata, gdyz na przykiad podczas ruchu ciato sie jeszcze obraca, a tego obrotu
nie wolno nam zaniedbac (rys. 1.1b). Przyktadem takiego zagadnienia jest lot
rakiety, dla ktérej wazne jest trzymanie wtasciwej orientacji. Rakieta, ktéra
w czasie lotu obrdci sie, zamiast na orbite trafi z powrotem na Ziemie i sie
rozbije. Najgorzej opisuje sie ruch uktadow, ktorych rozktad masy znaczaco
zmienia sie w czasie ruchu. Przyktadem takiego uktadu jest ptynaca ciecz.
Przypomne tu, ze z problemem rakiety spotkaliSmy sie w przy omawianiu
zasady zachowania pedu. WyraZnie zaznaczytem tam, Ze nasz matematyczny
model rakiety to punkt, ktérego masa maleje (rys. TIV 1.1.2). W tym ciagle
prostym modelu nie uwzglednialismy tak podstawowego faktu, ze rakieta
moze sie niewtasciwie obrocic.

Cho¢ w fizyce klasycznej prawa ruchu sprowadzajg sie do praw
dynamiki newtonowskiej, to metod taczenia tej matematycznej teorii
z praktyka jest wiele, a wybdr konkretnej z nich jest czesto kwestig bardziej
doswiadczenia niz oparcia o Sciste reguly postepowania, czyli czego$ co
okreslitem stowem meta-wiedzy (§TV 2).
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1.1. Jest ruch czy go niema?

Weczesni Greccy filozofowie podjeli wyprawe po zlote runo, czyli po prawde
wydedukowang za pomocg rozumu. W ich swiecie wyprawa ta miata sens.
Dla Greckich filozofow $wiat powstat na bazie pierwotnej zasady. Tej
pierwotnej zasadzie przypisywali, czasem milczgco, pierwotne cechy; a jedng
z nich byta zdolno$¢ do ruchu (ruchu rozumianego po Grecku, czyli jako
przemiana i przemieszczenie). Istotng cechg tej pierwszej zasady byt jej
logos, ktory dzi$s moglibySmy okresli¢ jako co$§ w rodzaju rozumnego stowa.
Kazdy element swiata zwieral w sobie cechy pierwszej zasady w réznym
natezeniu. W kamieniu byto mniejsze natezenie ruchu niz w wodzie.
Podobnie w kamieniu byto mniejsze natezenie logosu niz w cztowieku.
Czlowiek, a szczegdlnie filozof, zawierat w sobie wysokie stezenie logosu.
Przejawiato sie to jego zdolnoscia i sktonnosSciag do rozumowania. W tym
Swietle rozumowanie byto aktem samopoznania. Cztowiek myslgc siegat po
zasoby logosu pierwszej zasady i nic nad to nie mogto go zblizy¢ bardziej do
prawdy. Percepcje zmystowg traktowali Greccy podejrzliwie. Uwazali, ze
zmysty mamigl. Dlatego grecki filozof bardziej bedzie ufat widzeniu
rozumem, niz widzeniu okiem. Nasza koncepcja poznania i jego Zrodet jest
zupetnie inna, dlatego tez greckie podejscie do niektérych spraw moze sie
nam zda¢ dziwaczne. Przykladem takiego ,dziwactwa” jest filozofia
Parmenidesa, ktory ,oczami” rozumu postrzegt, ze wszelki ruch i zmiana,
podobnie jak wszelka réznorodnos$¢ naleza do Swiata zmystowych utud.
Prawdziwy Swiat jest jednorodny iniezmienny (czyli nieruchomy). Grecy
oskarzali Parmenidesa, Ze hotduje nie tyle madrosci co szalennstwu. Trudno
wszak przyjac¢ jednos¢ i bezruch Kosmosu, gdy wezmie sie cho¢by pod
uwage, obecnos¢ na tym Swiecie kazdego z nas. W odpowiedzi Zenon z Elei,
uczen Parmenidesa pokazat, Ze uznanie istnienia ruchu irdéznorodnosci
rowniez prowadzi do absurdow. Ten grecki filozof bardzo zgrabnie
dowodzit, Ze ruchu nie ma. Chodzito mu oczywiscie o ruch w szerokim sensie
czyli o ruch jako przemieszczenie w przestrzeni i ruch jako przemiane.
Przytocze tu dwa argumenty Zenona dotyczace ruchu w przestrzeni.

1.1.1. Aporia Achillesa i z6twia

Zenon nazywatl swoje wywody aporiami, czyli trudno$ciami. Dzi§ moéwimy
o paradoksach Zenona z Elei. Najbardziej znang jest aporia Achillesa i z6twia.
Powiedzmy, Ze Achilles i z6tw stajg do wyScigu. Poniewaz z6tw ma opinie
kiepskiego biegacza Achillesa daje mu fory; na starcie z6tw ma sto metréw
przewagi nad Achillesem. Niech Achilles biegnie sto razy szybciej od z6twia.

1Z wielkich filozoféw starozytnosci wyjatkiem byt Epikur, ktdry uznat zmysty za catkowicie wiarygodne
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W monecie gdy Achilles przebiegnie 100 metréw, docierajac do punktu
startu zotwia, zO6tw przebiegnie jeden metr. W momencie gdy Achilles
przebiegnie jeden metr, z6tw przebiegnie jeden centymetr. W momencie gdy
Achilles przebiegnie 6w dodatkowy jeden centymetr, zotw przebiegnie jedng
dziesigta milimetra i o tyle bedzie wyprzedzat Achillesa. W momencie gdy
Achilles przebiegnie owa dodatkowa jedng dziesiata milimetra, zotw
przebiegnie jeden mikrometr i o tyle bedzie wyprzedzat Achillesa. Czy
Achilles ma szanse dogoni¢ zétwia? Zenon wnioskowat, ze nigdy to nie
nastapi. Zo6lw zawsze chocby o bardzo, bardzo, bardzo niewiele, bedzie
wyprzedzat Achillesa. Z drugiej strony zmysty wyraznie nam pokazuja, Ze
Achilles nie tylko moze dogoni¢ z6twia, ale go wyprzedzi¢. Ale Zenon byt
filozofem, wiec $wiadectwo zmystéw uwazata za zwodnicze. Rozum
wyraznie podpowiadat mu, Ze Achilles nie wyprzedzi z6twia i tego Zenon sie
trzymatl. Inna aporia, aporia strzaty réwniez dowodzi, Ze ruchu nie ma.
Wyobrazmy sobie o$ czasu (Zenon nie postugiwat sie osig czasu ale my to
zrobi¢ mozemy). Na tej osi wybierzmy punkt - jeden moment czasu. Jakg
odlegtos¢ przeleci, w tym jednym momencie, strzata wystrzelona z tuku?
Poniewaz moment jest tylko punktem niepodzielnym na drobniejsze punkty,
to strzata w tym jednym momencie bedzie po prostu stata. Méwigc w naszym
dzisiejszym jezyku, punkt ma rozciggtoS¢ At=0. W czasie zero nie ma zadnego
ruchu. Zatem w kazdej wybranej pojedynczej chwili strzata stoi. Ale caty ruch
sktada sie z takich pojedynczych chwil. Suma bezruchu daje bezruch. Zatem
strzata sie nie porusza. Widzimy co prawda, ze strzata sie porusza, ale wiemy,
Ze Zenon nie ufat zmystom. Skoro rozum méwi, Ze strzata nie porusza sie, to
sie nie porusza, a caty ruch jest jednym wielkim zmystowym ztudzeniem.
Argumenty Zenona doprowadzaty Grekoéw do szatu. Z jednej strony nie
byli w stanie pogodzi¢ sie z konkluzjami wynikajacymi z aporii Zenona
z drugiej mieli ogromne klopoty z kontrargumentacja. A préb podejmowali
wiele. Jednym z rozwigzan byt kompromis. Mozna byto przyja¢, ze Swiat
sktada sie z kilku trwatych elementow, a jego roznorodno$¢ wynika
z mieszania sie tych elementéw w réznych proporcjach. Ta droga poszedt
Empedokles, ktéry uznat, ze Swiat sktada sie z czterech elementow biernych:
ognia, powietrza, wody i ziemi oraz dwoch aktywnych, ktore nazwat niezbyt
dla wspoétczesnego ucha przekonujgco. Element odpowiadajacy za mieszanie
to byta mitos¢, a element odpowiadajacy za rozdzielanie to byta nienawisc.
Kosmos (czyli po grecku ,porzadek”) oscylowal od stanu idealnego
zmieszania po stan idealnego rozseparowania elementoéw. Innym
rozwigzaniem byto powotanie do zycia wiecznych i niezmiennych atoméw.
W ten sposéb atomy spetniaty kryteria niezmiennego bytu Eleatéw tworzac
poprzez taczenie sie bogactwo fizycznego swiata. Chyba najbardziej spojna
odpowiedzig na aporie Eleatow, byt system zaproponowany przez Platona.

Platon powotat do Zycia pozamaterialny i pozaczasowy, niezmienny Swiat
5



Jan Masajada © - 45 Tematow z Fizyki

idei (wprowadzit do filozofii metafizyke). W Swiecie idei istniaty wzorce
wszystkich bytéw. Swiat zmystowy powstawat jako projekcja ze $wiata idei.
Ale projekcje sg znieksztatconymi i ulotnymi obrazami wzorcéw, tak jak cien
jest znieksztatconym i ulotnym obrazem przedmiotu. Stad naprzeciw
niezmiennego $wiata ideii stat przemijajacy $wiat cieni, ktory rzeczywiscie
byt jak ztudzenie.

1.2. Male co nieco oszeregach &

Wspobtczesna matematyka lepiej radzi sobie z aporiami Zenona.
Zawdzieczamy to badaczom nieskonczonosci i zera?. Te dwa, zdawatoby sie
skrajnie odmienne matematyczne twory majg ze sobg wiele wspoélnego, a ich
wplywy na terenie matematyki przeplataja sie. Do rozwigzania aporii
Achillesa i zétwia potrzebujemy dobrej teorii nieskonczonych szeregow.
Przyktadem nieskonczonego szeregu jest takie wyrazenie

1 1 1 1 =1
T SR N 121
1Tzttt Zn

n=1

Przy pierwszym spojrzeniu na ten szereg pojawia sie pokusa by sie popukac¢
w gtowe: kto zdota zsumowacé nieskonczenie wiele wyrazéw? Z drugiej
strony szybka refleksja moze podpowiedzie¢ wyniki: suma nieskonczenie
wielu dodatnich wyrazéw musi sie réwnac¢ nieskonczonosci. Dla
matematykow taka intuicja nie jest rozstrzygajacym argumentem. Pomysl, ze
sumujemy dtugosci odcinkéw tworzonych w nastepujacy sposob. Bierzemy
najpierw odcinek o dtugosci dwa i dzielimy go na poét. Niech dtugos¢ lewej
potowy bedzie pierwszym wyrazem nowo tworzonego szeregu. Z prawg
potowq czynimy tak jak z odcinkiem - dzielimy ja na dwie cze$ci i dtugos¢
lewej dodajemy do szeregu. Z prawa potowa czynimy tak samo jak
poprzednio i tak dalej bez konca. Otrzymamy szereg o postaci

oo

2 2 2 2 2
R TR T — 1.2.2
2+4+8+16+ ' ZZ"

n=1
Z przedstawionej konstrukcji geometrycznej wynika, ze suma tego szeregu
jest réwna dtugosci dzielonego odcinka czyli 2. Gdyby$Smy wzieli odcinek
o dtugosci L i zastosowali tg samg procedure geometryczng to na jej
podstawie mozemy od razu napisac

2 Zobacz na przyktad ksigzke Seife Charles ,,Zero niebezpieczna idea. Koncepcja zera w historii nauki
od filozofii do matematyki”, Amber (2002)
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L L L L =L =1
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Jak z tego wida¢, nieskonczona suma dodatnich wyrazéw moze dac¢ jak
najbardziej skonczong sume. Dlaczego ten prosty fakt przeoczyl Zenon
z Elei? Ot6z Zenon niekonczenie go przeoczyl. Jednak jego podejScie do
sprawy byto na tyle rézne od naszego, ze rozumowanie z dzieleniem
odcinkéw mogto by¢ dla niego jeszcze jednym dowodem na absurdalnos¢
takich podzialow odcinkéw i asumptem do sformutowania aporii
o niepodzielnosci odcinkéw. Gdzie§ w historii to podejscie ulegto zmianie
i matematycy wkroczyli na teren nieskonczonych szeregéw, budujac ich
spojna teorie. Dzi$ na problem Achillesa gonigcego z6twia patrzymy tak.
Niech pierwszy odcinek, o dtugosci stu metrow, Achilles przebiegnie w
sekunde. W tym czasie sto razy wolniejszy z6tw oddali sie o jedng setng drogi
przebytej przez Achillesa, czyli oddali sie od swojego punktu startu o jeden
metr. Ten dodatkowy metr Achilles przebiegnie w jedng setng sekundy, i tak
dalej i tak dalej. Suma wszystkich czasow dla kolejnych, coraz mniejszych
odcinkéw, jest szeregiem postaci

2 2 -1
100 1 0.01 0.01 — 1 0.01™ 1.2.4

100 * 100 * 100 * 100 7 * 100

o0 n=1 (0)e]
— 14— doori=14+ ) -
B 100 ' B 100"
n=1 n=1

W liczniku mamy dtugos¢ kolejnych odcinkéw a w mianowniku predkos¢
Achillesa, czyli sto metréw na sekunde. Ten szereg ma na pewng skonczong
sume, gdyz jego kolejne wyrazy sg mniejsze od poszczegélnych wyrazow
szeregu (1.2.2) (za wyjatkiem pierwszego wyrazu). Zatem Achilles
potrzebuje skoniczonego czasu na dogonienie zo6twia, proces nie bedzie trwat
wiecznie jak to sugerowat Zenon z Elei. Szeregi takie jak (1.2.2-1.2.4)
nazywamy  szeregami geometrycznymi. Szeregi  geometryczne
charakteryzujemy przez dwie liczby, pierwszy wyraz szeregu a;, oraz statg
liczbe q nazywang ilorazem, gdyz jest rowna ilorazowi sgsiednich wyrazéow.
Wyraz o numerze a, otrzymujemy poprzez wzor

a, = a, ,q = a,q"" 1.2.5

Bez dowodzenia podam wzor na sume Sy N pierwszych wyrazéw szeregu
geometrycznego

_ a;(1—q")

Sy = 2.
v g 1.2.6
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W przypadku nieskonczonej liczby elementéw ciggu geometrycznego, suma
jest skonczona gdy |g|<1. Suma nieskonczonego szeregu geometrycznego
wynosi wtedy
a,
1—-q
Policzymy ile wynosi suma we wzorze (1.2.4). Suma

Seo = 1.2.7

1.2.8

100™
=1

Jest suma wyrazéw szeregu geometrycznego dla ktorego: a;=1/100;
aq=1/100. Korzystajqc ze wzoru (1.2.7) mamy

Z B 1 100 1 1.2.9
100" L 100 99 99
100

Zatem szereg (1.2.4) ma wartos¢

1 1

= — 1.2.10
1+ Z 100" 1+ 99
n=

Ze wzoru (1.2.10) wynika, ze Achilles dogoni Zétwia po czasie 1 i 1/99
sekundy. W tym czasie Achilles przebiegnie 101 1/99 metra a z6tw zaledwie
1i 1/99 metra. Sprébuje to samo zadanie rozwigza¢ bez zastosowania
szeregdw. Mam dane: predkos¢ Achillesa v4 i Z6twia v; to jest odpowiednio
100m/s i 1m/s. Wiem, ze Achilles jest sto metrow za zétwiem. Gdzie sie
spotkaja? Niech t oznacza czas, w ktorym Achilles dogoni Zétwia. W tym
czasie Achilles przebiegnie odcinek L metrow, a zétw odcinek o diugosci L-
100m. Mamy uktad ré6wnan

L == vAt
{L — 100 = v,t 1.2.11
Podziele te rownania stronami

L Uy
L —100 U_z 1.2.12

W ten sposOb otrzymatem réwnanie z jedng niewiadoma L, ktére moge
rozwigzac

L=100 — A — 1002290 _ (101 — )
0, o, T %99 T 99 1.213
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Majac L i predkos$¢ Achillesa mozemy policzy¢ czas, po ktérym Achilles
dogoni zotwia. Wynosi on L/v4a=1=1/99s. Tg warto$¢ czasu i dystansu jaki
przebiegnie Achilles otrzymaliSmy réwniez z analizy szeregu. Obie metody
daty ten sam rezultat. Korzystajac ze wspdiczesnego pojecia predkosci
aporie zotwia i Achillesa jest tatwo rozstrzygnac. Ktopot polega na tym, ze
Grecy i ogolnie starozytni nie mieli naszego pojecia predkosci. Grecy nie
uzywali wielkosci bedacych iloczynem lub ilorazem dwdch réznych
wielkosci fizycznych, takich jak droga i czas. Grecy porownywali predkosci
dwoch poruszajacych sie ciat obliczajgc stosunek odcinkéw jakie te ciata
przebywaty w tym samym czasie. Do rozstrzygniecia aporii zotwia i Achillesa
zabrakto im odpowiednich narzedzi matematycznych i odpowiednich pojec
fizycznych, aprzede wszystkim nowozytnego S$wiatopogladu na cate
zagadnienie.

Wréce jeszcze do nieskonczonych szeregéw. Przypomne, Ze ciagte
funkcje mozemy przedstawi¢ w postaci rozwiniecia w szereg potegowy
(§DB 3). Te rozwiniecia dajg nieskonczone szeregi potegowe o skonczonych
wartoS$ciach. Juz z tego przykladu wida¢, ze szeregi graja w matematyce
stosowanej wazng role. Dlatego podam jeszcze kilka faktow i definicji
zwiagzanych z szeregami. Zaczne od definicji ciaggu

Definicja 1.2.1: Ciag

Ciggiem oKreslonym na dowolnym zbiorze X nazywa si¢ dowolng funkgje f:1-X,
gdzie I jest dowolnym podzbiorem zbioru liczb naturalnych. Zbior I nazywa sig
zbiorem indeksow, a jego elementy — indeRsami. Jesli zbiér wskaZnikéw jest
skoticzony, to sam cigg rownieZ nazywa skoticzonym, jesli zbiér I nie jest sRoriczony,
to cigg nazywa sig niesRoriczonym.

Mogtes sie w tym miejscu troche pogubi¢. Miatem moéwic o szeregach,
atu nagly zwrot w kierunku ciggéw. Przyznaje, wprowadzilem troche
chaosu, ale nie prowadze systematycznego wyktadu z matematyki. A pojecie
ciggu jest bardzo uzyteczne w teorii szeregdw, stad ten nagly zwrot.

Przyktadem ciggu jest odwzorowanie

f: N — N:f(n) = n? 1.2.14

Cigg ten jest odwzorowaniem zbioru liczb naturalnych w zbidr liczb
naturalnych; stowem X=N i [=N. Cigg (1.2.14) jest ciggiem rozbieznym. Co to
oznacza? Wyobraz sobie tak duzg liczbe naturalng jaka tylko chcesz. Zawsze
istnieje taka warto$¢ indeksu ngeN, ze wszystkie wyrazy ciggu majace indeks
wiekszy od ng sg wieksze od tej liczby. Gdy tak jest, to ciag jest rozbiezny.
Inny przyktad ciggu

1 1.2.15
f: N — N:f(n) =
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Tym razem mamy cigg zbiezny do zera.
Definicja 1.2.2: zbiezny ciag liczbowy
Ciqq liczbowy {an} jest zbiezny do liczby g, gdy dla Razdego £>0 istnieje taki indeks
ny, Ze dla n>n; mamy

0, — gl < e 1.2.16

Stowem dla odpowiednio duzych wartosci indeks6w wyrazy ciggu powinny
by¢ dowolnie blisko liczby g. Przez cigg liczbowy rozumiem oczywiscie ciag
zbudowany z liczb rzeczywistych lub zespolonych. W tym drugim przypadku
nawias we wzorze (1.2.16) oznacza modut z liczby zespolonej. MySle, Ze jest
jasne, Ze cigg (1.2.15) jest zbiezny do zera.

Definicja 1.2.3: granica ciggu
Liczba g, do Rtdrej zbiezny jest ciqg, zgodnie z definicjq (1.2.2) nazywa sig granicq
ciggu.

Z pojeciem zbieznoSci spotkaliSmy sie w przypadku definicji
pochodnej (DB 1). Pochodna byta tam definiowana jako granica ilorazéw
réznicowych. KorzystaliSmy juz wiec, intuicyjnie z pojecia granicy, tyle Ze nie
dla ciggéw. Mozemy teraz przejs¢ od ciggéw do szeregdéw

Definicja 1.2.3: Sumy czesciowe szeregu
Sumami czesciowymi szeregu

[00]

Z a; 1.2.17a

i=1
Nazywamy ciqg wyraZen

N

S1=4a4, S, =404ay,..,5;, = E a, ...
i=1

1.2.17

Nie ma chyba watpliwosci, ze sumy czeSciowe tworza cigg. Obliczanie sum
szeregOw mozna wiec sprowadzi¢ do szukania granicy ciggéw.

Definicja 1.2.4: Zbieznos¢ szeregu nieskonczonego
Jezeli cigg sum czesciowych szeregu niesRoriczonego ma skoticzonq granice, to szereg
ten nazywamy zbieZnym, w przeciwnym razie szereg nazywamy rozbieZnym

Ciekawym przykladem s3 szeregi naprzemienne

10
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Definicja 1.2.5: Szereg naprzemienny
Szereq jest naprzemienny gdy Rolejne wyrazy sumy zmieniajq znak,

Z(_l)n+1ai =aq4 —ay + a3 — Uy + - 1.2.18
i=1

Ponizej podaje przyktad zbieznego szeregu naprzemiennego

o 1.2.19
(—1)n+? 1 1 1

2}—?——=1—-+-—-+~n

i=1

2 3 4

Szeregi naprzemienne zachowujg sie nieprzewidywalnie, oto przyktad.
Niech

1 1 1 1.2.20
e 1 —_— _—— eee,
> 273717
Zbudujmy nowy szereg mnozac wyrazy poprzedniego przez %
1 1 1 1 1 1.2.21
S =—S =——— —_——

Dodajmy oba szeregi do siebie

PPV s
STS = ATy Tty

Szereg (1.2.22) sktada sie z takich samych wyrazow jak szereg (1.2.20), co by
sugerowato, Ze jego suma jest rOwniez taka sama. Z drugiej strony
spodziewamy sie, ze suma s+s'>s. Okazuje sie, ze przestawianie wyrazow
szeregu naprzemiennego zmienia jego sume! Moze by¢ nawet tak, ze
z szeregu zbieZnego, poprzez przestawienie wyrazéw powstanie szereg
rozbiezny. Stad rozrozniamy szeregi zbiezne do tej samej liczby, niezalezenie
od kolejnosci wyrazéw i szeregi, ktérych sumy zaleza od kolejnoSci wyrazen

Definicja 1.2.6: szereg zbiezny bezwarunkowo
jezeli dla kazdej permutacji P zachodzi

E}h=§:%m 1.2.23
i=1 i=1

To szereg jest szeregiem bezwarunkowo zbieZnym, w przeciwnym razie szetreg jest
szeregiem warunkowo zbieZnym

Permutacja P jest operacja przestawienia wyrazow szeregu.

11
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Z szeregami bedziemy sie jeszcze spotykali, dlatego przy okazji
omawiana aporii Zenona pozwolilem sobie uczyni¢ krotki wstep
wprowadzajacy w tg tematyke. Na zakonczenie dodam, Ze programy CAS
liczg sumy szeregdéw nieskonczonych. Przyktady zaczerpne z programu
Mathematica. Oblicze sume szeregu

[00]

1
i6
i=1

1.2.24

Zapis w programie Mathematica wyglada tak

Sum|[1/i*6,{i, 1, Infinity}] instrukcja
® wynik
945

M.1.2.1. Przyktad na obliczanie sumy szeregu nieskonczonego
Oblicze sume ciggu podwdjnych sum

X 1 1.2.25
j2(i+1)?

i=1 j=1

Zapis w programie Mathematica wyglada tak

Sum[1/("2(i + 1)*2),{i, 1, Infinity}, {j, 1, i}] instrukcja
t wynik
120

M.1.2.2. Przyktad na obliczanie sumy podwdjnego szeregu nieskonczonego

1.3. Astronomia ptolemejska &

Grecy stworzyli dwa systemy opisu Uktadu Stonecznego. Jeden z nich
miat charakter kosmologiczny, a drugi astronomiczny. Jako pierwszy
wyksztatcit sie system kosmologiczny. Okoto V wieku p.n.e. Grecy zaczeli sie
postugiwac sferycznym modelem Kosmosu (rys. 1.3.1). Model ten byt zbyt
prosty by zadowalajagco odwzorowac ruchy planet. Natomiast dobrze radzit
sobie z ruchami gwiazd. Dla obserwatora znajdujacego sie na Ziemi gwiazdy
poruszaja sie tak, jakby byty przypiete do powierzchni olbrzymiej sfery

12
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(rys. 1.3.2). Uktad gwiazd widziany na niebie zdaje sie by¢ niezmienny.
Doktadne obserwacja pokazujg, ze tak nie jest. Gwiazdy poruszajg sie
wzgledem siebie, ale sg tak od nas odlegle, ze ich ruch dostrzegany jest
dopiero przez teleskopy, lub jako efekt wielowiekowych obserwacji. Ruchy
kilku obiektéw na niebie wyraznie odbiegaly od karnego ruchu gwiezdnego
zastepu. Dotyczyto to Stonca, Ksiezyca i planet; te ostatnie na pierwszy rzut
oka nie wyroznialy sie z ttumu gwiazd. Lecz cierpliwy obserwator mogt
dostrzec, Ze co$ jest z nimi nie tak. Pomysl, co noc o tej samej porze oznaczasz
potozenie wybranej planety na tle sfery gwiazd. Wszystkie inne gwiazdy
ustawiajg sie doktadnie w tym samym szyku, to znaczy co noc zachowujg
wzajemne potozenie. Tylko kilka z nich Merkury, Wenus, Mars, Jowisz,
Saturn no i oczywiscie Stonce i Ksiezyc wedruje na swdéj sposob.

Rysunek 1.3.1. Sferyczny
model Kosmosu. Znanym
wowczas cialom niebieskim
przypisywano sfery niebieskie
obracajace sie wokét Ziemi.
Ostatnia sfera - sfera gwiazd
statych - unosita gwiazdy.

Rysunek 1.3.2. Robione przez
dtuzszy czas zdjecie nocnego nieba
pokazuje tory jakie przez noc
zakre$laja gwiazdy. Wida¢, ze
poruszaja sie jakby przyczepione do
wielkiej obracajacej sie sfery. Po
stronie potkuli potnocnej 0§ obrotu
tej sfery przechodzi w poblizu
gwiazdy polarnej; Zrédto Wikipedia

Patrzac na przyktad jak zmienia swoje potozenie Mars, na tle sfery
gwiazd, zauwazamy, ze zwykle Mars porusza sie zwykle szybciej niz gwiazdy,
ale od czasu do czasu zdarza mu sie zwalnia¢, aby potem znéw przyspieszy¢,
efektem sg petle na jego torze wyrysowanym na tle sfery gwiazd (rys. 1.3.3).
Model przedstawiony na rysunku (1.3.1) nie oddaje tych petli. Wyjscie z tego
problemu wydaje sie stosunkowo proste. Trzeba kreci¢ poszczegbélnymi

13
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kotami z zmienng predkoscig. Wtedy na tle ostatniego okregu, to jest tego
z gwiazdami, otrzymamy ruchy wsteczne. Z wykorzystaniem tego pomystu
byto jednak gorzej. Greccy matematycy nie dawali sobie rady z ruchami
zmiennymi, czyli technicznie pomyst byl niewykonalny. Drugi problem byt
natury Swiatopogladowej. Model kosmologiczny miat opisywac nature
Swiata. Dla Grekéw niebo byto miejscem boskiej doskonatosci. Doskonatos¢
ze swej natury (przynajmniej tak jg rozumieli Grecy) do niczego nie dazy.
Dazenie oznacza brak czegos, stan niezaspokojenia, co ktdci sie z 6wczesnym
pojmowaniem doskonatosci. Dla doskonatosci wtasciwy byt bezruch (czyli to
co gtosili Eleaci) lub ewentualnie doskonaty ruch cykliczny, czyli ruch po
okregu. Stad, z powodow filozoficznych i technicznych, ruchy ,niebian”
skazane byly na okregi lub stanie w miejscu, jak to miato miejsce
w przypadku Ziemi. Jednak obserwacje nieba nie chciaty wpisac sie w model
koncentrycznych okregéw, wiec Grecy poszli na pewne ustepstwa. Kazdej
planecie przypisano nawet do czterech sfer, ktore sterowaty ich ruchem.
Sfery poruszaty sie ruchem jednostajnym obrotowym, ale kazda z nich mogta
obracac sie z inng predkos$ciag i wokot innej osi. Ztozenie tych ruchow dawato
petle widoczne na rysunku (1.3.3). Oczywiscie gwiazdy state miaty tylko
jedng sfere. Jednak nawet tak ulepszony modelu kosmologiczny nie byt
wystarczajacy. Znacznie lepiej spisywat sie model astronomiczny. Model
astronomiczny miat mniej ambitne cele. Nie objasniat struktury Kosmosu,
jego zasadniczym zadaniem byl poprawny opis ruchéw cial niebieskich.
Okoto roku 150 n.e. dziatajgcy w Aleksandrii, Klaudiusz Ptolemeusz, w dziele
znanym dzi$ jak Almagest3, opisat Grecki model astronomiczny nazywany
dzi$ modelem ptolemejskim. Przez nastepne czternascie wiekow model ten
byt baza dla prac astronomoéw europejskich i arabskich. Piszagc Almagest
Ptolemeusz korzystat z wcze$niejszych osiggnie¢ Greckich astronomow. Jego
dzieto jest wiec syntezg tych osiagnie¢ z pewnym wktadem wtasnym#*. Aby
odda¢ ruchy planet Ptolemeusz korzystat z nastepujacych konstrukcji
geometrycznych. Planeta poruszata sie po epicyklu, czyli matym kole,
ktorego sSrodek poruszat sie po duzym kole zwanym deferentem (rys. 1.3.4).

3 Almagest to nazwa arabska, a raczej skrot utworzony z tytutu arabskiego: Kitab al-Midzisti. Nie
znalaztem jednoznacznej informacji dotyczacej tytutu greckiego orginatu. Przytaczam dla przyktadu
dwie propozycje: Mathematike Syntaxis, oraz Megale Syntaxis.
4 Oczywiscie synteza, szczegdlnie tak szeroka jak Almagest jest sama w sobie wielkim osiggnieciem.
Moéwiac jednak o wtadzie wlasnym mam na mysli wiasne oryginalne obliczenia czy przemyslenia
autora.

14



Jan Masajada © - 45 Tematéw z Fizyki

zaczynamy

obserwacje PO pigciu
miesigcach

-

. po szesciu
E}t\%\ miesigcach

po czterech
miesigcach

%ﬂ - po trzech

miesigcach

Rysunek 1.3.3. U gory - ktopotliwe petle obserwowane w ruchu Marsa na tle
sfery gwiazd. U dotu - obserwowane z Ziemi ruchy ciat niebieskich na tle sfery
gwiazd wedtug rysunku Cassiniego. Rysunek przedstawia ruchy Merkurego
w okresie lat siedmiu i Wenus w okresie lat o§miu. Z encyklopedii Britannica

z 1777r.; Zrédto Wikipedia

planeta

Rysunek 1.3.4. Planeta na epicyklu umieszczonym na deferencie; b) Ksztatt

toru planety opisanej przez uktad epicykl deferent.
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Ruchy te byty oczywiscie jednostajne. Ruch po epicyklu pozwalat modelowac¢
wsteczne ruchy planet na tle sfery gwiazd (rys. 1.3.3). Niestety to nie
wystarczyto by osiggna¢ wymagang doktadnos$¢ opisu. Planety nie tylko
wykonywaty, na tle sfery gwiazd, ruchy niejednostajne, ale roéwniez
zmieniaty odlegtosci w stosunku do Ziemi. Uwidoczniato sie to poprzez
zmiane ich jasnosci. Te dodatkowe cechy ruchu planet wymusity na
Ptolemeusz wprowadzenie do modelu, przez kuchenne drzwi, ruchow
niejednostajnych. Stuzyt temu ekscentryk i ekwant (rys. 1.3.5a-b).
W $redniowieczu arabscy uczeni dodali jeszcze do tego epicykl na epicyklu
(rys. 1.3.5¢)

a b c planeta

- )

czasiet e
Ziemia, zarazem
srodek ekwantu

epicykl na

“\‘ epicyKi

Rysunek 1.3.5. a) ekscentryk, srodek ekscentryku nie pokrywa sie ze srodkiem
Wszechswiata, czyli ze Srodkiem Ziemi. 0§ obrotu ekscentryka przechodzi
przez jego Srodek. b) ekwant obraca sie tak, ze promien taczacy punkt A
i planete (lub $rodek epicyklu na ktérym jest planeta) w jednakowych
odstepach czasu zakresla jednakowe katy; c) epicykl na epicyklu

srodek
ekscentryka

®
Ziemia

Model Ptolemeusza byt rozwijany az do czasu przyjecia sie
heliocentrycznego modelu Kopernika. Dokladno$¢ modelu Ptolemejskiego
byta bardzo wysoka. Nie mniej z biegiem wiekow przewidywania modelu
zaczely odbiega¢ od danych uzyskanych z obserwacji. Model zawsze mozna
byto pusci¢ od nowa, dostosowujgc jego stan do biezgcych obserwacji,
niemniej dla astronoméw bylto oczywiste, zZe model wymaga poprawek.
Sporo wniesli tu Sredniowieczni uczeni arabscy. Pod koniec wieku XIII
tworczo do pracy przystapili astronomowie europejscy. W XVI wieku
astronomowie w Europie zdawali sobie sprawe z tego, ze kolejne poprawki
coraz bardziej komplikujg model nie gwarantujac jego poprawnosci. Coraz
trudniej byto wierzy¢ w to, ze Bg uczynit $wiat wedtug modelu Ptolemeusza.
Sytuacja dojrzata do reformy. Wéréd reformatoréw byt réwniez Mikotaj
Kopernik. Nalezy zaznaczy¢, ze Kopernik nie dziatal z pozycji rewolucjonisty,
ktory kwestionuje uznang nauke. W swoim odczu¢ byt raczej naprawczym,
ktory usuwajac zrodta problemow starych modeli postawi zastang nauke na
solidniejszym fundamencie.

Model heliocentryczny Kopernika operowat tymi samymi prawami
ruchu co model geocentryczny Ptolemeusza. Kopernik mial nadzieje, ze
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model heliocentryczny przyblizy sie do kosmologicznego ideatu, to znaczy,
ze tory planet wokét Stonca da sie opisac jako pojedyncze ruchy jednostajne
po kole. W szczegdblnosci draznita go obecno$¢ ekwantu, ktory, jak wyzej
wspomniatem, kuchennymi drzwiami wprowadzal do modelu
astronomicznego ruchy niejednostajne. A niebu zmienno$¢ zwyczajnie nie
przystoi. Rzeczywisto$¢ okazata sie bardziej ztozona. Dane obserwacyjne
zmusily Kopernika do ponownego uzycia epicykli, na czym ucierpiata
prostota jego modelu.

Na domiar ztego wypchniecie Ziemi zcentrum WszechSwiata
zachwialo ogdlnie przyjetym wdéwczas gmachem fizyki. Fizyka Arystotelesa
opierata sie na pojeciu czterech zywiotow (elementéow), ktéore wymieniam
wedtug rosnacej ciezkosci: ziemia, woda, powietrze i ogien. Zywioty te miaty
naturalng tendencje do uktadania sie w warstwy wedtug ciezaru. Najblizej
Srodka Kosmosu znajdowato sie naturalne miejsce dla ziemi (jako elementu),
w nastepnej warstwie odktadata sie woda, potem powietrze, a na koncu
ogien (rys. 1.3.6).

sfera gwiazd

bedaca brzegiem Tarcie sfery Ksiezyca

Wszechéwiata o strefe ognia powoduje
powstawanie wiréw, ktére
przenoszac sie w doét
przekazujg ruch i mieszajg
wszystkie cztery elementy

Srodek Ziemi
i Wszechswiata

[ strefa ognia
|| strefa powietrza
B strefawody
[ ] strefaziemi

Rysunek 1.3.6. Model Kosmosu wedtug Arystotelesa.

Warstwa ognia rozciggata sie do sfery Ksiezyca, powyzej ktorej zaczynato sie
niebo. Aniebo wypetlnione bytlo pigtym elementem - eterem
(tac. kwintesencja). W idealnie nieruchomym Kosmosie, na skutek ruchéw
naturalnych wszystkie elementy pouktadatby sie wedtug tego schematu.
Jednak obracajgca sie sfera Ksiezyca wprawiata w ruch warstwe ognia,
a posrednio réwniez inne zywioty, ktore mieszaty sie ze soba. Dodatkowo
cztery elementy strefy podksiezycowej miaty zgubny dla idealnego porzadku
obyczaj transformacji miedzy soba. Tworzyto to ich mieszanine, czego
efektem byto bogactwo form podksiezycowego Swiata. Kosmos Arystotelesa
postuzyt Sredniowiecznym teologom do budowy wizji wtasnego $wiata
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(rys. 1.3.7). Ciezkie od grzechéw dusze, zgodnie z fizyka Arystotelesa,
opadaty ku Srodkowi Ziemi w piekielny ogien, a dusze lekkie unosity sie do
nieba. Ludzie Sredniowiecza zyli przez kilka wiekéw w wysoce
uporzgdkowanym Swiecie. Nieliczni woéwczas uczeni, dobrze znajgcy
filozofie grecka i arabskg, oraz krytyczne komentarze jakie pojawitly sie na
Sredniowiecznym uniwersytecie europejskim mogli dostrzegac rysy na tym
gmachu. Gmach byt tak potezny, Ze nawet oni, woleli raczej szuka¢ metod
tatania tych rys niz postulowac zburzenie zastanej konstrukcji i zastgpienie
jej nowa.

Usuniecie Ziemi ze Srodka Kosmosu w oczywisty sposdb naruszato ten
schemat. W gruzy legt podziat na ruchy naturalne elementéw ciezkich do
Srodka Kosmosu i elementdw lekkich do géry. Wyrzucenie Ziemi z centrum
Kosmosu byt nie tylko kwestig zmiany porzagdku w Uktadzie Stonecznym ale
pociagto za sobg zmiane teorii dotyczacych ruchéw, a w efekcie destrukcje
calej fizyki Arystotelesa. Dalekosiezne skutki byty nawet wieksze. Do czasow
nowozytnych, Kosmologia byta zespolona z teologia. Dotyczy to nie tylko
Sredniowiecza europejskiego, ale praktycznie wszystkich epok i wszystkich
kultur. Teologowie KosSciota Katolickiego, dziatajac w tym duchu, dokonali
zespolenia teologii i kosmologii>. ChrzeScijanstwo samo w sobie takiego
zespolenia nie wymagato, ale dwczesny Swiatopoglad pchat ludzi w tym
kierunku. Zatamanie kosmologii i fizyki Arystotelesa oznaczato zatamanie
schematu pokazanego na rysunku (1.3.7) i uderzato w nauczanie KoSciota
Katolickiego. Kopernik wierzyt jeszcze, ze jego Kosmos da sie zespoli¢
z fizyka Arystotelesa. Sugerowal, ze Ziemia dalej moze petni¢ role srodka
opadania cial ciezkich, tyle ze Srodka lokalnego. Jednak dla nastepnego
pokolenia uczonych stato sie jasne, Zze cho¢ pomyst traktowania Ziemi jako
lokalnego srodka spadania ciat jest sensowny, to nie jest mozliwe jego
sensowne zespolenie zfizyka Arystotelesa. Wbrew obiegowej opinii
Kopernik nie bat sie negatywnej reakcji papieza czy koscielnej hierarchii na
swoja prace. W dziele Commentariolus (Komentarzyk) z 1513 roku, Kopernik
ujawnit zatozenia systemu heliocentrycznego, wiec trudno mowic
o zaskoczeniu tresScig jego gtownego dzieto. Mimo ,niecnych” zmiarow
Kopernik mogt liczy¢ na wsparcie ze strony najwyzszych hierarchow
KoSciota. Jego obawy wigzaty sie z reakcjag zawodowych astronoméw i nie
byty to obawy bezpodstawne. Zalety modelu Kopernika byty zbyt watte, aby
zaptacic¢ za nie cene przewrodcenia do gory nogami catej obowiazujacej fizyki
i kosmologii. Mimo to, z czasem liczba zwolennikéw modelu Kopernika rosta.
Wynikato to przynajmniej z trzech czynnikow. Po pierwsze byta to epoka

> Zwiericzenie tego procesu znajdziemy w dziele Tomasz z Akwinu Suma Teologii (Summa theologiae),
ukonczonej w 1273 roku.
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upadku autorytetéow, zaréwno Kosciota Katolickiego (okres reformacji)
i jego doktryny jak rOwniez autorytetu starozytnej nauki.

i strefa ognia Sfera gwiazd

strefa powietrza

B stefawody

strefa ziemi

Rysunek 1.3.7. Sredniowieczna teologia katolicka zespolita swoje nauczanie ze
zmodyfikowang fizyka i kosmologiag Arystotelesa. W efekcie powstat bardzo
spojny obraz swiata. Ponad sferg gwiazd znajdowato sie Krélestwo Niebieskie,
wewnatrz Ziemi miato swoje miejsce piekto. Dusze ciezkie od grzechéow
w naturalny sposéb spadaty do piekta, a te lekkie unosity sie do nieba. To
oczywiscie bardzo zgrubny rys catej konstrukcji.

Po drugie waska grupa zwolennikow modelu Kopernika powoli go
dopracowywata. Po trzecie inna grupa uczonych, ktdrej sztandarowa
postacia jest Galileusza, skutecznie demontowata inne cze$ci gmachu fizyki
Arystotelesa. Siedemdziesiat lat po $mierci Kopernika Kosciot Katolicki, na
skutek walk z reformacja, zaostrzyt liberalny kurs wobec nauki. W efekcie
w 1816 roku Kosciét zakazat nauczania teorii Kopernika jako prawdy
kosmologicznej, dopuszczajac jednak jego nauczanie jako modelu
astronomicznego. W tamtej sytuacji nie byto to nic nadzwyczajnego. Wszak
od wiekdw  kosmologiczny = model  Arystotelesa  wspotistniat
z astronomicznym modelem Ptolemeusza. Niedtugo potem liczba
zwolennikdw modelu heliocentrycznego, wsrdéd astronomoéw, wyraznie
przewyzszyta liczbe zwolennikoéw starej kosmologii. Wsréd zwolennikow
modelu heliocentrycznego najwieksza postacig byt Johannes Kepler, ktory
doprowadzit go do dojrzatej postaci. Jednak do sukcesu modelu
heliocentrycznego istotnie przyczynili sie rowniez uczeni, ktérzy nie byli
jego zwolennikami. WSréd nich najwazniejsza postacig byt Tycho Brache.

O tym bedzie w nastepnym rozdziale.
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Dyskusja 1.3.1: O naturalnych sktonnosciach rzeczy

Omawiajqc cztery elementy Arystotelesa, stwierdzitem, Ze ziemia jako najcieZszy element
ma wpisany w swojq nature ruch do srodka Kosmosu. Dla wspotczesnych uszu moze to
brzmieé nieco dziwnie. Jest sobie taki kawateR ziemi i Zywi ochote do ruchu w KierunKu
srodRa Kosmosu, co wigcej z blizej nieokreslonych powodow sam z siebie ten ruch realizuge.
Kiedy jednak 1zaak, Newton oglosit prawo powszechnego cigzenia, w Ktérym postulowat,
Ze dwa ciata materialne przyciggajq sie sitq proporcjonalng do ich mas iodwrotnie
proporcjonalng do kwadratu odlegtosci, nie wyjasnit dlaczego tak sie dzieje. Prawo to
wydedukowat na bazie zastanej wiedzy o ruchach planet i wtasnej intuicji. Prawo to nie
mowi dlaczego ciata sig przyciqgajq, tylRo stwierdza sam fakt przyciggania. Podobnie
Arystoteles nie tftumaczy dlaczego ciata cigzKie spadajq Ru SrodkRowi Kosmosu. Stwierdza
tylko, Ze takg majq naturalng skfonnosé. WszystRie wspotczesne prawa fizyRi cos u swej
podstawy stwierdzajq, nie tfumaczqc skqd sig to cos bierze.

Rysunek 1.3.8. Z lewej: Klaudiusz Ptolemeusz wedtug wyobrazenia
z XVI wiecznej ryciny. Ptolemeusz (ur. ok. 100 zm ok. 168) byt astronomem,
matematykiem, optykiem i geografem greckiego pochodzenia. Urodzit sie
w Tebaidzie, a ksztalcit i dziatat w Aleksandrii, ktéra wowczas byta czescia
Imperium Rzymskiego. Autor Mathematike Syntaxis, dzieta obecnie znanego
jako Almagest (tytut arabskiego tlumaczenia); z prawej: rzezba
przedstawiajgca Arystotelesa autorstwa Lizypa, obecnie muzeum Luwr.
Arystoteles (ur. 384 p.n.e., zm. 322 p.n.e.) nalezy, obok Sokratesa i Platona do
tréjki najbardziej znanych greckich filozoféow. Urodzit sie w jonskiej kolonii
Stagira. W wieku lat siedemnastu przybyt do Aten i wstapil do Akademii
Platoniskiej, w ktorej spedzit dwadziescia lat. W 342 roku Filip Macedonski
powierzyl mu wychowanie syna, Aleksandra III Macedonskiego, pdzniejszego
twércy imperium Hellenéw. Po powrocie do Aten otworzyt witasng szkote
filozoficzng Liceum, w ktorej nauczat wlasnego obszernego systemu
filozoficznego. System ten stat sie baza dla nauczania na fakultecie sztuk
wyzwolonych na $redniowiecznym uniwersytecie. Na jego bazie rozwijata sie
réwniez Sredniowieczna nauka arabska i europejska.
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2. Prawa Keplera ¢

Przetom w historii modelu heliocentrycznego dokonat sie dzieki pracy
dwoch uczonych Tycho Brache i Johannesa Keplera. Nie chce przez to
powiedzie¢, ze byt to efekt li tylko ich wysitkdw. Oni to jednak wykonali
najbardziej istotng cze$¢ pracy. Tycho Brache i Johannes Kepler stanowig
podrecznikowy przykiad pary doswiadczalnik - teoretyk. Asymetria w ich
potozeniu, Tycho byt szefem, a Kepler pracownikiem, pozwalata na w miare
gtadka wspotprace.

W 1601 roku Tycho Brache zatrudnit Johannes Keplera jako swojego
asystenta. W tym czasie Kepler dat sie juz poznac jako wziety matematyk.
Tycho miat nadzieje, Ze Kepler pomoze mu opracowac¢ wyniki obserwacji
ruchu planet bedacych efektem ponad dwudziestoletniej mréwczej pracy. Do
Smierci Tychona Kepler prébowat powigza¢ wyniki obserwacji
z zaproponowanym przez Tychona modelem Uktadu Stonecznego (rys. 2.1).

Rysunek 2.1. Brak akceptacji dla modelu z ruchomg Ziemia z jednej strony oraz
Swiadomosci koniecznosci reformy modelu Ukiadu Stonecznego z drugiej
strony zainspirowaty Tychona do przywrécenia znanego juz w starozytnos$ci
modelu posredniego. W tym modelu Stonce stanowi centrum ruchu dla planet
dolnych (Merkury i Wenus). Ten mini uktad obiega nieruchoma Ziemie. Ruch
pozostatych ciat niebieskich pozostat taki jak w modelu geocentrycznym. Ze
wzgledu na przecinanie sie orbit planet dolnych i Marsa trzeba byto
zrezygnowal z fizycznego wyobrazenia sfer sterujacych ruchem ciat
niebieskich. Inng nowoscig byly komety, ktére Tycho umiescit powyzej sfery
Ksiezyca. Wczes$niej traktowano je jako zjawiska atmosferyczne.
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Po Smierci Tychona, Kepler przejat po nim funkcje nadwornego matematyka
i astronoma cesarza Rudolfa Il Habsburga i nadzdr nad wynikami pomiaréw
zgromadzonych przez Tychona i jego zespdl. Od tego momenty Kepler
koncentruje sie na wpisaniu wynikow Tychona w model heliocentryczny.

Niebo w XVII wieku sprzyjato rewolucjonistom. W listopadzie 1572
roku Tycho i jemu wspétczesni mieli okazje obserwowac nowg, bardzo jasng
gwiazde. Nowa gwiazda byta tak jasna, Zze mozna jg bylo dostrzec nawet
w dzien. Widoczna byta przez osiemnascie miesiecy, powoli gasngc. Z punktu
widzenia 6wczesnej kosmologii byto to zjawisko zdumiewajace. Zgodnie
z fizyka Arystotelesa niebo jest niezmienne i nowa gwiazda byta postrzegana
tak jak dzi$ postrzegane bytoby, zjawisko tamigce, na oczach wszystkich,
zasade zachowania energii. Z tego powodu cze$¢ obserwatorow uwazata
nowa gwiazde za zjawisko atmosferyczne. Podobnie, idac za starozytnymi,
uwazano, Ze komety s3 zjawiskiem atmosferycznym. Tycho zajat sie
pomiarem ruchu nowego obiekt. Jego pomiary wykazaty, ze nowy obiekt nie
wykazuje zadnego przesuniecia wzgledem gwiazd statych, podczas gdy
wszystkie obserwowane komety wyraznie przesuwajg sie na tle sfery gwiazd
statych. Oznaczato to, ze nowy obiekt porusza sie doktadnie tak jak gwiazda.
Wyniki te utwierdzity Tycho w przekonaniu, ze nowy obiekt jest gwiazda.
Publikacje pomiaréw ruchéw nowej gwiazdy przynosza Tychonowi stawe
iotwierajg droge do dalszej Kkariery. Préocz nowej gwiazdy
siedemnastowieczne niebo zafundowato astronom kilka jasnych komet.
Pomiary paralaksy dobowej komet utwierdzajg Tychona w przekonaniu, ze
komety poruszajg sie poza sferg Ksiezyca. Zapewne pod wptywem tych
sukcesow Tycho skoncentrowal sie na doskonaleniu technik
obserwacyjnych i na dtugoletnim, systematycznym ich prowadzeniu. Na tym
polu znacznie przescignat wszystkich swoich poprzednikéw.

Na sukces Tychona ztozyty sie jego zdolnoSci naukowe i organizacyjne,
upér oraz fakt, ze jako szlachcic miat szanse na uzyskanie wsparcia
finansowego ze strony krdla Danii Fryderyka II. A wsparcie jakie uzyskat
Tycho byto, jak na 6wczesne warunki, bezprecedensowe. W 1576 roku Tycho
dostat od kréla wyspe Hven oraz $rodki na budowe najnowocze$niejszego na
Swiecie obserwatorium astronomicznego. Pierwsze obserwatorium nazwat
Uraniborg (patac Uranii, czyli astronomii). W obszernym budynku (rys. 2.2)
miescity sie starannie zaprojektowane i wykonane, wielkie przyrzady
astronomiczne, pokoje dla pracownikéw, pokoje gosScinne, papiernia
i drukarnia, a nawet wiezienie. Doswiadczenia z uzytkowania Uraniborga
sktonity Tychona do budowy drugiego obserwatorium, nazwanego
Stjerneborg (rys. 2.2) (Patac Gwiazd). Obserwatorium zostato wyposazone
w najwieksze i najbardziej precyzyjne instrumenty obserwacyjne
owczesnego Swiata (rys. 2.3.). Tycho byt prekursorem metod korekcji
btedéw pomiarowych. Rozumiat, Ze préba konstrukcji idealnego przyrzadu
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skazana jest na niepowodzenie. Budowatl wiec przyrzady tak doktadnie jak
to byto mozliwe, a nastepnie mierzyt ich charakterystyki. Dzieki temu Tycho
wiedziat na ile jego przyrzady odbiegaja od zatozen projektowych. To
pozwolilo mu na wprowadzenie poprawek do prowadzonych pomiarow
i zwiekszyto doktadnos¢ tych pomiarow.

ORTHOGRAPHIA P
in afala Pacthmi Dasics Veoufin

Rysunek 2.2. 7 lewej Uraniborg, z prawej Stjernborg. Rysunki z ksiazki Atlas
Major Johan Blaeu, Amsterdam 1662, vol. 1; Zrédto Wikipedia

Wszystkie te czynniki daty nawet do dziesieciu razy wieksza precyzje
prowadzonych pomiaréw potozen ciat niebieskich w poréwnaniu
z poprzednikami¢. Tycho zostawit Keplerowi zapiski z ponad
dwudziestoletnich, dobrze zaplanowanych i konsekwentnie prowadzonych
pomiarow, przy ich rekordowej precyzji. Taki bezprecedensowy materiat
musiat zawierac zarzewie istotnych zmian w astronomii.

QVADRANS MVRA
S1V H

ONICVS

Rysunek 2.3. Wielki
kwadrant $cienny, z publikacji
Tychona z 1598 roku; zrodto
Wikipedia

¢ Srednio byto to 4-5 razy, ale potozenie obiektéw takich jak Mars, na ktérych Tycho szczegdlnie sie
skupit daty pomiary dziesieciokrotnie dokfadniejsze
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Tycho Brache odrzucit model Kopernika w duzej mierze przez wzglad
na uzyskane wyniki obserwacji. Istotnym argumentem przeciw byt fakt, ze
nie byt wstanie zmierzy¢ rocznej paralaksy gwiazd (rys. 2.4). Tycho Brache
ciggle mieszkat w Kosmosie ukazanym na rysunku (1.3.6). Kosmos ten miat
swojego architekta - Boga. B4g dziatat racjonalnie, a boska racjonalnosc¢ zbyt
czesto sprowadzano do ludzkiego wymiaru. Problem paralaksy rocznej
gwiazd dreczyt rowniez Kopernika, ktory bezskutecznie usitowal ja
zmierzy¢. W Kosmosie orozmiarach oszacowanych przez starozytnych
powinno to by¢ mozliwe. Brak mierzalnej paralaksy rocznej oznaczat, ze albo
Ziemia jest nieruchoma, albo sfera gwiazd statych jest duzo dalej niz
wynikatoby to z powszechnie przyjetych wielkoS$ci.

Rysunek 2.4. Gdy Ziemia krazy wokét Storica zmienia sie kat pod jakim
widzimy dang bliska gwiazde, na tle odlegtych gwiazd, podczas obserwacji
prowadzonych w odstepach péirocznych. Potowe zmiany tego kata nazywamy
katem paralaksy rocznej; Zzrédto rysunku Wikipedia.

Duzo wiekszy Kosmos oznaczat, Ze pomiedzy Saturnem a sferg gwiazd
pojawia sie rozlegta przestrzen wypetniona eterem. Owczesnym trudno byto
zaakceptowac taka rozrzutno$¢ racjonalnego boskiego architekta. Pomysl -
ktos zbudowal dom, do normalnego uzytkowania przez rodzine, ktérego
pomieszczenia majg 190 metrow wysokosSci. Jakie marnotrawstwo
materiatdw na budowe i energii na ogrzewanie! Jakie koszty malowania
Scian! Negatywne proby pomiaru paralaksy rocznej przez Tychona
wymagaly przyjecia, ze Kosmos jest jeszcze wiekszy niz wynikato to
z oszacowan Kopernika. Cho¢ dla dzisiejszych standardéw byt on ciagle
bardzo, bardzo maty, to dla Tychona i jemu wspétczesnych rozmiary te byty
trudne do zaakceptowania. Pomiary Tychona wypchnety sfere gwiazd
siedemset razy dalej od Ziemi niz przyjmowano to w modelu Ptolemeusza.
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Rysunek 2.5. Tycho Brache (Tyge Ottesen Brahe ur. 14 grudnia 1546, zm. 24
pazdziernika 1601), dunski astronom; Urodzony w rodzinie dunskiego
szlachcica. W wieku dwdch lat zostal uprowadzony przez zamoznego, nie
majgcego wtasnych dzieci wuja. Rodzina gladko doszta do porozumienia
i Tycho zostat u wuja, ktéry zadbat o jego edukacje. Wbrew woli wuja Tycho
miast studiowa¢ prawo zajat sie astronomig, ktora stata sie pasja jego zycia
iuczynita z niego najwiekszego obserwatora przed epoka teleskopu. Diugie
serie niezwykle jak na owe czasy doktadnych obserwacji walnie przyczynity sie
do sukcesu modelu heliocentrycznego. Obserwacje gwiazdy nowej jak rowniez
komet dostarczyty mocnych dowodow istotnych stabosci starozytnych modeli
kosmologicznych. Przy catym nowatorskim tadunku zwartym w obserwacjach
Tychona i jego zespotu, sam Tycho byt w swych pogladach umiarkowanie
konserwatywny. Co ciekawe, jego konserwatyzm wynikat w czesci z wynikow
jego wtasnych obserwacji ruchu ciat niebieskich; Zrédto zdjecia Wikipedia

Po Smierci Tychona Kepler zaczat opracowywac pozostawione przez
niego obserwacje w duchu modelu heliocentrycznego. Kilkanascie dtugich lat
zmagan z cyframi i z sobg pozwolity mu doj$s¢ do wniosku, ze planety nie
poruszajg sie po kotach tylko po nieznacznie sptaszczonych elipsach. Byto to
posuniecie rewolucyjne. Po raz pierwszy zostal zastosowany model, ktory
jawnie wprowadzal ruchy po orbitach innych niz kotowe (lub ztoZone
z kotowych) i wjawny sposdb wprowadzat ruchy niejednostajne. Szybko
okazato sie, ze model Keplera ma wielkg zalete. Nie wymaga zadnych epicykli
ani innych uzupetniajacych sztuczek geometrycznych i jest bardzo doktadny.
Ideat, do ktérego dazyt Kopernik spetnit sie w pracy Keplera. Z drugiej strony
ten spetniony ideat okazat sie obcy w swym duchu dla starozytnej spuscizny
naukowe;j.
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Rysunek 2.6.Johannes Kepler (ur. 27 grudnia 1571 r., zm. 15 listopada 1630 r.),
niemiecki astronom, fizyk i matematyk. Kepler, ktéry zostat bliskim
wspotpracownikiem Tychona byt pod wieloma wzgledami jego
przeciwienstwem. Urodzony w rodzinie Zotnierza (zbankrutowanego
handlarza i szynkarza), ktoérego przez wiekszo$¢ czasu nie byto w domu, od
najwczesniejszych lat borykat sie z bieda. Kepler byt dzieckiem stabego zdrowia
i stabego wzroku (by¢ moze byt to skutek ospy, ktérg zarazit sie w wieku lat
czterech). Mimo ciezkich warunkéw zdotat zdoby¢ przyzwoite wyksztatcenie.
Astronomem zostal z koniecznos$ci - zwolnita sie pozycja nauczyciela
matematyki i astronomii w Grazu (Kepler chciat zosta¢ pastorem). Praca
rozbudzita na dobre jego pasje do astronomii. Zycie Keplera najezone byto
trudno$ciami. Zyt w czasach wojen religijnych, przez co jego los byt niepewny.
Wiecznie borykat sie z ktopotami finansowymi. Przez pewien czas angazowat
sie w obrone matki przed oskarzeniem o czary. Wzgledng stabilizacje data mu
praca u Tychona. Najwiekszym osiggnieciem Keplera s3 trzy prawa dotyczace
ruchu planet. Prawa te nadaty systemowi heliocentrycznemu dojrzaty ksztatt
w petni ukazujac jego zalety. Staty sie rowniez punktem wyjscia dla Newtona
przy formutowaniu prawa powszechnego cigzenia. Autor tego portretu jest
nieznany; zrodto zdjecia Wikipedia

Pierwsze prawo Keplera opisuje geometrie toru po ktéorym poruszaja
sie planety wokot Stonica (rys. 2.7).

Okreslenie 2.1: Pierwsze prawo Keplera
Kazda planeta RrqZy po elipsie ze Stoticem w jednym z jej ognisk,

26



Jan Masajada © - 45 Tematow z Fizyki

Rysunek 2.7. Przedstawia eliptyczng orbite planety z zaznaczonymi dwoma
ogniskami F. Zgodnie z pierwszym prawem Keplera w jednym z ognisk jest
Stonce.

Uwagi 2.1.1:

° Wyznaczenie toru planety sprowadzato sie do wyznaczenia odpowiedniej elipsy — na
przyktad poprzez podanie dtugosci jej duzej i matej osi, oraz tzw. kata azymutu.

. Chociaz Kepler opracowywat swoje prawa dla planet poruszajacych sie wokoét Stonca,
to dobrze opisujg one ruch dowolnego matego ciata wokoét ciata masywniejszego — na
przyktad ruch ksiezycéw wokoét planet, czy sztucznych satelitow wokoét Ziemi.

. Pierwsze prawo Keplera opisuje ruchy orbitalne w przypadku oddziatywania dwdch
ciat. Gdy, tak jak w Ukfadzie Stonecznym ciat jest wiecej, prawa tracg na swej
doktadnosci. Jednak wptywy innych planet na ruch planety obserowawanej sg mate
| w czasach Keplera trudno je byto zaobserwowac.

Opis toru planety nie daje pelnego obrazu jej dynamiki. Nie wystarczy
wiedzie¢ po jakim torze biegnie planeta, trzeba jeszcze zna¢ predkosc¢ jej
ruchu. Problem ten rozwigzuje drugie prawo Keplera.

Zgodnie z prawami Keplera, aby opisac ruch planety nalezy: wyznaczy¢
elipse, po ktérej sie ta planeta porusza, oraz w jakies$ chwili czasu - nazywang
chwilg poczatkowg - wyznaczy¢ potozenie planety i jej predkos¢ orbitalna.
Wtedy na podstawie drugiego prawa Keplera mozna obliczy¢ gdzie dana
planeta znajdzie sie w wybranej chwili czasu w przysztosci, lub gdzie byta
w wybranej chwili w przesztosci. Przy czym przesztos¢ i przyszto$¢ mierzy
sie wzgledem chwili poczatkowej. OczywiScie obliczenia beda tym
doktadniejsze im doktadniej wyznaczymy elipse po ktérej porusza sie
planeta, oraz potozenie i predkos$¢ planety w chwili poczatkowej. Z drugiej
strony bardzo duza doktadno$¢ wyznaczenia tych parametréw nie prowadzi
do bardzo duzej doktadnosci wyznaczenia potozenia planety, gdyz pierwsze
i drugie prawo Keplera okresla orbity planet w sposéb przyblizony (ale
doktadniejszy od poprzednich modeli).
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Okreslenie 2.2.1a: Drugie prawo Keplera
Promieti wodzqcy Razdej planety zakresla rowne pola w réwnych czasach (rys. 2.8)

t4 -t3 =12 -t1 => s1=82
Rysunek 2.8. Ilustracja do drugiego prawa Keplera. Promienn wodzacy taczy
ognisko elipsy (to, w ktérym jest Stonce) z planeta. Tu mamy zaznaczone dwa
pola zakreSlone przez promien wodzacy. Pierwsze pole oparte jest o potozenie
planety w chwilach t1 i t2, a drugie pole oparte jest o potozenie w chwilach
t3it4.]Jezeli odstep czasu od t1 do tZ do jest taki sam jak od t3 do t4, to oba pola
sg takie same.

Mozemy tatwo uogolni¢ pojecie predkosci na inne procesy niz tylko
przebywanie odcinkéw drogi w czasie. Mozemy na przykltad mierzy¢
predko$¢ parowania cieczy zdefiniowang jako ilo$¢ odparowanej masy
w jednostce czasu, albo predkos¢ nagrzewania sie powietrza w pokoju
mierzgc wzrost temperatury tego powietrza na jednostke czasu. Ogolnie
mozemy zapisal, ze predkos$¢ jakiego$ procesu, to przyrost wartosci
pewnego parametru X w czasie (zobacz dyskusje wspoétrzednych
uogodlnionych (§TV 4.2)

.dX
V=X= 1 2.1
Predkos$¢ polowa Vpo to przyrost w czasie pola zakreSlonego przez dany
wektor wodzacy:

_ds
ot
Teraz drugie prawo Keplera przybiera bardziej zwarte brzmienie:

Vpol =S 2.2

Okreslenie 2.2.1b: Drugie prawo Keplera

Predkos¢ polowa planety, mierzona wzgledem ukfadu zaczepionego w Storicu jest
stata

Trzecie prawo Keplera byto przez niego najbardziej cenione, gdyz
powstalo na bazie mistycznych rozwazan zwigzkow pomiedzy
wieloScianami foremnymi (platonskimi), a parametrami ruchu planet wokét
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Stonca (rys. 2.9). Kepler byt neoplatonskim mistykiem. Plan boskiego
stworzenia byt dla niego oparty o doskonato$¢ okreslong na gruncie greckiej
geometrii. WieloScianow platoniskich mamy ledwie pie¢ i tak sie akurat
sktada, ze tyle potrzebowal ich Kepler do opisu ruchu szesciu znanych
planet: Merkurego, Wenus, Ziemi, Marsa, Jowisza i Saturna. Dzi$ wiemy, Ze
geometryczne korelacje dostrzezone przez Keplera byly przypadkowe
i Kepler w konicu z nich zrezygnowat. Nie mniej rozwazania tych kwestii
naprowadzily go na poprawne prawo. Jest to jeden z tych zadziwiajacych
przyktadow z historii nauki, kiedy cigg ztych przestanek doprowadza do
poprawnych wnioskow.

Rysunek 2.9. Model Uktadu Stonecznego stworzony przez Keplera, w oparciu
o piec platonskich wielo$cianéw; Zrédto obrazu Wikipedia
Mimo braku kolejnych bryt platonskich, trzecie prawo Keplera stosuje sie
réwniez do Urana, Neptuna i Plutona oraz do drobnych cial (komety,
planetoidy) krazacych po eliptycznych orbitach wokot Stonca. Trzecie prawo
mozemy zapisa¢ wzorem
T2
— = const 2.3
a
Tutaj const symbolizuje liczbe takg samg dla wszystkich planet Uktadu
Stonecznego.

Okreslenie 2.2.2: Trzecie prawo Keplera
Stosunek, Rwadratu oRresu T obiegu KRaidej planety wokdt Stotica do szeScianu
wielkiej potosi elipsy a, Rtora wyznacza orbite tej planety jest dla wszystRich planet
taki sam.

Chociaz trzecie prawo Keplera zostalo sformutowane dla planet
obiegajacych Stonce, to stosuje sie rowniez do innych uktadéw typu: ciato
gtowne - satelity. Przyktadem takiego ukiadu jest Jowisz i jego ponad 60
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ksiezycow, lub Ziemia i jej sztuczne satelity oraz Ksiezyc. Dla wszystkich tych
uktadéw wielkos¢ T2/a? jest taka sama. Jednak wartos$¢ tej statej jest rozna
dla réznych uktadéw. Inna bedzie dla ksiezycy Jowisza inna dla planet
Uktadu Stonecznego, a jeszcze inna dla sztucznych satelitow Ziemi. Nalezy
rowniez pamietac, ze trzecie prawo Keplera nie jest prawem ruchu. Czas na
przyktadowe zadanie

Zadanie 2.2.1

Oszacuj minimalny czas swobodnego lotu na Ksiezyc rakiety wystanej
z Ziemi. Dlugo$¢ miesigca ksiezycowego wynosi okoto 27.32 dni.

Lot swobodny oznacza, ze po osiggnieciu zatozonej trajektorii i predkosci
rakieta gasi silnik i dalej leci bez pomocy napedu. Z punktu widzenia
zapotrzebowania na paliwo jest to najoszczedniejszy tryb dotarcia do
Ksiezyca. Rozpedzamy statek do minimalnej niezbednej predkosci, a dalej
jego tor ksztattuje sita grawitaciji.

Zat6zmy, ze nadajemy rakiecie takg predkos¢, ze wznosi sie ona po linii
prostej na taka wysokosS¢, ze osiaga orbite Ksiezyca (rys. 2.10). W praktyce
nie mozemy wykonac tego z powierzchni Ziemi. Wykorzystujemy wiec tak
zwang orbite parkingowa. Gdy statek rusza na Ksiezyc wiacza silniki,
opuszcza orbite parkingowg, rozpedza sie do zadanej predkosci i po bardzo
wyciggnietej elipsie (mimosréd £-1), takiej, Ze przecina orbite Ksiezyca,
zaczyna krazy¢ wokot Ziemi. W tej sytuacji i Ksiezyc i statek kosmiczny sa
satelitami Ziemi i stosuje sie do nich trzecie prawo Keplera

Tg TS

2~ 3
ap  a;

2.4

Tutaj: Tk Ts, oznaczaja okresy obiegu Ksiezyca i statku, ax, as, to dtugosci
wielkich poétosi orbity Ksiezyca i statku.

@

Rysunek 2.10. Czerwone koto na rysunku to orbita parkingowa wokot Ziemi.
Wydtuzona elipsa to hipotetyczny tor statku lecacego na Ksiezyc.
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Przyjmijmy za jednostke dtugosci wielkg pdéto$ orbity Ksiezyca - ax=1.
Wodwczas wielka p6tos orbity statku kosmicznego wynosi as=ax/2=1/2. Ze
wzoru (2.4) mamy:

T 2.5
_ 'K _ .
Ts = ﬁ =~ 9.66 dni

Czas dotarcia do Ksiezyca to potowa wyliczonego okresu czyli okoto 4.83 dni
(ok. 116 godzin). Apollo 11 leciat na Ksiezyc prawie 76 godzin, co dowodzi,
ze z punktu widzenia ekonomii zuzycia paliwa nie byt to lot optymalny
i wymagat korekt z uzyciem silnikow.

2.1. Powrot do symetrii

Dzi$§ stwierdzenie, Zze orbity planet sa eliptyczne nie budzi sprzeciwu.
W czasach Keplera powszechnie wierzono, ze ciata niebieskie poruszaja sie
ruchem jednostajnym, po torach bedacych okregiem lub ztozeniem ruchow
po okregu. Stata za tym wielka tradycja nauki greckiej, oraz przekonania
natury religijnej i filozoficznej. Pierwsze prawo Keplera szto naprzeciw
zasadzie poruszania sie po okregach. Drugie prawo Keplera wprowadzato do
astronomii niejednostajne ruchy planet. Co prawda predkos¢ polowa planety
byta stata, ale jej predkosci liniowa na orbicie eliptycznej musiata zmienia¢
sie w czasie. Fakty te byly dla teorii Keplera niewygodne i ostabiaty jej
pozycje. Rowniez Kepler nie byt entuzjastg odstepstw od zatozen tradycyjnej
astronomii. Jego sktonnosci do matematyczno-mistycznego spojrzenia na
Swiat ciezko komponowaty sie z eliptycznymi orbitami i niejednostajnymi
ruchami planet. Jednak presja faktéw, prostota idoktadno$s¢ modelu
eliptycznego byty dla Keplera wystarczajgco silng motywacja do odstapienie
od liczacej sobie ponad 1500 lat tradycji. Mimo odejScia od klasycznie
pojmowanych symetrii zamitowanie do symetrii nie znikneto z fizyki. Po
okoto dwdch stuleciach zmniejszenia roli symetrii, pojecie symetrii zaczeto
odzyskiwac¢ swa dawng pozycje. W XX wieku stato sie centralnym pojeciem
fizyki. Mozna nawet stwierdzi¢, ze wspéiczesna fizyka wrecz opiera sie
0 pojecie symetrii, co niewatpliwie ucieszytoby Keplera i wielu jego kolegow.
Co wiecej drugie prawo Keplera jest jedng z konsekwencji tych
wspotczesnych symetrii.

Stare zamitowanie do symetrii wigzato sie z geometrig bryt. Ideatem
byta kula, o najwyzszej symetrii ze wszystkich bryl. Wysoko w tej hierarchii
znajdowaly sie wieloSciany foremne, ktorych Kepler uzyt do wyprowadzenia
trzeciego prawa. Symetrie wspotczesnej fizyki to symetrie przeksztatcen. Na
przyktad: jezeli jakie$ rownanie reprezentujace prawo fizyki nie zmienia sie
przy obrocie uktadu wspotrzednych, to mamy do czynienie ze wspétczesng
symetrig fizyczng. Symetrie zwigzane z obrotem sg zresztg bliskie symetriom
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kuli, ale to nieco inna historia. Okazato sie, Ze symetrie rownan
reprezentujgcych prawa fizyki zwigzane sg SciSle z zasadami zachowania
wielkosci fizycznych. Na przyktad wspomniana juz symetria obrotu wigze sie
z zasada zachowania momentu pedu. Inaczej mowiac, jezeli rOwnania fizyki
nie zmieniajg sie przy obrotach uktadu wspotrzednych to obowigzuje zasada
zachowania momentu pedu i na odwro6t, o tym jeszcze bedzie doktadniej.
Pokaze teraz, ze drugie prawo Keplera wynika z zasady zachowania
momentu pedu, a zatem jest SciSle zwigzane z symetrig obrotu.

Czastka o masie m porusza sie z predkoscig v po orbicie eliptycznej pod
wplywem sity grawitacji F. Wektor r jest wektorem wodzacym
poruszajacego sie ciata. W czasie dt ciato przebywa droge ds=vdt (rys. 2.2.1).
Gdy operujemy wielkoSciami nieskonczenie matymi mozemy zaniedbac
krzywizne toru ciata. Pole r6zowego tréjkata (rys. 2.2.1) mozna wyrazic jako
dtugosc iloczynu wektorowego dwoch wektorow (fakt DA 2.5.3).

1 2.2.1

AS==-rxA
5T X As

Kat fjest katem miedzy wektorem r, a wektorem przesuniecia As. Co prawda
wynikiem iloczynu wektorowego jest wektor; mamy pole jako wektor. Ale
czemu nie. Mozemy uznac, ze wektor S poprzez swojg warto$¢ reprezentuje
pole. W nastepnych tematach okaze sie, ze takie wektory pola sg bardzo
uzyteczne.

As->ds
Y
v
ds=v dt
dS=1/2rxds F
F -
. dS=1/2 (rxv)dt r

D :

Rysunek 2.2.1. a) przyrost pola w ruchu orbitalnym obliczamy jako pole
rézowego trojkata rozwinietego w bardzo krotkim czasie; b) w granicy
w nieskonczenie krotkim czasie.

Przy przejsciu do wielkoSci nieskoniczenie matych mamy

1
ds = zr X ds 2.2.2

Wektor przesuniecia ds jest rownolegly do wektora predkosci planety v.
Wstawiajac za ds->v dt otrzymujemy
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1 2.2.3
dS =—-r x vdt
2
Policzymy predkos¢ polowa
s _1 1K 2.2.4
at 2" "V T 2m

Tutaj K jest wektorem momentu pedu czastki. Jezeli uktad jest izolowany to
jego moment pedu jest staty, a zatem stata jest warto$¢ predkosci polowe;.
Widac stad, Zze drugie prawo Keplera wynika z zasady zachowania momentu
pedu, ktore jest zwigzane z symetriami obrotu.

Ale skad wiemy, ze w ruchu orbitalnym planety moment pedu jest
zachowany? No dobrze: przypominam ze moment pedu to (def. TV 2.1)

K=rxp 2.2.5
Zmiana momentu pedu w czasie wyraza sie wzorem

K=(@xp)+@xp)=Fxmi)+(@Xp)=rxp 226
Ale, zgodnie z drugim prawem Niutona

rxp=rxF=M 2.2.7
Ostatecznie

K=M 2.2.8

Zatem zmiana momentu pedu jest rowna dziatajgcemu momentowi sit. Sita
przyciggania grawitacyjnego dziata wzdtuz promieni t3czacych dwa
przyciagajace sie obiekty (taka site nazywamy centralng), przy czym zgodnie
z trzecim prawem Newtona, o ktorym wiecej bedzie za chwile, sita z jaka
ciato A przycigga grawitacyjnie cialo B jest taka sama tyle, Ze przeciwnie
skierowana jak sita z jaka ciato B przycigga ciato A. Zatem suma tych sit jest
réwna zeru. Zgodnie z tym co powiedziatem przy omawianiu statyki (fakt TV
2.2), w takim przypadku, suma momentéw tych sit nie zalezy od wyboru
punktu odniesienia. Niech zatem punkt odniesienia lezy w $rodku jednego
z cial (kiedy analizujemy ruch planety niech tym ciatem bedzie Stonce).
Wtedy suma momentéw pedu w uktadzie jest rowna zeru, gdyz jak pokazane
jest narysunku (2.2.2) sita jest rownolegta do promienia wodzgcego planety.

Oznacza to, ze moment sit dziatajagcy na planete jest rowny zeru.
A skoro moment sit dziatajacy na planete jest rowny zeru, to zgodnie ze
wzorem (2.2.8) zmiana momentu pedu tez jest r6wna zeru. Wniosek moment
pedu jest staty i w konsekwencji predko$¢ polowa planety jest stata.
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e

Stefica

planety

Rysunek 2.2.2. Jezeli uktad odniesienia zaczepimy w $Srodku Stonica to promien
wodzacy planety bedzie réwnolegty do kierunku sity przyciggania
grawitacyjnego tejze planety przez Stonce.

Nasze rozumowanie da sie powtdrzy¢ dla kazdego ksztattu toru ciata
pod warunkiem, Ze tor ten wynika z dziatania sit centralnych. Przyktadem
ciat poruszajgcych sie pod wptywem sil centralnych po orbitach nie
majgcych ksztattu elipsy sa komety nieokresowe (rys. 2.2.3). Ciata takie
odwiedzajg Stonice tylko raz i po jego obiegnieciu znikajg w gtebi kosmosu.
W poblizu Storica tor takiej komety moze mie¢ ksztatt hiperboli. Ciagle
jednak predkos¢ katowa komety jest stata.

Rysunek 2.2.3. Cho¢ komety nieokresowe poruszajg sie po torach
hiperbolicznych miedzy Stoncem a kometg dziata centralna sita przyciggajaca.
Moment pedu w tym uktadzie rowniez pozostaje staty.
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3. Prawa Newtona ¢ /&

Kontynuatorem zmagan Keplera byt Isaac Newton, uczony Kktory
w rankingach fizykow wszechczasoOw zwykle lokuje sie w pierwszej trojce,
czesto na pierwszej pozycji. Z praw Keplera Newton wyprowadzit prawo
powszechnego cigZzenia, o ktorym bedzie mowa w temacie (TXVI)7.

Rysunek 3.1. Isaac Newton (ur. 25 grudnia 1642/4 stycznia 1643 zm.
20 marca 1726/31 marca 1727) angielski fizyk, matematyk, alchemik i badacz
Biblii. Zaliczany do najwiekszych uczonych w historii. Dzieto Philosophiae
naturalis principia mathematica (wydane w 1687r.), zawiera jego najwieksze
osiggniecia (efekt kilkunastu lat pracy), czyli prawo powszechnego cigzenia
iprawa dynamiki klasycznej oraz podstawy rachunku rézniczkowego
i catkowego. Ponadto Newton miat wybitne osiggniecia z zakresu optyki. Byt
osobg zamknieta w sobie i nieufng wobec otoczenia. Drazliwie reagowat na
krytyke. Jako dziecko byt chorowity. Po $mierci ojca Newtona matka powtornie,
bogato wyszla za maz. Newtona wychowywata babcia. Mimo bogatej rodziny
Newton, podczas studiow w Cambridge, musiat zy¢ skromnie; rodzina stabo
wspierata jego naukowe ambicje. Czasy, w ktorych zyt byty niespokojne ze
wzgledu na konflikty religijne i Newton w najgoretszym okresie angazowat sie
w potencjalnie niebezpieczne dziatania polityczne. W czasie swego Zzycia
znaczenie wiecej czasu i energii poswiecit studiowaniu zagadnien biblijnych
i pisaniu komentarzy na ten temat niz nauce, co stato sie pdzniej ktopotliwym
rysem na jego zyciorysie, dla jego naturalistycznie nastawionych hagiograféw.

Dwa pierwsze prawa Newtona majg charakter praw ruchu. Cho¢ Newton
sformutowat je na uzytek mechaniki ciat niebieskich, to zasieg zastosowan

tych praw okazat sie znacznie szerszy. Prawa te legly u podstaw pierwszej
wspotczesnej teorii fizycznej, nazywanej dzisiaj mechanika klasyczng lub

70 tym jak Newton z prawe Keplera wydedukowat prawo powszechnego cigzenia mozna przeczytaé
w ksigzce: Zaginiony wyktad Feynmana Prészynski i S-ka, Warszawa 1997, seria: Klasycy Nauki
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mechanika newtonowska. Na kursach zwykle mowi sie o trzech prawach
Newtona. Ja rowniez ponizej podaje tresc¢ tych trzech praw, podkreslajac raz
jeszcze, ze tylko dwa pierwsze to prawa ruchu.

Okreslenie 3.1a: Pierwsze prawo - wersja niezbyt jasna

Jezeli na ciato nie dziata sita lub dziatajqce sity rownowazq sig, to ciafo to porusza
st ruchem jednostajnie prostoliniowym.

Okreslenie 3.1b: Pierwsze prawo - wersja lepsza
Istnieje inercjalny ukfad odniesienia

Okreslenie 3.2a: Drugie prawo — wersja niedopowiedziana
Sita dziatajqca na ciafo punktowe jest proporcjonalna do jego masy i przyspieszenia

Okreslenie 3.2b: Drugie prawo — wersja dopowiedziana

W inercjalnym uRfadzie odniesienia sita dziafajgca na ciato punktowe jest
proporcjonalna do jego masy i przyspieszenia

Okreslenie 3.3: Trzecie prawo:

Sita z jakq ciato A dziata na ciato B jest réwna co do wartosci sile z jakg ciato B
dziata na ciafo A. Obie te sify sq rownolegte i przeciwnie skjerowane.

Dlaczego pierwsze i drugie prawo jest wyzej podane w dwoch postaciach?
Z pierwsza postacia mozna sie spotka¢ w szkolnej edukacji. Jej wada s3
niedopowiedzenia mogace prowadzi¢ do nieporozumien. Druga postac
takich niedopowiedzen nie zawiera.

Drugie prawo mozemy zapisa¢ formalnie za pomocg wzoru

F=ma 3.1

Sita F i przyspieszenie a to wielkoSci wektorowe; masa m jest wielkos$cig
skalarng. Drugie prawo Newtona rozpisane we wspo6trzednych ma postac:

E. = may,; E, =ma,; F,=ma, 3.2

Zapis bardziej precyzyjny ma postac

Fzmﬁ:mi‘zmg:mv 3.3
dt? dt

Kropka oznacza pierwsza pochodng kropkowanej wielkosci po czasie, dwie
kropki oznaczajg drugga pochodng. Pamietamy, ze

_d’r | dv
“aer T T A
We wspéirzednych mamy trzy rownania

a v 3.4
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d?x . dv, _

Fx=mF=mx=mE=mUx 3.5a
dy o dy,

Fy=mw=my=mﬁ=mvy 3.5b
d?z . dv, _

Fzsz=mz=mE=va 3.5¢

Powyzszy zapis ciggle nie jest ogolny, gdyz zaklada, Ze poruszajace sie ciato
ma statg mase, co nie zawsze jest prawda. Przyktadem na to jest ruch rakiety
(TIV 1.1). W postaci najbardziej ogélnej drugie prawo ma postac:
dp
F=—= 0
ac P 3.6
Poniewaz ped zdefiniowany jest jako p = mv, powyZsze réwnanie mozemy
zapisa¢ w postaci:
- d(mv) dm dv

i dL_v+mE=mv+mv 3.7

Gdy masa poruszajgcego sie ciala nie zmienia sie podczas ruchu, to

dm
E =0
i powracamy do poprzedniej wersji drugiego prawa. We wspéirzednych
réwnanie (3.6) ma postac

3.8

Fx=%=px; Fy=ddity=}5y; Fy=ddity=py 3.9
Roéwnanie (3.6) mozna zapisa¢ w postaci

Fdt =dp 3.10a
lub dla skonczonych przedziatéw czasu

F At = Ap 3.10b

Zatem przyrost pedu jest rowny iloczynowi sity i czasu dziatania tej sity.
[loczyn sity i czasu jej dziatania nazywany jest popedem sity

Definicja 3.1: Poped sily
Iloczyn sify i czasu jej dziatania nazywamy popedem sity
3.1. Uwagi o jednostkach sity ¢
W uktadzie SI jednostka sity jest jeden niuton 1 [N]. Z jednostka ta
spotkaliSmy sie juz w paragrafie (TV 3.1). Teraz moge podac jej definicje
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Definicja 3.1.1: Niuton [N]
Jeden niuton jest sitq jaka, w ukfadzie inercjalnym, nadaje masie jednego Kilograma
przyspieszenie jednego metra na seRunde Kwadrat
Przez jednostki podstawowe uktadu SI niuton wyraza sie nastepujaco

kg m
1N=g

; 3.1.1

Przypominam, Ze starg jednostka sity byt kilogram sita, ktéry jest rowny sile
z jaka przy powierzchni Ziemi przyciggany jest jeden kilogram masy.
Definicja 3.1.2: Kilogram sita [kG] (uktad MKSA - uktad
ciezarowy)
Jest to sita, z jakRg Ziemia przyciqga mase 1 Rg w miejscu, w Ktérym przyspieszenie
ziemsKie wynosi 9.80665 m/s

Fakt 3.1.1
1kG=9.80665N.

Jeden kilogram sita jest ciggle powszechnie uzywany w handlu.
W starym uktadzie CGS jednostka sity jest dyna.

Definicja 3.1.3: dyna [dyn] (uktad CGS)
Jedna dyna jest sitq, Rtéra masie jednego grama nadaje przyspieszenie jednego
centymetra na seRunde Rwadrat

Przez jednostki podstawowe uktadu CGS dyna wyraza sie nastepujgco:

[g][cm]

5] 3.1.2

[dyn] =

Fakt 3.1.2
1dyn=10">N.

Podstawowg jednostka sity w brytyjskim systemie miar jest funt sita.

Definicja 3.1.4: funt sita [Ibf] (pond force)
Jeden funt sita jest sitq jaka masie jednego funta nadaje przyspieszenie jednej stopy
na seRundg Rwadrat

Fakt 3.1.4
11bf=4.44822N

3.2. Uwagi o jednostkach masy ¢

W uktadzie SI jednostka masy jest jeden kilogram masa [kg]. Jest to zarazem
jednostka podstawowa uktadu SI (§TI_6.2). Przyktady innych jednostek
masy to
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Definicja 3.2.1: atomowa jednostka masy
Atomowa jednostRa masy jest rowna jednej dwunastej masy atomu wegla >C

Fakt 3.2.1
1u=1.660540210 10*’kg

Atomowa jednostka masy jest powszechnie wykorzystywana w chemii
i fizyce atomowej. Podstawowa jednostka masy w brytyjskim uktadzie
jednostek jest funt (pound [1b]).

Fakt 3.2.2
11b=0.453592kg

Innym przyktadem niestandardowej jednostki masy jest funt aptekarski
(pound troy).

Fakt 3.2.3
1lb tr=0.373242kg

Kolejnym przyktadem brytyjskiej jednostki masy jest uncja (ounce [0z])

Fakt 3.2.4
10z=28.3495g

W farmacji w uzyciu jest uncja aptekarska (ounce troy [oz tr])

Fakt 3.2.5
loz tr=31.1035g

W dawnej Polsce za jednostke masy stuzyt miedzy innymi fut

Fakt 3.2.6
1tut —12.672g

Wiekszg jednostka byt cetnar

Fakt 3.2.7
1cetnar — 40.55kg

3.3. Rownania ruchu - przyklady ¢

Newtonowskie prawa ruchu sg regutami, z uzyciem ktoérych powinniSmy
budowac¢ modele konkretnych uktadéw fizycznych (§TI 1). Oprocz rownan
ruchu potrzebujemy jeszcze metod, ktére pozwalajg na okreSlenie
dziatajacych, w analizowanym uktadzie sit, oraz zidentyfikowanie
znajdujacych sie w nim mas. Musimy zna¢ réwniez tzw. warunki poczatkowe,
o ktorych wiecej bedzie w sekcji 7. Oznacza to, ze badany uktad fizyczny
upraszczamy sprowadzajac go do rozktadu mas i sit, oraz okreslajgc warunki
poczatkowe. Rysunek (rys. 3.3.1) pokazuje taki prosty model dla ukiadu,
w ktéorym znajduje sie Ziemia, Ksiezyc iStonce. Naszym zadaniem jest
obliczenie ruchu tych trzech ciat. W tworzonym modelu tego uktadu

fizycznego pomijamy wiekszos$¢ informacji. Nie interesuje nas temperatura
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powierzchni tych ciat, ani ich wnetrza. Nie troszczymy sie o stan ziemskiej
atmosfery, czy stonecznej fotosfery. Co wiecej traktujemy te ciata jako punkty
materialne, ktéore majg okreslone potoZenie i mase. Stowem odrzucamy
wszystko co nie jest masg, potozeniem i predkoscig. Odrzucamy réwniez
wplyw innych planet i gwiazd, przyjmujac, Ze jest zbyt staby aby sie nim
martwic.

@ ° /|_.

Rysunek 3.3.1. W modelu uktadu Stonce, Ksiezyc, Ziemia, przyjmujemy, ze
ciata mozna sprowadzi¢ do punktu materialnego. Oznacza to, Ze ich cechy
redukujemy do masy, potozenia ich srodka masy i predkosci ich $rodka masy.
Nadto w wybranym uktadzie wspéirzednych, na przyktad w uktadzie srodka
masy tych trzech ciat, i dla wybranej chwili okre$§lamy ich potoZenia oraz
predkosci poczatkowe. Na rysunku niebieski uktad wspdétrzednych zaczepiony
jest w Srodku masy tych trzech ciat. Poniewaz Stonce jest ponad 300 000 razy
masywniejsze od Ziemi iKsiezyca razem wzietych, mozemy réwniez,
w pierwszym przyblizeniu przyja¢, ze Stonice jest nieruchome (Ziemia i Ksiezyc
nie zmienia ruchu Stonica) i przesung¢ uktad wspotrzednych do srodka masy
Stonca.

Czy tak radykalne uproszczenia majg sens? Majg, gdyz obliczone trajektorie
trzech analizowanych ciat sg catkiem bliskie trajektoriom rzeczywistym. To
jest swoisty cud fizyki. Swiat, a przynajmniej jego istotna dla nas cze$¢, ma
taka dziwng wtasnos$¢ ze czesto mozemy sensownie zaczac¢ analize uktadu od
modelu kulistej krowy (§T1 1), z czego nauczyli sie juz korzysta¢ Hellenowie
(rys. Tl 4.1.4). Przy wiekszych wymaganiach mozemy doda¢ na przyktad
wplyw Wenus i Marsa. Model sie komplikuje i obliczenia tez, ale wyniki sg
doktadniejsze. Mozemy rowniez uwzgledni¢ ksztatt Ziemi, przyjmujac na
przyktad, ze jest nieco sptaszczong kulg. Mozemy dodawa¢ do naszego
modelu nowe elementy tak dtugo jak dtugo bedziemy w stanie go obliczac.
Jednak podkresle tu jeszcze raz, ze nawet tak radykalnie uproszczony model
jak przedstawiony powyzej pozwala zadziwiajaco doktadnie wyznaczy¢
orbite Ziemi, przynajmniej we wzglednie krotkich odcinkach czasu.

Podobnie postepujemy wykorzystujac mechanike klasyczng do
rozwigzywania zagadnien na Ziemi. Pamietasz analize naprezen konstrukcji
mostu (zadanie. TV 2.1.2). W modelu sprowadziliSmy jego konstrukcje do
uktadu niewazkich pretéw.
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Gdy mamy zdefiniowany model mozemy przystapi¢ do napisania
réwnan ruchu. Réwnania ruchu to nic innego tylko uktad rownan opisujacy
model uktadu fizycznego utoZzony na bazie drugiego prawa Newtona.
Nastepnie rozwigzujemy otrzymane w ten sposOb rownanie lub uktad
rownan. Zaczne od najprostszego przyktadu, modelu pewnej sytuacji
fizycznej, w ktérym mamy ciato o masie m, ktore traktujemy jak punkt
materialny. Na ciato to dziata sita ozerowej wartosci F=0. Catos¢
analizowana jest w inercjalnym uktadzie odniesienia. O ukladach
inercjalnych juz byto (§TIV 2). Krétko - to takie uktady, w ktorych czastka na
ktora dziataja zréwnowazone sity, porusza sie ruchem jednostajnym
prostoliniowym. Doktadana dyskusja kwestii uktadéw inercjalnych bedzie
w temacie (§TVII). Réwnanie ruchu dla naszego zagadnienia ma postac:

dp
dt
Rozwigzanie tego réwnania ma postac:

0 3.3.1

p = const 3.3.2

W omawianym przypadku rozwigzanie rownania ruchu méwi, ze ped ciata
jest caty czas taki sam, czyli staty; w sumie zadna rewelacja. Widzimy, ze
drugie prawo jest zgodne z zasadg zachowania pedu.

Mozemy zapytac: staly ped- czyli doktadnie jaki? C6z, na to pytanie
réwnanie ruchu nie odpowie. Réwnanie ruchu pozwala na obliczenie
przyrostow takich wielkosci jak pedy, predkosci i potozenia. Powiedzmy, Ze
masz magiczng skrzynke, ktéra moze Ci powiedziec ile w biezgcym miesigcu
zarobit dowolny mieszkaniec Ziemi. Stowem magiczna skrzynka umie
okresli¢ przyrost gotdwki w kieszeni dowolnej osoby. Ale to, ze wiesz, iz pan
Abacki zarobit 2879zt i 40gr, nie daje jeszcze odpowiedzi na pytanie ile ma
teraz pieniedzy. Aby wiedzieC ile ma pieniedzy musimy wiedzie¢ jaki byt
poczatkowy stan jego kasy. O tym magiczna skrzynka nie moze nas
poinformowaé. Réwnania ruchu s3 magiczng skrzynka do obliczania
przyrostow takich wielkosci jak pedy, predkosci czy potozenia. W naszym
przypadku przyrost pedu jest r6wny zeru. Aby wiedzie¢ ile doktadnie wynosi
warto$¢ pedu musimy odwotac sie do innych metod. Mozemy na przyktad
sprobowac zapyta¢ wyroczni, albo wujka, lub zmierzy¢ ped ciata w dowolne;j
chwili jego ruchu. To jest wtasnie warunek poczatkowy, czyli wartos¢ pedu
i potozenia wszystkich mas uktadu w jednej wybranej chwili.

Fakt 3.3.1:
Réwnania ruchu pozwalajag na obliczanie przyrostéw takich wielkosci jak pedy,
predkosci czy potozenia.

Ale uwaga - jest wielko$¢ zwigzana z przemieszczeniem, ktérg réwnania

ruchu pozwalajg wyznaczy¢ doktadnie. Tg wielko$cig jest przyspieszenie.
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W naszym przyktadzie przyspieszenie jest rowne zeru. Wszystko to wynika
z tego, ze w drugim prawie mamy przyrosty czasu dt, potozenia dr, predkosci
dv, lub pedu dp, ale nie mamy przyrostu przyspieszenia, tylko po prostu
przyspieszenie. Dlatego obliczamy odpowiednio przyrosty potozenia,
predkosci lub pedu i warto$¢ przyspieszenia.
Fakt 3.3.2:

Z rownan ruchu mozemy wyznaczy¢ wartosc¢ przyspieszenie

Przeanalizuje drugi przykiad, to jest stalej sity f dzialajacej na
punktowg mase.

F=f 3.3.3
Rownanie ruchu ma postac:
dp
f=—
T 3.3.4

Rozwiaze to r6wnanie w rozsagdnym uktadzie wspoétrzednych, to jest takim,
ktorego oS x-0w pokrywa sie z kierunkiem dziatania sity. W tak obranym
uktadzie wspéirzednych y-owa i z-owa sktadowa sity jest rowna zeru. Mamy
wiec uktad trzech jednowymiarowych réwnan ruchu

d
fo = % 3.3.5a
d
fy=0= % = p, = const 3.3.5b
_ o 9P _
f,=0= 1 = p, = const 3.3.5¢c

Roéwnania (3.3.5b) i (3.3.5c¢) sa nam juz znane (zobacz (3.3.1) i (3.3.2)).
Wiemy, ze gdy sita jest zerowa to przyrost pedu w kierunku tej sily jest
zerowy. Zatem skladowe py i p; sg state. Oczywiscie sktadowe te nie musza
miec takiej samej wartos$ci. Skrot ,,const” nie oznacza tu konkretnej wartosci,
jest tylko stwierdzeniem, ze wielkoS¢ stojaca po lewej stronie rOwnania jest
stata. Pierwsze z rownan (3.3.5) ma nowa forme. Jest to proste rownanie
rézniczkowe (§DC 3). Jego rozwigzanie ma postac

Py = [ At + const 3.3.6

Z rozwigzania (3.3.6) wiemy jak zmienia sie sktadowa x-owa pedu z czasem
(jak przyrasta sktadowa x-owa pedu w przedziale czasu At), ale ponownie
nie znamy wartoSci statej, do ktorej ten przyrost nalezy doda¢. Powiedzmy,
ze zmierzyliSmy ped (jego sktadowa x-owg) w chwili ¢, (chwila poczatkowa)
iwynosit on px (warto$¢ poczatkowa x-owej skladowej pedu). Majac
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wartos¢ sktadowej px w wybranej chwili poczatkowej t,, mozemy zapisac px
jako funkcje czasu
px(t) = f;c (t - tp) + Pxp

N 3.3.7
At

Zauwaz, ze dla t=t;,, to jest, gdy At=0, px(t) ma wartos$¢ statej z wyrazenia
(3.3.6), tak jak nalezato oczekiwac

px(tp) = Pxp

W wyrazeniu (3.3.7) czas t-t, moze przybiera¢ warto$ci mniejsze od zera.

Czasy mniejsze od zera reprezentuja chwile wczesSniejsze od chwili

poczatkowej t, i pozwalaja wyznaczy¢ przyrost sktadowej px przed chwilg
poczatkowa.

Majac sktadowg x-owgq pedu i jego wartos$¢ poczatkowq (tg zmierzong

w chwili poczatkowej t,) oraz mase ciata m mozemy obliczy¢ predkos¢ ciata.

px(t) f Pru [

m m m m

3.3.8

vy (t) =

Przez vy, 0znaczytem predkos¢ w chwili poczatkowej t,. Sktadowa x-owa sity
jest stata, zatem mozemy korzysta¢ z réwnania Fy=f,=max. Wyznaczajac stad
ax=f/m wyrazenie (3.3.9) mozemy zapisa¢ w postaci

vi(t) = a, At + Vp 3.3.10

OtrzymaliSmy znany ze szkoty wzér na predko$¢ w ruchu jednostajnie
przyspieszonym. Nic w tym dziwnego, gdyz ruch jednostajnie przyspieszony
ma miejsce wtedy, gdy dziatajgca sita jest stata. Na tej podstawie mozemy od
razu napisac¢ szkolny wzér na droge w ruchu jednostajnie przyspieszonym.

e NI
X(t)—? t* + vyt + x, 3311

Oczywiscie, z rozwigzania rownania ruchu znamy przyrost drogi wzdtuz osi
x. Aby skorzysta¢ z powyzszego wzoru musimy, czy to z pomiaru, czy to
od wujka, zna¢ poczatkowe potozenie ciata x, w chwili poczatkowe;j t=t,.

W ten spos6b mamy pelne rozwigzanie réwnania ruchu dla
wspotrzednej x-owej; to znaczy wyznaczyliSmy ped, predkos¢ i potozenie
ciata w funkcji czasu. Bez wiekszego problemu uzyskamy petne rozwigzanie
dla sktadowych y-owej i z-owej. Korzystajac z (3.3.5b) i (3.3.5¢) mamy

Vy(t) — vyp 3.3.12a
vy (6) = vy, 3.3.12b
3.3.12c

y(t) = vy, At + ¥,
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z(t) = v, At + z, 3.3.12d
Tutaj vyp, vz oraz y,, zp to wartosci skladowych odpowiednio predkosci
poczatkowej i potozenia poczatkowego. W sumie nie wyszliSmy jeszcze poza
szkolne wzory. Lecz uzyskaliSmy je z og6lnie zapisanych réwnan ruchu,
ktore rownie dobrze mozemy zastosowac do bardziej ztozonych problemow.
Zanim przejde do trudniejszych przyktadéow, poswiece chwile na analize
prostego, ale waznego przyktadu ruchu ciata po réwnie pochyte;.

3.4. Rownia pochyla ¢

Przeanalizuje ruch ciata po réwni pochytej o wysokosci h i kacie réwni «
W analizie pomine wptyw tarcia na ruch ciata. Nie bede réwniez korzystat
z zasad zachowania, co przy braku tarcia znacznie utatwitoby analize. Mnie
jednak zalezy na przykiadzie zastosowan réwnan ruchu. Zwykle takie
zadania robi sie szybko i na skréty. Ma to jednak zasadniczg wade. Kiedy na
skroty probuje sie rozwigzywac trudniejsze problemy pojawiajg sie ktopoty.
Dlatego robiagc to zadanie bede unikat skrotow.

Bedzimy Kkorzysta¢ z faktu, Ze wektory mozemy rozktada¢ na
wspotrzedne, a jezeli wektory to i wielkoSci wektorowe. Zaczne od rozktadu
sity grawitacji na dwie sktadowe: sktadowga prostopadta do powierzchni
réwni i sktadowa réwnolegta do powierzchni rowni. Obie sktadowe traktuje
jak nowe wektory sity (rys. 3.4.1). Sktadowa prostopadta Fn, wyznacza
nacisk ciata na powierzchnie réowni i tak dtugo jak pomijamy tarcie nie ma
wplywu na rozwigzanie problemu. Za ruch ciata odpowiada sktadowa
réwnolegta do powierzchni rowni, ktérg nazwe sitg Sciggajaca Fs. Wartosc¢ tej
sity wyraza sie ona wzorem

|Fg| = m|g|sin(a) 3.4.1

Ruch ciata pod dziataniem sity Sciagajacej moge roztozy¢ na dwa niezaleznie
ruchy sktadowe. Ruch w kierunku pionu i w kierunku poziomym. W ten sam
sposob moge roztozyc¢ site Sciggajaca Fs na sktadowe réwnolegta do poziomu
ziemi F|| i prostopadta do poziomu ziemi F.
Uwaga 3.4.1.
To ze sita sciggajqca Fs jest juz skfadowaq sify cieZRosci nie przeszRadza w rozfoZeniu jej
na skfadowe. Skfadowe wektora mozemy traktowac jak wektory, a kazdy wektor mozemy
rozfozy¢ na sume skfadowych wzdtuz wybranych RierunkRéw. Mowiqc prosto, wektor Fs
nie ma ,pojecia”’ o tym, Ze my go uwazamy za skfadowq innego wektora i zachowuje sig

Jjak Razdy inny wektor
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Rysunek 3.4.1. llustracja rozktadu sit, dziatajacych na ciato na rowni pochyte;j,
przy braku oporéw ruchu.

Wartosci sktadowych sity Sciaggajacej Fs wyrazajg sie wzorami
1
Fi = IF;|cos(@) = mlg|cos(a)sin(a) = 3mlglsin(2a) 3.4.2a

Fy = —IFJsin(a) = —m|glsin*(a) 3:4.2b
Znak minus we wzorze (3.4.2b) wziat sie stad, ze wektor F. skierowany jest
przeciwnie do kierunku osi y (sktadowa y-owa tego wektora jest ujemna).
Majac wyznaczong site mozemy napisa¢ dwa réwnania ruchu, jedno dla
ruchu wzdtuz osi rownolegtej do podstawy réwni, a drugie dla ruchu wzdtuz
osi prostopadtej do powierzchni réwni przyjmujac g=|g|.

F, = 1mgsin(Za:) = % 3.4.3a
2 dt

F, = —mgsin?(a) = ility 3.4.3b

Jezeli przyjmiemy oznaczenia

fe= %mgsin(Za) 3.4.4a

fy = —mgsin®(a) 3.4.4b

to réwnania (3.4.3) przyjma taka samg posta¢ jak rownanie (3.3.5a).
Wzorujac sie na wyrazeniach (3.3.10) i (3.3.11) od razu mozemy napisac
rozwigzanie naszych rownan ze wzgledu na predkos¢ i potozenie

1
v (t) = Egsin(Za) At + vy, 3.4.4a

R —
Ax
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vy (t) = —gsin®(a) At + vy, 3.4.4b
ay
sin(2a
x(0) == 4( a2 4 UxpAt +xp 3.4.4c¢
sin?(«a
y(®) = - : 2 ( )Atz t vypAt + yp 3.4.4d

W chwili poczatkowej t=t,=0 ciato jest na szczycie rowni i spoczywa, zatem
Vip=Vyp=0. Ponadto w chwili poczatkowej wspétrzedne ciata wynosza: x,=0,
oraz yp=h. Podstawiajgc te wartosci do wyrazen (3.4.4) otrzymuje

1
v, (t) = Egsin(Za) At 3.4.5a

~—_—
Ax

vy, (t) = —gsin®(a) At

- 3.4.5b
y
sin(2«a
x(t) = gT()AtZ 3.4.5¢c
sin?(«a
y(t) = —gT()AtZ +h 3.4.5d

Majac rozwigzanie réwnania ruchu moge oblicza¢ interesujace mnie
wielkosSci, to znaczy przejs¢ do analizy uzyskanych rozwigzan. Moge na
przyktad obliczy¢ czas po jakim ciato zsunie sie z réwni. Wtym celu
wystarczy do rownania (3.4.5d) podstawic y=0.

sin?(a
—‘QT()AtZ +h 3.4.6

Rozwigzujac to réwnanie ze wzgledu na At mam

1 2h
At = — 2h 3.4.7
sin(a) .| g

Podsumujmy podjete kroki. Z dzialajacej na ciato sity wydzielitem
czes$¢ Fy, ktora nie miata wplywu na przebieg ruchu. Nie zawsze taka czes¢
jest, ale gdy jest warto ja wydzieli¢ aby nie przeszkadzata w dalszych
poczynaniach. Nastepnie dziatajaca czes¢ sity Fs roztozytem na wygodne
sktadowe i dla kazdej sktadowej napisatem odpowiednie réwnanie ruchu.
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Poniewaz sita Fs jest stata rownania ruchu dla obu sktadowych byty proste,
wiec bez trudu znalaztem rozwigzania tych réwnan.

Roéwnie  pochyla, nazywa sie czasem  przyrzadem do
,<rozcienczania”grawitacji. Patrzac na sktadowa pionowga zsuwajgcego sie
klocka wida¢, ze warto$¢ przyspieszenia z jakim 6w klocek spada (podziel
(3.4.4b) przez m) jest mniejsza od wartosci przyspieszania grawitacyjnego g.

3.5. Rzut w polu grawitacyjnym ¢

Postgpie w ten sam sposéb w przypadku innego prostego zagadnienia: rzutu
ciata w polu grawitacyjnym. Drobne ciatlo o masie m zostaje rzucone
z predkoscia v pod katem « do poziomu. W kazdym punkcie toru na ciato
dziata sita grawitacji mg. W zadaniu pomijamy opory ruchu, wiec sita
grawitacji jest jedyng sitg jaka biore pod uwage. Wybieram uktad
wspotrzednych w ktérym wektor przyspieszenia ziemskiego g jest
réownolegty do osi z i przeciwnie skierowany (rys. 3.5.1). Przy niewielkich
réoznicach wysokosci, jakie tu zaktadamy, mozemy uznaé, ze warto$¢ sity
grawitacji nie zalezy od wysokosSci ciala nad powierzchnig Ziemi. Przy
orientacji uktadu wspétrzednych jak na rysunku wektor przyspieszenia
grawitacyjnego ma wspotrzedne g(0,0,-g), a wektor sity grawitacyjnej
dziatajacej na ciato ma wspétrzedne F(0,0,-mg). Moge teraz napisac
rownanie ruchu dla sktadowej poziomej i prostopadte;.

-mg=mzi——g==12 3.5.1b
Postac¢ rozwigzan tych réwnan juz znamy (3.3).
vi(t) =v

X( ) xu 352a
v,(t) = —g At +

Z( ) j t:? vZ‘U. 352b

az u

X(t) = v At + x

(t) = vyy u 3.5 9

_ _ 9,2

z(t) = _EM + v, At + y, 3.5.2d
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V.1 Y
< T g
Vv, - S x

Rysunek 3.5.1. Ciato o masie m zostaje wyrzucone z predko$cig v skierowang
pod katem « do poziomu.

Latwo tez mozemy okresli¢ warunki w chwili poczatkowej; przyjmiemy, Ze
chwila poczatkowa to t,=0. Wtedy At=t, co upraszcza zapis rozwigzania.
W chwili poczatkowej predkos¢ w kierunku osi x wynosita vy=|v|cos(a),
w kierunku osi y wynosita vy,=|v|sin(«a). Potozenie poczatkowe wynosito
odpowiednio: x,=y,=0. Podstawiajac te warto$¢ do wyrazen (3.5.2)
otrzymujemy

Vi (t) = |v| cos(a) 3.5.3a
v,(t) = —gt + |v|sin(a) 3.5.3b
x(t) = |v|cos(a)t 3.5.3c
z(t) = _Qtz + |v|sin(a)t 353d

2

RozwigzaliSmy rownanie ruchu dla rzutu ukoSnego w polu
grawitacyjnym; teraz czas na wnioski, czyli na analize rozwigzania.
W pierwszym rzedzie oblicze czas lotu ciata. Wyrzucone ciato wznosi sie do
punktu maksymalnego wzniesienia a nastepnie powraca do punktu wyrzutu,
dla ktérego wspotrzedna z-towa jest rowna zeru. Zatem majgc rOwnanie
(3.5.3d) moge zapisac

g _ 2|v|sin ()
0= _Etz + |v|sin()t =t =0 lubt, = — Y 3.5.4
Rownanie to, ze wzgledu na t, ma dwa rozwigzanie. Pierwsze z nich t=¢t,=0
jest oczywiste: w momencie wyrzutu ciato znajduje sie w potozeniu z=0.
Drugie rozwigzanie mowi po jakim czasie t; ciato to wroci do potozenia z=0.
Jest to szukany czas lotu ciata. Droga w kierunku osi x, czyli zasieg rzutu
obliczamy ze wzoru (3.5.3a) podstawiajac za t czas lotu t;.
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2|v|sin(a) , sin(2a)
Xmax = V] cos(a) t;, = |v] cos(oc)T = |v|* —= 3.5.5

Zajme sie obliczeniem kata przy, ktorym zasieg rzutu jest maksymalny.
Wartos¢ tego kata mozna szybko znalez¢ analizujac wzor (3.5.5) na zasieg
rzutu. Zasieg rzutu bedzie najwiekszy, gdy funkcja sinus przyjmie najwieksza
mozliwg warto$¢ - wartos¢ jeden. Wtedy kat 2o musi przyjac¢ wartos¢ 909,
a kat a wartos¢ 459 czego mozna sie bylo spodziewal. Mozemy jeszcze
okresli¢ ksztatt toru, po ktérym porusza sie ciato. Skorzystamy z rownan
(3.5.3¢) i (3.5.3d). Z rownania (3.5.3c) wyliczamy ¢t.

X
t=——
|v|cos(a) 3.5.6
Tak wyliczone t podstawiamy do réwnania (3.5.3d)
g 2
2(x) = 2 |v|?cos?(a) + vl sin(a) |v| cos(a) 357
gx? o

=t —
an(a) x 2|v|?cos?(a)

OtrzymaliSmy rownanie postaci
z(x) = ax + bx? 3.5.8a

g
2|v|2cos?(a) 3.5.8b

czyli rownanie paraboli.

Dla przyktadu przyjme, ze a=x/6; |v|=10m/s. Wtedy czas lotu
obliczony ze wzoru (3.5.4) wynosi t1=1.02s; zasieg lotu obliczony z wzoru
(3.5.5) wynosi xmax=8.83m. Warto$¢ wspotczynnika paraboli dana wzorem
(3.5.8b) wynosi: a=0.577; b=-0.0651/m. Rysunek (3.5.2) przedstawia
parabole ilustrujaca obliczony tor ciata.

a=tan(a); b=-—

Rysunek 3.5.2. Paraboliczny tor ciata dla obliczonego przyktadu

49



Jan Masajada © - 45 Tematow z Fizyki

3.6. Blok nieruchomy ¢

Rozwazmy kolejny przykiad. Przez obracajacy sie wokét poziomej osi blok
przerzucono niewazka nierozciggliwg ni¢, do ktorej koncoéw przywigzano
ciezarki o masach m;=0.5kg i m2=0.6kg (rys. 3.6.1). ZnaleZ¢ site nacisku bloku
na o$ podczas ruchu ciezarkéw. Zaniedba¢ mase bloku i tarcie osi.

Rysunek 3.6.1. Dwa ciezarki o

masie m: 1 mz obcigzaja

ruchomy blok. Na rysunku
N’ z lewej strony sity N sa sitami
Y dziatajgcymi  na  ciezarki.
F Zaktadamy brak oporéw ruchu.
N N W takim przypadku z obu stron
P

sity naciggu nici od strony
A ciezarkow sg takie same. Sily
1 N naciggu nici N’ od strony bloku
Bm, sg takie same jak sity N, tylko
P przeciwnie skierowane (zasada
2 akcji i reakcji) - rysunek
z prawej. Suma obu sit N’ daje
obcigzenie bloczka Fn.

Tym razem napisze uktad réwnan ruchu. Jedno rownanie opisze ruch
masy mjy, a drugie ruch masy m;

mia =P, +N 3.6.1a

—m,a=P, +N 3.6.1b

Piszac te rOwnania skorzystatem z faktu, ze jezeli ni¢ jest nierozciggliwa, to
przyspieszenia obu ciezarkéw sg takie same co do wartosci, tylko przeciwnie
skierowane. Przyjme, Ze ruch odbywa sie wzdtuz osi x-6w, ktorej dodatni
kierunek skierowany jest do géry. Wtedy cate zagadnienie mozna traktowac
jako zagadnienie skalarne, czyli jednowymiarowe. Rozwigzujac powyzszy
uktad réwnan mamy:
m;m;
N=29g——

g m, +m, 3.6.2
Zgodnie z Il prawem Newtona N=-N'. Sita nacisku na oS rowna jest Fy=2N’,
stad

Fy = —4g—=2"2 ~10.7N
N = gm1+m2~ . 3.6.3
Gdy ciezarki nie sg sobie rowne sita nacisku na o$ jest mniejsza od
sumy ciezarow tych ciezarkow. Ponadto, gdy masa jednego z ciezarkow
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(powiedzmy m;) maleje to maleje sita nacisku Fn. Gdy m; (lub mz) réwna sie
zeru to Fn=0. Ciezarek m; nie ma przeciwwagi i swobodnie spada nie
obcigzajac bloczka. Przy okazji z uktadu réwnan (3.6.1) mozemy wyznaczy¢
przyspieszenie a.

m, —m

= 140.89 2
= T m, 3.6.4

3.7. Ruch harmoniczny ¢

Niech bedzie dana sita
F = —kAx 371

Site t3 mozemy opisywac jako jednowymiarowgq; uktad wspétrzednych
orientujemy tak, aby jedna z jego osi (w naszym przypadku o$ x) byta
réwnolegta do kierunku dziatania sity. Wielko$¢ k jest wspotczynnikiem
proporcjonalnosci. Tak okreSlona sita jest proporcjonalna do wielkoSci
wychylenia Ax iprzeciwnie do tego wychylenia skierowana. Przyktadem
Zzrodta takiej sity jest sprezyna. Im mocniej ja naciggniemy tym silniej
odczuwamy site oporu sprezyny. Sita ta juz pojawita sie przy analizie energii
potencjalnej sprezyny (§TII 5.3). Niech teraz sita dana wzorem (3.7.1) dziata
na mase m. Napisze réwnanie ruchu dla takiej sity, zaktadajac, ze masa m nie
zZmienia sie w czasie.

mx = —kx 3.7.2

Rozwigzanie tego rdwnania ruchu przekracza nasze obecne mozliwosci, wiec
ogranicze sie do napisania jego rozwigzania
x(t) = Acos(wt + @) 3.7.3

Sprawdze czy powyzsza funkcja jest rozwigzaniem réwnania ruchu (3.7.2).
Aby to zrobi¢ rozwiazanie (3.7.3) musze wstawi¢ do obu stron réwnania
(3.7.2) isprawdzi¢ czy rdéwnanie jest speinione. Obliczam pierwsza
pochodng funkcji bedacej rozwigzaniem réwnania ruchu.

X(t) = vx(t) = —Awcos (wt + @) 3.7.4

Pierwsza pochodna daje nam oczywiscie predko$¢ w badanym ruchu. Druga
pochodna (czyli przyspieszenie) wyraza sie w nastepujacy sposob
X(t) = v4(t) = —Awcos (wt + @) 3.7.5

Wstawiajgc obliczone wyrazenia do rownania ruchu (3.7.2) mam
—mAw? sin(wt + @) = —kAsin(wt + @) 3.7.6

Po uproszczeniu mam
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mw? =k 3.7.7

lub inaczej

k 3.7.8
w= |=

m
Jezeli powyzszy zwigzek jest spelniony to wtedy wyrazenie (3.7.3) jest
rozwigzaniem naszego rownania ruchu. Ze speinieniem tego zwigzku nie ma
problemu. Okre$la on czesto$¢ drgan w, przy danej statej sprezystosci k
imasiem. Do ruchu tego typu powrdce jeszcze podczas wyktadu
poswieconego uktadom drgajgcym (§TVIII).

3.8. Rakieta w polu grawitacyjnym &

Ruch rakiety jest przyktadem ruchu ciata ze zmienng masa. RozwazaliSmy go
przy omawianiu zasady zachowania pedu (§TIV 1.1), w przypadku gdy na
rakiete nie dziatata sita grawitacji. Warto p6js¢ krok dalej i rozwigzac
réwnanie ruchu dla rakiety poruszajacej sie w statym polu grawitacyjnym.
Rozwazmy nastepujaca sytuacje. Mamy punkt materialny o masie m, ktory
wzgledem danego uktadu inercjalnego K porusza sie z predkoscig v. Niech
w pewnej chwili do naszego ciata o masie m dotaczy znikomo mata
czagsteczka o masie dm, przy czym przed potaczeniem czagsteczka ta porusza
sie z predkoscig w, mierzong wzgledem uktadu K (rys. 3.8.1).

K 0 Rysunek 3.8.1. Do ciata
dm poruszajacego sie z predkoscia
'\AW v, na ktore dziata sita F dotacza
v czasteczka o masie dm, ktéra
F porusza sie zpredkoscia w.
Wszystkie predkosci mierzone
> sa w inercjalnym uktadzie
wspotrzednych K.
Przed potaczeniem ped catego uktadu wynosit
pp =mv+dmw 3.8.1
Po polaczeniu mamy
px = (m+dm)(v + dv) 3.8.2
Zmiana pedu wynosi
dp = px — pp = mdv + dmv + dmdv — dmw 383

0
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Wiemy, Ze dwie przemnozone przez siebie wielkoSci nieskonczenie mate
mozemy w takim rownaniu uznac za rowne zeru (§TII 6), stad mamy

dp = mdv + dm(v —w) 3.8.4
Dzielgc obie strony przez dt i korzystajac z wyrazenia (3.6) mamy
dp dv dm
anzma-l_E(V_W) 3.8.5

F jest tu sitg zewnetrzng dziatajaca na ukitad. Wektor u=w-v jest rowny
predkosci czastki dm wzgledem masy m (rys. 3.8.1). Majac to na uwadze
réwnanie (3.8.5) przyjmie postac

Fo dv dm
BT 3.8.6

Mozemy teraz napisac¢ rOwnanie ruchu, w postaci (3.3) dla uktadu z rysunku
(3.8.1)

d?r dm
m—=F+—u 3.8.7

Roéwnanie to jest punktem wyjscia do rozwigzania problemu ruchu rakiety
w stalym polu grawitacyjnym.

Tak jak w poprzednim przypadku (§TIV 1.1) rakiete tratujemy jako
punkt materialny o masie m, ktory ze statg predkoscig traci mase.
Dodatkowo na ten punkt dziata stata sita cigzenia (rys. 3.8.2)

model rakiety

mgy Vv
—— st —>
w

[
>

z

Rysunek 3.8.2. W naszym modelu rakieta jest punktem materialnym o zaleznej
od czasu masie m. Punkt ten traci mase (czerwone kropeczki) ze stala
predkoscig mp w kierunku -z. Ponadto, dziata na niego sita grawitacji o warto$ci
mg, skierowana przeciwnie do osi z.

Analize ruchu rakiety mozemy ograniczy¢ do jednego wymiaru, gdyz
prostopadle do kierunku sity cigzenia nie dziatajg zadne sity. Korzystajac
z (3.8.7) napiszemy rOwnanie ruchu rakiety
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dzz_ dm 288
Moz =-—mg ——u 8.

Znak minus przy mg bierze sie z orientacji osi z (rys. 3.8.2). Znak minus przy
dm/dt wyraza fak, ze czgsteczki paliwa odtaczajg sie od rakiety a nie
przytaczaj. Rozwigzemy to réwnanie ze wzgledu na mase m. Poniewaz m jest
zmienne i ma wptyw na ruch mozemy uznaé, ze zmienna z okre$lajaca
potozenie rakiety jest funkcjg masy m: z(m(t)), wtedy

dz dz dm dz

T = am dt = _mp% 3.8.9
dm

my, = T 3.8.9a

Zgodnie z przyjetymi warunkami wielko$¢ m, jest stata i oznacza tempo
wyptywu masy (paliwa) w jednostce czasu. Znak minus bierze sie stad, ze
rakieta traci mase (przyrost masy jest ujemny). Obliczajac drugg pochodnag
z funkcji z(m(t)) mamy
d?z d dz), dm dz, d?z
— ’ — — 2 _m__ 2
F =—-m, azm(m(t)) =—-m, ma = mpm =my T2 3.8.10

Przez z’» oznaczytem pochodng dz/dm, ktéra jest rowniez funkcjg zmiennej
w czasie masy rakiety. Wstawiajac (3.8.10) i (3.8.9a) do réwnania ruchu
(3.8.8) mamy

, d%z
mmg ke —-mg + myu 3.8.11
d?z g 1 u g 1 u
— I ot L = (L2 Y ) am 3.8.11a
dm? mi  mm, mi mm,

Pierwsze catkowanie daje

= 9y L ngm) 4
zm—dm— m%m mpnm 1 3.8.12

Drugie catkowanie daje

1lg , u
7 = ———2m +—(m ln(m) —m) +C1m+C2 3.8.13
2mg my,
Przyjme nastepujace warunki poczatkowe: w chwili t=0 masa rakiety jest
réwna jej masie startowej ms, wspotrzedne punktu startu wynosza x=y=z=0,
wartos$¢ predkosci poczatkowej rakiety v,=0. Z zaleznosci (3.8.9) mamy
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dz dz
tleo =% = ™ gm o Tmy
Wstawiajac (3.8.14) do (3.8.12) mamy
Upz 9

u
——=—-——my+—In(mg) + C; =
my, m3 § m, (ms) 1

dz

- —
mg dm

g u Vps
C; = —ms; ——In(my) ——
mp my my

W chwili t=0 z ré6wnania (3.8.13) mamy
lg u

C, = Em_f,mz — m—p (mln(m) —m) — C;m

Wstawiajac (3.8.16) do (3.8.13) mamy

1lg u
C2 =5 —oMmg — m_ (msln(ms) - ms)

u v
- m, (%ms — —In(my) — ﬂ)
mp My myp
Wstawiamy wyrazenie na Cz do rownania (b)
dz u m %
—:—iz(m—ms)+m—ln<—) L

dm mg p

Wstawiajac (3.8.15) do (3.8.12) mamy
dz u (m) g

m

— =
dm mpn

Korzystajac z (3.8.9) mamy

1dz u m %
R ln(—)—i(m—ms)—ﬂ
my,dt m, \ms m

Vo) = Vg + = (m(t) = mg) —un (";f“)

p S

3.8.14

3.8.15

3.8.16

3.8.17

3.8.18

3.8.19

3.8.20a

3.8.20b

Korzystajac z rozwiagzania (3.8.13) oraz wzoru na stalg C: (3.8.17)
moglibySmy zapisa¢ jawnag postac rozwigzania na wspotrzedna z. Pozostawie
to jako ¢wiczenie dla czytelnikéw i zajme sie kréotka analizg wzoru na

predkos¢ rakiety (3.8.20b).

Pierwsza sprawa, na ktorg chce zwrdci¢ uwage to: jezeli w rozwigzaniu
(3.8.20b) wstawimy predkos$¢ poczatkowa vp,,=0 oraz g=0 (brak pola
grawitacyjnego), to otrzymamy wzor (TIV 1.1.10), czego nalezato oczekiwac.
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Majgc na uwadze, ze paliwo wyplywa stalg strugg, mase rakiety,
w chwili t, wyraze wzorem
m(t) = mg — myt 3.8.21
Przy czym zaktadam, Zze w chwili wigczenia silnikéw t=0. Majac to na uwadze
wzor (3.8.20b) moge zapisa¢ w postaci

myp
v, () = vy, —gt —uln (1 — Et) 3.8.22
Jezeli predkosci poczatkowa rakiety jest rowna zeru, to
My
Vz(t)=—gt—uln<1——t) 3.8.23
mg 1O

Niech po chwili ¢tk spalone zostanie cate paliwo. Wtedy masa rakiety przestaje
sie zmienia¢ i rowna sie masie korpusu rakiety
m(t = t,) = const = my, = mg — myty 3.8.24
Tutaj mr oznacza mase rakiety bez paliwa Stad mamy

mpaliwa)

S

v, (t=>t,) = —gt, —uln (1 - = —gt, —uln (%) 3.8.25

S
Masa pustej rakiety mx (po spaleniu paliwa) jest mniejsza od masy startowej
ms rakiety ilogarytm ma warto$¢ ujemna. Pierwszy czynnik we wzorze
(3.8.25) odpowiada za dziatanie sity cigzenia. Czynnik ten dziata przeciwnie
do drugiego czlonu. Jest to oczywiste, sita cigzenia zmniejsza predkos¢
startujgcej rakiety. Przyjmijmy, ze

0 ty —ul (mk ) t 1 (m")
= — —_ —_— : f— e —_—

9tk unms gt unms 3.8.26
Wzoér (3.8.26) wyznacza mase paliwa, dla ktorej, przy danej predkosci
wylotowej paliwa u, po jego spaleniu, catkowita zmiana predkosci rakiety
wynosi zero. W takim przypadku praca silnikéw réwnowazy dziatanie sity
przyciggania. Rozwigzujac to rownanie ze wzgledu na mase pustej rakiety
mamy

9tk
m, =mse u 3.8.27
Wz6r ten okresla mase paliwa potrzebng na zneutralizowanie sity cigzenia.
Rysunek (3.8.3) pokazuje zaleznos¢ predkosci konicowej, wyznaczone;j

ze wzoru (3.8.25), dla r6znych mas pustej rakiety (po spaleniu paliwa), przy
zadanej masie startowej i predkosci wylotowej paliwa
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A
v(m,) t,
— 300s
6000 1 — 450s
600s
2000 }
300 700 >
m,[tony]

Rysunek 3.8.3. Wykres pokazuje warto$¢ przyrostu predkosci (w metrach na
sekunde) dla trzech réznych czaséw tk spalania paliwa w zaleznoSci od masy
pustej rakiety mk, przy masie startowej ms=1000ton i predkosci wylotowej
paliwa 4500m/s. Masa paliwa to 1000-mk

Z wykreséw widac, ze warto spalac¢ paliwo szybko. Mniejszy czas spalania, to
mniejszy czas dziatania grawitacji i mniejsza wptyw czynnika gt we wzorze
(3.8.25). Gdy wartos¢ v(mx) schodzi ponizej zera to rakieta ma za mato
paliwa by sie unies¢ w gore. Przeciecie wykresdw z osig masy ma miejsce
w punktach, w ktorych spetnione jest rownanie (3.8.27). Przypominam, Ze
aby wejs¢ na niskg orbite Ziemi predkosci statku musi przekroczy¢ 8km/s.
Aby to osiggna¢, przy dostepnych predkosciach wylotowych u, prawie catg
mase startowg rakiety stanowi paliwo.

WzbogaciliSmy model rakiety o oddzialywanie z polem grawitacyjnym
Ziemi. PrzyjeliSmy, ze pole to jest stale. Gdy lecimy na niska orbite Ziemi
(200-500km) nad Ziemig zatozZenie to sprawuje sie bardzo dobrze. Niestety
na drodze w kosmos czeka na nas jeszcze jeden potwér - sity oporu
powietrza. Dla szybko lecacej rakiety sga one znaczne i ich zaniedbanie
prowadzi do btedow woszacowaniu ilosci potrzebnego paliwa.
Uwzglednienie oporéw powietrza komplikuje model, ale kto chce zbudowac¢
rakiete musi przez to przejs¢. Opory powietrza majg réwniez wptyw na
strategie startu. Z wykresu (3.8.3) wynika, ze korzystne jest szybkie spalanie
paliwa. Jednak inne czynniki ,gtosujg” za wolnym spalaniem. Przecigzenie
w rakiecie nie moze przekroczy¢ rozsadnych wartosci (dla zatogowych
lotow jest to ok. 3-4g). Szybkos$¢ spalania jest ograniczona przez
wytrzymatos$¢ konstrukeji silnikow rakiety. Ponadto zbyt duza predkos¢
w dolnych warstwach atmosfery oznaczataby zbyt duze opory powietrza. Jak
to zwykle bywa w zagadnieniach praktycznych, nie mozna skupic¢ sie na
jednym czynniku; trzeba znaleZ¢ ztoty Srodek lawirujac miedzy roéznymi
technicznymi problemami. Konstruktor rakiet nie moze zakonczy¢ analizy
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modelu rakiety jako punktu - nawet po uwzglednieniu oporéw powietrza.
Rakieta w locie nie moze koziotkowa¢, lub nawet lekko odchyla¢ sie od
zatozonego kierunku lotu. Jest to szczegdlnie wazne w locie atmosferycznym,
gdzie sily oporu powietrza ,chetnie” zakrecilyby rakieta. C6z w pewnym
momencie trzeba model naszej rakietowej ,krowy” jeszcze bardziej
skomplikowac¢ iuwzgledni¢ fakt, ze nie jest ona punktem iporusza sie
w powietrzu.

Powazne zmagania z budowa rakiet kosmicznych zaczely sie
w poznych latach 20-tych XX wieku. Analizy teoretyczne przeplatane byty
z eksperymentami. Projekty kosmiczne bylty mocno splecione z wojskowymi.
Na marginesie tych dziatan dla wojska, po ponad 30 latach préb z rakietami,
4 pazdziernika 1957 roku z radzieckiego kosmodromu Bajkonur
wystrzelony zostat pierwszy sztuczny satelita Ziemi.

3.8.1. Rakiety nos$ne ¢

Analiza ruchu rakiety w polu grawitacyjnym wyraznie pokazuje, ze
wyniesienie statku czy sondy kosmicznej jest sprawg trudng. Korzystne
okazato sie stosowanie rakiet wielostopniowych, ktére sktadaja sie z dwoch,
trzech lub czterech czlonéw napedowych. Wypalenie kolejnych cztonéw
oznacza odrzucenie ich konstrukcji i przejScie na ciagg wytwarzany przez
silniki nastepnego cztonu. W ten sposob rakieta no$na nie dzwiga zbednego
balastu. A wiemy, juz ze kazdy kilogram mniej to duza oszczednos$ci na masie
paliwa. Dzi$ rakiety nosne klasyfikujemy na: mate, zdolne wynie$¢ na niska
orbite Ziemi® (ok. 200km nad powierzchnie Ziemi) do 2000kg tadunku,
Srednie, ktorych udzwig zawiera sie w przedziale 2000-20000kg, ciezkie
o udzwigu 20000-50000kg oraz superciezkie o udzwigu powyzej 50000kg.

Pierwszg rakietg noSng byta dwustopniowa radziecka rakieta Sputnik
(Polyot), z rodziny rakiet oznaczonych symbolem R-7°. Sputnik miat udzwig,
na niskg orbite Ziemi, ok. 1200kg. Wyniost na orbite pierwszego sztucznego
satelite Ziemi Sputnika -1 (rys. 3.8.2).

8 ang. LEO - Low Earth Orbit
° Pierwsze radzieckie | amerykanskie rakiety nosne byty konstruowane przy udziale niemieckich
specjalistow pracujgcych przy programie rakiety V-2, w czasie drugiej wojny Swiatowe].
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Rysunek 3.8.2. Replika pierwszego sztucznego satelity Ziemi - Sputnika 1.
Wystrzelony 4 pazdziernika 1957 roku z okazji Miedzynarodowego Roku
Geofizyki. Do momentu sploniecia w atmosferze okrazyt Ziemie 1400 razy.
Korpus statku byt sferg o $rednicy 59cm wykonang z aluminium o grubo$¢
2mm. Korpus zostal wypetniony azotem, ktérego cisnienie byto monitorowane.
Rozszczelnienie statku mogto by¢ wynikiem zderzenia z meteorem, do czego
jednak nie doszto. Do korpusu przymocowane byty cztery anteny o dtugosci 2.4-
2.9m. Statek nadawal proste sygnaty radiowe. Zasilany byt z trzech baterii
cynkowo-srebrowych, ktére dziataty przez trzy tygodnie. Statek pobierat okoto
1W mocy. Masa satelity 83.6kg; Zrédto zdjecia Wikipedia

Rysunek 3.8.3. Z lewej rakieta Sojuz na platformie startowej. Zdjecie pochodzi
z realizacji programu wspoélnego (USA-ZSRR) zatogowego lotu orbitalnego
Sojuz-Apollo, ktéry odbyt sie w 1975 roku; z prawej zestaw silnikow rakiety
Sojuz TMA-5, na stanowisku montazowym w osSrodku Bajkonur (2004 rok);
Zrédto zdje¢ Wikipedia
NajczeSciej uzywang rodzing rakiet nosSnych jest radziecka (obecnie
rosyjska) rodzina tréjstopniowych rakiet Sojuz. Do chwili obecnej (2020rok)
Sojuz odbyt ponad 1700 lotéw. Sojuzy cenione s3 za niezawodnos¢ i niskie
koszty. Pierwszy Sojuz wystartowat w listopadzie 1966 roku.
Konsekwentnie unowocze$niane rakiety nosne rodziny Sojuz skutecznie
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realizujg zadania rosyjskiego programu kosmicznego oraz zadania
komercyjne do dnia dzisiejszego.

Unia Europejska eksploatuje rodzine rakiet Ariane (rys. 3.8.4). Do roku
2006 w 169 lotach rakiety z rodziny Ariane mialy dostarczy¢ 290 satelitow
Z cZego na miejsce przeznaczenia dotarto 271 obiektow (co oznacza wysoka
niezawodnosc¢). Obecnie eksploatowang wersja rakiet Ariane jest wersja'V
(Ariane V). Ariane V moze by¢ montowana w roéznych konfiguracjach
o udZzwigu od 7 do 21 ton na niskg orbite Ziemi.

Najwieksza rakietg nos$ng byta uzywana w programie Apollo rakieta
Saturn V10, Wysoka na 110m (wraz ze statkiem ksiezycowym Apollo) rakieta
miata udZzwig 120 ton na niska orbite Ziemi

Rysunek 3.8.4. Z lewej rodzina rakiet Ariane; z prawej start rakiety Ariane
5V192, ktéry mial miejsce 02.11.2009. Rakieta Ariane V jest obecnie
eksploatowang wersja rakiety. Przystosowana jest do wynoszenia fadunkéw do
21000Kkg (na niska orbite Ziemi); Zrédto zdje¢ ESA.

Rysunek 3.8.5. Rakieta
Saturn V ze statkiem
Apollo 17 na stanowisku
startowym; Zrédto NASA

10 pod koniec lat 80-tych XX wieku Zwigzek Radziecki przeprowadzit prébe, wersji podstawowej, rakiety
Energia. W wersji podstawowej miata ona udzwig okoto stu ton. W wersji maksymalnej miata mieé
udzwig do dwustu ton. Po upadku ZSRR program zakoriczono. Do tego czasu zdotano przeprowadzi¢
jeden test rakiety w wersji podstawowej. Rekord nosnosci nalezy wiec do rakiet Saturn V.
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W ostatnich latach za budowe rakiety wzieli sie prywatni inwestorzy.
Tu szczegdblnie wyrdznia sie firma SpaceX Elona Muska. SpaceX wprowadzita
do uzytku rakiety, ktorych pierwszy czton lgduje tagodnie na wyznaczonej
do tego platformie i moze by¢ ponownie uzyty. Przynajmniej ta cze$¢ rakiety
przestaje by¢ elementem jednorazowego uzytku. Rakiety SpaceX realizujg
zamoOwienia ze strony NASA na transport towarow i ludzi na orbite. Rysunek
(3.8.9) pokazuje rakiety Falcon produkcji SpaceX.

Rysunek 3.8.9. Rakieta Falcon 9 ze statkiem zaopatrzeniowym Dragon; start
w padzierniku 2012 w celu dostarczenia zaopatrzenia do stacji ISS. Od 2020
roku zatogowe wersje statku Dragon przewoza na ISS astronautéw; z prawej
ladowanie pierwszego cztonu rakiety Falcon 9; Zrodto zdje¢ Wikipedia.

Budowa rakiet nos$nych, szczegélnie matych (udzwig do 2000kg) jest
dzi$§ w zasiegu mozliwosSci technicznych i ekonomicznych wielu panstw,
w tym rowniez Polskill. Nalezy jednak pamietal, Ze rakieta nos$na jest
kosmiczna ciezaréwka majaca wynie$ na orbite lub dalej uzyteczny tadunek.
Budowa rakiety bez perspektywy jej komercyjnej eksploatacji lub bez
wtlasnego programu kosmicznego nie ma sensu. To tak, jakby zaprojektowac
samochod dostawczy i wdrozy¢ jego produkcje po to, by po wykorzystaniu
jednego czy dwdch egzemplarzy na pokaz, caty projekt zatrzymac.

11 Oprécez Rosji, USA i UE wiasne rakiety nosne maja (rok 2017) Japonia, Chiny, Indie, Izrael, Korea
Pétnocna, Korea Potudniowa, Iran.
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4. Opory ruchu ¢

Wazna klasg sit sg tak zwane sity oporu ruchu. Przyktadem sit oporu ruchu
sg: sity tarcia, opory aerodynamiczne (opory stawiane przez powietrze),
opory hydrodynamiczne (np. opory stawiane przez wode przy ruchu
pojazdow ptywajacych). Sity oporu ruchu skierowane sg w strone przeciwng
do wektora predkosSci poruszajacego sie ciala. S3 one wypadkowg
oddziatywania czasteczek ciata z czasteczkami podtoza (sity tarcia) lub
oSrodka (np. powietrze). Poniewaz liczba oddziatujacych czastek jest
ogromna sity te okresla sie na podstawie doswiadczenia, ztozonej analizy
statystycznej lub/i analizy numerycznej. Krotkie oméwienie sit oporu ruchu
zaczne od sit tarcia statycznego i poslizgowego.

4.1. Tarcie poslizgowe

Opory, ktore wystepuja, gdy jedno ciato przesuwa sie po powierzchni
drugiego (oba ciata stykaja sie) nazywamy tarciem poSlizgowym.
Fenomenologiczne prawa opisujgce tarcie byty znane juz w czasach
Leonardo da Vinci. Dla fizyki wspotczesnej odkryt je ponownie Guillaume
Amontons (1699). Doktadne badania doSwiadczalne przeprowadzit Charles
Augustin Coulomb (1781). Prawa te nazywa sie czasem prawami
Amontonsa-Coulomba.

Rozwazmy ciato lezace na powierzchni ptaskiej. Zaczynamy je ciggnac
niewielka sitg rownolegla do powierzchni. Sita ta okazuje sie za mata do
wprawienia ciata w ruch - rownowazona jest przez site tarcia. Nastepnie
zwiekszamy powoli wartosc¢ sity ciagnacej, az do momentu, kiedy ciato ruszy
z miejsca. Minimalna sita potrzebna na poruszenie ciala wyznacza nam tak
zwang site tarcia statycznego Fs. Kiedy ciato jest w ruchu sita potrzebna na
utrzymanie stalej predkoSci ciata jest mniejsza niz sita potrzebna do
wprawienia ciata w ruch. Zatem tarcie poslizgowe, czyli to, ktére towarzyszy
ruchowi ciala, jest mniejsze od tarcia statycznego.

Fakt 4.1.1:

Dla danego ciata na danym podtozu sita tarcia statycznego jest wieksza od sity tarcia
poslizgowego

Pierwsze prawo tarcia okresla zwigzek miedzy tarciem a sitg z jaka jedno
ciato jest dociskane do drugiego.
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Okreslenie 4.1.1: Pierwsze prawo tarcia

Sita tarcia (poslizgowego) migdzy dwoma ciatami jest proporcjonalna do sity
normalnej utrzymujgcej te ciata w zetRnigciu

Niech Fy bedzie sita normalng w stosunku do podtoza, a Fr sitg tarcia
poslizgowego, V jest jednostkowym wektorem réwnolegtlym do wektora
predkosci ciata, ktérego ruch badamy; wtedy

Fy = —0fFy 4.1.1
f jest wspotczynnikiem tarcia. Znak minus wskazuje, Ze sita tarcia jest
skierowana przeciwnie do predkosci ciata. Sita normalna Fy to najczes$ciej

sita ciezkoSci ciata (sita nacisku), lub jej sktadowa prostopadita do
powierzchni styku, jezeli cialo zsuwa sie na przyktad po réwni (rys. 4.1.1).

o kat rowni

.
.

Rysunek 4.1.1. Sita normalna, najczeSciej jest sktadowa sity ciezkoSci
prostopadta do powierzchni podtoza

Tabela (4.1.1) podaje przyktadowe wartoSci wspotczynnika tarcia
(orientacyjne) dla réznych par ciat stykajacych sie gtadkimi powierzchniami.
Dla pordwnania podane sg réwniez wspotczynniki tarcia statycznego.
Zwiagzek miedzy tarciem statycznym a sitg normalng do powierzchni styku
jest taki sam jak dla tarcia $lizgowego.
Uwaga 4.1.1:
Wspétczynnik, tarcia zalezy od wielu czynnikow. Dla tej samej pary materiatéw moze
przybieral rézne wartosci zalezne od stopnia gtadRosci styRajacych sig powierzchni czy
obecnosci niewielRich zanieczyszczen znajdujgcych si¢ na tych powierzchniach. Dlatego
wartosci podane w tabeli (4.1.1) naleZy traktowac jak orientacyjne.

Dwa nastepne prawa tarcia stanowia

Okreslenie 4.1.2: Drugie prawo tarcia

Przy danej sile normalnej sita tarcia poslizgowego nie zalezy od powierzchni
zetRniecia migdzy dwoma ciatami

Okreslenie 4.1.3: Trzecie prawo tarcia

Przy nieduzych predRosciach ruchu wspétczynnik, tarcia nie zalezy od wzajemnej
predRosci Slizgajqcych sie ciat
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wspotczynnik wspotczynnik
e tarcia statycznego , t.arcia
poslizgowego
stal-stal 0.15 0.09 - 0.03
metal-drewno 0.6-0.5 0.5-0.2
drewno-drewno 0.65 0.4-0.2
stal-16d 0.027 0.014
opona-suchy 1 0.7
beton
opona-mokry 0.7 0.5
beton
teflon-teflon 0.04 0.04

Tabela 4.1.1. Przykladowe warto$¢ wspoétczynnika tarcia statycznego
i poslizgowego.

Nie w kazdym podreczniku trzecie prawo tarcia zostaje uwzglednione
jako osobne prawo. W niektorych figuruje jako uwaga. Pamieta¢ nalezy, ze
podane wyzej prawa majg charakter inzynierski. Poniewaz tarcie jest
powszechnie wystepujagcym zjawiskiem potrzebujemy mozliwie prostych
regut, ktore pozwolg na skuteczne obliczanie typowych problemow
inzynierskich. Podane wyzej trzy prawa tarcia sg zbiorem takich regut.
Teoria, ktéra opisuje zjawisko tarcia jest bardzo ztoZzona, ze wzgledu na
ztozony charakter oddziatywania miedzy dwoma stykajacymi sie
powierzchniami. Dla praktyka zgltebianie ztoZonych problemow
teoretycznych nie jest konieczne do podjecia skutecznego dziatania. Praktyk
musi mie¢ natomiast dobre pojecie w jakim zakresie wymienione wyzej
prawa mozna stosowac. Nie oznacza to jednak, Ze teoria sie nie liczy. Prawa
inzynierskie sg proste ale ograniczone w swoich mozliwosciach. Kto$
powinien orientowal sie wtych ograniczeniach iumie¢ sobie radzi¢
z problemami, gdy pojawia sie zagadnienie, w ktorych reguty inzynierskiej
nie mogg by¢ stosowane.

Podam teraz przyktad prostego zadania, gdzie wymagane bedzie
uwzglednienie sity tarcia.

64



Jan Masajada © - 45 Tematow z Fizyki

Zadanie 4.1.1:

Ciato o masie m ustawiono na rowni pochytej o zmiennym kqcie nachylenia.
Kgt rowni zwiekszano do momentu, gdy ciato zaczeto sie zsuwac. Kqt graniczny
wynosit as. Oblicz wspofczynnik tarcia statycznego dla pary materiat rowni -
materiaf ciata. Dana jest wartoS¢ przyspieszenia grawitacyjnego g.

W momencie gdy ciato zaczyna sie zsuwac¢ warto$c¢ sity tarcia statycznego Fs
réwna jest wartos$ci sktadowej $ciggajacej F; sity grawitacji. Z rysunku (4.1.2)
mamy

F, = F, = mgsin(a) 4.1.2

We wzorze tym pomingtem znaki, czyli w gruncie rzeczy poréwnatem
warto$¢ bezwzgledne obu sit. W prostych zadaniach jest to dopuszczalne,
o ile jest sie tego Swiadomym. W trudniejszych zadaniach takie pomijanie
moze prowadzi¢ do btedow. Wartos¢ sity tarcia jest proporcjonalna do
sktadowej sity cigzenia, normalnej do powierzchni réwni (sita nacisku)

F, = f;Fy = fymgcos(as) 4.1.3
taczac wzory (4.1.3) i (4.1.2) znajdujemy
fs = tan(ay) 4.1.4
\F : . kat graniczny
F, réwni o,
F
N mg\\
e \\

Rysunek 4.1.2. Szukamy wartosci wspo6tczynnika tarcia statycznego, znajac kat
réwni, przy ktérym ciato zaczyna sie z réwni zsuwac.

4.2. Tarcie poslizgowe — obraz mikroskopowy

Cho¢ omawiajac fenomenologiczne prawa tarcia odzegnatem sie od teorii, to
nie moge sprawy pozostawi¢ catkiem bez komentarza. Nie bede
rozbudowywat iloSciowej teorii tarcia. Ale mate co nie co na temat przyczyn
wystepowania tarcia nie zaszkodzi.

Powierzchnia kazdego makroskopowego ciata wykazuje duza (w skali
atomowej) chropowatos¢. W efekcie rzeczywista powierzchnia styku dwoch
ciat jest mata w poréwnaniu z powierzchnig, ktorg jedno ciato jest dociskane
do drugiego. Tam gdzie czasteczki zblizaja sie do siebie na odlegtos¢
dziatania sit utrzymujacych spoisto$¢ ciala statego dochodzi do ich
oddziatywania i utworzenia wigzania. Sity wigzania dzieli sie na te zwigzane

65



Jan Masajada © - 45 Tematéw z Fizyki

ze zjawiskiem adhezji oraz sity zwigzane z tworzeniem wigzan chemicznych
(tzw. potaczen mostkowych). Ciata réwniez zahaczajg sie wiekszymi
nieréwnoSciami co prowadzi do $cierania sie powierzchni. Aby przesuna¢
jedno ciato wzgledem drugiego trzeba te potaczenia pozrywacd. Suma sit
potrzebna na zerwanie tych wigzan jest przez nas odbierana jako sita tarcia.
Mozna teraz zrozumie¢ dlaczego zwiekszenie nacisku zwieksza wartos$¢ sity
tarcia. Wiekszy nacisk oznacza, ze obie powierzchnie lepiej do siebie
przylegaja. RoSnie powierzchnia styku obu ciat przez co réwniez rosnie
sumaryczna sita potrzebna na zerwanie powstajacych wigzan. Tarcie
statyczne jest wieksze od poslizgowego, gdyz dwa ciata, w statycznym
kontakcie, maja wystarczajaco duzo czasu aby ustabilizowa¢ wigzania. Gdy
ciata przesuwamy wzgledem siebie, to wigzania tworzg sie i sg zrywane na
biezgco. W takim przypadku sumaryczna sita wigzan jest mniejsza niz
w przypadku statycznym.

Rysunek 4.2.1. Na poziomie atomowym kazda powierzchnia jest chropowata.
Dwa ciata stykajg sie ze sobag tylko na bardzo ograniczonym obszarze.
W miejscach styku dochodzi do tworzenia wigzan miedzy czasteczkami obu
cial. Przy prébie przesuwania jednej powierzchni wzgledem drugiej musimy
pozrywac te wigzania. Sita oporu jakag w zwigzku z tym odczuwamy to sita tarcia

Smary majg za zadanie rozdzieli¢ obie trace o siebie powierzchnie.
W takim przypadku powierzchnie §lizgaja sie po oddzielajacej je warstwie
smarow. Tarcie poslizgowe zamienione jest na opory zwigzane z lepkos$cia
smarow, a te sg zwykle duzo mniejsze (rys. 4.2.2).

Rysunek 4.2.2. Pomiedzy dwoma ptytami znajduje sie warstwa smaru, ktéra je
oddziela. Ptyty $lizgaja sie po tej warstwie, a sity tarcia na styku ptyta-smar, oraz
wewnatrz warstwy smaru s3 znacznie mniejsze od sit tarcia wystepujacych
przy bezposrednim styku ptyt.
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4.3. Opory aerodynamiczne (hydrodynamiczne)

W przypadku ruchu w powietrzu (cieczy) mamy do czynienia z oporami
aerodynamicznymi (hydrodynamicznymi). Cialo musi ,przepycha¢ sie”
przez czasteczki gazu (cieczy) (rys. 4.3.1). Oczywiste jest, Ze z im wiekszg
predkosScia to sie dzieje tym wieksze powinny byC opory osrodka.
W pierwszym przyblizeniu mozemy przyja¢, ze opory osrodka s3g
proporcjonalne do predkosci ciata i przeciwnie skierowane

F=_Cv 4.3.1

Tutaj C jest wspoétczynnikiem oporu aerodynamicznego i ma wymiar
masa/czas. Warto$¢ tego wspdiczynnika zalezy od ksztaltu ciata i wlasnosci
oSrodka (gazu lub cieczy). Przy wiekszych predkosciach konieczne staje sie
uwzglednienie cztonéw proporcjonalnych do kwadratu predkosci.

F = —Cv— Dv?¥

Gdzie V jest jak zwykle jednostkowym wektorem w kierunku wektora
predkosci. Ogdlnie widac, ze site oporu mozemy przedstawi¢ w postaci
szeregu potegowego wyznaczonego wzgledem predkosci ciata v (§DB 3). Im
doktadniejsza analiza i wieksza predkos¢ tym wiecej wyrazow rozwiniecia
musimy uwzgledni¢. Wszystkie wyrazy powinny ztozy¢ sie do funkcji
opisujacej opory przy dowolnej predkosci. Ale nie mamy teorii pozwalajacej
nam na wydumanie postaci takiej funkcji, wiec zadowalamy sie metoda
szeregu, co sprowadza sie do stwierdzenia, ze kazda funkcja ciggla,
w otoczeniu danego punktu jest dobrze przyblizana przez funkcje liniowa.

4.3.1a

Rysunek 4.3.1. Ciato
poruszajgce sie w powietrzu
(cieczy) pod wplywem sity
Fg rozsuwa masy powietrza
(cieczy). W wyniku
dziatania sit reakcji ciato to
odczuwa sity oporu
powietrza  (cieczy) Fa
skierowane przeciwnie do
kierunku jego ruchu.

K

W naszym przypadku oznacza to, Ze sity oporu powietrza sg liniowa funkcja
wartos$ci predkosci, co zapisujemy w postaci (4.3.1). Poniewaz nie mamy
postaci funkcji rozwijanej w szerego wartosSci wspotczynnikéw rozwiniecia
musimy wyzaczy¢ do$swiadczalnie. W ten sposéb nie znajac mechanizmu
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generujgcego opory ruchu, mozemy je dosSwiadczalnie opisa¢, przynajmniej
w pewnym zakresie predkosci.

Sity oporu powietrza sg juz wyrazne przy predkosci rzedu 30-50km/h
(w zaleznoSci od ksztaltu poruszajgcego sie ciata). Przyktadowo, przy
predkosci okoto 50km/h 90% mocy zawodowego kolarza idzie na
zrOwnowazenie sit oporu powietrza. Jadac za samochodem ztarcza
réwnowazacg sity oporu powietrza zawodowy kolarz moze rozpedzic¢ sie do
predkosci przekraczajacej warto$s¢ 200km/h12, Fakty te thumacza walke jaka
toczy sie o elementy stroju kolarzy, tyzwiarzy szybkich czy ptywakéw. Nawet
niewielkie zmniejszenie wspdéiczynnika oporu powoduje, Ze kolarz torowy,
panczenista, czy pltywak moze, ze swojego wyniku, ,urwac” kilka setnych
czeSci sekundy, co wdzisiejszym sporcie moze otworzy¢ droge do
olimpijskich medali.

Dla przyktadu rozwigze problem ruchu spadochroniarza. Przyjmuje
model, w ktorym spadochroniarz jest ciatem punktowym o masie m, na ktore
dziataja sity oporu powietrza, ktére wyrazajg sie wzorem (4.3.1). C opisuje
opor stawiany przez uktad spadochron-spadochroniarz (rys. 4.3.2).
Rownanie ruchu przyjmie postac

m—==mg — Cv, 43.2

Rysunek 4.3.2. Spadochroniarz spada pod wplywem dziatania sity grawitacji.
Spadochron ma na celu zwiekszenie sily oporu powietrza (warto$ci
wspotczynnika C), i w efekcie ograniczenie maksymalnej predkosci do jakiej
rozpedza sie skoczek.

MozZemy je przepisa¢ w postaci

12 Zobacz - Krzysztof Ernst, Fizyka Sportu. PWN (2010)
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—:g——UZ 433

Interesujace wnioski mozemy wyciggng¢ nawet nie rozwigzujac tego
réwnania. Zauwazmy, ze gdy
C dv,

——v,=0=>—-2=0
g=—— - 4.3.4

Co oznacza, ze przyspieszenie ciata jest rowne zeru, czyli predkosci ciata v,
nie zmienia sie. Oznacze tg statg predkosc¢ jako vgr. W prosty spos6b mozemy
wyznaczyc¢ jej wartosc.
m
Vgr = Eg 4.3.5

Zapomnijmy na chwile o spadochroniarzu i zastgpmy go dowolnym
ciatem o wspoétczynniku oporu areodynamicznego C. Zatézmy, ze ciato
zaczyna spadac z predkos$cia poczatkowa vy, mniejszg od vgr. Wtedy wartos$¢
sity oporu powietrza Fop wynosi

m
Fop = _Cvp < _CEQ = —-mg 4.3.6

Zatem bezwzgledna warto$c¢ tej sity jest mniejsza od sity grawitacji i ciato
zwieksza swoja predkos¢ spadania. Ale, gdy ciato zwieksza predkos¢, to sita
oporu powietrza roSnie i w pewnym momencie staje sie rowna sile cigzenia.
Gdy obie silty nawzajem sie rownowaza przyspieszenia ciata spada do zera
i jego predkos¢ przestaje sie zmienia¢. Ma to miejsce gdy predkosci ciata jest
réwna predkosci granicznej vg- danej wzorem (4.3.5).

A co sie stanie gdy predkos¢ poczatkowa ciata bedzie wieksza od vyr
(jak to ma miejsce przy wchodzeniu meteoréw do atmosfery)? Wtedy
warto$¢ bezwzgledna sity oporu powietrza jest wieksza od sity grawitaciji.

m
|Fop| = |Cp| > |CEQ| = |mgl 4.3.7

W efekcie cialo hamuje az do osiggniecia predkosci granicznej. Tak wiec
predko$¢ graniczna jest predkoscig, do ktérej dazy ciato przy ruchu
w atmosferze. Jak widac¢ ze wzoru (4.3.5). Jest ona tym mniejsza im wieksze
jest warto$C statej charakteryzujacej opoér aerodynamiczny ciata C.
Spadochron ma za zadanie zwiekszy¢ wspoétczynnik C do takiej wartosci, aby
vgr przyjeta akceptowalne dla czlowieka wartosci. Spadajacy bez
spadochronu cztowiek réwniez odczuwa opo6r powietrza. Ale jego osobiste C
jest na tyle mate, ze vy jest rzedu 200km/h; to troche za duzo na udane
ladowanie. W znacznie lepszej sytuacji sg zwierzeta mniejsze od cztowieka
(pomysl - dlaczego tak jest?). Na przykiad dla kota vy jest rzedu 90km /h.
Przy takiej predkosci kot jest w stanie, bez szwanku, wytrzymac 1gdowanie
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na miekki grunt (np. trawnik) pod warunkiem, Ze zrobi to na przystowiowe
cztery lapy. Myszki moga bezpiecznie opa$¢ nawet na twarde podioze.
0 pajaczkach nie warto nawet wspominac.

Przypominam, ze na poczatku zatozytem, Ze sity oporu powietrza sg
proporcjonalne do wartosci predkosci ciata i przeciwnie skierowane (4.4.1).
Przy duzych predkosciach nie jest to prawda. Sity oporu rosng szybciej niz
warto$¢ predkosci. Ale nie zmienia to faktu, ze i dla szybciej rosnacych sit
pojawia sie predkos$¢ graniczna; tyle Ze jej warto$¢ nie jest dana wzorem
(4.4.5). Druga uwaga dotyczy zmiany gestosci powietrza wraz z wysokoscia
nad powierzchnig Ziemi. Im wyzej tym rzadsze powietrze i mniejsze opory
ruchu, azatem wieksza predko$¢ graniczna. Juz dla skokow
spadochronowych nalezatoby to uwzgledni¢, przy doktadnym analizowaniu
historii ruchu skoczka. Na szcze$cie skoczek zawsze konczy swoéj ruch przy
powierzchni ziemi, gdzie gesto$¢ powietrza jest mniej wiecej zawsze taka
sama. Jezeli zatem interesuje nas predkos¢ z jaka skoczek konczy skok (a to
jest dla niego wazne), to zmiany gestosci powietrza z wysoko$cig mozemy
zaniedbac.

W dniu 23 marca 2001 roku na Ziemie spadta rosyjska stacja
kosmiczna Mir (rys. 4.3.3). Zyjacy z sensacji dziennikarze do sp61ki z lubigca
horrory  publicznosScia  zlubosScia napedzali sie w wymysSlaniu
dramatycznych scenariuszy tego zdarzenia. Jednak opory powietrza popsuty
czarne scenariusze rozwoju zdarzen wyhamowujac stacje do vy, ktéra
w przypadku takich konstrukcji wynosi okoto 600km/h, czyli tyle co dla
duzego samolotu spadajgcego na skutek awarii silnikow. W dodatku, stacja
wchodzaca w atmosfere z predkosciag rzedu 8km/s ulegta rozerwaniu (stacja
jest czym$ w rodzaju pustej metalowej puszki o cienkich $ciankach i tatwo
ulega rozerwaniu) a jej poszczegdlne kawatki w duzej czesci spality sie przy
gwattownym hamowaniu. W efekcie marne szczatki Mira spadty na
potudniowym Pacyfiku; takie to byto wielkie bum. W sumie spadek stacji
kosmicznej jest dla nas mniej niebezpieczny niz upadek wiekszego samolotu
pasazerskiego.
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Rysunek 4.3.3. Stacja Mir wraz z przycumowany amerykanskim
wahadtowcem. Wystrzelona 19 lutego 1986 roku. Masa stacji wynosita okoto
140 ton. Stacje odwiedzity lacznie 104 osoby z réznych krajéw; Zrédto
Wikipedia

Rysunek 43.4. W takiej postaci resztki Mira zblizaty sie do powierzchni
Pacyfiku; Zr6dto Wikipedia
Co roku w atmosfere ziemska wchodzg znacznie masywniejsze od Mira
i bardziej zwarte kosmiczne kawatki lodu lub skaty. Nawet te duzo, duzo
wieksza od Mira obiekty sg w stanie tylko w resztkowej formie przezy¢
spotkanie zatmosferg. Warto o tym pamieta¢ przy nastepnym upadku
czego$ z kosmosu. Chyba, ze lubicie nakrecac sie scenariuszami horroréw.
Oczywiscie upadek sztucznego obiektu z kosmosu jest potencjalnie
w stanie wywota¢ Smiertelny wypadek; na przyktad jezeli taki kawatek
bezposrednio w kogos uderzy. Tyle, Ze w Polsce w roku 2012 w wypadkach
drogowych zgineto 3520 oso6b, a do tej pory zadne mieszkaniec Polski nie
ucierpial na skutek spadku resztek satelitow czy uderzenia meteoréw.
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Dlaczego bez strachu chodzimy po ulicach a z zaniepokojeniem spoglagdamy
w niebo gdy co$ ma stamtad spas¢?

4.3.1. Hamowanie atmosferyczne

Hamowanie atmosferyczne to nic innego jak redukcja predkosci na skutek
oporow powietrza. W sumie zadna dla nas nowos¢. Kto jechat na rowerze
z predkoscia rzedu 30km/h wyraznie mogt odczu¢ skutki hamowania
atmosferycznego. Potrafimy je $wiadomie wykorzysta¢, na przyktad
prostujac sie przy jezdzie na rowerze czy nartach. Wyprostowana sylwetka
zagarnia wiecej powietrza, rosng opory powietrza i efektywniej tracimy
predkos¢. 1gdyby do tego sprowadzata sie sprawa nie bytoby po co
wymySla¢ dla tego zjawiska tak madrej nazwy jak: ,hamowanie
atmosferyczne”. Jednak hamowanie atmosferyczne zrobito Kkariere
w astronautyce. Powracajgcy na Ziemie statek kosmiczny uderza na
wysokos$ci nieco ponad stu kilometré6w o gdérne warstwy ziemskiej
atmosfery. Pojawiajg sie sity oporu ruchu, ktére zmniejszaja predkosc¢ statku.
Poniewaz predkos¢ wejscia jest bardzo duza (ponad 8km/s) nawet mocno
rozrzedzone warstwy atmosfery dziataja hamujgco. Efekt ten jest
wykorzystywany do wyhamowania lagdujgcego statku, bez spalania cennego
paliwa. Jednak bardzo powaznym problemem jest rozgrzewanie sie statku
podczas hamowania. Bardzo duza predkos¢ wejScia powoduje, Ze sily tarcia
0 powietrze sg rowniez bardzo duze, a duze tarcie oznacza duzy wzrost
temperatury. Na 1kg masy przy zmniejszeniu predkosci o 1km/s utrata
energii kinetycznej wynosi

E —1106m—21k = 0.5M] 4.3.7

) s2 BT o

Czyli zmniejszenie predkosci jednego kilograma masy o jeden kilometr na
sekunde wyzwala energie rowng pdél miliona dzuli. Zgodnie z zasada
zachowania energii, ta energia nie moze znikng¢. Energia kinetyczna
pedzacego statku zamienia sie na chaotyczng energie czasteczek powietrza
i powtok, ktorymi pokryty jest statek, a to oznacza znaczny wzrost
temperatury. Powtoki statku mogg rozgrzac sie do ok. 2000°C (rys. 4.3.5).
Aby unikna¢ spalenia, kapsuty lIadujace wyposazone sg w warstwy ablacyjne.
Typowa warstwa ablacyjna sktada sie z dw6ch podwarstw. Zewnetrzna, pod
wplywem nagrzania ulega sublimacji (sublimacja to przejscie ze stanu
statego do gazowego bez posredniego stanu ciektego). Odparowany materiat
tworzy poduszke z rozgrzanych gazow, ktére stanowig dynamiczng tarcze
ochronng dla ladownika. Wewnetrzna warstwa podatna jest na zjawisko
pyrolizy. Polega ono na tym, ze pod wptywem wysokiej temperatury pewne
czastki chemiczne ulegajg rozkladowi. W efekcie druga warstwa gwattownie
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wyrzuca produkty rozpadu wspomagaja poduszke gazowq utworzong przez
pierwszg warstwe.

Rysunek 4.3.5. Artystyczna wizja wej$Scia modutu ladujacego statku Apollo do
atmosfery; Zrodio NASA

Na potrzeby NASA opracowano powtoki ochronne wielokrotnego
uzytku. Zostaty one uzyte do ochrony amerykanskich wahadtowcow.
Termiczne pokrycie wahadtowca sktadato sie z ponad dwudziestu tysiecy
zaroodpornych ptytek, kilku odmian (rys. 4.3.6).

Rysunek 4.3.6. Zdjecie spodu skrzydta wahadtowca Discovery pokryte
zaroodpornymi ptytkami; Zr6dto NASA
Hamowanie atmosferyczne wykorzystuje sie rowniez do korekcji orbit

sond miedzyplanetarnych. W maju 1993 roku zastosowano ta metode do
korekcji ksztattu orbity wenusjanskiej sondy Magellan. Za hamulec postuzyty
odpowiednio ustawione panele stoneczne. Byt to dodatkowy eksperyment
przeprowadzony po wypetnieniu pierwotnego planu misji. Pierwsza sondg,
ktéra hamowanie atmosferyczne miata wpisane jako zasadniczy element
misji byt Mars Global Surveyor. Sonda réwniez wykorzystywata do
hamowana i korekcji orbity panele stoneczne. Kolejne dwie marsjanskie
sondy wykorzystujgce tg technike to Mars Odyssey i Mars Reconnaissance
Orbiter (rys. 4.3.7).
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Rysunek 4.3.7. Artystyczna wizja sondy Mars Reconnaissance Orbiter podczas
manewru hamowania atmosferycznego, w celu osiggniecia zaplanowanej
orbity. Orbita sondy jest eliptyczna. Hamowanie powtarza sie wielokrotnie przy
zblizeniu sie do gérnych warstw atmosfery planety. Po osiggnieciu
zamierzonego skutku ostateczny ksztatt orbity nadaja sondzie silniki
rakietowe; Zrodto NASA.

Pamietasz co pisatem o silnikach rakietowych (TIV_1.1). Ich maty impuls
wlasciwy powoduje, Ze koszt wystania kazdego kilograma masy w Kosmos
jest bardzo duzy. Zastosowanie hamowania atmosferycznego pozwolito
zredukowac¢ mase paliwa sondy Mars Odyssey o ponad 200kg. Skutkiem tego
mozna bylo uzyC lzejszej i tanszej rakiety do wyniesienia sondy. Sonda
ocierata sie o atmosfere 332 razy zanim osiggneta orbite o zamierzonych
parametrach.
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5. Ruch po okregu ¢ /&

Ruchowi po okregu poswiecitem nieco czasu w temacie (§TV 3). Tutaj
podejme temat ruchu po okregu pod katem drugiego prawa dynamiki. Tor
ciala poruszajgcego sie po okregu o promieniu r mozemy opisac
nastepujacymi réwnaniami parametrycznymi

x = rcos(wt) 5.1a

y = rsin(wt) 5.1b

Sktadowe wektora predkos¢ v wyraza sie wzorami

v, = X = —rwsin(wt) 5.2a
5.2b

v, =y = rwcos(wt)

Dhtugos¢ wektora predkosci jest rowna

lv| = /v,? +vf =rw 5.3

Wektor predkos¢ w danym punkcie toru czastki jest oczywiscie styczny do
tego toru. Sktadowe wektora przyspieszenia a wyrazajg sie wzorem

a, = ¥ = —rw?cos(wt) 5.4a

a, =y = —rw?sin(wt) 5.4b

Dhtugos¢ (wartos¢) wektora przyspieszenia a wyraza sie, znanym wzorem

2
v
— /2 2 —
la| = [az + a3 =rw == 5.5

Pokaze, Ze obliczone przyspieszenie skierowane jest przeciwnie do

promienia okregu. W tym celu wektor przyspieszenia a napisze w postaci

a(t) = —w? - (r cos(wt); rsin(wt)) = —w?-r 5.6

Znak minus wskazuje, zZe wektor przyspieszenia a jest przeciwnie
skierowany do wektora wodzacego r punktu poruszajacego sie po okregu

(rys. 5.1). Przyspieszenie to nazywamy przyspieszeniem dosrodkowym lub
przyspieszeniem normalnym.

Definicja 5.1: przyspieszenie dosrodkowe (normalne)

Skfadowq wektora przyspieszenia, Rtora jest skierowane prostopadle do weKtora
predRosci (do toru) nazywamy przyspieszeniem dosrodRowym [ub normalnym
i oznaczamy jako an.
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Rysunek 5.1. W ruchu po okregu ze stalg wartoscia predkosci liniowej wektor
przyspieszenia a ciata jest skierowany do $rodka okregu.

Nazwa przyspieszenie normalne bierze sie stad, ze w matematyce prosta
prostopadtg do danej krzywej, w danym punkcie (prostopadta do stycznej do
tej krzywej) nazywa sie normalng do krzywej.
Definicja 5.2: przyspieszenie styczne
Skfadowq wektora przyspieszenia, Ktora jest skierowane réwnolegle do wektora
predRosci (stycznie do toru) nazywamy przyspieszeniem stycznym i oznaczamy jako
as.

Calkowite przyspieszenie acjest rOwne sumie sktadowej stycznej i normalnej

(rys. 5.2)
a. = ag +a, 5.7

Dtugos¢ wektora przyspieszenia catkowitego to

la | = \/ai+a; 5.8

Przyspieszeniu dosrodkowemu towarzyszy sita dosSrodkowa (normalna) Fq

rowna

Fd = ma, 5.9

Catkowitg site F. dziatajaca na cialo mozna roztozy¢ na sktadowa styczng Fs
i normalng Fq do toru ciata (rys. 5.2)

Fc = Fs+Fd =m(as+ad)

Skladowa styczna sity, w danym punkcie toru ciata, ma nastepujgce
wtlasnosci

5.10

e jest styczna do toru (rdwnolegta do wektora predkosci)
e odpowiada za zmiany wartosci wektora predkosci

e nie zmienia kierunku wektora predkosci
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Rysunek 5.2. Catkowite przyspieszenie ciala w ruchu po okregu, oraz
dziatajaca na to ciato site mozna roztozy¢ na sktadowa normalng i styczna.

Sktadowa normalna sity, w danym punkcie toru ciala, ma nastepujace
wtasnosci

e jest normalna do toru (prostopadta do wektora predkosci)
e odpowiada za zmiany kierunku wektora predkosci
e nie zmienia wartosci wektora predkosci

Gdy w ruchu po okregu sktadowa styczna przyspieszenia, a co za tym idzie
sity jest r6zna od zera to ruch ten odbywa sie ze zmienng warto$cia
predkoscia. Jezeli ruch po okregu zachodzi ze statg wartoscig predkosci, to
sktadowe styczne sity i przyspieszenia sg rowne zeru.

Predkos¢ linowa mozemy powiagzac z wektorem predkosci katowej @
i wektorem potozenie wzorem (TV 3.1.2). Predkos$¢ katowa to oczywiscie
przyrost kata ¢ w czasie (TV 3.1.1). Obliczmy teraz przyspieszenie
korzystajac bezposrednio ze wzoru (TV 3.1.2)

dv_d o _doo>< N ><dr
& ac r)= rr®OX5 >.12

SkorzystaliSmy ze wzoru na obliczanie pochodnej iloczynu wektorowego
(DB 1.1.9) Pierwszy sktadnik wyraza wektor prostopadty do wektoréow @i r;
jest zatem réwnolegty do wektora predkosci i wyraza przyspieszenie styczne

dw

aszaxr 513

Drugi sktadnik przedstawia wektor prostopadly do wektoréw w i vi wyraza
przyspieszenie normalne.
dr

= X —
a,=—w i 5.14
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Wychodzac z czysto formalnego wyrazenia na zwigzek predkosci ruchu po
okregu otrzymaliSmy ponownie rozktad przyspieszenia catkowitego na
sktadowg styczng i normalna.

5.1. A jak nie po okregu? ¢

Do tej pory analizowatem szczeg6lne przypadki ruchu krzywoliniowego to
jest, ruch po okregu - zwykle ze statg wartoscig predkosci, ruch po elipsie
(Ii Il prawo Keplera) oraz ruch po paraboli (rzut w polu grawitacyjnym).
Przy czym szczegdétowo omowitem ruch po okregu. Czy jesteSmy w stanie
poradzi¢ sobie zinnymi przypadkami? OdpowiedZ na to pytanie jest
pozytywna. Jak przystato na spryciarzy sprowadzimy te inne przypadki do
ruchu po okregu (metoda wiadra (§T1 4)). Aby to zrobi¢ zauwazmy, ze przy
okreslaniu, w danej chwili czasu, potozenia, predkosci czy przyspieszenia
jakiego$ punktu materialnego nie interesuje nas cato$c¢ jego toru, tylko tajego
czes¢, ktora znajduje sie w bliskim sgsiedztwie punktu, w ktéorym ten punkt
materialny jest. Jak bliskie moze by¢ to sgsiedztwo? Jak sie mozesz domys$lac
— nieskonczenie bliskie. Wiemy juz, zZe w takim nieskonczenie bliskim
otoczeniu, kazdy tor mozna uwazac za fragment toru prostoliniowego, przy
czym prosta musi by¢ styczna do toru w danym punkcie. Czy zamiast prostej
stycznej nie datoby sie zdefiniowac¢ okregu stycznego do toru w danym
punkcie? Pewnie, ze tak. Tak na dobrg sprawe kazdy kawatek krzywe;j
gtadkiej moze by¢ tak usytuowany i zorientowany, ze bedzie styczny do toru
czastki w danym punkcie. (rys. 5.1.1).

Rysunek 5.1.1. Interesujacy nas w danej chwili czasu fragment toru czastki
(pomaranczowy) bedacego cze$cia okregu moze rdéwnie dobrze byc
fragmentem wielu innych krzywych. Jedng z nich pokazuje przerywana linia
zielona.

No to juz teraz wszystko wiesz. Powiedzmy, Ze mamy jaki$ krzywoliniowy
tor. Chcemy wyznaczy¢ przyspieszenie punktu poruszajgcego sie po tym
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torze. Postgpimy teraz odwrotnie do tego co pokazatem na rysunku (5.1.1).
Zamiast do wycinka kota dopasowywac inne krzywe, my do matego odcinka
pewnej krzywej dopasujemy okrag (okrag styczny) (rys. 5.1.2).

Rysunek 5.1.2. Teraz do matego fragmentu dowolnego toru (zielony) mozemy
dopasowal okrag styczny. Kiedy mamy do krzywej, w danym punkcie,
dopasowany okrag, ktéry mozemy nazwac¢ okregiem stycznym, to mozemy ze
wzoru (5.1.1) wyliczy¢ warto$¢ przyspieszenia dosrodkowego. Kierunek
i zwrot wektora tego przySpieszenia rowniez wyznaczamy tak jak dla ruchu po
okregu.

Kiedy dopasujemy juz taki okrag, to stwierdzimy, ze na tym krotki odcinku
mozemy réwnie dobrze mysle¢ o naszym punkcie jako poruszajacym sie po
okregu, a nie po torze oinnej geometrii. A skoro po okregu to znamy
przyspieszenie punktu; prawda? W koncu w ruchu po okregu przyspieszenia
i styczne i dosSrodkowe oblicza¢ potrafimy. Tak wiec warto$¢ przyspieszenia
dosrodkowego w wybranym punkcie toru krzywoliniowego wynosi

2 5.1.1

a; = —
Tr

Kierunek wektora przyspieszenia aq jest zgodny z kierunkiem promienia
okregu, a zwrot wektora jest skierowany do srodka okregu (rys. 5.1.2).
Przyspieszenie styczne jest dalej rowne ilorazowi zmiany diugosci wektora
predkosci do czasu tej zmiany.

Pozostaje tylko jeszcze jeden problem. Czy istnieje jakas dobra metoda
dopasowywania okregow do kawatkow krzywej? I czy metoda ta daje
jednoznaczne wyniki? Bo gdyby sie okazato, ze do krzywej mozna
dopasowac¢ dwa rozne okregi, to mielibySmy wyznaczone dwa rézne wektory
przySpieszenia dosrodkowego i sytuacja bytaby cokolwiek niezreczna. Na
szczeScie matematycy wszystko ScisSle zdefiniowali i znaleZli odpowiednie
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metody dajace jednoznaczne wyniki. Krétkie przedstawienie tych metod
zaczne od wprowadzenia pojecia krzywizny. Krzywizna C okregu
o promieniu R jest rowna odwrotnoSci promienia R tegoz okregu (DF_Ix).

Definicja 5.1.1: Krzywizna okregu
Krzywizng C oRregu nazywamy odwrotnosci wartosci dtugosci jego promienia R,

1 5.1.2

C==
R

Widac, ze im mniejszy promien R okregu, tym wieksza jest jego krzywizna C,
ajednoczesSnie wieksza krzywizna wskazuje na okrag ktory szybciej
odchodzi od stycznej (rys. 5.1.4), czyli jest styczny do bardziej zakrzywionej

krzywe,;.

Rysunek 5.1.4. Okregi o mniejszych promieniach szybciej odchodza od punktu
stycznosci do proste;j.

Fakt 5.1: Wymiar krzywizny
Wymiarem krzywizny jest odwrotnos¢ dtugos¢. W uktadzie Sl jednostka krzywizny jest
jeden przez metr.

Prosta mozemy uwazac¢ za okrag o nieskonczonym promieniu; zatem
krzywizna prostej jest rdwna C=0. Krzywizna ma by¢ naszg miarg szybkosci
odchodzenia krzywej od prostej stycznej. Prosta sama od siebie nie odchodzi
- wiec wszystko sie tu zgadza. Im mniejszy promien okregu tym wieksza
krzywizna. A co sie dzieje gdy promien okregu zbliza sie do zera? C6z wtedy
okrag przechodzi w punkt, a krzywizna rosnie do wartosci nieskonczone;j.
Krzywizne dowolnej krzywej gtadkiej definiujemy tak

Definicja 5.1.2: Krzywizna krzywej gtadkiej
Krzywizng C Rrzywej gtadRiej, w punkcie @ nazywamy Rrzywizne okregu stycznego
do tej Rrzywej w punkcie P

Musimy teraz zapyta¢ o sposoby obliczania krzywizny dowolne;j
krzywej. To znaczy bedziemy musieli, majac dang krzywa i jej wybrany punkt
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P nauczy¢ sie znajdowac taka liczbe C, ktora bedzie krzywizng okregu
stycznego, w punkcie P do tej krzywej. Matematycy uporali sie z tym
zadaniem. Przypomne tu wzory podane juz w (DF_XX) Dla funkcji danej
wzorem y=f(x) krzywizna okregu stycznego do tej krzywej w punkcie P(xp,
Vp), a zarazem krzywizna samej krzywej, wyraza sie wzorem

()|

(1 n f’z(xp))% 5.1.3

Ze wzoru tego wida¢, ze musimy zazadac aby funkcja f byta dwukrotnie
rézniczkowalna. Majac obliczong krzywizne mozemy policzy¢ wartosc¢
przyspieszenia normalnego
2
%

Uy = = v%C 5.1.4

Dobrze bytoby réwniez zna¢ kierunek wektora przyspieszenia
dosrodkowego. W tym celu mozemy skorzysta¢ ze wzorow okreslajacy
potozenie Srodka (xs, ys) okregu stycznego do krzywej w danym punkcie. Jak
wiemy, wektor przyspieszenia dosSrodkowego musi by¢ skierowany do tego
punktu. Odno$ne wzory majg postac

o1+ %(xy)
p f(xp) f”(xp)

C =

— 5 5.1.5a
14+ f%(x,)
— I i 5.1.5b
Vs =Y, + 17,
°P £ (xp)

Dla Kkrzywej okre$lonej parametrycznie x=x(t), y=y(t) wzdér na
krzywizne ma postac

R
C = Iy—yB! 5.1.6
(42 +97)2
Wzory na wspotrzedne srodka krzywizny maja postac
Xty
Xg = xp -V 5.1.7a
yx—xy
x% + y?
= 7 5.1.7b
Ys = o ¥ xy x—xy

Mamy wszystko co jest potrzebne do wyznaczenia przyspieszenie w ruchu
po dowolnej krzywej. No, moze nie catkiem dowolnej. Funkcje opisujace
nasze Kkrzywe, przy wykorzystaniu wzoréw (5.1.3 i 5.1.5) musza by¢
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przynajmniej dwukrotnie rézniczkowalne, czyli co najmniej klasy C2.
Ponadto muszg to by¢ krzywe zawarte w plaszczyznie. A co z krzywymi
w przestrzeni? C6z technika postepowania jest podobna. Trzeba sobie
jednak radzi¢ z mozliwoS$cig krecenia sie krzywej wokot siebie (tak zwanej
torsji). Ten fakt powoduje, Ze odnosna teoria staje sie bardziej
skomplikowana i nie bedziemy jej w tym miejscu wprowadzali.

5.2. Przyklad — ruch po paraboli ¢/&

Z rozwigzania zagadnienia rzutu ukosnego w polu grawitacyjnym wynika, ze
ruch odbywa sie po torze parabolicznym opisanym réwnaniem
parametrycznym (3.5.3c,d), ktdry tutaj przepisze w postaci

x(t) = |v]|cos(a)t 5.2.1a

9 5.2.1b
z(t) = _Etz + |v|sin(a)t

Obliczmy warto$¢ przySpieszenia normalnego i stycznego w dowolnym
punkcie parabolicznego toru.

W analizowanym ruchu dziata tylko state co do wartoSci i kierunku
przyspieszenie grawitacyjne g. W uktadzie wspoétrzednych z rysunku ( 5.2.1)
wektor g ma wspotrzedne g(0,0,-g). W kazdym punkcie toru szukamy wiec
rozktadu tego wektora na kierunek normalny i styczny do toru

Rysunek 5.2.1. W kazdym punkcie parabolicznego toru swobodnie rzuconego
ciata jego przyspieszenie g (czarna strzatka) rozktadamy na sktadowa normalng
do toru (zielona strzatka) i sktadowg styczna do toru (czerwona strzatka).

x ¥

Zadanie rozwigze na dwa sposoby.

5.2.1. Sposdb pierwszy ¢

Przyspieszenie styczne zalezne jest od zmian warto$ci wektora predkosci
z czasem. Mozemy obliczy¢ wspotrzedne wektora predkosci

v, = vycos(a) 5.2.2

v, = vysin(a) — gt 5.2.2

Wartos¢ wektora predkosci wynosi
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lv| = \/v(z, + g?t? — 2v, gt sin(a) 5.2.3
Wartos¢ sktadowej stycznej przyspieszenia mozna obliczy¢ jako przyrost
wartosci predkosci.

_dlv] g%t — vyg sin(a)

= 5.2.4
dt  [v2 + g2t2 — 2v,gtsin(a)

as

Wartos¢ sktadowej normalnej wyliczamy ze wzoru

5.2.5
a, =+ a?— a?

Tutaj oczywiscie a=g

. 2
= |g— ( g%t — vog sin(@) > 5.2.6a
" JV2 + g2t2 — 2vygt sin(a)

Y - g*vicos?(a) 5.2.6b
" |v2 + g2t? — 2,y gt sin(a)
gvgcos(a)

- JVE + g2t? — 2vygt sin(a)

No tak, na razie nie skorzystaliSmy jeszcze z naszych nowych narzedzi
geometrycznych. Mozliwe to byto dzieki temu, zZe znany jest wektor
przyspieszenia g ciata w rzucie swobodnym. Nie zawsze jest jednak tak
dobrze. Warto wiec na tym prostym przyktadzie przeéwiczy¢ ogdlniejszg
metode.

5.2.2. Sposdb drugi &

Roéwnanie (5.2.1) jest réwnaniem paraboli i nie ma zadnych przeciwwskazan
bySmy nie obliczyli sktadowej normalnej przyspieszenia korzystajac ze
wzoru na krzywizne (5.1.6). Z (5.2.1) oblicze potrzebne pochodne

x = v cos(a)

5.2.7a
¥ =0 5.2.7b
z=—gt+ vsin(a) 5.2.7c
5.2.7d

Z=-g
Wstawiamy obliczone wyrazenia do wzoru (5.1.6) na krzywizne, przyjmujac
Z=y
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—g v Ccos(x
C- 1—g (0] 528

3
(v2 + g2t2 — 2gvtsin(a))?

Ze wzoru (5.1.4) obliczam warto$¢ przyspieszenia normalnego

. |—g v cos(a)|
a, = (V3 + g?t? — 2v,gt sin(a)) = 5.2.9a

(v2+ g%t? — 2gvtsin(a))?

Gdzie skorzystatem ze wzoru (5.2.3) na wartos¢ predkosci. Po przeksztatceniu
mam

g v cos(a)

- Jv 2+ g%t? — 2gvtsin(a)

an 5.2.9

Ponownie wzér postaci (5.2.6). Wzér (5.2.9) okresla bezwzgledng wartos¢
przyspieszenia normalnego. Kierunek i zwrot moge okresli¢ obliczajac
wspotrzedne srodka krzywizny. Mogtbym skorzystac ze wzordéw (5.1.7) ale wole
bardziej elegancki sposéb. W (DF xx) zdefiniowatem ewolute jako zbiér punktéw
reprezentujgcych srodki stycznych okregéw do zadanej krzywej. Wykorzystam
podane tam wzory na ewolute i wykresle jg dla paraboli opisujgcej ruch ciata
w naszym zadaniu. Po skorzystaniu ze wzoréw (DF xx) rdwnanie parametryczne
ewoluty dla paraboli okreslonej wzorami (5.2.1) ma postac

(g t -vsin(@))(g*t? + v — 2g t vsin(a))
g v cos(a)

x(t) = v cos(a)t — 5.2.10a

3 , v _
y(t) = —Egt - ? + 3t vsin(a) 5.2.10b

Rysunek (5.2.2) pokazuje parabole dla ciata rzuconego pod katem 60° do
powierzchni, z predkoscig o wartosci v=10m/s oraz jej ewolute. taczgc wybrany
punkt na paraboli z odpowiadajgcym jej punktem ewoluty otrzymujemy odcinek
wyznaczajgcy kierunek wektora przyspieszenia normalnego. Zwrot tego wektora
jest ustawiony od punktu na paraboli do punktu na ewolucie.

Narzedzia, z ktorych tu skorzystatem nalezg do arsenatu geometrii
rozniczkowej. Geometria rozniczkowa stosuje metody rachunku
rozniczkowego do analizy wlasnosci  krzywych, powierzchnie,
hiperpowierzchni. Narzedzia ta pozwalajg na uzyskanie wielu eleganckich
rozwiagzan problemoéw, ktérych rozwigzanie metodami klasycznej geometrii
jest bardzo trudne lub czasem wrecz praktycznie niemozliwe. OczywiScie
ksiega geometrii rozniczkowej jest bardzo gruba. My bedziemy korzystali
tylko z jej elementow. Ale nawet te elementy pokazg nam jasno jak sinlnymi

narzedziami dysponuje geometria r6zniczkowa.
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Rysunek 5.2.2. Niebieska linia pokazuje tor lotu ciata rzuconego pod katem 60°
do powierzchni z predkoscig poczatkowa 10m/s. Zgodnie z rozwigzaniem
(3.5.3c-d) tor lotu jest parabola. Zétta linia obrazuje ewolute tej paraboli.
Punkty o tym samym kolorze na paraboli i jej ewolucie odpowiadajg tej samej
chwili czasu. Dla punktu zielonego wykres$lony jest fragment odpowiedniego
okregu o Srodku w zielonym punkcie na ewolucie i promieniu réwnym
odlegtosci miedzy zielonymi punktami. Jest to okrag styczny do paraboli
w zielonym punkcie. Odwrotno$¢ promienia tego okregu jest rowna krzywiznie
paraboli w zielonym punkcie, ktéra z uzyciem wzoréw (5.1.4) pozwala na
wyliczenie wartos$ci przyspieszenia normalnego w tym punkcie.
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6. Trzecie prawo Newtona ¢

Przypomne tresc¢ trzeciego prawa Newtona

Okreslenie 6.1: Trzecie prawo:

Sita z jakq ciato A dziata na ciafo B jest rowna co do wartosci sile z jakg ciato B
dziata na ciato A. Obie te sify sq rownolegte i przeciwnie skierowane.

Czesto prawo to nazywa sie prawem akgji i reakcji i wyraza krétko

Okreslenie 6.2: Prawo akcji i reakcji
Sita ak¢ji rowna jest sile reaRgji

Trzecie prawo mimo swej pozornej prostoty moze sprawi¢ pewne
trudnosSci. Podam dwa przyktady kitopotliwych probleméw. Zaczne od
brutalnego przyktadu kiedy czyja$ pie$¢ laduje na jakims$ nosie. Uderzajacy
mogtby, powotujac sie na trzecie prawo, stwierdzi¢, ze sita z jakg dziata pies¢
na nos jest taka sama co do wartosci jak sita, z ktérg w tym samym czasie,
dziata nos na pies¢, zatem sytuacja piesci i nosa jest w gruncie rzeczy taka
sama. A on jak widac¢ nie narzeka, wiec nie ma powodu by narzekat wtasciciel
nosa. Cata sytuacja stanie sie jasna kiedy przestaniemy po cichu zaktada¢, ze
réwnosc¢ sit pocigga za sobg rownos¢ skutkow. Ta sama sita przytozona do
mydlanej banki i do stalowej powtoki kulistej bedzie miata rézne skutki; tak
samo jest z piescig i nosem. Chociaz nos natychmiast ,ms$ci” sie na pieSci
dziatajgc na nig tg samg sitg, to skutki dziatania tej samej sity na pie$¢ i na
nos bywaja dramatycznie odmienne (rys.6.1).

-

—

g Przypominam, ze
sita akcji jest rowna
_____ sile rekacji

.

Rysunek 6.1. Z faktu réwnosci sity akcji i sity reakcji nie wynika réwnos¢
skutkow jakie powodujg obie sity.
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Drugi problem zilustruje na znanym przyktadzie konia ciggnacego
woz. Gdy kon ciggnie w0z, to zgodnie z trzecim prawem, woz ciggnie konia,
z takg samagq sitg, tyle ze przeciwnie skierowana. Skoro obie sity idealnie sie
réwnowaza, czy uktad nie powinien by¢ w idealnym spoczynku? Wiasciwag
odpowiedZ pomoga nam znaleZ¢ rysunki (6.2 i 6.3).

Rysunek 6.2. Prawda jest, ze gdy kon ciggnie woz z sitg Fx, to woz ciggnie konia
z sita -Fxk. Dlaczego zatem woz jedzie w tym kierunku, w ktérym ciggnie go kon?
Zauwaz jednak, ze przesuwa sie nie tylko woz, ale rowniez kon. Nalezato by
raczej stwierdzi¢, ze przemieszcza sie uktad wdz-kon. Kon nie oddala sie od
wozu, ani woz nie oddala sie od konia, wiec wszystko jest w porzadku. Uktad
woz-kon przemieszcza sie natomiast wzgledem gruntu. Kon odpycha sie
kopytami od podtoza z taka sita z jaka podtoze odpycha kopyta konia. Efekt jest
taki, ze i kon (razem z wozem) i Ziemia przemieszczaja sie wzgledem siebie.
Z tym, ze uktad kon-wo6z ma mase niezauwazalnie matg w poréwnaniu z masa
Ziemi. W efekcie przemieszczenie Ziemi jest niezauwazalne. Sytuacje objasnia
rysunek (6.3).
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Rysunek 6.3. Pan Abacki odpycha sie od duzego wézka stopami. Dzieki temu
zaczyna poruszac sie i wzgledem woézka, i wzgledem podtoza (cho¢ z ré6znymi
predkosciami). Wektor w reprezentuje ruch Abackiego wzgledem podtoza.
Jednocze$nie Abacki ciggnie za sobg malty woézek. Sita z jaka Abacki dziala,
poprzez sznurek, na wozek jest réwna sile z jakg wdzek, poprzez ten sam
sznurek dziata na Abackiego. Jezeli sznurek nie rozciagga sie, to odlegto$¢ miedzy
Abackim awozkiem pozostaje stata. Abacki dziatajac sita na maty wozek
powoduje, Ze ten porusza sie z tg sama predkos$cig w. Skutki oddziatywania nég
Abackiego z duzym wdzkiem s3 inne. Sita z jaka stopy Abackiego dziatajg na
duzy wdzek jest rowna sile z jaka duzy wozek dziata na stopy Abackiego. W tym
jednak wypadku duzy wdézek nie jest zwigzany z Abackim. Odpychanie duzego
wozka przez stopy Abackiego powoduje ruch Abackiego i matego wozka
z predkosciag w, wzgledem podtoza, a duzego wdézka z predkoscig v w kierunku
przeciwnym (catkowity ped musi by¢ zachowany). Jezeli duzy wdzek jest
wielokrotnie masywniejszy od Abackiego to jego predkos¢ v wzgledem podtoza
jest wielokrotnie mniejsza od predkosci w Abackiego. Podobnie jest
w poprzednim przyktadzie. Ziemia, jak bardzo, bardzo duzy wézek ucieka spod
kopty konia. Jej niewyobrazalnie wielka masa powoduje, ze ta ucieczka jest
niezauwazalna. Prawde méwigc nawet gdyby$Smy jakims cudem mogli zmierzy¢
,odrzut” Ziemi pod wptywem dziatania kopyt konia, to na nic by sie to nie zdato.
W kazdej chwili na Ziemie dziatajg sity zwigzane z miliardami stép ludzi
i zwierzat, k6t samochodéw, dziataniem wiatru, pradéw morskich, rzek itd.
Wszystkie te dziatania popychaja Ziemie we wszystkich mozliwych kierunkach,
cho¢ kazde z nich w niezauwazalnym stopniu. Aby zmierzy¢ oddzialtywanie
Abackiego lub konia wszystko inne musiatoby na czas pomiaru zatrzymac sie.
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7. Zagadnienie warunku poczatkowego ¢

Zaczne od przypomnienia, Zze drugie prawo Newtona pozwala oblicza¢
przyrosty pedéw, predkosci, czy potozen. Aby zatem zna¢ warto$¢ pedu,
predkosci czy potozenia musimy znac¢ tzw. wartosci poczatkowe (fakt 3.3.1).
Z pozoru zagadnienie wyglada do$¢ banalnie i az trudno uwierzy¢, Ze czai sie
za nim caty wielki dziat fizyki wspdiczesnej. Przedstawie przyktad prostego
uktadu, ktérego analiza pokaze skad bierze sie bogata kraina fizycznego
Swiata o nazwie ,zagadnienie warunku poczatkowego”.

Powiedzmy, Ze zmiane populacji szczurOw w danym mieScie mozemy
opisa¢ za pomocg réwnania (tzw. rownanie logistyczne)

pn =TPn-1(1 —Py_1)
Mozemy powiedzie¢, Zze rownanie (7.1) reprezentuje prosty model zmian
populacji szczurow. W skali ztozonosci modeli to taka kulista krowa (§TI 1).
Liczba N numeruje kolejne pokolenia szczuréw. To czy taki model da sie
sensownie stosowac do obliczania populacji szczuréw czy nie, nie jest w tej
chwili istotne, gdyz na jego przyktadzie nie chce oblicza¢ populacji szczuréw,
tylko przedstawi¢ pewne putapki, ktore czajg sie w modelach wymagajacych
warunku poczatkowego. Zauwaz, Ze aby zacza¢ oblicza¢ z uzyciem réwnania
(7.1) musimy zna¢ poczatkowg wartos¢ x, oznacze j3 jako xo. Wysytamy wiec
w miasto studentéw z zadaniem policzenia liczby szczuréw. Nasi studenci
zbytnio sie nie spisali. Jedna grupa oszacowata populacje szczuréw na
825000, druga na 457000, a trzecia na 927000. WraZmy liczbe szczurow
w milionach. Mamy zatem nastepujace szacunki liczby szczuréw 0.825
miliona; 0.457 miliona; 0.927 miliona. Ten rozrzut oszacowan nie najlepiej
Swiadczy o naszych studentach, ale co mamy robi¢, muszg nam wystarczy¢
te dane, ktore mamy. Sami, ustalamy, ze warto$¢ parametru r, w naszym
miescie wynosi r=1.48. Za pomocg wzoru (7.1) liczymy liczebnos$¢ populacji
w kolejnych pokoleniach, wyniki przedstawia rysunek (7.1). Stato sie co$
i zaskakujgcego i mitego. Niezaleznie od tego czy przyjmiemy poczatkowa
liczbe szczuréw réwng nieco ponad 0.45 miliona czy tez nieco ponad 0.9
miliona po paru pokoleniach model przewiduje populacje na poziomie nieco
ponad 0.32 miliona szczuréw. Mozna zatem przyjac¢, ze jest to liczba
szczurOw w naszym miescie, i Ze nie zmienia sie ona w czasie, przynajmniej
tak dtugo jak dtugo warunki Srodowiskowe nie zmienig sie. Sytuacja
populacji szczuréw jest podobna do sytuacji kulki w misce (rys. TV 5.1).
Niezaleznie od tego czy ustawiamy kulke blisko dna, czy blisko krawedzi
Sciany (czyli niezaleznie od warunku poczatkowego) po paru wahnieciach
kulka i tak zatrzyma sie na dnie miski. Wida¢ przy tym z tego, ze studenci,

7.1
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ktorzy oszacowali liczbe szczuréw na 825000 i 927000 zrobili to bardzo
niedbale.

liczba
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Rysunek 7.1. Zmiana liczebnosci szczuréw w kolejnych dwudziestu
pokoleniach, (ostatnie, dwudzieste pokolenie ma numer 21, przy réznych
warto$ciach poczatkowych. Wedtug modelu liczebno$¢ populacji stabilizuje sie
na poziomie okoto 0.32 miliona szczuréw. Warto$¢ parametru r=1.48.

Stato sie nieszczeScie i nasze miasto nawiedzita wielka powo6dz. Wiele
sie w nim zmienito, a z populacjag szczuréw zaczeto sie dzia¢ co$ dziwnego.
Wysytamy znowu grupy studentéw by oszacowali ilo$¢ szczurdw, a ci
przyniesli takie same wyniki jak poprzednia grupa; pewnie znalezli te
informacje w Internecie i postanowili zaoszczedzi¢ sobie pracy. Nie
pozostato nam nic innego jak wysta¢ ich znowu w miasto, a sami z nudow
mozemy zobaczy¢ co obecnie dadzg stare oszacowania. Osobistym
i solidnym wysitkiem stwierdzamy, Ze zmienione warunki srodowiskowe
oznaczaja, ze w naszym modelu parametr r=3.2. Wstawienie starych
warto$ci poczatkowych do réwnania (7.1) przynosi zaskoczenie, ktore
ilustruje rysunek (7.2). Populacja szczuréw dalej zachowuje sie
przewidywalnie, tak ze nie musimy czeka¢ na powro6t studentow. Ale teraz
z pokolenia na pokolenie zmienia sie miedzy dwiema warto$ciami. Z jakich$
nieznanych przyczyn, gdy populacja uro$nie do wartosSci wiekszej, to jej
liczebno$¢ zatamuje sie, anastepnie spada do warto$ci mniejszej, by
w kolejnym pokoleniu znéw sie powiekszy¢ i tak dalej. Z ciekawosci
sprawdzamy co sie stanie dla jeszcze innej wartosci r=3.5. Wyniki
przedstawia rysunek (7.3).
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Rysunek 7.2. Lewa strona pokazuje, ze niezaleznie od wartosci poczatkowej,
najdalej, po kilku pierwszych pokoleniach, populacja szczuréw zaczyna
oscylowa¢ miedzy dwiema warto$ciami; rysunek z prawej pokazuje doktadnie
przebieg tych oscylacji dla poczatkowej populacji 457000 szczuréw
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Rysunek 7.3. a) Tym razem populacja szczuré6w oscyluje przyjmujac cztery
kolejne wartosci; b) doktadniejszy rysunek dla liczby poczatkowej 0.457.

Populacja szczuréw zachowuje sie w jeszcze bardziej ztozony sposob. Tym
razem oscyluje wokot czterech nastepujacych po sobie wartos$ci. Przy czym
liczba szczuréw zmierza do tych czterech wartoSci niezaleznie od wartosci
poczatkowej. Ponownie niestarannie zebrane dane poczatkowe nie
zmienityby naszych prognoz. Przyjmijmy, ze r=3.7, efekt obliczen
przedstawia rysunek (7.4). Teraz trudno dostrzec jaka$ regularnosc¢
w nastepowaniu po sobie kolejnych pokolen szczuréw. Wida¢ nadto, ze dla
przewidywan kluczowa jest doktadna znajomos$¢ poczatkowej liczby
szczurOw Populacja przy wartosci poczatkowej 0.825 wydaje sie miec
w miare stabilny przebieg, ale gdy sie ja wykresli dla wiekszej liczby pokolen
czar pryska (rys. 7.5). Wyniki sg co najmniej niepokojgce. Pojawia sie przede
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wszystkim pytanie: jak doktadnie musimy zna¢ poczatkowa liczbe szczurow,
by przewidywania nie zaczely wariowac?
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Rysunek 7.4. Dla r=3.7 populacja szczuréw nie trzyma sie zadnego widocznego
schematu.

Niestety wystarczy btad jednego szczura, czyli najmniejszy z mozliwych, by
wyniki zupetnie sie rozjechaty, co ilustruje rysunek (7.6). Co prawda przez
pierwsze dwadzieScia pokolen wszystko wyglada tak jakbySmy tego
oczekiwali, to jest wyniki niewiele sie od siebie réznig, jednak potem
wszystko gwattownie zaczyna sie psuc¢ i przewidywania dla obu wartosci
poczatkowych gwattownie sie rozjezdzaja.
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Rysunek 7.5. Dla r=3.7 i wartoSci poczatkowej 0.825 na dtugosci 200 pokolen
populacja nie zmienia sie wedtug dobrze uchwytnego wzorca.

Juz okoto trzydziestego pokolenia nie wida¢ by miaty co$ ze sobg wspdlnego.
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Rysunek 7.6. Analiza zostata przeprowadzona dla dwoéch poczatkowych
wartosci rdéznigcych sie zaledwie o jednego szczura. O ile przez pierwsze
dwadzies$cia pokolen wszystko wyglada zgodnie z oczekiwaniami, o tyle potem
wyniki gwattownie sie od siebie oddalajg i trudno dostrzec miedzy nimi
korelacje. Przy roznicy wartosci poczatkowej rownej dziesie¢ szczuréw wyniki
rozjadg sie po mniejszej liczbie pokolen.

Jest to przykiad tego co zostalo ochrzczone mianem ,chaosu
deterministycznego”. Z jednej strony model opisujagcy populacje szczurow
jest catkowicie deterministyczny. Oznacza, to Ze majgc doktadng wartos¢
liczby szczuréw mozemy doktadnie przewidziec jak sie populacja szczurow
bedzie zmieniata dla ich kolejnych pokolen. Z drugiej strony nie jest mozliwe
aby$Smy doktadnie poznali liczbe szczurow w danym czasie, co oznacza, ze
nie mozemy wykorzystaC naszego deterministycznego modelu do
przewidywan.

Nalezy tu rozrézni¢ miedzy kilkoma kwestiami. Pierwsza kwestia to
stosowalno$¢ modelu. Jak wiemy kazdy model jest tylko uproszczonym
obrazem rzeczywistych sytuacji fizycznych. Mozna by sie na przykiad
przyczepic¢ warto$ci parametru r. Na ile mozemy zaktada¢, Ze na przestrzeni
kilkudziesieciu lat jest on staty? Zapewne od roku do roku nieco sie zmienia.
Mozna by sie przyczepi¢ do catego mndstwa innych uproszczen zwigzanych
z przyjetym modelem. Ale teraz koncentrujemy sie na czyms$ innym. Nawet
gdyby sie okazato, ze model jest wspaniaty, to dla pewnych wartosci
parametru r staje sie on nader wrazliwy na warunek poczatkowy. Nawet
drobne btedy przy okreSleniu warunku poczatkowego prowadza do
istotnych btedow przewidywania. Problem wrazliwosci jest wszyty
w konkretny model i nie jest zalezny od tego jak bardzo 6w model pasuje do
tej czy innej sytuacji fizycznej. Zatem podejmujgc prébe przewidywania
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zachowania sie populacji szczuréw musimy uwazaé¢ na to co sie dzieje
z modelem dla konkretnych warto$ci parametru r. Dla niektorych z nich
sytuacja jest komfortowa. Uktad jest nader stabilny i zawsze dazy do jakiejs$
konkretnej wartosci okreslajacej liczebnosci populacji szczuréw. Dla innych
wartos$ci parametru r populacja szczuréw oscyluje, ale wrazliwosci modelu
na warunek poczatkowy nie jest zbyt duza. Dla jeszcze innych model staje sie
wysoce wrazliwy na warto$¢ poczatkowq ijakiekolwiek przewidywania
stajg sie bardzo niepewne.

7.1. Twoj komputer si¢ myli

Rownanie logistyczne (7.1) mozna sprowadzi¢ do rownania kwadratowego
postaci

Xy = Xp_q+cC 711
Wystarczy przyjac, ze
1— 2 7.1.1a
‘T
147 7.1.1b
Xn =75 T TPn

Tabela ponizej przedstawia kolejne wartosci wyrazenia (7.1.1) dla x0=0.5
1c=-2.

Xo X1 X2 X3

0.5 -1.75 1.0625 -0.87109375

X4 X5 X6 X7
—0.45943328714 —1.7889210546 1.2002385398

1.241195678710
9375

92952 591932 029598

Tabela 7.1.1. Pierwsze siedem wartoSci xv obliczone ze wzoru (7.1.1)

To co rzuca sie w oczy to rosngca liczba miejsc po przecinku, az do wartosci
x4. To akurat nie moze dziwi¢ - mnozenie zwieksza liczbe cyfr. Ale na pigtej
i dalszych pozycjach tego efektu juz nie wida¢. Zwigzane jest to z tym, ze
komputer ma ograniczong mozliwo$¢ reprezentacji cyfr. W przypadku
procesorow firmy Intel jest to pietnascie cyfr. Jezeli w wyniku mnoZenia
otrzymujemy ich wiecej, to komputer odrzuca te dodatkowe cyfry i podaje
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przyblizony wynik. Wiemy jednak, ze takie zaokraglanie liczb nie zawsze jest
dopuszczalne. Gdy ukiad jest w stanie dynamiki chaotycznej skutkuje to
powaznymi btedami obliczeniowymi. Podkreslam, Ze btedy nie musza sie
pojawi¢. Gdy obliczany uktad fizyczny jest poza strefg chaosu przybliZenia
nie muszg prowadzi¢ do istotnych btedow, ale w obliczu chaosu
deterministycznego komputer zawodzi.

Pakiety matematyczne zwykle pozwalaja na obliczanie z wieksza
doktadnoscia niz wynika to z doktadnos$ci arytmetyki procesoréw. Takie
obliczenia zajmujg jednak znacznie wiecej czasu, gdyz nie Kkorzystaja
z szybkich  procesbw  wszytych w  konstrukcje  mikroprocesora,
a z wolniejszych narzedzi programistycznych. Dla przyktadu oblicze wyrazy
X4 — X7 Z tabeli (7.1.1) z odpowiednio zwiekszong doktadnos$cig z uzyciem
programu Mathematica

X4 -1.2411956787109375
Xs -0.45943328714929521083831787109375
X6 -1.78892105465919325208009812988585

45187613344751298427581787109375

1.2002385398029602910361694214655993282
299438558451995774944565277846747376
9130575839679010707872208740809583105
146884918212890625

X7

Tabela 7.1.2. Doktadne wartosci xn, ktére w tabeli (7.1.1) miaty podang
warto$¢ przyblizong

Kolejne warto$ci xy wymagalyby szybko rosngcej liczby cyfr, co
dramatycznie zaczetoby sie odbija¢ na szybkoSci obliczen. Widac z tego, ze
gdy uktad jest w stanie chaotycznym obliczenia komputerowe stajg sie
niewiarygodne.

Majac na uwadze fakt, ze rOwnanie logistyczne daje sie sprowadzic¢ do
réwnania kwadratowego, proponuje jeszcze jedng ilustracje graficzng dla
iterowanego réwnania logistycznego. Wykresem rownania kwadratowego
jest parabola. Przy zatozeniu, Ze spetnione s3 relacje (7.1.1) tatwo wykazac,
ze jest to parabola o punktach zerowych w x=0 i x=1. Przyjrzy sie rysunkowi
(7.1.3a), gdzie wykresSlona jest taka parabola (dla rGwnania y(x)=x2+c) oraz
prosta y(x)=x. Zobaczmy jak mozna na takim wykresie zilustrowac¢ proces
iteracji rownania logistycznego. Przyktadowo zaczynamy iteracje od
wartos$ci poczatkowej xp=0.148. Wartos¢ funkcji odnajdujemy na paraboli
przedstawiajacej wykres reprezentujacy réwnanie logistyczne. Nastepnie
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idziemy w kierunku prostej y=x, ale po linii réwnolegtej do osi x

i odnajdujemy punkt przeciecia zta prostag. Trzymajac w ten sposob
obliczong w pierwszym kroku warto$¢ rownania logistycznego odnajdujemy
rowng tej wartosci warto$c¢ x, ktérag wykorzystujemy przy kolejnym kroku
iteracji. W efekcie wykres (7.1.1a) przedstawia schodki o malejgcym skoku,
ktore daza do jednego punktu - punktu przeciecia paraboli z linig y=x.
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Rysunek 7.1.3. llustracja iteracji rdwnania logistycznego (7.1.1) za pomoca
paraboli bedacej wykresem tego réwnania i prostej y=x. Warto$¢ n oznacza
liczbe przeprowadzonych iteracji, r jest wartos$cig parametru réwnania (7.1.1),
a xo wartoscig poczatkowa. Czerwone kropki wskazujg punkty, na ktérych
stabilizuje sie proces iteracji réwnania logistycznego. Nie zostaly one
zaznaczone na rysunkach (h-i), gdyz jest tam ich bardzo wiele; uktad znajduje
sie w stanie chaosu deterministycznego.
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Zmiana warto$ci parametru r na r=2.6 wydtuza nieco droge (przechodzimy
za gorke) ale iteracja prowadzi w koncu do jednej liczby. Gdy parametr r
osigga warto$c¢ r=3 sytuacja sie zmienia. Zamiast jednego stabilnego punktu
mamy dwa, pomiedzy, ktérymi punkt oscyluje. Podobnie jest dla parametru
o warto$ci r=3.2 (rys. 7.1.1d), co odpowiada rysunkowi (7.2). Zmiana
wartosci poczatkowej na x0=0.852 nie zmienia charakteru zachowania sie
iterowanego réwnania (rys. 7.1.1.e). Przy r=3.5 pojawiajg sie oscylacje
miedzy czterema punktami (rys. 7.1.1f), co odpowiada rysunkowi (7.3).
Ponownie zmiana wartoS$ci parametru poczatkowego nie zmienia charakteru
ruchu (rys. 7.1.1g). Przy wartoSci parametru r=3.7 pojawia sie chaos (zobacz
tez rysunki 7.4-7.6). Punkt chaotycznie skacze miedzy réznymi punktami
paraboli. Nawet niewielka zmiana wartosci poczatkowej xo zmienia istotnie
obraz skokéw po paraboli (rys. 7.1.1. h -i).

7.2. Rekurencje, iteracje i sprz¢zenia zwrotne

Procedure obliczania populacji szczuréw z réwnania logistycznego (7.1)
mozna przedstawic¢ graficznie tak jak na rysunku (7.2.1)

warunek warunek
STOPU poczatkowy

Rysunek 7.2.1. Zagadnienie obliczania populacji szczuréw ze wzoru (7.1.1)
nalezy do zagadnien rekurencyjnych.

W ciemno szarym prostokacie przedstawiony jest symbolicznie procesor.
Procesor zaczyna dziata¢ od odczytania warunku poczatkowego qo, oraz
warunku STOPU. Warunek STOPU okreSla moment, w ktérym uktad
przestaje dzialac. Wewnatrz procesora qo traktowane jest jako q: qo—q.
Procesor dokonuje na q pewnej operacji, w naszym przypadku jest do
dziatanie rq(1-q), ale moze to by¢ jakakolwiek inna operacja. Wyniki operacji
jest oznaczony jako u. Wynik wystany jest z wyjScia procesora Wy i przestany
na jego wejscie We. Po wejsciu do procesora sprawdzany jest warunek
zakonczenia petli. W naszym przypadku procesor musi mie¢ licznik
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przebiegéw i w momencie gdy licznik osigga warto$¢ N+1 procesor wysyta
wynik na zewnatrz i konczy dziatanie. Gdy warunek na zatrzymanie nie jest
spetniony u zostaje potraktowane jako ¢g: u—qiprocesor ponownie
wykonuje dziatanie, w naszym wypadku rq(1-q). Tego typu zapetlone
procedury sg chlebem powszednim w matematyce, informatyce, technice
i przyrodzie. Rozne grupy specjalistOw nadawaty im rézne nazwy, mamy
wiec rekurencje, iteracje, sprzezenie zwrotne. Te trzy nazwy oznaczajg to
samo- proces lub algorytm, ktéry po potknieciu warunku poczatkowego
,Zywi” sie wynikami wtasnego dziatania.

Schemat z rysunku (7.2.1) przedstawia najprostszy ukiad do
rekurencji. Sprawdzanie warunku na STOP jest dobrg praktyka przy pisaniu
programoOw (unikamy nieskonczonej petli) nie jest to jednak niezbedne
wyposazenie kazdego uktadu do rekurencji. Wyobraz sobie urzadzenie
kontrolujace temperature, sktada sie ono z czujnika temperatury, procesora,
oraz wentylatora. Czujnik temperatury wysyta wskazania temperatury na
przyktad cieczy chtodzacej w samochodzie. Procesor sprawdza czy warto$¢
temperatury nie jest wieksza niz warto$¢ zadana. Jezeli nie na wyjSciu
pojawia sie sygnat ,nic nie rob”. Jezeli temperatura jest za wysoka pojawia
sie sygnat wigcz wentylator. Wentylator obniza temperature i po pewnym
czasie procesor moze ponownie wysta¢ sygnat ,nic nie rob”. Uklad dziata
w petli, bardziej ztoZonej niz na rysunku (7.1.1) i nie chcemy by zatrzymat
sie po powiedzmy 300 odczytach temperatury. W takim wypadku warunek
STOPU jest zbedny.

Co to wszystko ma wspoélnego z prawami ruchu Newtona? Duzo, gdyz
drugie prawo Newtona jest prawem rekurencyjnym. Zapiszmy je tak

Apy = FyAt 7.2.1a

Pn = Pn-1 T+ Fn-1At 7.2.1b

Drugie prawo pozwala nam obliczaé przyrost pedu od kroku do kroku (rys. 7.2.2).
Znajac ped w punkcie startu mozemy ze wzoru (7.2.1b) obliczy¢ wartosé
pedu w nastepnym kroku, a ped w kolejnych punktach obliczamy powtarzajac
catg procedure. Musimy przy tym zaczg¢ od poczgtkowej wartosci (warunek
poczatkowy) pedu po w jakims punkcie xo. Jezeli chcemy obliczy¢ potozenie, to
korzystamy z zaleznoSci

_Pn _ PN Fn-1

+ At 7.2.2a
m m m

VN

Iy = I'yoq + Vo1 AL
N N—-1 N-1 729b

Ponownie warto$¢ potozenia w kroku N obliczamy na podstawie wartosci
potozenia w kroku N-1. Jezeli podziat przedziatu czasowego, w ktérym
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obliczamy ped i potozenie podzieli¢ na nieskonczenie wiele kawatkow to

wtedy At—dt, a wzory (7.2.1) przechodza w

Pn = Pn-1 + Fy-1dt 7.2.3b
Awzory (7.2.2) w
_ Fn—
W=y = ke 7.2.4a
m m m
ry = Iy_1 + Vy_1dt 7.2.4b
a e
YA warunek
poczatkowy
p+F(x,y)At o
; - ®) we procesor Wy
X‘;

Rysunek 7.2.2. a) Punkt materialny porusza sie po trajektorii narysowanej
niebieska linig. Znamy jego potozenie Po, w pewnej poczatkowej chwili to.
W wybranym uktadzie wspoétrzednych potozenie to jest wyznaczone przez
wektor wodzacy ro. W punkcie Po znamy réwniez ped po tego punktu oraz
dziatajacg site Fo. Musimy wyznaczy¢ trajektorie punktu, przyjmujac, Ze
w kazdym punkcie znamy dziatajaca site. Korzystajac ze wzoréw (7.2.1)
przyjmujemy, ze w krétkim odcinku czasu At, dziatajgca sita jest stata. Im
krétsze jest At, tym lepsze jest zwigzane z tym zatozeniem przybliZenie; ale
zwieksza sie liczba krokéw do przeliczenia. Ze wzgledu na przyjete przyblizenie
statej sity w przeciggu czasu At, obliczony tor bedzie sie r6znit od rzeczywistego
(niebieska linia). Kiedy chcemy unikng¢ tych rozbieznos$ci musimy przejs¢ do
nieskonczenie krétkich odcinkéw czasu At—dtiwzoréw (7.2.3); b) cata opisana
procedura jest procedurg rekurencyjng. Na wej$ciu mamy podany wektor pedu
p, lub na samym poczatku obliczenn wektor poczatkowy pedu po. Wewnatrz
procesora warto$¢ wejsciowa traktowana jest jak parametr wektorowy p, na
ktérym wykonana jest operacja p+F(x,y)At. Skad sie bierze wartos$¢ F(x,y)? To
zalezy od konkretnego problemu. Moze by¢ podawana z zewnatrz, lub obliczana
wewnatrz procesora. Wtedy procesor musi dodatkowo oblicza¢ zmiane
potozenia punktu, ze wzoréw (7.2.2), a nastepnie korzysta¢ z jawnej postaci
funkcji F(x,y). Dla wielu przypadkoéw, na przyktad ruchu w polu grawitacyjnym,
taka jawng postac¢ na site F(x,y) mozna napisaé na podstawie praw fizyki.
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Réwnanie ruchu ma charakter rekurencyjny i potrzebuje warunku
poczatkowego. Oznacza to, ze dla pewnych parametréw tego roéwnania
mozemy sie spodziewal pojawienia sie chaosu deterministycznego; do
tematu tego jeszcze powrdce.

Podsumuje: Nawet majac bardzo dobry deterministyczny model
uktadu fizycznego i mozliwos¢ dobrego okreslenia wszystkich niezbednych
parametréw, moze sie okazal, ze wartoS¢ predykcyjna modelu jest mata.
Zwiazane jest to z tym, Ze model, przy danym ukladzie parametréow bedzie
w stanie chaosu deterministycznego. W tym stanie, po niewielkim czasie
nawet bardzo, bardzo maty btad okreslenia warunkéw poczatkowych moze
skutkowac¢ w praktycznie dowolnie dtugim btedzie przewidywan. Co wiecej,
przy obliczeniach numerycznych btad maszynowy moze réwniez prowadzic¢
do szybko narastajacych btedéw obliczeniowych.
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