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1. Polaryzacja swiatta

Z tematu (§TX 1) wiemy, ze fale mozemy podzieli¢ na dwie grupy: fale
poprzeczne i fale podtuzne. Przyktadem fali podluznej jest fala dzwickowa.
Innym przyktadem jest fala podtuzna, ktora rozchodzi si¢ w uktadzie cigzarkow
pokazanych na rysunku (TIX 4.4.1). Przyktadem fali poprzecznej jest fala
swietlna (ogolniej elektromagnetyczna). Do uzasadnienia tego faktu dojdziemy
przy tematach zwigzanych z elektrodynamika. Przy omawianiu optyki falowej
(§TX) zaniedbywalismy efekty zwigzane z poprzecznym charakterem fali
swietlnej. W tym temacie musimy to nadrobic.

W fali elektromagnetycznej oscylacjom podlegajag wektor natezenia pola
elektrycznego E oraz wektor natezenia pola magnetycznego H. W fali
harmonicznej oba wektory drgaja w kierunku prostopadtym do kierunku
rozchodzenia si¢ fali $wietlnej (rys. TX 1.2). Poniewaz oba wektory s3
wzajemnie do siebie prostopadte i powigzane rownaniami Maxwella wystarczy,
gdy skupimy si¢ na jednym z nich — powszechnym wyborem jest wektor
natezenia pola elektrycznego E, ktory beda w skrocie nazywal wektorem pola
elektrycznego.

W przypadku fal poprzecznych mamy dodatkowy stopien swobody
zwigzany z tym, ze kierunkow prostopadtych do kierunku rozchodzenia si¢ fali
jest nieskonczenie wiele (rys. 1.1).

— Rysunek 1.1. Dla fal poprzecznych
drgania zachodza prostopadle do

7y Tl kierunku propagacji. Istnieje wiele
_{L_. mozliwych kierunkéw prostopadtych
x ) - stad drgania poprzeczne wykazujg
I," zjawisko polaryzacji.

Sytuacja jest nawet bardziej cickawa. Kto powiedzial, ze wektor pola
elektrycznego musi trzyma¢ si¢ wybranego kierunku drgan? Nie mozemy
wskaza¢ powodow, dla ktorych tak miatoby by¢. Oznacza to, ze wektor pola
elektrycznego moze si¢ kreci¢ wokot kierunku propagacji $§wiatta. Jaki tor
zakresla, w wybranej plaszczyznie prostopadiej do kierunku propagacji §wiatla,
koniec wektora pola elektrycznego? Pytamy o nastepujaca rzecz. Wyobraz
sobie, ze Swiatlo biegnie doktadnie prostopadle do ekranu. Jaki $lad rysuje na
ekranie cien konca wektora pola elektrycznego E? Ograniczamy si¢ do
monochromatycznych fal ptaskich czyli prostych drgan harmonicznych
sktadowych wektora pola elektrycznego wyznaczonych w plaszczyznie
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prostopadtej (x, y) do kierunku (z) propagacji fali $wietlnej. Niech wspotrzedne
X konca wektora pola elektrycznego opisane sg wzorem

E, = Ey,cos(wt — kz + 6,,)

Eox jest wartos$cig najwickszego wychylenia wektora pola elektrycznego wzdhuz
0si X, czyli amplituda drgan wzdhuz tej osi. Dla 0si y powinni$my zapisac

E, = Egycos(wt — kz + &) 1.1b

1.1a

Tutaj Eoy jest warto$cia amplitudy drgan wzdhuz osi y. Cofajac obie fazy o &
otrzymamy prostsze wyrazenia

E, = Ey,cos(wt) 1.2a
E, = Egycos(wt + A) 1.2b
1.2c

A= 6, — 6,

Wida¢, ze A jest wzglednym przesunigciem fazowym drgan harmoniczny
mi¢dzy osig X 1 Y. Wyrazenia (1.1) mozemy zapisa¢ w postaci zespolonej
(TIX1.1.2)

Ex — E0xei(wt+5x)e—ikz

1.3a

Ey — Eoyei(wt+8y)e—ikz 13p
Podobnie jak wyrazenia (1.2), (1.3) moze mie¢ postaé zespolong

Ex — oneiwte—ikz 14a

Ey — Eoyei(wt+A)e—ikz 1.4b

Czes¢ zalezna od wspotrzedne) z-towej jest taka sama dla obu wspotrzednych
I nic nie wnosi do wzglednych relacji pomigdzy sktadowymi E, i E,. Oznacza to,
ze nie wplywa ona na stan polaryzacji §wiatta. Dlatego nagminnie bede o niej
»Zzapominal”. Na przyktad wyrazenia (1.4) bede zwykle pisal w postaci

Ex = oneiwt 1.5a

Ey — Eoyei(wt+A) L15h
Wida¢, ze mamy zagadnienie sktadania prostopadtych drgan harmonicznych,
0tej samej czestosci, ktore zostalo rozwigzane w (§TVII 2.2). Zgodnie
Zz uzyskanymi rozwigzaniami koniec wektora pola elektrycznego zakresla
W plaszczyznie prostopadtej do kierunku ruchu fali elipsg. Co mozemy
powiedzie¢ na temat tej elipsy? Po pierwsze nadamy jej nazwe: elipsa stanu
polaryzacji $wiatta.
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Definicja 1.1: Elipsa stanu polaryzacji §wiatla
Elipsa wykreslona przez koniec wektora eleRtrycznego eleRtromagnetycznej fali
harmonicznej, w rzucie na ptaszczyzne prostopadtq do Rierunku propagacji tej fali
Swietlnej, nazywamy elipsq stanu polaryzacji swiatta

a b
=Y EA
Y
r £ |
/_/f ’ (y {IE tan(B) = Eu;’lEle
y //r 5 B ; ‘
7P\ A / ‘. /’Bki"-/

/h‘ 270 - -
/.,,."’ % B E , Ex E,
sz ’
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Rysunek 1.2. a) Koniec wektora pola elektrycznego zakresla elipse; b) W szczeg6lnym
przypadku koniec wektora elektrycznego porusza sie po linii proste;.

Uktad rownan (1.1) mozemy sprowadzié, przez eliminacj¢ parametru t,

(czyli czasu) do postaci
2 2

B 2r -2 cos(a)=sin?(4) 16
0x Oy 0x —0y

Co daje nam rownanie elipsy W postaci (Dxxxx) bardziej znanej ze szkoty.

Stwierdzitem wyzej, ze ograniczam si¢ do fal ptaskich, co wymaga
komentarza. Zgodnie z (def. TIX 1.1.1) dla fali ptaskiej zbioér punktow, dla
ktorych faza fali jest taka sama, w ustalonej chwili czasu, tworzy uktad
ptaszczyzn oddalonych o dtugosc¢ fali (rys. TIX 1.1.9). Teraz jednak opisujemy
fale za pomocg uktadu dwoéch rownan (1.2a-b). Kazde z nich z osobna stanowi
rownanie fali harmonicznej. Wynikajace stad dwa uktady powierzchni réwnej
fazy nie pokrywaja si¢, poza przypadkami szczegélnymi. Wynika stad, ze
harmonicznej fali elektromagnetycznej nie mozemy, w ogoélnym przypadku,
przypisa¢ jednej plaskiej powierzchni falowej. Przyjmiemy zatem, ze
spolaryzowana fala jest harmoniczna (ptaska), gdy obie sktadowe fali wyrazaja
si¢ przez rownania fali harmonicznej (ptaskiej). Wtedy, w kazdym punkcie
przestrzeni, w ktorej rozchodzi si¢ fala elektromagnetyczna, mozemy narysowac
elipse stanu polaryzacji opisujaca stan polaryzacji swiatta w tym punkcie.

W ogdlnym przypadku tak fatwo nie jest. Jednak, gdy S$wiatto jest
spolaryzowane, lokalnie oscylacje fali S$wietlnej podobne s3 do oscylacji
harmonicznych. To oznacza, ze w konkretnym punkcie mozemy wykresli¢
elipse stanu polaryzacji, tyle ze od punktu do punktu moga to by¢ rézne elipsy
(rys. 1.3). W przypadku gdy zaniedbujemy polaryzacje fali, wracamy do opisu
skalarnego przedstawionego w (§T1X).
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Definicja 1.1: skalarny model fali Swietlnej
Skalarny model fali Swietlnej to model, w Rtorym zaniedbujemy efekty
polaryzacyjne, a fale opisujemy funkcjq sRalarng.

W szczegoélnych przypadkach elipsa polaryzacji moze stac si¢ linig prosta;
méwimy wtedy, ze Swiatlo jest spolaryzowane jest liniowo. Aby to nastgpito
musi byc¢:

A=0lubA=m 1.7

P

Rysunek 1.3. W og6élnym

przypadku, gdy $wiatlo jest
/@ spolaryzowane kazdym punkcie
przestrzeni polaryzacje $wiatta
opisuje odpowiednio

zorientowana elipsa polaryzacji.

Kat nachylenia tej prostej zdefiniowany jest przez stosunek Eqy/Eoy, tak jak jest
to pokazane na rysunku (1.2). Jezeli spetnione sg warunki

1 1.
A izﬂ 8a
EOX B Eoy 18b

to koniec wektora pola elektrycznego zakre§la okrag 1 mamy $wiatto
0 polaryzacji kotowej lewo lub prawoskretnej. Zauwaz, ze dla polaryzacji
kotowe] kat azymutu jest nieokreslony. Jest to przyktad innego, po fazie
(§TX 1.1.1) parametru opisujacego $wiatlo, ktore dla pewnych stanow jest zle
okreslony. Kotowy stan polaryzacji jest przyktadem niecigglosci polaryzacyjne;.
Nieciggtosci polaryzacyjne sa przedmiotem wielu prac teoretycznych
I aplikacyjnych. Jednak w tym temacie nie bed¢ ich omawial. Ustalimy jeszcze
kiedy obieg elipsy jest lewo, a kiedy prawoskretny. Wielkosci E, i E, we
wzorach (1.1) reprezentujg wspolrzedne punktu na plaszczyznie. Obliczajac
pochodne tych wielkosci po czasie obliczymy sktadowe wektora predkosci tego

punktu.
dE 1.9
d_tx = —Ey,,wsin(wt) .
dE 1.9b
d_ty = —Ey,wsin(wt + A)

Wystarczy teraz ustali¢ kierunek wektora tej predkosci dla wybranej chwili.
Niech ta chwilg bedzie t=0. Wtedy réwnania (1.9) przyjmujg postac:

dE, 1.10a

dt
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dE,, _
rraie —Eq,wsin(A)

Zatem w chwili t=0 sktadowa x-owa wektora predkosci jest rdwna zeru,
a sktadowa y-owa skierowana jest w kierunku ujemnym osi y, jezeli 0 <A< 7z
oraz dodatnim jezeli #<A<2m Jezeli sktadowa y-owa wektora predkosci
skierowana jest dodatnio, to obieg elipsy jest prawoskretny, a przy kierunku
ujemnym obieg elipsy jest lewoskretny, tak jak to pokazuje rysunek (1.4). Dla
A=0 lub A= r otrzymujemy polaryzacje liniowa, dla ktérej nie mozemy
zdefiniowac¢ orientacji stanu polaryzacji $wiatta. Musimy ponadto zatozy¢, ze

1.10b

E,A Rysunek 1.4. Czerwona elipsa
T <A< 2n obiegana jest w lewa strone na
v,=0 co wskazuje kierunek wektora
v, = -E,, sin(d) predkosci w punkcie, gdzie vy

= 0. Ztego samego powodu

E: wnioskujemy, ze zielona elipsa
: obiegana jest w prawg strone.
0<A<m

v,=0
v, = -E,, sin(d)

Mamy jeszcze jeden problem zilustrowany na rysunku (1.5). Gdy
popatrzymy na elips¢ polaryzacji z dwoéch stron osi z, to kierunek jej obiegu
zmienia si¢ z lewo na prawo skretny 1 lub odwrotnie. Konsekwentnie bede sie
trzymat prawoskretnego uklad wspodtrzednych (rys. TV 3.2.7). W takim
wypadku o$ zwychodzi z ptaszczyzny rysunku (1.4) do czytelnika. Fala
$wietlna w naszych przyktadach propaguje si¢ w kierunku osi +z. Przyjmiemy
zatem, ze

Konwencja 1.1: Kierunek obiegu elipsy polaryzacji

Kierunek, obiegu elipsy polaryzacji definiujemy patrzqc sie, w Kierunku
nadbiegajacego Swiatta, na ruch Rorica weRtora pola eleRtrycznego, w
prawoskretnym uRfadzie wspotrzednych

Tak wiec w przykladzie z rysunku (1.5) patrzymy si¢ w kierunku
przeciwnym do kierunku osi z. Gdy $wiatto biegnie w przeciwng stron¢ musimy
patrze¢ zgodnie z kierunkiem osi z.

Do tej pory opisywali$my elips¢ stanu polaryzacji postugujac si¢ trzema
parametrami: Eq, Eoy I A. Do tego celu wystarcza tylko dwa parametry. Ponizej
podaj¢ definicj¢ dwoch takich parametrow czesto wykorzystywanych do opisu
stanu polaryzacji $wiatta. Warto$ci Eox | Eg odpowiadaja za tak zwana
eliptycznos¢ ¢ elipsy to jest stopien jej splaszczenia w stosunku do okrggu.
Eliptyczno$¢ ¢ definiujemy w nastepujacy sposob
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Definicja 1.2: Eliptycznos$¢
Eliptyczno$¢ definiujemy jako iloraz dtugosci matej i duzej osi elipsy stanu
polaryzacji Swiatta

b 1.11

Rysunek 1.5. Fala sSwietlna biegnie zgodnie z kierunkiem osi z Patrzymy sie
w kierunku przeciwnym (szara strzatka). W tym kierunku wida¢, ze spirala kreci sie
prawoskretnie. Niebieskie strzatki pokazujg wektory pola elektrycznego w trzech
wybranych punktach. Spirala pokazuje tor konica wektora elektrycznego.
Obok eliptyczno$¢ uzywa si¢ roéwnowazne] wielkoSci nazywanej katem
eliptycznosci (rys. 1.3)

Definicja 1.3: Kat eliptycznosci

Katem eliptycznosci 6 nazywamy wartos¢ arcustangens obliczony z eliptycznost &.
Przyjmujeny przy tym, Ze Rqt ten jest dodatni dla prawej skretnosci polaryzacyi a
ujemny dla lewej skretnosci polaryzacj.

6 = t+atan(¢) 1.12

Zobaczmy jaki jest zakres zmiennos$ci kata eliptycznosci. Gdy mata o$ elipsy
jest rdbwna zeru, to 1 kat eliptyczno$ci réwny jest zeru; zeru jest rowniez rowna
eliptycznos¢ elipsy. Mamy wtedy do czynienia z linig prosta. Zwigkszajac
rozmiar matej osi dochodzimy do wartosci 6 = 45°, dla ktorej obie osie maja
takg samg dlugos¢. Dalsze zwigkszanie dlugosci matej osi nie ma sensu, gdyz o$
ta staje si¢ wtedy osig wickszg. Pelny opis stanu polaryzacji wymaga
rozszerzenia tego zakresu na katy ujemne, co zostanie wyjasnione nieco ponize;.
Zatem kat eliptyczno$ci zmienia si¢ w zakresie

T T
-——-<0<- 1.13

4 4
Jak juz wiemy, orientacja duzej osi elipsy okreslana jest przez tak zwany kat

azymutu « (rys. 1.2).
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Definicja 1.4: Kat azymutu

Katem azymutu nazywamy Rqt jaki duza oS elipsy polaryzacji tworzy z wybrang
0siq odniesienia

Musimy zastanowi¢ si¢ nad zakresem zmiennos$ci kata azymutu. Z rysunku (1.2)
wida¢, ze wszystkie mozliwe orientacje elipsy stanu polaryzacji wyczerpuja katy
azymutu z przedziatu

A T 1.14
> Sa< >
Mozemy znalez¢ rozne relacje pomiedzy wprowadzonymi tu parametrami
opisujacymi stan polaryzacji Swiatla. Wymaga to nieco rachunkéw z uzyciem
tozsamos$ci trygonometrycznych, czego robi¢ tu nie bede ograniczajac si¢ do
wypisania przyktadowych wzorow'

a? + b? = E& + E, 1.15a
ab = Ey,Eq,sin(A) 1.15b
1.15¢

sin(26) = sin(2p)sin(A)
Ostatnie wyrazenie wyjasnia dlaczego wartosci kata eliptycznosci 6, zostala
poszerzona o zakres warto$ci ujemnych (1.13). Dla prawoskretnej orientacji
polaryzacji przesuniecie fazowe A miesSci si¢ w zakresie od 7 do 2z. Dla takiego
zakresu sin(A) jest ujemny, przez co sin(26) jest tez ujemny i kat & musi by¢
ujemny. Zatem ujemne wartos$ci kata 0 wyznaczaja tag sama eliptycznosci €O
dodatnie, ale wskazuja na polaryzacje prawoskretna.

Wprowadze powszechnie przyjete oznaczenia

Definicja 1.5: Stan polaryzacji H
Przy wyrdznionej osi X-0w, Swiatto spolaryzowane liniowo zgodnie z RierunKiem
tej osi oznaczamy jak swiatfo w stanie polaryzacyi H

Definicja 1.6: Stan polaryzacji V
Przy wyréZnionej osi x-0w, Swiatfo spolaryzowane [liniowo prostopadle do

Rierunku tej osi oznaczamy jak swiatfo w stanie polaryzacji V

Oznaczenia H i V pochodzg od angielskiego horizontal (poziomy, horyzontalny)
i vertical (pionowy, wertykalny). To, ze 0$ X-OW jest wyr6zniona mowi nam, ze
od tej osi liczymy katy.

! Przyktady takich obliczen mozna znalezé w F. Ratajczak Optyka o$rodkéw anizotropowych,
PWN, Warszawa, 1994
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Definicja 1.7: Stan polaryzacji R

Swiatfo spolaryzowane Kofowo prawoskretnie oznaczamy jak Swiatfo w stanie
polaryzacji R,

Definicja 1.8: Stan polaryzacji L

Swiatfo spolaryzowane Rofowo lewoskretnie oznaczamy jak, swiatfo w stanie

polaryzacji L

Oznaczenia R i L pochodza od angielskiego right (prawo) i left (lewo). Rézne
stany polaryzacji przy roéznych warto$ciach parametréw elipsy polaryzacji
pokazuja rysunki (1.6-8)

v
1010
I\

Rysunek 1.6. Przyktadowe elipsy polaryzacji dla réznych warto$ci parametru A, przy
czym Eo=Ey,.

\Y
2 A=n

N
CO D

Rysunek 1.7. Przyktadowe elipsy polaryzacji dla ré6znych wartoSci parametru A, przy
czym 2Ep=Ey,.
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T E,=4
E0x=%

Rysunek 1.8. Przyktadowe elipsy polaryzacji dla réznych wartosci amplitudy Eo,, przy
czym Ep=11A=-37/4.

1.1. Metody otrzymywania swiatla spolaryzowanego

Zjawisko polaryzacji swiatta nie ma jednego odkrywcy. Efekty polaryzacyjne
byly obserwowane juz W zamierzchlych czasach cho¢ nikt ich wtedy nie
postrzegal jako co$, cO wymaga szczeg6lnej uwagi. Wedlug niektorych
historykow Wikingowie uzywali faktu, ze Swiatlo stoneczne jest czesciowo
spolaryzowane do nawigacji juz okoto roku 700, ale jest to ciggle dyskutowana
teza®. Wiadomo natomiast, ze polaryzacje wykorzystuja w nawigacji niektore
owady (np. pszczoly®). Pewna informacja jest rowniez, to ze Wikingowie
odkryli Islandi¢, a ze klimat byt wowczas taskawszy, szybko zaczeli ja
kolonizowa¢. Na Islandii odnaleziono mineral nazywany szpatem islandzkim,
ktéry odegrat wazng role w badaniach nad polaryzacjg. Szpat islandzki, to nic
innego jak krysztaty kalcytu, czyli weglan wapnia 0 wzorze CaCO;. W 1669
roku dunski matematyk Erasmus Bartholinus wykonat seri¢ eksperymentow
z kalcytem, ktorych wyniki spisal w szes¢dziesigciostronicowej pracy. Patrzac
przez krysztat kalcytu widzimy rozdwojony obraz, co wynika z podziatu wigzki
$wiatla na dwie (rys. 1.1.1).

Rysunek 1.1.1. Podwojny

obraz widziany przez
krysztat szpatu islandzkiego;
Zrédto Wikipedia

Wiazki te s3 wzajemnie prostopadle spolaryzowane. Efekt powstawania
podwojnego obrazu znany byl przed Bartholinusem, ale jego praca, opisujaca
doktadnie sam efekt i przeprowadzone przy tym eksperymenty data poczatek

% Nie mniej dzi$ opracowane zostaty metody nawigowania z wykorzystaniem polaryzacji Swiatta
(zobacz np. Guixia Guan et. al.,, The novel method of North-finding based on the skylight
Eolarization, Journal of Engineering Science and Technology Review, 6 107-110 (2013)

Rossel S, Wehner R., The bee’s map of the e-vector pattern in the sky, Nature, 1982, 79, pp:
4451-4455.

10
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szerszemu zainteresowaniu temu zjawisku. O tym, ze obie wigzki sg prostopadle
spolaryzowane Bartholinus nie wiedzial. Nie wiedzial réwniez 1 o tym, ze
Swiatlo mozna opisywac jako falg¢ $Swietlng. Christian Huygens zaprzagt do
opisu polaryzacji sformulowang przez siebie zasade, ktorg dzi§ nazywamy
zasadg Huygensa (§TIX 2). Zdat sobie sprawg, ze efekt nazywany dzi$ efektem
dwojtomnosci, ktéry odpowiada za powstawanie podwojnych obrazéw, moze
powstac, gdy fala, ze zrodta punktowego, rozchodzi si¢ w osrodku nie jako sfera
ale jako -elipsoida, byt to poglad bliski dzisiejszemu. Etienne Malus
eksperymentujac z krysztatem szpatu islandzkiego odkryl zjawisko polaryzacji
Swiatla przez odbicie od szyby. Prowadzac kolejne eksperymenty sformutowat
prawo, ktére dzi§ nazywamy prawem Malusa (okr. 2.1.). Wyniki Malusa nie
ucieszyty ani Younga ani Fresnela. Obaj fizycy walnie przyczynili si¢ do
rozwoju teorii falowej Swiatta (§TX 2), ale obaj rozumieli swiatlo jako skalarne
fale eteru, na wzor fali dzwickowej. Skalarne fale nie powinny wykazywacé
zjawiska polaryzacji. Po pewnym czasie obaj panowie doszli do wniosku, Ze
swiatto musi by¢ falg poprzeczng. Od tego momentu mozemy mowié, ze
zakonczyla si¢ prehistoria rozwoju badan nad zjawiskiem polaryzacji Swiatta.

Przedstawi¢ kilka najbardziej znanych metod generowania S$wiatta
0 okre$lonej polaryzacji, bez ich szerszego teoretycznego uzasadnienia.
Teoretyczne uzasadnieniec mozna zbudowac na gruncie praw elektrodynamiki,
ato dopiero przed nami. Niemniej wigkszo$¢ tych metod odkryto i badano
jeszcze przed kompletnym sformutowaniem praw elektrodynamiki klasycznej.
A dopiero komplet tych praw (rdwnania Maxwella) pozwolit na sformutowanie
bardziej podstawowej teorii zjawiska polaryzacji §wiatla.

1.1.1. Polaryzacja przez odbicie

Wsérod metod otrzymywania $wiatla  spolaryzowanego  najprostszego
oprzyrzadowania wymaga metoda polaryzowania przez odbicie. Jezeli §wiatto
niespolaryzowane pada na materiat dielektryczny (np. szybe), to Swiatto odbite
ulega czg$ciowej polaryzacji liniowej. Kierunek polaryzacji jest rownolegly do
powierzchni ptytki. Co to znaczy, ze $wiatlo ulega czeSciowej polaryzacji?
Powiedzmy, ze mamy taki przyrzad, ktory przepuszcza Swiatlo o polaryzacji
liniowej, 0 zadanym kierunku, a pozostata cz¢s¢ wigzki absorbuje. Przyrzad ten
nazwe¢ analizatorem, gdyz moze stuzy¢ do analizy stanu polaryzacji $wiatta. Nie
jest w tym momencie istotne jak taki przyrzad zrobi¢. Powiedzmy, ze
ustawiamy analizator na wprost w stosunku do nadbiegajacej wigzki $wiatla.
Jezeli zmiana kata orientacji analizatora nie zmienia natgzenia S$wiatla
przechodzacego, to méwimy, ze Swiatto nie ma polaryzacji liniowej (rys. 1.1.2).
Jezeli dla pewnego kata ustawienia analizatora wigzka padajgca jest catkowicie
absorbowana, to §wiatlo jest spolaryzowane liniowo, a Kierunek polaryzacji jest
prostopadty do kierunku analizatora. W takim przypadku aby przepusci¢ §wiatto
przez analizator, bez obnizenia jego natezenia, musimy go obroci¢ o kat prosty.
Gdy natezenie $wiatla przechodzacego przez analizator jest zalezne od kata
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analizatora, a przy tym dla zZadnego z tych katdw nat¢zenie Swiatla
przechodzacego nie spada do zera, to mowimy, ze $wiatlo jest czeSciowo
spolaryzowane. Oznacza to réwniez, ze S$wiatlo przechodzace przez nasz
przyrzad (dale; bede moéwit plytke) jest spolaryzowane liniowo, zgodnie
z kierunkiem analizatora. Plytka moze wigc rownie dobrze stuzy¢ za
polaryzator. To czy dang ptytke traktujemy jak analizator, czy jak polaryzator
zalezy od sposobu jej uzycia. Na rysunku (1.1.2b 1 ¢), mamy uzycie dwoch
ptytek, pierwsza pracuje jako polaryzator a druga jako analizator.

Rysunek 1.1.2. a) gdy na analizator (czarna ptytka) pada $wiatto niespolaryzowane
liniowo, to wigzka przechodzaca ma o potowe mniejsze natezenie w stosunku do
padajacej. Ponadto natezenie wigzki przechodzacej nie zalezy od kata orientacji
polaryzatora; b)ta cze$¢ wiazki, ktoéra przechodzi przez polaryzator jest
spolaryzowana liniowo zgodnie z osig polaryzatora. Na rysunku o$ polaryzatora
zaznaczona jest krotka jasng kreska. Po przej$ciu przez drugi polaryzator (ktory petni
funkcje analizatora), o takim samym ustawieniu osi natezenie wigzki przechodzacej
jest takie same jak wiazki padajacej na ten drugi polaryzator (pod warunkiem, Ze
polaryzator jest idealny); c) jezeli o$ drugiego polaryzatora (analizatora) ustawimy
prostopadle do osi pierwszego, to wigzka zostanie catkowicie zatrzymana.

Po tej krotkiej dygresji wroce do odbicia swiatta od powierzchni
dielektryka. Przy odbiciu od dielektrycznej ptytki Swiatto ulega czg¢sciowej lub
catkowitej polaryzacji linowej. Jezeli os$rodek, na ktéry pada s$wiatlo jest
przezroczysty, to $wiatto przechodzace jest czgsciowo spolaryzowane. W 1815
David Brewster odkryt, ze jezeli §wiatlo pada na ptytke w taki sposob, ze kat
zatamania tworzy z katem padania kat prosty (rys. 1.1.3), to Swiatto odbite jest
catkowicie spolaryzowane. Kat padania dla ktoérego spelniony jest powyzszy
warunek nazywamy katem Brewstera. Latwo jest go wyznaczy¢. Z rysunku
(1.1.3) i prawa Snella mamy

sin(i) = nsin(i") 111
Oraz
S, T 1.1.2
=gl
Wstawiajac (2.1.2) do (2.1.1) 1 porzadkujac tak otrzymane wyrazenie mamy
tan(i) = n 1.1.3
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Rownanie to wyraza warunek na kat Brewstera

Rysunek 1.2.3. Jezeli na powierzchnie dielektryka pada $wiatto niespolaryzowane to
Swiatto odbite jest spolaryzowane liniowo w ptaszczyZnie réwnolegtej do powierzchni
plytki. Stopien polaryzacji zalezy od kata padania Swiatta. Jezeli kat padania jest taki, ze
kat pomiedzy promieniami odbitym i zatamanym jest réwny katowi prostemu, to
Swiatto odbite jest catkowicie spolaryzowane. Strzatki pokazuje orientacje polaryzacji
w ptaszczyznie kartki, a kropki wskazujg na polaryzacje prostopadia do kartki.

Dlaczego catkowitej polaryzacji, pod katem Brewstera, ulega sSwiatto
odbite, a nie przechodzace? Nate¢zenie §wiatta w wigzce odbitej to zwykle kilka
procent natezenia Wigzki padajacej. Zjawisko odbicia usuwa tylko czesé swiatla
spolaryzowanego réwnolegle do powierzchni ptytki. Pozostata cze$¢ przechodzi
w wigzce ugietej, ktora przez to nie moze by¢ calkowicie spolaryzowana.
Niemniej stos ptytek utozonych jedna nad drugg moze da¢ swiatto przechodzace
0 wysokim stopniu polaryzacji. Na przyktad 45 ptytek ze szkta BK7 utozonych
jedna nad drugg moze da¢ $wiatto spolaryzowane liniowo, po przejsciu przez
stos, o0 stopniu polaryzacji okoto 0.9. Uktadanie 45 ptytek moze si¢ wydac
ktopotliwym przedsigwzigciem. Jednak gdy plytki stang si¢ cienkimi warstwami
o grubosci liczonych w mikrometrach, to duza liczba takich warstw ma ciaggle
niewielkg grubos$¢ i moze zosta¢ wykorzystana jako dobrej jakos$ci polaryzator.

Co to znaczy, ze $wiatto jest spolaryzowane liniowo w stopniu 0.9?
Wstawmy analizator w badang wigzke $wiatta i zacznijmy nim krecic tak, by
znalez¢ maksymalng warto$¢ natezenia Swiatta przechodzacego .. Nastepnie
szukamy potozenia, dla ktorego natezenie Swiatla przechodzacego jest
minimalne Iy, Stopien polaryzacji liniowej jest rowny

P = M 1.1.4

Imax+1min T
Jezeli $wiatlo padajace na analizator jest catkowicie spolaryzowane liniowo, to
znaczy istnieje takie potozenie analizatora, ze przechodzi cate §wiatlo 1=lo, 1O
w potozeniu prostopadtym nat¢zenie $wiata przechodzacego jest rowne zeru
Imin=0 1 ze wzoru (1.1.4) znajdujemy P=1. Gdy swiatto jest niespolaryzowane
lub spolaryzowane jest kotowo, to ilo§¢ §wiatta przechodzgcego przez analizator
liniowy jest dla kazdego kata osi tego analizatora taka sama, zatem lna=lnin
I P=0. Stopien polaryzacji liniowej jest rowny zeru. Nie 0znacza to jeszcze, ze
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$wiatto nie ma uporzadkowanego stanu polaryzacji; moze by¢ spolaryzowane
kotowo. Przy polaryzacji kotowej obrot analizatora nie zmienia nate¢zenia
$wiatta przechodzacego. Swiatto kotowo spolaryzowane ma stopien polaryzacji
linlowe] roOwnej zeru, pomimo ze jest to §wiatlo calkowicie spolaryzowane.
Wida¢ z tego, ze polaryzator liniowy nie wystarcza do stwierdzenia braku
polaryzacji $wiatla. Istnieja jednak metody, ktore pozwalajg taki test
przeprowadzi¢. Wystarczyloby zbudowaé polaryzator kotowy, ktory badat by
polaryzacje $wiatla kotowa lewg 1 prawo skretng. Wzér (1.1.4) mozemy
rozumie¢ rowniez w szerszym sensie. Gdy P=0, to nie ma zadnej wyrdznione;j
polaryzacji $wiatta w badanej wigzce. Gdy P=1 istnieje jedna taka polaryzacja.
Moze by¢ to polaryzacja liniowa, kotowa lub jakakolwiek inna eliptyczna.

1. Ko Rjhyyracjmgebamzprszaniprowadzacym  do polaryzacji $wiatla jest jego
rozpraszanie na czasteczkach mniejszych od dtugosci fali. Przykladem zbioru
takich czgsteczek jest powietrze. Kiedy obserwujemy niespolaryzowane swiatto
przechodzace przez zbior takich czasteczek, a kierunek obserwacji jest
prostopadly do kierunku propagacji $wiatla, to rozproszona wigzka jest
spolaryzowana w kierunku prostopadtym do ptaszczyzny utworzonej przez
kierunek propagacji Swiatta 1 kierunek wzdluz, ktérego obserwujemy
rozproszone $wiatto (rys. 1.1.4). Fakt ten odnotowatl w 1811 roku Arago.
W prosty sposob mechanizm polaryzowania przez rozpraszanie mozna sobie
wyjasni¢ odwotujgc sie do faktu, ze sktadowa pola elektrycznego w kierunku
propagacji musi by¢ réwna zeru. Zatem, gdy kierunek propagacji jest
prostopadly do kierunku padania rozchodzi¢ si¢ moze sktadowa, ktora jest
prostopadta i do nowego kierunku 1 do kierunku padania wigzki $wietlne;j.
Niestety rozumowanie takie jest mocno uproszczone, ale pozwala latwo
zapamigtac¢, w jakim Kierunku spolaryzowane jest $wiatto rozproszone.

Rysunek 1.1.4 Polaryzowanie $wiatta przez rozpraszanie na matych czgsteczkach

Przechodzace przez atmosfer¢ $wiatlo stoneczne ulega czesciowej
polaryzacji w kierunku prostopadty do kierunku rozchodzenia si¢ promieni
swietlnych. Polaryzacja jest czeSciowa, gdyz wigzka promieni stonecznych nie
jest rOwnolegla, zatem nie mozna si¢ do calej wigzki ustawi¢ w kierunku
prostopadtym. Zjawisko to tatwo sprawdzi¢, patrzac na promienie stoneczne
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w odpowiednim kierunku (to jest jak najbardziej prostopadle) przez ptytke
polaroidu. Obracajg plytke zaobserwujesz zmiany natgzenia Swiatla
przechodzacego przez plytke.

Niektore zwierzeta wykrywaja polaryzacje stonecznego $wiatta. Naleza
do nich miedzy innymi pszczoty, ktore wykorzystuja ta zdolnos¢ do nawigacji.
Co wigcej cze$¢ z nas jest w stanie wykry¢ polaryzacje Swiatla stonecznego
gotym okiem. Widzg oni tzw. szczotk¢ Haidingera; efekt jest staby 1 wymaga
uwagi. Opis tego efektu jak 1 wielu innych zwigzanych z naturalnym $wiattem
mozna znalez¢ w doskonatej ksigzce Minnareta.

1.&%@92%}9%%@@%@%&59 N optycznie wykazujg skrajnie rdzne

wspotczynnik absorpcji dla §wiatla o roznych stanach polaryzacji; nazywamy to
zjawiskiem pleochroizmu. Zjawisko to dostrzegt i opisat angielski lekarz
William Herapath (1852). Jeden z jego uczniow zauwazyt, ze dodanie jodyny do
moczu psa zywionego chining powoduje wytracenie zielonych krysztatow
(wodosiarczan chininy, jako mineral nazywany herapatytem). Herapath
ogladajac krysztaly pod mikroskopem zauwazyl, ze polaryzuja one S$wiatlo.
Innym przyktadem krysztatu o takich wtasnos$ciach jest turmalin rysunek (1.1.5).
Podobny efekt mozna uzyska¢ wytwarzajac siatke cienkich, gesto upakowanych
drucikéw (rys. 1.1.6)

Rysunek 1.1.5. Krysztatu
turmalinu; Zrédto Wikipedia, pod
licencja GNU Free Documentation
License, Version 1.2 or any later
version published by the Free
Software Foundation.

Swiatto o kierunku polaryzacji prostopadlej do utozenia drucikéw
przechodzi przez krysztal jak przez osrodek przezroczysty, a $wiatlo
0 polaryzacji rownoleglej jest ttumione. Zjawisko to nazywamy zjawiskiem
selektywnej absorpcji §wiatla. Teoretyczny opis tego zjawiska jest mozliwy na
gruncie elektrodynamiki  klasycznej. Elementy polaryzacyjne wycigte
Z krysztaléw turmalinu sa drogie (turmalin zaliczany jest do kamieni
jubilerskich). Wykorzystanie drobniejszych krysztatkéw herapatytu pozwolito
na opracowanie tanszych polaryzatorow — polaroidow. Polaroid zostat
opatentowany przez Amerykanina Edwina Landa. Pierwsze polaroidy byly

* M. Minnaert, Swiatto i barwa w przyrodzie, PWN, Warszawa, 1961
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ptytkami z nitrocelulozy, w ktorych zatopiono zostaly podluzne jak igly
krysztaty jodosiarczanu chininy. Aby krysztaly ulozyly si¢ rownolegle (inaczej
kazdy przepuszczatby $wiatlo o innej polaryzacji liniowej), podktad byt na
goragco 1 w obecnosci silnego pola elektrycznego, rozciggany. Tak otrzymana
plytka absorbowata $wiatto o polaryzacji poprzecznej do kierunku utozenia
krysztatkow. Od 1938 roku polaroid produkowany jest z polialkoholu
winylowego z domieszka jodku potasu. Jodek potasu taczy si¢ z polialkoholem
przez wigzania wodorowe, tak ze podczas rozciggania, mikrodomeny jodku
potasu orientujg si¢ wzdluz jednego kierunku bez potrzeby przyktadania pola
elektrycznego. Jest to metoda wykorzystywana do dzis, gdyz pozwala na
produkcje polaryzatorow o niskiej cenie. Niestety niska cena polaroidow
okupiona jest ich niska jakoScia optyczng, co eliminuje je z bardziej
wymagajacych zastosowan.

N
W

AN
Q

Rysunek 1.1.6. Niespolaryzowane $wiatlo pada na uktad réwnolegtych drucikéw.
Drgania wektora pola elektrycznego w kierunku réwnolegtym do drucikéw s3 silnie
ttumione. Drgania prostopadie propaguja sie przez sie¢ drutdw; w efekcie
otrzymujemy $wiatto spolaryzowane liniowo.

1.1.4. Dzialanie polaroidu

Jak dziala polaroid na padajace $wiatto? Wiemy juz, Ze przepuszcza $wiatlo
spolaryzowane liniowo zgodnie z wtasnym kierunkiem przepuszczania, ktory
nazw¢ osig polaryzatora. Regule pozwalajaca na obliczenie wzglednej iloSci
$wiatla o danej polaryzacji liniowej, przechodzacego przez polaryzator o danej
orientacji (rys. 1.2.7) odkryt Etienne Malus.
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OKkreslenie 1.2: Prawo Malusa

Jezeli na polaryzator [liniowy pada Swiatfo, prostopadle do pfaszczyzny
polaryzatora i [linowo spolaryzowane, o nateZeniu I, a kgt migdzy osig
polaryzatora, a Rierunkiem polaryzacji Swiatta wynosi o, to nateZenie Swiatta
przechodzqcego wyraZa sig wzorem

I = Iycos?(a) 1.2.5

Gdy kat =0 polaryzator idealny przepuszcza cate swiatto (rys. 1.2.2b), a gdy
o=/2 polaryzator idealny ttumi cate Swiatto (rys. 1.2.2c). A co si¢ stanie, jezeli
oswietlimy polaryzator wigzka spolaryzowanag eliptycznie? Kazda elipse
mozemy opisa¢ jako zlozenie dwoéch, prostopadlych drgan harmonicznych
(tab. TVII 2.2.1, wzory (1.2 i 1.3) ). Wybierzmy zatem o$ X-6w ukladu
wspotrzednych tak, aby pokrywata si¢ z osig polaryzatora i roztozmy drgania
pola elektrycznego na dwie sktadowe prostopadte. Polaryzator przepusci tylko
sktadowa x-owa blokujac prostopadla do niej sktadowa y-owa. Stad natezenie
Swiatla przepuszczonego przez polaryzator bedzie rowne

graficzny symbol
Swiatta niespolaryzowanego

graficzny symbol
Swiatta spolaryzowanego liniowo

Rysunek 1.2.7. a) graficzne symbole dla S$wiatla niespolaryzowanego
i spolaryzowanego liniowo; b) polaryzator liniowy z zaznaczonym poprzez podwdjng
(grubg) strzatke kierunkiem osi. Na polaryzator pada $wiatlo spolaryzowane liniowo
(cienka strzatka) tak, Zze kat miedzy kierunkiem osi polaryzatora liniowego,
a kierunkiem polaryzacji $wiatta jest réwny o

1
I =(E2); = EZ{cos?(wt))r = Engng 1.2.6

Zgodnie z dyskusjag (TX 1.4), w przypadku $wiatla predkos¢ oscylacji jest tak
duza, ze mierzymy nie chwilowe warto$ci natezenia Swiatla, ale jego $rednie po
czasie. Wzér (1.2.6) podpowiada nam skad si¢ wzieto prawo Malusa.
Powiedzmy, ze Swiatlo padajgce jest liniowo spolaryzowane pod katem « do 0si
polaryzatora. Niech nate¢zenie $wiatla (juz to usrednione po czasie, czyli
mierzone) wynosi

2 2 1.,
Iy = (Eg)r{cos*(wt))r = EEO

Rzut wektora o dlugosci Eq na o$ polaryzatora jest rowny

1.2.7
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Ey, = Eycos(wt)cos(a) 1.2.8

Tylko ta cze$¢ przechodzi przez polaryzator, stad natgzenie S$wiatta
przechodzacego
1 1.2.9
I =(E2.)y = E¢cos?(wt){cos?(wt))y = EEgcosz(a)

Korzystajac z (1.2.7) mamy
I = Iycos?(a)

Czyli prawo Malusa. To co dla Malusa bylo prawem empirycznym, dla nas jest
prosta konsekwencja wektorowej teorii falowej.

Przedstawiony na rysunku (1.2.2c) uktad dwoéch polaroidéw o wzajemnie
prostopadtych osiach jest podstawowym ukladem do badania prébek
zmieniajacych stan polaryzacji §wiatta (rys. 1.2.8). Uktad do badania stanu
polaryzacji $wiatta nazywa si¢ polarymetrem. Przypomne, ze pierwszy polaroid
przygotowuje §wiatlo w zadanym stanie polaryzacji liniowej (stad jego nazwa
polaryzator), a drugi polaroid pozwala na okre$lenie zmian tego stanu
polaryzacji (stad jego nazwa analizator). Uklad do analizy $wiatla
spolaryzowanego ztozony z dwoch liniowych polaryzatorow o wzajemnie
ortogonalnych orientacjach osi nazywa si¢ ,,krzyzem polaryzacyjnym .

1.2.10

Definicja 1.2.1: Polarymetr

Przyrzqd pozwalajgcy na oRreslenie stanu Swiatta spolaryzowanego, ub wptywu
probRi na stan polaryzacyi Swiatta nazywamy polarymetrem

W temacie (§TV 3.2) omoéwilem zjawisko chiralnosci czgstek
chemicznych. Czastki chiralne o okreslonej skretnosci skrecajg kierunek
polaryzacji $wiatta. Nie mozemy na tym etapie omowi¢ mechanizmu
mikroskopowego tego zjawiska 1 nie musimy tego mechanizmu zna¢, aby samo
zjawisko praktycznie wykorzysta¢. Tak to tez wygladato od strony historycznej.
Jeszcze przed stworzeniem modelu teoretycznego, nauczono Si¢ praktycznie
wykorzystywa¢ zjawisko skrecenia polaryzacji przez roztwory czastek
chiralnych. Zjawisko to odkryt Jean Baptist Biot w 1815 roku w roztworach
cukru i kwasu winowego. Zawarto$¢ czastek chiralnych w roztworze mozna
okresli¢ z pomocg krzyza polaryzacyjnego. Pomiedzy polaryzator i analizator
wkladamy badang probke. Po przej$ciu przez probke (moze to by¢ roztwor)
zmienia si¢ orientacja $wiatla, przez co cze¢$¢ Swiatta przechodzi przez
analizator. Obracajgc analizator szukamy takiego jego polozenia, przy ktérym
Swiatto zostanie ponownie wygaszone. Kat tego obrotu wyznacza nam kat
skrecenia polaryzacji $wiatla przez badang probke. Na tej podstawie mozemy
wyznaczy¢ na przyklad stezenie substancji chiralnej w roztworze. Mierzy si¢ w
ten sposob stezenie cukru w wodzie, korzystajac z prostej zaleznosci
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¢ = aW_D 1.2.11

Gdzie ¢ jest mierzonym stezeniem cukru (lub innej substancji) a zmierzonym
katem skrgcenia polaryzacji, D gruboScig warstwy roztworu przez, ktory
przeszto $wiatto, ¢, skrecalnoscig wilasciwg. Skrecalnos¢ wilasciwa okresla
zdolno$¢ do skregcania kierunku polaryzacji przez dang substancje. Wymiarem
skrecalnos$ci whasciwej jest

[dtugosc]?
[masa]

[@,,] = [miara kata] 1.2.12

Rysunek 1.2.8. Uktad polarymetru typu krzyz polaryzacyjny. Polaryzator przepuszcza
Swiatto o liniowym stanie polaryzacji. Analizator to liniowy polaryzator, ktérego os jest
ustawiona prostopadle do osi polaryzatora. Gdy miedzy analizatorem a polaryzatorem
jest wolna przestrzen $wiatto jest przez uktad blokowane. Gdy miedzy polaryzatorem
a analizatorem wstawimy prébke, ktéra zmienia stan polaryzacji $wiatla, to przejdzie
ono czeSciowo przez analizator. Mierzac natezenie $wiatta przechodzgcego wzgledem
Swiatta padajacego na prébke, mozna okresli¢ pewne wtasnosci optyczne probki.
Jak wida¢ z tych zaleznos¢ kat skrecenia polaryzacji rosnie liniowo z gruboscig
roztworu.

Definicja 1.2.2: Skrecalnos$¢ wlasciwa
SKrecalnos¢ wtasciwa wyraza liczbowo Rqt sKrecenia pftaszczyzmy polaryzacyi
Swiatta przez roztwor o stezeniu jednostkowym i jednostRowej grubosci warstwy.

Fakt 1.2.1.
W uktadzie SI wymiarem skrecalnosci wtasciwej jest

[stopier'l mzl 1913

kg

Z powodow historycznych w praktyce uzywa si¢ innych jednostek skrecalnosci
wlasciwej. Wszystkie sg jednak definiowane wzgledem jednostek uktadu SI

(§TI1 6).
Fakt 1.2.2.
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Wartos$¢ skrecalnosci witasciwej dla danej substancji jest zalezna od dtugosci fali
Swiatta.

Opisany wyzej polarymetr ustepuje doktadnoscig polarymetrowi pétcieniowemu
(rys. 1.2.9). W polaryzatorze poélcieniowym Laurenta na cze$¢ polaryzatora
natozona jest potfalowka®, ktora skreca kat polaryzacji $wiatla wychodzacego
Z polaryzatora. W efekcie po przejsciu przez probke 1 analizator widzimy dwa
obszary 0roznym nat¢zeniu S$wiatta. Krecimy polaryzatorem tak dlugo az
zniknie roznica jasnosci miedzy tymi dwoma obszarami. Wystepuje to w dwoch
przypadkach, gdy obie potowki sg tak samo jasne lub gdy obie potowki sg tak
samo ciemne. Do pomiaru wybieramy sytuacje¢ gdy obie potéwki sg tak samo
ciemne, co wynika z faktu, ze przy mniejszym nate¢zeniu $wiatla precyzyjniej
potrafimy oceni¢ rdznicg jasno$ci dwoch sgsiadujacych obszarow (prawo
Webera-Fechnera). Polarymetr poétcieniowy wykorzystuje fakt, ze z wigksza
precyzja okreslamy roznice kontrastu migdzy dwoma powierzchniami niz
moment, w ktorym natgzenie S$wiatta przechodzacego przez analizator jest
najmniejsze (jak to ma miejsce w najprostszym polarymetrze). Polarymetry sa
przyktadem prostego ale bardzo efektywnego narzedzia pomiarowego.
Stosowane sg w przemysle spozywczym, farmaceutycznym i w chemii.

SA

Rysunek 1.2.9. U gbéry schemat budowy polarymetru poétcieniowego. S - Zrodto
Swiatta, F - filtr monochromatyczny, K - kolimator, P - polaryzator z natoZong
potfaléowka, SA kuweta z badang substancjg, A - analizator; u dotu strzatka niebieska
pokazuje kierunek polaryzacji $wiatta po przejs$ciu przez polaryzator i prébke, strzatka
czerwona kierunek polaryzacji $wiatla po przejsciu przez polaryzator pétfalowke
i probke, strzatka zo6tta kierunek orientacji analizatora. Drugi rysunek pokazuje
sytuacje gdy oba obszary sg tak samo jasne, czwarty gdy sa tak samo ciemne; zrédto
Wikipedia

° Potfaléwke omowie juz w (§3.2.1) tu wystarczy powiedzie¢, ze skreca ona polaryzacje Swiatta
liniowo spolaryzowanego o kat #/2.
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2. Zjawisko dwojlomnosci ¢

Opis przejsécia $wiatla przez osrodki materialne wymaga analizy oddzialywania
impulsu elektromagnetycznego z czasteczkami tego o$rodka. Zawierajace
elektrony czasteczki sg elektrycznie aktywne i moga absorbowac energi¢ fali
elektromagnetycznej a nastepnic ja reemitowac. W efekcie osrodki
przezroczyste spowalniajg fale Swietlng i powoduja jej ugiecie. Oddziatywanie
pola elektrycznego fali $§wietlnej z czasteczkami osrodka zalezy nie tylko od
wlasnosci tych czasteczek. Gdy czasteczki tworzg statg w czasie uporzadkowang
strukture (krysztaly), to przejscie fali $§wietlnej bedzie réwniez zalezato od
geometrii tego uporzagdkowania. Najprostszymi pod tym wzgledem sg krysztaly
regularne (rys. 2.1). W ten sposob krystalizuje okoto 12% wszystkich
mineralow; na przyktad sol kuchenna, diament, fluoryt, granaty, piryt (rys. 2. 2).
W krysztatach regularnych (inaczej, izotropowych) zjawisko zatamania §wiatta
zachodzi tak samo jak w osrodkach niekrystalicznych.

a) krysztat pirytu; b) krysztat piropu; c) krysztat piropu po
FeS, MgsAlL(SiO,)3 oszlifowaniu
&

%

:

LA
d) krysztat fluorytu; e) komérka krysztatu f) krysztat diamentu; C
CaF, soli; NaCl

Rysunek 2.1. Przyktady krysztatéw regularnych; zrodto Wikipedia

Inng klase¢ stanowig krysztaly optycznie anizotropowe (nieregularne).
Krysztaty, ktore nie naleza do krysztatow regularnych wykazujg zjawisko
dwojtomnosci. Mowimy, ze sg to osrodki optycznie anizotropowe. W osrodkach
anizotropowych predkos¢ rozchodzenia si¢ $wiatta zalezy od kierunku jego
propagacji. Zaleznos¢ predkosci rozchodzenia si¢ Swiatta od kierunku dobrze
reprezentuje powierzchnia rownej fazy. Niestety w krysztatach anizotropowych
ksztalt powierzchni réwnej fazy zalezy od stanu polaryzacji §wiatta. Okazuje
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sig, ze istniejg dwa takie, wzajemnie ortogonalne (prostopadle) stany liniowej
polaryzacji, dla ktérej powierzchnie falowe dla zZrodita punktowego dadza si¢
prosto okreslic. W przysziosci istnienie tych szczeg6élnych standéw polaryzacji
wykazemy rachunkiem, wychodzac z rownan Maxwella. Na razie jednak nie
dysponujemy niezbedng ku temu wiedzg. Stawia to nas na pozycji badaczy
dzialajacych przed potowg XIX wieku, ktorzy nie mieli do dyspozycji rownan
Maxwella. Nie przeszkodzito im to w dotarciu, do wielu gl¢bokich konkluzji.
Z opisem propagacji $wiatla w o$rodkach anizotropowych jednoosiowych
poradzit sobie juz w XVII wieku Huygens adaptujac do nowej sytuacji swoja
zasade opisujaca propagacje fal ((§TIX 2).

Krysztaly optycznie anizotropowe dzielg si¢ na dwie klasy: jednoosiowe
I dwuosiowe. Opis propagacji $wiatta w krysztalach dwuosiowych jest bardziej
ztozony niz w jednoosiowych, dlatego zostawimy go sobie na pdzniejszy temat
— zwigzany z rownaniami Maxwella. Tu zajmiemy si¢ osrodkami
jednoosiowymi, tym bardziej, ze podstawowe elementy optyki polaryzacyjne;j
bazuja na takich krysztalach. Rysunek (2.2) przedstawia przyktady krysztatow
jednoosiowych,

crystal structures - triclinic

<9 98

rhomboedr scalenoedr calcite corundum quartz

Przyktady krysztatow anizotropowych jednoosiowych (w uktadzie trygonalnym)

krysztat gorski; SiO, akwamaryn; Be krysztat kalcytu; CaCOs;

Rysunek 2.2. Przyktady krysztatéw wykazujacych anizotropie optyczng jednoosiowa;
zrédito Wikipedia

Zatézmy, ze promienie $wietlne wychodza z wyimaginowanego,
punktowego, zrédta Swiatta znajdujacego si¢ wewnatrz krysztatu. Jezeli istnieje
taki stan polaryzacji liniowej fali, dla ktorego powierzchnia falowa jest
powierzchnig sferyczng, a dla polaryzacji do niej ortogonalnej jest powierzchnia
elipsoidalng, t0 mamy do czynienia z oS$rodkiem anizotropowym optycznie,
jednoosiowym (rys.2.3). Jak wida¢ z rysunku sfera i elipsoida w o$rodku
anizotropowym jednoosiowym majg jeden wspolny promien. Wzdhuz kierunku
wyznaczonego przez ten promien $wiatto rozchodzi si¢ z ta sama predkoscia
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niezaleznie od stanu polaryzacji. Kierunek ten nazywamy osig optyczng
krysztatu. Fale wychodzace z punktu bede rowniez nazywal falami
czastkowymi. W zasadzie Huygensa fale czastkowe s3a tozsame z falami
wtornymi, ktore generowane sa przez kazdy punkt do ktérego dotarto
zaburzenie. Rysunek (2.3) przestawia powierzchnie falowe fal czastkowych
w o$rodku anizotropowym jednoosiowym.

Rysunek 2.3. Dwie powierzchni falowe dla
Swiatta propagujacego sie ze Zrddia

punktowego wewnatrz krysztatu
’ dwojtomnego. W przypadku oSrodka
0s optyczna jednoosiowego istnieje stan polaryzacji, dla

ktérego powierzchnia falowa dla zZrédta
znajdujgcego sie wewnatrz Kkrysztatu jest
sferg. Dla polaryzacji prostopadiej do tej
jednej szczegdlnej powierzchnia falowa jest
elipsoide obrotowa (o przekroju kotowym).
Sfera i elipsa majg wzdtuz jednej osi te same
promienie. 0§ skierowang zgodnie z tym
promieniem nazywamy o0sig  optyczng
krysztatu. Wzdluz osi optycznej promien
nadzwyczajny rozchodzi sie tak jak promien
zwyczajny. Wzdtuz osi prostopadiej do osi
optycznej réznica predkoSci promienia
ZWyczajnego i nadzwyczajnego jest
najwieksza.

Definicja 2.1: OS optyczna oSrodka anizotropowego

KieruneR wzdtuz, Rtérego swiatto rozchodzi sig z tq samq predRosciq niezaleZnie
od stanu polaryzacji nazywamy osiq optycznq osrodRa anizotropowego.

Wida¢ z tego rowniez, ze 0$ optyczna jest osig symetrii elipsoidy.
Definicja 2.2: Przekroj glowny krysztalu anizotropowego

Plaszczyzna wyznaczona przez oS optyczng Rrysstatu anizotropowego i Rierunek,
padania promienia nazywamy przekRrojem gtownym tego Rrysztafu

Promienie reprezentujace propagacj¢ $wiatla dla stanu polaryzacji, dla
ktorej powierzchnia falowa jest sferyczna nazywamy ,,promieniami
zwyczajnymi”, a odnos$na fala nazywana jest falg zwyczajna. Polaryzacja wiagzki
Swiatla reprezentowanej przez promienie zwyczajne jest prostopadta do osi
optycznej krysztatu. Uzasadni¢ to w jednym z pozniejszych tematow. Symbole
wielkosci zwigzane z promieniami zwyczajnymi sg zwykle wzbogacone
0 indeks ,,0” od tacinskiego ,,ordinarius”; na przyktad wspotczynnik zatamania
dla promienia zwyczajnego oznaczamy jako n,. Promienie zwigzane ze stanem
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ortogonalnym do ,,zwyczajnego” nazywamy ,,promieniami nadzwyczajnymi”,
awielkosci z nimi  zwigzane piszemy zindeksem ,e” (tacinskie
,.extraordinarius™); i tak wspotczynnik zalamania dla promienia nadzwyczajnego
oznaczamy jako ne.

Do tej pory analizowaliSmy zrédto punktowe emitujace fale
0 szczegbOlnych polaryzacjach liniowych, tak Ze rozchodzila si¢ fala albo
sferyczna albo elipsoidalna. Jezeli z punktowego zrodla $wiatta wyemitujemy
swiatlo niespolaryzowane, to fala §wietlne rozdzieli si¢ na te dwie szczegolne
sktadowe, zwyczajng o ksztalcie sferycznym 1 nadzwyczajng o ksztalcie
elipsoidalnym. Obie fale beda liniowo 1 wzajemnie ortogonalnie spolaryzowane.
Przy czym polaryzacja fali nadzwyczajnej ,lezy” w plaszczyznie gldwnej
(symbolizujg zielone kreski, na rysunku (2.4)), a polaryzacja fali zwyczajnej jest
prostopadta do ptaszczyzny gléwnej (symbolizuja ja czerwone kropki).

Rysunek 2.4. W osSrodku anizotropowym

OS jednoosiowym $wiatto mozna roztozy¢ na

, /" optyczna  dwa ortogonalne stany polaryzacji liniowe;.
\ &/ Przy czym Kierunki tych stanéw mozna
- wybra¢ tak, ze dla jednego z nich $wiatto

o] V'] \e bedzie sie rozchodzito jak w osrodku

Y izotropowym, a powierzchnie falowe dla
’ zrédta punktowego bedg sferami. Dla
drugiego stanu polaryzacji powierzchnie
falowe beda elipsoidami. Na rysunku
czerwonym kolorem narysowane sg fale
wtérne i promienie dla fali normalnej,
azielonym kolorem dla fali nadzwyczajnej.
czerwona kropki wskazuja na kierunek
polaryzacji fali zwyczajnej, a zielona kreski na
kierunek polaryzacji fali nadzwyczajne;j.

Narysowane tu powierzchnie elipsoidalne i sferyczne mozna
interpretowac jako powierzchnie reprezentujace predkosci rozchodzenia si¢ fal
wzdhuz réznych kierunkow. W osrodku jednorodnym powierzchnie falowe sg
punktami, do ktérego dotarto zaburzenie =z punktowego zrodta $wiatla,
w zadanej chwili czasu. Jezeli czas przyjmiemy za jednostkowy, to dlugos$é
wektora zaczepionego w punkcie zrodlowym, o koncu na powierzchni falowe;j
bedzie taka sama, jak dlugo$¢ odnosnego wektora predkosci. Przy takiej
interpretacji wykreslone powierzchnie nazywamy ,,powierzchniami predkosci
fali”.
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Definicja 2.3: Powierzchnie predkosci fali

W ibepna Prroka vt alOacioinRas i9my hnfpo Wackzsinidwiwgdkosci  fali jest
PRSI pliRisRapy iekewantoZaa ze sfery 1 elipsoidy. Dla krysztatow
jednoosiowych przyjmujemy ponadto nastepujaca konwencje:

Definicja 2.4: Krysztaly optycznie dodatnie i ujemne

Gdy predRos¢ promienia nadzwyczajnego jest wigksza od predRosci promienia
zwyczajnego to Krysztaf jest optycznie ujemny, w przeciwnym razie Rrysztat jest

WS 48 owniez nastepujace pojecie
Definicja 2.5: Czolo fali w o$rodku anizotropowym

Czofem fali w osrodRu anizotropowym mnazywamy powierzchnie styczng do
powierzchni predRosci promienia zwyczajnego ub nadzwyczajnego, w danej chwili
czasu

Dla fali czastkowej czoto fali jest styczne do powierzchni tej fali. Na koniec
jeszcze jedna definicja

Definicja 2.6: Osrodek anizotropowy optycznie
Mowimy, Ze oSrodek jest anizotropowy optycznie jezeli jego cechy optyczne (takie jak,
np. predRos¢ rozchodzqcej sig w nim fali swietlnej) wyRazujq zaleznosé od Rierunku

Mikroskopowa analiza rozchodzenia si¢ $wiatta w  krysztalach
jednoosiowych wymaga odwotania si¢ do réwnan Maxwella. Kilka istotnych
faktéw mozna jednak wydedukowac korzystajac z zasady Huygensa (§TIX 2),
co teraz uczynimy. Rysunek (2.4) przedstawia ptaska fale padajaca na krysztat
jednoosiowy. Krysztat jest zeszlifowany w ksztatt rombu, a kierunek biegu fali
padajacej jest prostopadly do jednej z jego powierzchni. Zgodnie z tym co
zostalo powiedziane $wiatlo o ustalonej polaryzacji mozemy roztozy¢ na dwie
sktadowe o polaryzacji liniowej wzajemnie prostopadiej. Na rysunku (2.4) fala
ptaska (rysowana na niebiesko) reprezentowana jest na dwa sposoby, przez
fragment powierzchni falowej oraz przez promienie odpowiadajace tym
fragmentom powierzchni falowych. Skupimy uwage na punktach na koncach
niebieskiego odcinka. Zgodnie z zasadg Huygensa mozemy je traktowaé jako
zrodta fal wtornych. Dla fali zwyczajnej sg to fale kuliste (rysowane kolorem
czerwonym). Rysujac styczng do dwoch takich fal kulistych wychodzacych
Z punktéw na brzegu odcinka niebieskiego widaé, ze fala zwyczajna rozchodzi
si¢ wzdluz kierunku padania fali wej$ciowej. Jest to zgodne z prawem Snella.
Niezaleznie od wspotczynnika zalamania krysztatu, jezeli kat padania jest rowny
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zeru to i kat zatamania jest rowny zeru. Ponadto, tak jak to bylo do tej pory,
kierunek biegu promienia zgadza si¢ z Kierunkiem biegu fali (promien jest
prostopadly do powierzchni falowej). Obok fali zwyczajnej rozchodzi si¢ fala
nadzwyczajna. Tu falami wtornymi sg elipsoidy, dla ktorych jeden z promieni
jest rownolegly do osi optycznej krysztatu 1 réwny promieniowi odpowiedniej
sfery dla promienia zwyczajnego (rys. 2.2). Na przyktadzie z rysunku (2.4)
wida¢, ze predkos¢ promienia nadzwyczajnego jest wigksza od predkosci
promienia zwyczajnego, co oznacza, ze krysztal jest krysztalem ujemnym
(def. 2.4). Z rysunku wida¢, ze fala nadzwyczajna wyprzedzita falg zwyczajna.
W krysztatach optycznie dodatnich kolejnos¢ fal bylaby odwrotna. Fale
| promienie nadzwyczajne rysowane s3 na zielono. Obwiednia fal wtornych
bedzie rowniez linig prosta rownoleglta do fali padajacej. Zatem kierunek biegu
fali nie ulegnie zmianie. Jednak promienie nadzwyczajne zmienig Kierunek
biegu (biegng wzdhuz osi elipsy (rys. (2.3)))! Poniewaz, promienie wyznaczajg
kierunek biegu energii, to wektor falowy dla fali nadzwyczajnej nie jest
prostopadly do jej powierzchni falowej®, a ponadto po przejéciu przez nasz
kawatek krysztalu powstang dwa obrazy fali padajacej wzajemnie mi¢dzy soba
przesunigte. Skutki tego efektu mozesz obejrze¢ na rysunku (1.1.1). Uwaga: do
tej pory przyjmowaliSmy, ze promienie sg prostopadie do powierzchni
falowych, teraz jednak musimy sprawe sprecyzowac. Tak jest dla osrodka
izotropowego lub fali zwyczajnej. W osrodku optycznie anizotropowym
I W przypadku fali nadzwyczajnej tak juz zwykle nie jest. Sprawe ilustruje
rysunek (2.5).

Fakt 2.1:
Dla fali nadzwyczajnej normalna do czota fali w danym punkcie zwykle nie ma
kierunku promienia przechodzgcego przez ten punkt

o~V T\

\ [

: /

Rysunek 2.5. a) Zzr6dto punktowe Z emituje fale kulistg. Promienie sg prostopadie do
powierzchni falowej. Jest tak w przypadku osrodka optycznie izotropowego, lub fali
zwyczajnej w oSrodku anizotropowym; b) zrédto punktowe Z emituje fale elipsoidalna.
Wiekszo$¢ promieni nie jest prostopadta do powierzchni falowej. Wyjatkiem s3g
promienie idace wzdtuz osi elipsoidy.

Nalezy pamigta¢, ze wspotczynnik zatamania $wiatta odnosi si¢ do fali,
a nie do promieni (rys. TIX 2.7). Wspotczynnik zatamania moéwi nam ile razy

® Wektor falowy pokazuje kierunek biegu fali
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predkos¢ fazowa fali §wietlnej jest mniejsza w osrodku materialnym w stosunku
do jej predkosci w prézni. Dla fali nadzwyczajnej predkos¢ promienia (predkose
z jaka przenosi si¢ energia) nie jest ogolnie rzecz biorac taka sama jak predkosc
fazowa fali, co ilustruje rysunek (2.6).

—_————l— -0 -0 -0 — — —

d| s\

Rysunek 2.6. a) na przerywanej linii czarnej (granica osSrodkéw o roéznych
wspétczynnikach zatamania) zaznaczone jest kilka punktow, z ktorych rozchodza sie
eliptyczne fale wtérne. Przyjmijmy, Ze fala zostaje wyemitowana w chwili 5. W chwili ¢;
fale wtorne narysowane sg na rézowo, a ich obwiednia zaznaczona grubsza, rézowg
kreska, w chwili ¢, fale wtérne narysowane s3 na pomaranczowo, a ich obwiednia
zaznaczona grubsza kreska pomaranczowa. Promienie nadzwyczajne zaznaczone s3 na
zielono; b) rysunek przedstawia sytuacje z czeSci (a) ale bez fal wtérnych. Rézowa
i pomaraniczowa kreska to front falowy fali nadzwyczajnej w chwili ¢; i tz. Jak wida¢
w czasie At=t;-t; front ten przebyt droge d. Wtym samym czasie promienie
nadzwyczajne przeszly dluzsza droge s. Promienie dla fali nadzwyczajnej nie sa
prostopadte do powierzchni falowych, a predko$¢ promienia rézni sie od predkosci
fazowej fali.

Fakt 2.2:
Dla fali nadzwyczajnej predkos¢ promienia jest w ogdlnym przypadku rézna od
predkosci fazowej fali

W (§TIX 2) wyprowadzitem prawo zatamania w przypadku plaskiej
granicy mi¢dzy dwoma o$rodkami optycznie izotropowymi. W podobny sposob
mozna wyprowadzi¢ prawo zalamania dla fali nadzwyczajne; w osrodkach
anizotropowych (rys. 2.7). Niech fala ptaska AF pada na powierzchni¢ krysztatu
anizotropowego jednoosiowego. Kolorem czerwonym wykreslone sg dwie fale
wtdrne rozchodzace si¢ z punktu A 1 B, w czasie, gdy §wiatto z punktu F dojdzie
do punktu C. Przyjmijmy, ze droga FC jest jednostkowa, gdyz przyjecie
chwilowo takiej jednostki dtugosci utatwia rachunki. Wtedy dlugos$¢ odcinka FC
jest rowna co do wartos$ci predkosci swiatla v, fali w osrodku o wspdtezynniku
n;. Ponadto odcinek AE bedzie rowny co do wartosci predkosci v fali
nadzwyczajnej w osrodku 0 wspodtczynniku zatamani n.. Mozemy zatem zapisac

v, FC ACsin(Q) v,  sin(i)

—_ = = — - =

ve AE ACsin(i,) v, sin(iy)
Biorgc pod uwagg, ze ny=c/v; i ng=C/ve, mamy

22.1
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ne _ sin(i) 2992
n, sin(i,) o

Co jest prawem zalamania dla promienia nadzwyczajnego.

6’]\\3 C

Rysunek 2.7. Na granicy os$rodkéw, izotropowego o wspétczynniku zatamania ny
i anizotropowego o wspotczynnikach zatamania n, i n. zachodzi zjawisko zalamania
fali. Na rysunku przerywana linig pokazany jest front falowy padajacej fali ptaskiej. Gdy
fala dociera do punktu C, w punktach A i B wygenerowane juz zostaty dwie fale wtérne,
zwyczajna (rozowe okregi) i nadzwyczajne (czerwone elipsy). Zgodnie z zasadg
Huygensa (§TX 2) rézowa linia wyznacza front falowy fali zwyczajnej, czerwona linia
wyznacza front falowy fali nadzwyczajnej. Zielona linia wyznacza linie prostopadtg do
nadzwyczajnego frontu falowego, a linia niebieska wskazuje bieg promienia
nadzwyczajnego.

Jak wida¢ posta¢ prawa zatamania dla fali nadzwyczajnej jest taka sama
jak dla fali zwyczajnej. Wynika z tego, ze jezeli kat padania fali jest rowny zeru,
to zeru jest tez rowny kat zatamania. Z rysunku (2.4) wida¢, ze dla kata padania
zero promienie nadzwyczajne zatamuje si¢ pod katem réznym od zera. Problem
tkwi w tym, ze jesteSmy przyzwyczajeni do wigzania prawa zalamania
Z biegiem promieni. Ale jak juz zaznaczylem odnosi si¢ ono do biegu fali.
W osrodkach optycznie izotropowych zapomnienie tego faktu nie prowadzi do
btedu. Jednak w osrodkach optycznie anizotropowych przypisanie prawa
zalamania promieniom moze prowadzi¢ do btedow. Przy kacie padania r6znym
od zera powierzchnia fali nadzwyczajnej rbwniez zostanie ugieta.

Gdy powierzchnia, na ktorg pada fala ptaska jest réwnolegla do osi
optycznej, to fala zwyczajna 1 nadzwyczajna podobnie jak odpowiednie
promienie maja takie same kierunki (rys. 2.8). Rysunek (2.9) obrazuje
przypadek, gdy tak jak na rysunku (2.8) powierzchnia, na ktorg pada swiatlo jest
scigta réwnolegle do osi optycznej ale padajgca fala ptaska jest pochylona
wzgledem tej powierzchni. W takim przypadku powierzchnia falowa fali
zwyczajnej (kolor czerwony) jest nachylona w stosunku do powierzchni falowej
fali nadzwyczajnej (kolor zielony).
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N/

0$ optyczna

Rysunek 2.8. Fala ptaska pada normalnie do krysztalu anizotropowego
jednoosiowego, ktoérego o$ biegnie prostopadle do kierunku padania $wiatta.
Wewnatrz krysztatu wigzka rozdziela sie na zwyczajna (kolor czerwony)
inadzwyczajng (kolor zielony). Jednak w tym szczegélnym przypadku promien
nadzwyczajny jest prostopadty do nadzwyczajnej powierzchni falowe;.

Kierunek biegu promienia nadzwyczajnego (strzalka rysowana linig
ciggla; zielona) jest inny niz kierunek rozchodzenia si¢ fali nadzwyczajnej
(zielona strzatka rysowana linig przerywang).

Rysunek 2.9. Sytuacja podobna
do tej z rysunku (2.8), teraz
jednak  kierunek  propagacji

ptaskiej fali padajgca jest
- nachylony do normalne;j.
\ 0$ optyczna Kierunek propagacji czota fali
"""""""""""""""""""""""""""""""""""" " (przerywana strzatka) jest inny
niz kierunek propagacji
promienia  (zielona  strzatka
ciggta).

Tabela (2.1) zawiera warto$ci wspotczynnika zalamania zwyczajnego
I nadzwyczajnego dla wybranych krysztaléw anizotropowych dla fali o dtugosci
A=590nm. Dla wigkszosci dwojtomnych krysztaléw roéznice wartosci pomiedzy
wspotczynnikiem zalamania nadzwyczajnym 1 zwyczajnym nie sg duze.
W tabeli wyrdzniajg si¢ pod tym wzgledem kalcyt 1 rutyl. Niestety odpowiednia
wartos¢ wspotczynnika zatamania to nie jedyna cecha kwalifikujgca dany
krysztat jako materiat do wyrobu przyrzadow wykorzystujacych zjawisko
dwdjtomnosci. Liczg si¢ rOwniez inne cechy, jak wytrzymatos¢ mechaniczna,
tatwos¢ obrobki, trwatos¢ chemiczna, toksyczno$¢, zakres fal, dla ktérych
krysztat jest przezroczysty. Z tych innych powoddw nie wykorzystuje si¢ rutylu.
Szeroko uzywany jest kalcyt, cho¢ jest mineratem silnie higroskopijnym
| wymaga powlok ochronnych.
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krysztat Ny Ne Ne-N,
kalcyt (CaCOs) 1,658 1,486 -0,172
kwarc (SiOy) 1,544 1,553 0,009
rutyl (TiO,) 2,616 2,903 0,287
szafir (Al,O,) 1,768 1,760 -0,008
turmalin 1,669 1,638 -0,031

Tabela 2.1. Wspo6tczynniki zatamania zwyczajny n, i nadzwyczajny n. dla wybranych
krysztatéw wykazujacych anizotropie jednoosiowa.

Podsumuje¢ jeszcze kwestie polaryzacji fali nadzwyczajnej 1 zwyczajne;.
Wiemy juz, ze obie fale sg spolaryzowane liniowo 1 wzajemnie ortogonalnie.
Nadto kierunek polaryzacji fali nadzwyczajnej lezy w plaszczyznie gléwnej
I jest prostopadty do normalnej do powierzchni fali (nie do kierunku promienia).
Kierunek polaryzacji fali zwyczajnej jest prostopadly do ptaszczyzny gtownej
I do normalnej do powierzchni fali i zarazem do kierunku promienia (bo
kierunek promienia jest prostopadly do powierzchni falowej).

Fakt 2.3:
Fala zwyczajna i nadzwyczajna jest spolaryzowana liniowo, przy czym obie
polaryzacje s3 wzajemnie ortogonalne, tak ze kierunek polaryzacji fali nadzwyczajnej
jest zgodna z ptaszczyzng gtdwng i prostopadty do normalnej do powierzchni fali
nadzwyczajnej, a kierunek polaryzacji fali zwyczajnej jest prostopadly to tej
ptaszczyzny i do kierunku normalnego do powierzchni fali zwyczajne;j.
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3. Dwojtomne elementy polaryzacyjne ¢

Krysztaty wykazujace dwodjlomnos$¢ pozwalaja na budowe wysokiej klasy
elementow polaryzacyjnych. Wada tych elementow jest ich wysoka cena. W tej
czgsci omoOwie najwazniejsze elementy optyki polaryzacyjnej wykorzystujace
zjawisko anizotropii optycznej

Pierwszym elementem optycznym wykorzystujacym zjawisko dwdjtomnosci,

3.k SR BEhANGRle jest pryzmat Nicole. Wynaleziony w 1828 roku przez Szkota
Williama Nicole sktada si¢ z dwodch sklejonych pryzmatow wycigtych
z materiatu optycznie dwojtlomnego. Nicole wykorzystal krysztat kalcytu
(kalcyt jest krysztalem jednoosiowym ujemnym). Pryzmaty wyciete pod katem
68° (rys. 3.1.1) zostaly nastepnie sklejone balsamem kanadyjskim’. Dla
przyktadu dla $wiatta o dtugosci fali 589nm wspotczynnik zatamania promienia
zwyczajnego wynosi 1.658, dla promienia nadzwyczajnego i 1.486, a dla
balsamu kanadyjskiego 1.545. Fala §wietlna padajaca w kierunku rownolegltym
do osi optycznej uktadu, ulega rozdzieleniu na falg¢ zwyczajna i nadzwyczajna.
Posrednia wartos¢ wspotczynnika zalamania balsamu kanadyjskiego pozwala
tak dobra¢ geometri¢ sklejonych krysztatow, ze jedna z fal (na rysunku
reprezentowana przez promien zwyczajny, ktory jest zawsze prostopadly do
powierzchni fali zwyczajnej) pada na granice klejenie pod katem wiekszym od
kata granicznego. W wyniku zjawiska calkowitego wewnetrznego odbicia
(rys. TX 1.1.2) fala zostaje skierowana na S$ciank¢ boczng gdzie ulega
pochtonigciu ($cianka boczna jest pokryta materiatem absorbujacym). Przez
pryzmat przechodzi spolaryzowana liniowo fala nadzwyczajna. Pryzmat Nicole
dziata jak polaryzator liniowy. Ze wzgledu na to, ze materiatem jest krysztat
powierzchnie pryzmatu Nicole mozna bardzo doktadnie wyszlifowaé, co
pozwala na jego zastosowanie w interferometrach, gdy wymagane sg precyzyjne
pomiary frontow falowych. Jedng z wad pryzmatu Nicole sg sko$ne $cianki
wejsciowe. Obecnie pryzmaty Nicole zostaly zastgpione przez inne, doskonalsze
konstrukcje. Przyktadami sa pryzmaty Glana-Foucalta i Glana-Thompsona
(rys. 3.1.2).

" Balsam kanadyjski to ekstrakt z zywicy jodly balsamicznej o wspotczynniku zatamania

zblizonym do najpopularniejszych szkiet optycznych. Wykorzystywany jest do klejenia ze sobg
elementow optycznych. Spoina z balsamu kanadyjskiego ma niskg wytrzymatos¢ termiczna.
Obecnie zastepowany jest przez kleje syntetyczne.
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Rysunek 3.1.1. Pryzmat Nicole
fala zwyczgjna wykonanego z kalcytu. Dwa
- pryzmaty vA materiaty

dwoéjtomnego s3 Sciete tak, ze po
sklejeniu fala nadzwyczajna
przechodzi przez warstwe klejaca

a fala Zwyczajna ulega
. catkowitemu wewnetrznemu
optyczna ,- .
‘ odbiciu.
a b
\ fala zwyczajna \ fala zwyczajna
B 3
‘ ‘ L | 3 ‘ ‘ L IH g
1] [ 3 I [ k:
ﬁ ﬁ
N £
0 ® 3 0 ® 5
optyczna optyczna

Rysunek 3.1.2. a) pryzmat Glana-Foucaluta sktada sie z dwéch pryzmatéow wycietych
z materialu dwdjtomnego (zwykle jest to kalcyt), tak jak pokazano na rysunku.
Pomiedzy pryzmatami znajduje sie warstwa powietrza, na ktorej fala zwyczajna ulega
zjawisku catkowitego wewnetrznego odbicia; b) pryzmat Glana-Taylora nie ma
warstwy powietrznej. Pryzmaty s3 sklejone przez co sa tatwiejsze w wykonaniu.
Jednak pryzmat Glana-Foucaulta wytrzymuje prace z wigzkami laserowymi o duzej
mocy (do ok. 100W/cm?), przy ktérych warstwa klejaca w pryzmatach Glana-Taylora
ulega degradacji.

3.2. Plytki falowe

Polaryzatory oparte o efekt dwojtomnosci sg elementami wysokiej jakosci ale
wykonuja ta samg pracg co polaroidy. Nowego typu elementami sg ptytki
falowe. Plytka falowa wycigta jest z dwojtomnego jednoosiowego krysztatu.
Swiatto wprowadzane jest prostopadle do jej powierzchni, przy czym kierunek
prostopadty do powierzchni jest zarazem kierunkiem prostopadtlym do osi
optycznej krysztatu (rys. 3.2.1). Oznacza, to ze wzdhuz tego kierunku réznica faz
po przejsciu przez plytke miedzy promieniem zwyczajnym i nadzwyczajnym
jest najwieksza. Roznice te tatwo obliczy¢ wykorzystujac roézne wartosci
wspotczynnika zatamania dla promienia zwyczajnego (wspotczynnik zatamania
no) 1 nadzwyczajnego (wspélczynnik zatamania ng), przechodzacego przez
ptytke o grubosci d wynosi

As =d(n, —n,)
Wiaze si¢ to z rdznicg faz
Ap = kd(n, —n,)

3.2.1

3.2.2
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Roéznica faz, poprzez liczbe falowa k zalezna jest od dlugosci fali uzytego
Swiatla. Wyro6znia si¢ nastepujace rodzaje ptytek falowych:

3.2.1. Pétfalowka

Dla danej dtugosci fali ptytka potfalowa wnosi roznice drég optycznych rowng
Ap =kd(n,—n,) =m2rn+mn 3.2.3
W zaleznosci od tego czy fala nadzwyczajna jest szybsza czy zwyczajna,
potfalowka powoduje, ze szybsza z nich wyprzedza wolniejsza o 7 Rysunek
(3.2.2) ilustruje co si¢ stanie gdy na potfalowke puscimy $wiatto spolaryzowane
liniowo pod katem /4 do osi krysztatu. Analize tego przypadku mozemy
sprowadzi¢ do sktadania dwoch harmonicznych drgan prostopadiych
(tab. TVIII 2.2.1). Na tej samej zasadzie mozna pokazaé, ze potalowka zmieni
skretnos¢ polaryzacji $wiatta kotowo spolaryzowanego (z lewej na prawg i na
odwrot). Gdy na wejSciu pada $wiatto spolaryzowane liniowo ale pod innym
katem niz 74 lub $wiatlo o polaryzacji eliptycznej potfalowka zmieni stan
polaryzacji $wiatta na jaki$ inny eliptyczny. Formalny opis takiej transformacji
mozliwy jest w formalizmie macierzy Jonesa (§4.1).

3.2.2. Cwieréfaléwka

Dla danej dlugosci fali ptytka ¢wierc¢falowa wnosi réznice drog optycznych
roOwng

3.2.4

s
Ap = kd(n, —n,) = m2m + >

W zaleznosci od tego czy fala nadzwyczajna jest szybsza czy zwyczajna,
¢wieréfalowka powoduje, ze szybsza z nich wyprzedza wolniejszg o 7/2. Gdy
$wiatlo liniowo spolaryzowane pada na ¢wiercfalowke pod katem 774, to na
wyjsciu otrzymamy $wiatlo kotowo spolaryzowane (lewo lub prawoskretnie)
I na odwrot — §wiatlo kolowo spolaryzowane transformowane jest na Swiatlo
kotowo liniowo spolaryzowane pod katem 774 do osi ¢wieréfalowki.

Rysunek 3.2.3. Gdy $wiatta padajace na
poétfaléwke jest spolaryzowane liniowo pod
katem 7/4 do osi krysztatu to sktadowe H
iV maja ta sama amplitude it3 sama faze
na wejsciu do krysztatu. Obie skiladowe
reprezentuja fale harmoniczne, oscylujgce
wzdtuz dwoch prostopadtych osi. Fale te sg
zaznaczone kolorem zielonym i niebieskim.
Na wyjsciu jedna zfal jest opdZniona
w fazie o 2zm+7x, co po ich ztozeniu daje
polaryzacje liniowa obrécona o 7«
w stosunku do wejsSciowej; Zrédto rysunku
Wikipedia
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Dla danej dtugosci fali falowka wnosi roznice drog optycznych réwnag

323, A, kd(ne — no) = m2m
W zalezno$ci od tego czy szybsza jest fala nadzwyczajna czy zwyczajna,

falowka powoduje, ze szybsza z nich wyprzedza wolniejsza o 27z Stan
polaryzacji $wiatla na wyjsciu falowki jest taki sam jak na wejsciu. Dziatanie
pytki falowej wydaje si¢ pozbawione sensu. Tak jednak nie jest. Swiatto biate
spolaryzowane liniowo przechodzac przez falowke obliczong na dang dlugosc
fali 4 pozostaje, dla tej dlugosci fali, liniowo spolaryzowane (jezeli kierunek
polaryzacji jest zgodny z kierunkiem H lub V krysztatu). Dla pozostatych
dlugosci fali, $wiatlo staje si¢ eliptycznie spolaryzowane. Odpowiednio
ustawiony analizator wycina sktadowa A;, przepuszczajac czgsciowo skladowe
o innych dlugosciach fal. Analiza barwy $wiatlta na wyjsciu pozwala na
okreslenie wilasnosci polaryzacyjnych os$rodka (np. mineralu) 1 jego
identyfikacji. Efekt ten jest wykorzystywany w mikroskopii polaryzacyjnej.

3.25

3.2.4. Pryzmat Wollastona
Czesto stosowanym elementem polaryzacyjnym jest pryzmat Wollastona, ktory

przepuszcza obie wigzki, zwyczajng i nadzwyczajng, przy czym na wyjsciu
z pryzmatu wiazki te sg wzgledem siebie przesunigte i rozchodza si¢ pod
réznymi katami jak to pokazuje rysunek (3.2.4).

Rysunek 3.2.4. Pryzmat Wollastona skiada

Igf}tyma ‘;a;f’jzwyczajna sie z dwdch pryzmatéw prostokgtnych
o wykonanych tak, ze po ich sklejeniu ich osie

optyczne s3  wzajemnie  prostopadte

H{H i prostopadte do zatozonego biegu wiagzki
: 7%3 padajacej. Przez pryzmat przechodza obie

o g;tyczna ® zwyczajna wzajemnie prostopadte fale zwyczajna

i nadzwyczajna. Kat odchylenia tych fal na
wejsciu jest zalezny od kata « pryzmatow.

Wida¢, ze w ptytce potfalowej fala swietlna rozdziela si¢ na dwie, ktore
bedziemy nazywali dalej modami.
Fakt 3.2.1: Mody polaryzacyjne

3.3. Dwijlqsnpesc WyBoraRej Swiatto rozdziela sie na dwa wzajemnie ortogonalnie
spolaryzowane mody

Dwoéjtomnos¢ naturalnie wystgpuje w krysztalach o ograniczonej symetrii.
Mozna ja réwniez wymusi¢ na cialach optycznie izotropowych poprzez
zadzialanie czynnika zewnetrznego. Prostym tego przyktadem jest wymuszenie

34



Jan Masajada © — 45 tematdw z fizyki

dwdjtomnos$ci na izotropowym ciele stalym poprzez przylozenie zewngtrznej
sity.

Definicja 3.3.1: Fotoelastyczno$¢

Fotoelestyczno$c jest efektem wymuszenia dwijfomnosci na izotropowym ciele
statym poprzez przyfoZenie zewngtrznego nacisku mechanicznego

Najprostszy uklad do badania pomiaru efektu fotoelastycznego oparty jest
0 krzyz polaryzacyjny (rys. 1.1.8). Wlozenie wewnatrz krzyza polaryzacyjnego
(miedzy polaryzator a analizator) elementu, na ktéry wywieramy nacisk pozwala
obserwowaé barwne prazki na jego powierzchni (obrazy rejestrowane s3
oczywiscie za analizatorem). Pojawienie si¢ dwojtomnos$ci nie musi byc
zwigzane z naciskiem. Wewnatrz materiatu takiego jak szkto czy plastyk moga
si¢ pojawi¢ naprezenia ,,zamrozone” na skutek procesu produkcyjnego; na
przyktad zbyt szybkiego stygnigcia materialu. Przyktad takich naprezen
widzianych w krzyzu polaryzacyjnym przedstawia rysunek (3.3.1). Pojawienie
si¢ barwnych rozktadow zwigzane jest ze zmiang stanu polaryzacji Swiatla przy
przejsciu przez naprezony element badany. W efekcie przez analizator
przechodzi cze$¢ $wiatla. Poniewaz zmiana stanu polaryzacji Swiatla jest
zalezna od dlugosci $§wiatla, niektore barwy sa, w danym obszarze, bardziej
thumione przez analizator niz inne. Stad mamy barwne obrazy za analizatorem.
Metoda ta stuzy do pomiaru rozkladu naprezenia w materiatach optycznie
izotropowych na skutek nacisku, wzrostu temperatury, ci$nienia lub naprezen
zamrozonych.

Rysunek 3.3.1. Plastikowy katomierz
widziany w krzyzu polaryzacyjnym.
Barwne WZory Swiadcza
o naprezeniach wewnatrz materiatu;
zrodto Wikipedia, autor Nevit Dilmen,
Creative Commons Attribution-Share

Alike 3.0 Unported
3.4. Ciekte

Wielka kariere¢ we wspotczesnej elektronice uzytkowej zrobity ciekte krysztaty.
Zaczeto si¢ od badan austriackiego fizjologa Friedricha Reinitzera (1888), ktory
zajmowal si¢ wlasno$ciami pochodnych cholesterolu. Reinitzer odkryt
dwustopniowe topnienie benzoesanu cholesterylu. W temperaturze 145.5°C
zwigzek ten topit si¢ do postaci metnej cieczy, a nastgpnie w temperaturze
178,5°C przechodzit do stanu przezroczystej cieczy. Otto Lehmann doszedt do
wniosku, ze faza me¢tna ma uporzadkowane ulozenie czasteczek,
charakterystyczne dla krysztatu, ktore jednak mogg si¢ wzgledem siebie
przemieszczacd, co jest charakterystyczne dla cieczy — stad obecna nazwa ,,ciekte
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krysztaly”. W nastepnych badaniach Reinitzer odkryl, Ze benzoesan cholesterolu
skreca polaryzacje Swiatla (wykazuje aktywno$¢ optyczng). Po tych odkryciach
zaprzestal badan nad cieklymi krysztatami. Przez kolejne osiemdziesiat lat nie
widziano dla nich istotnych zastosowan. Niemniej, pojawiaty si¢ w tym czasie
prace donoszace o odkryciu kolejnych zwigzkow wykazujacych faze
ciektokrystaliczng. Ciekte krysztaly przez wiele dziesiecioleci pozostawaly
tematem badan czystej nauki, cieszacym si¢ raczej niska popularnoscia.

Uporzadkowanie wewnatrz cieklego krysztalu zwigzane jest z asymetrig
w budowie czasteczek. Sa to czasteczki albo bardzo wyciagnigte (dtugie
sztywne prety) albo w ksztalcie ptaskich dyskow. W pewnych warunkach
czasteczki te ukladaja si¢ w okreSlony sposoéb powodujac, ze cata
makroskopowa struktura ma ztamang symetri¢. Stad wynika anizotropia
wlasnosci optycznych, mechanicznych, elektrycznych i magnetycznych takich
cial.

Badania nad cieklymi krysztalami doprowadzity do podziatu ich na dwie
duze grupy, nazywane fazami. Sg to faza termotropowa i faza liotropowa. Fazy
liotropowe s3 specyficznymi rodzajami emulsji, w ktorej porzadek wymuszany
jest albo przez czasteczki cieklego krysztatu, albo przez czasteczki
rozpuszczalnika. Ciekte krysztaly nalezace do fazy liotropowej nie znalazty do
te] pory szerszego zastosowania 1 nie bedziemy si¢ nimi dalej zajmowac.
Krysztaty fazy termotropowej przechodzac w stan ciektokrystaliczny pod
wplywem ogrzewania (stan ten nazywa si¢ mezofazg termotropows).
Benzoesanu cholesterylu, w ktorym Friedricha Reinitzera odkryt faze
ciektokrystaliczng nalezy do tej grupy. Wsrod krysztalow termotropowych
wyrozniamy nast¢pujace podgrupy: fazg smektyczng (3.4.1), nematyczng
(rys. 3.4.2a) ikolumnowg (rys. 3.4.2b) oraz cholesteryczng (rys. 3.4.2C).
W 1962 roku Richard Williams, pracujacy wowczas w laboratoriach RCA
odkryt, ze pod wplywem zewnetrznego pola elektrycznego przylozonego do
cienkiej warstwy nematyka, tworzg si¢ regularne struktury, ktére nazwal
domenami (dzi$ sg to domeny Williamsa). Otworzylo to droge do budowy
prototypu wyswietlacza cieklokrystalicznego. Pierwsze prace w tym kierunku
prowadzone byly przez Georga Heilmeiera. Jednak uzywany przez niego
nematyk para-Azoxyanisole wykazywat faze ciektokrystaliczng w temperaturze
wyzszej niz 116°C — wefekcie pierwsze prototypy wyswietlaczy
ciekltokrystalicznych nie miaty szans na upowszechnienie.
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Rys. 3.4.1. Faza smektyczna -
dtugie czasteczki lub czasteczki
w ksztatcie dysku sa utozone
wzdtuz tego samego Kkierunku.
Moga sie jednak wzgledem siebie
przesuwa¢; zrodto Wikipedia,

autor, Creative Commons
Attribution-Share Alike 3.0
| Unported;

Nematyki wykazujace efekt ciektokrystaliczny w temperaturze pokojowej
i nizszej zostaty odkryte przez ]J. Goldmachera i A. Castaleno (pracujacych
w RCA), w 1966 roku. To odkrycie otworzyto droge ciektym krysztatlom do
praktycznych zastosowan. Na poczatku lat 70-tych ubiegtego wieku,
wyswietlacze cieklokrystaliczne pojawity sie w narecznych zegarkach
elektronicznych. Wraz z pierwszymi masowymi aplikacjami szybko rosta
liczba prac nad wiasno$ciamii technologig ciektych krysztatow.

b c

Rysunek 3.4.2. a) w fazie nematycznej czasteczki utozone sa w warstwy. W kazdej
warstwie uktadaja sie wzdtuz jednego kierunku, prostopadtego do warstwy, jednak
poszczegblne warstwy moga by¢ wzgledem siebie obrécone i przemieszczone;
b) w fazie kolumnowej czgstki w ksztatcie dysku utozone sg wzdtuz kolumn; c) w fazie
cholesterolowej czastki uktadajg sie w warstwy réwnolegle do powierzchni tej
warstwy. Kierunek orientacji czastek obraca sie od warstwy do warstwy; zrdédio
Wikipedia, Creative Commons Attribution-Share Alike 3.0 Unported

Na poczatku lat 90-tych zaczely rozpowszechnia¢ sie wysSwietlacza
ciektokrystaliczne do przeno$nych komputeréw najpierw czarnobiate
a nastepnie kolorowe. Potem rozwdj techniki poszedt bardzo szybko, tak ze
w 2006 roku wolumen sprzedazy telewizorow z wyswietlaczami LCD (od
angielskiego (liquid crystal display; wysSwietlacz cieklokrystaliczny) byt
wiekszy niz telewizorow z lampa kineskopowa (CRT - ang. cathode ray
tube). Rysunek (3.4.3) przedstawia schemat pojedynczej komorki wyswietlacza
cieklokrystalicznego.

Dhuga droga od laboratorium do przemysty cieklych krysztatow dobrze
ilustruje sens badan podstawowych. Odkrycie ciektych krysztatow datuje si¢ na
1888 r. W tym czasie byta to w zasadzie ciekawostka naukowa. Przez kolejne
lata badacze zajmowali si¢ ciektymi krysztatami na zasadzie badania ciekawego
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1 ztozonego zjawiska. Powoli budowata si¢ baza danych zwigzana z wiedza na
temat wilasciwosci ciektych krysztaléw 1 metod badawczych. Rozbudowywata
si¢ roOwniez teoria opisujgca ich wlasciwosci optyczne. Na tym etapie
rygorystyczni praktycy mogliby stwierdzi¢, ze finansowanie tych prac to strata
czasu i pienigdzy. Dopiero w polowie lat 60-tych XX wieku pojawita si¢
wyrazna idea ich zastosowania. Jednak mato kto wowczas przypuszczal, ze
ciekte krysztalty moga wyprze¢ klasyczne lampy kineskopowe (CRT). Patrzac na
pierwsze czarno- biate wyswietlacze (rys. 3.4.4) trudno si¢ temu dziwic.
A jednak, z pozoru nic nie majace praktycznego znaczenia odkrycie z 1888
roku, kiedy jeszcze nie bylo telewizji 1 komputerow, ponad sto lat pdzniej
zrewolucjonizowalo rynek mediow elektronicznych. Bez stopniowej akumulacji
wiedzy przez uczonych, cierpliwie badajacych z pozoru nieuzyteczne zjawisko
ta rewolucja moglaby nie nadejs$¢ lub mocno si¢ op6znic.

Rysunek 3.4.3. Schemat pojedynczej komdrki wyswietlacza ciektokrystalicznego
transparentnego, w stanie wytgczonym (odlaczone napiecie) - z lewej, oraz zataczonej
- z prawej. E; i E; przezroczyste elektrody, P; i P; uktad polaryzator - analizator,
G plytki szklane. W stanie wylaczonym polaryzacja Swiatta zostaje skrecona o 7/2
i Swiatto jest catkowicie przepuszczane przez uklad polaryzator - analizator. W stanie
wilgczonym jednorodnie uporzadkowane czgsteczki ciektego krysztalu nie majg
wptywu na stan polaryzacji przechodzacego $wiatta i Swiatto jest blokowane; Zrédio
Wikipedia, Creative Commons Attribution-Share Alike 3.0 Unported.

Rysunek 3.4.4. Segmentowy czarno biatly
wysSwietlacz  jaki byt  montowany
w zegarkach od pierwszej potowy lat 70-
tych XX wieku. Patrzac na taki wyswietlacz
trudno byto przewidzie¢ ere kolorowych
telewizorow o duzych ekranach
zrealizowanych vA wykorzystaniem
ciektych krysztatow.
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3.5. Aktywnos¢ optyczna

O aktywnoS$ci optycznej juz wspomniatem piszac o polarymetrach (rys. 1.1.9).
Przy przejSciu przez niektére substancje, kierunek $wiatta spolaryzowanego
liniowo ulega skreceniu. Efekt ten nazywamy aktywnos$cig optyczng. Wiemy
juz, ze aktywnos$¢ optyczna zwigzana jest z chiralnoscig czastek (def. TV_3.2.5).
Cukier wytwarzany biologicznie (przez burak cukrowy lub trzcing cukrowg)
sktada si¢ z jednego enancjomeru (def. TV_3.2.6), dlatego spolaryzowane
liniowo $wiatlo przy przejSciu przez wodny roztwor cukru ma skrecony
kierunek polaryzacji. Racemat cukru (mieszanina lewo i prawo skretnego
enancjomeru cukru w réwnych proporcjach) nie skrgca kierunku polaryzacji.
Przyjrzymy si¢ blizej zjawisku aktywnosci optyczne;.

Aktywno$¢ optyczng odkryl w 1811 roku francuski fizyk Dominique
Arago, ktory zaobserwowal skrecenie kierunku polaryzacji $wiatla przy
przejsciu przez ptytke wycietg z krysztatu kwarcu. W tym samym czasie J. Biot
zaobserwowal podobne efekty w niektérych cieczach 1 ich parach. Biot rozréznit
rowniez materialy prawo 1 lewo skretne (skretno$¢ okreslamy patrzac
w kierunku zrodta). W 1822 angielski astronom John Herschel doszedt do
wniosku, ze w przypadku krysztaldow skretnoS¢ optycznie aktywnych
materialéw zalezy od orientacji sieci krystalicznej. Cz¢$¢ krysztalow wystepuje
w dwodch formach lewo lub prawo skretnej (rys. TV_3.2.12).

Podejscie mikroskopowe do zjawiska aktywnosci optyczne; wymaga
odwotania si¢ do elektrodynamiki klasycznej, a petlna teoria opiera si¢ na
mechanice kwantowe;j. Jednak jak juz zapewne si¢ zorientowate$ zanim dojdzie
do opisania tego czy innego zjawiska za pomoca wielkich teorii ludzie radza
sobie za pomocg mniejszych konstrukcji, ktore pozwalaja na budowanie mniej
uniwersalnych, ale catkiem skutecznych modeli. Wielkie teorie powstaja jako
synteza wielu drobniejszych kroczkow. Zbudujemy teraz matg teori¢ aktywnosci
optycznej. Nie bedziemy jednak szli drogg historyczng. Nasza teoria ma warto$¢
dydaktyczng. Nie ma si¢ na co tu obraza¢, dobra teoria dydaktyczna jest cennym
nabytkiem na drodze poznawania regut przyrody a wielu uczonych, po cichu,
dalej korzysta z teorii dydaktycznych, gdyz sg one dla danej grupy problemdw
przyjazniejsze od tych ogdlnych. Pamigtasz co pisatem o Archimedesie (§DB 4).
Najpierw obliczal pola za pomocg metody niepodzielnych (ktéra ma charakter
teorii dydaktycznej), a nastgpnie, kiedy juz wiedzial jak si¢ rzeczy majg, to
dowodzit swych wynikow z pomoca metody wyczerpywania, ktora jest
trudniejsza w uzyciu ale za to Scista. Nie oznacza to jednak, ze operowanie
teorig ogo6lng jest niepotrzebne. Bywa, ze teoria dydaktyczna myli sig,
w pewnych aspektach badanego zjawiska. Analiza z punktu widzenia teorii
ogolnej uwidacznia takie pulapki, jak réwniez pokazuje mozliwosci ukryte
przed teorig dydaktyczna.

Teoria, ktorg tu przedstawi¢ zostala zaproponowana przez Fresnela
w 1825 roku. Wiemy, ze liniowo spolaryzowane $wiatlo mozemy przedstawic

39



Jan Masajada © — 45 tematdw z fizyki

jak superpozycje dwodch ortogonalnych polaryzacji kotowych lewo i prawo
skretnej L 1 R. Wynika to z teorii sktadania drgan harmonicznych (TVIII 2.2),
a sprawe omowie doktadnie w rozdziale (V). Fresnel przyjat, ze w substancjach
aktywnych optycznie, obie sktadowe poruszaja si¢ z rozng predkoscig. Rysunek
(3.5.1) pokazuje, ze suma dwoch przeciwbieznych polaryzacji kotowych daje,
jako wypadkowa polaryzacj¢ liniowg. Z rysunkow (3.5.2) 1 (3.5.3) widac
rowniez, ze jezeli jedna ze skladowych polaryzacji opdznia si¢ fazowo
w stosunku do drugiej (to znaczy jedna skladowa propaguje si¢ wolniej niz
druga), to kierunek polaryzacji liniowej zmienia sig.

a b c d/_\

3.5.1. Zielony wektor (fazor) reprezentuje skltadowa spolaryzowang lewoskretnie,
czerwony prawoskretnie, a niebieski fazory wypadkowy: a) stan poczatkowy, oba
fazory sa w fazie; b) chwila p6zniej oba fazory odeszly od osi x w przeciwne strony.
Fazor wypadkowy zachowuje kat, ale ulegt skréceniu; c) kolejny moment, w ktory
fazory sktadowe sumuja sie do zera; d) kolejny moment, fazor wypadkowy zachowuje
kierunek ale ma teraz przeciwny zwrot w stosunku do sytuacji przedstawionej na
rysunku (a) i (b). Wida¢, ze wypadkowy fazor reprezentuje polaryzacje liniowa.

a b C d

Rysunek 3.5.2. Na osrodek aktywny optycznie pada $wiatto spolaryzowane liniowo.
W tym os$rodku sktadowa lewoskretna odczuwa wiekszy wspotczynnik zatamania niz
sktadowa prawoskretna ng>n;. Oznacza to, ze w pewnej odlegto$¢ z od granicy tego
osrodka, gdy fazor czerwony powrdci do punktu wyjscia fazor zielony bedzie go
wyprzedzat o jaki§ kat « (a). Dalej niech $wiatto leci poza os$rodkiem aktywnym
optycznie (np. w powietrzu), co oznacza, ze z=d, gdzie d jest gruboscig osrodka.
W kazdej nastepnej chwili kat o jaki fazor zielony wyprzedza fazor czerwony bedzie
rowny katowi a. W efekcie w kolejnych chwilach, pokazanych na rysunkach (b, c, d)
wypadkowy fazor bedzie miat ten sam kierunek, a wypadkowa polaryzacja bedzie
polaryzacja liniowa. Jednak kierunek wyjsciowej polaryzacji liniowej bedzie rézny o kat
a, w stosunku do kierunku wejsciowego. Dla ng>n;, kierunek polaryzacji liniowej obréci
sie w prawo.
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CHCLCIS,

Rysunek 3.5.3. Przypadek analogiczny do pokazanego na rysunku (2.2.8), z tym ze
n;>ng. Kierunek polaryzacji liniowej obraca sie w lewo.

Dla przypadku, gdy wspodiczynnik zatamania dla sktadowej polaryzacji
prawoskretnej jest wiekszy niz dla sktadowej polaryzacji lewoskretne; ng>n,,
kierunek polaryzacji Swiatla bedzie si¢ obracat przeciwnie do biegu wskazowek
zegara (rys. 3.5.2). Gdy n_>ng, kierunek polaryzacji bedzie Swiatla bedzie si¢
obracal zgodnie z ruchem wskazowek zegara (rys. 3.5.3).

Aby pokaza¢, ze rozklad liniowej polaryzacji na dwa kotowe komponenty
ma sens fizyczny, a nie tylko matematyczny, Fresnel rozdzielit obie sktadowe
polaryzacji kolowej wykorzystujac przyrzad pokazany na rysunku (3.5.4)

s

| o—
g |

Rysunek 3.5.4. Przyrzad Fresnela sktada sie z pryzmatéow wycietych z lewo i prawo
skretnych krysztatow kwarcu, sklejonych tak jak na rysunku. Przy takie konstrukeji na
granicach pryzmatéw lewo i prawo skretna skltadowe $wiatla spolaryzowanego
liniowo (na wej$ciu do pryzmatu) odchylajg sie w przeciwne strony, co prowadzi do
rozdzielenia obu wigzek na wyjsciu. Przyrzad ten nazywamy ,ztozonym pryzmatem
Fresnela”.

Dotarlismy do miejsca, w ktérym dalszy sensowny wyktad z polaryzacji,
wymaga wiece] narzedzi matematycznych. Nastepny rozdzial poswigcony
bedzie teorii macierzy. Przy okazji pokazg, prawdziwie mozliwosci metody
ABCD, ktorg wprowadzitem w (§TXI 3.4).
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4. Matematyczna przerwa na macierze

Mam nadzieje, ze z pojeciem macierzy si¢ juz oswoites, bo bedziemy si¢ z nimi
czgsto spotykac. W (§TXI 3) przedstawitem wykorzystanie macierzy do
rozwigzywania problemow z optyki geometrycznej. Tu chce zaprzac je do pracy
przy opisie propagacji $wiatta spolaryzowanego. Zanim do tego przystapi¢
musz¢ uzupetni¢ nasze zasoby wiedzy o rachunku macierzowym. W tym
uzupelianiu pomocne bedzie przypomnienie sobie tego co o macierzach juz
wiemy, z dodatku (DE) oraz z wstepu do teorii przestrzeni wektorowych
(§TIV 3.1).

Macierze kwadratowe mozemy traktowac jako operatory przeksztalcajace
jeden wektor w drugi (oba wektory naleza do tej samej przestrzeni wektorowej
V). Powiedzmy, ze mamy przestrzen wektorow V, o wymiarze 3 nad ciatem
liczb rzeczywistych. Zapisujac wspotrzedne wektora w postaci kolumny
mozemy przeksztalci¢ go w inny wektor za pomocg macierzy 3x3

a, ad, a3V a;, Vv, +ap,V, + a5V, vV, 4.1
Ay 8y Ay ||V [T AVt ayV, ta,V; =V,

a31 a32 a33 V3 a3lvl + a32v2 + a33v3 v 3

Jak wida¢ z powyzszego primowane wspotrzedne nowego wektora mozna
otrzymac z wspotrzednych starego wektora poprzez dziatanie macierzy A.

d; dp 41a
A=lay a, ay

83 dy g
Ogolnie fakt ten zapisujemy
v'=Av 4.2

Otrzymane przeksztatcenie jest liniowe (co tatwo udowodnic), to znaczy, ze
jezeli i fsg liczbami (mogg to by¢ liczby zespolone), to

AV + pw)=aAv + fAW 43

Bez trudu mozna powyzsze wyrazenia uogdlni¢ na przestrzen wektorowa
dowolnego wymiaru. Oczywiscie dla przestrzeni o wymiarze N macierz
przeksztatcenia jest macierzg o wymiarze NXN.

Przypominam, ze w (§TIV 3.1) trafiliSmy na podobne wyrazenia. Na
przyktad wzor (TIV 3.1.26) opisywat relacje migedzy wspodtrzednymi wektora
w dwoéch réznych bazach. Formalnie jest to ten sam ksztalt wzoru co (3.1), ale
jego znaczenie matematyczne jest inne. Wzor (4.1) opisuje zmiang
wspotrzednych jednego wektora na wspotrzedne innego wektora. Oba wektory
muszg mie¢ wyrazone wspotrzedne w tej samej bazie. Wzor (TIV 3.1.26)
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opisuje wspotrzedne tego samego wektora w dwoch réznych bazach. Teraz
skupiamy si¢ na pierwszym przypadku, to jest na operacji przeksztatcania
jednego wektora w inny wektor poprzez dziatanie na jego wspoirzedne.

Macierz przeksztalcenia liniowego A moze dziala¢ na dowolny wektor
z danej przestrzeni wektorowej. Powiedzmy zatem, Zze w wyniku dziatania
macierzy A na dwa wektory v iw otrzymujemy ten sam wektor c, wtedy,
korzystajac z liniowosci (4.3) mamy
Av-Aw=A(V-w)=c-c=0=>Vv-w=0=>Vv=w 44
Wynika z tego, ze dwa rozne wektory nie moga, poprzez przeksztatcenie
liniowe (4.2) przeksztalci¢ si¢ w ten sam wektor. Stowem operator macierzowy
A tasuje wektory przestrzeni wektorowej, na ktorg dziata. Jest jednak jedno
zastrzezenie. Niech macierz A ma postac

0 0 0 4.5
A=la, a, ay
A Ap Ay
Wtedy
0 0 O0]v 0 VY 46

Ay 8yp 8y (| Vo [F| AyVi T AV, T8,V |=| V)
a31 a32 a33 V3 a31\/1 + a32v2 + a33v3 v '3
Jakakolwiek bedzie wspotrzedna v, wektora v, to zawsze w wyniku otrzymamy
v1=0. Mozemy teraz wzig¢ dwa wektory roznigce si¢ wspoétrzedng vi i po
przeksztalceniu macierza (4.5) otrzymamy ten sam wektor. Z (TIV 3.1.26)
wiemy, ze tak si¢ dzieje gdy wyznacznik macierzy A jest rowny zeru. Oznacza
to, ze jednoznacznosci przeksztatcenia liniowego wektorow ma miejsce wtedy,
gdy macierz tego przeksztatcenia jest niecosobliwa (jej wyznacznik jest rozny od
zera). Gdy jeden z wierszy macierz jest wypelniony zerami tak jak to ma
miejsce w przyktadzie (4.5), to wszystkie przeksztalcane wektory gubig jedng
wspotrzedng. Macierz osobliwa redukuje wymiar przestrzeni wektorowe;.
W naszym przyktadzie wszystkie wektory, po przeksztalceniu macierzg
osobliwg (4.5) zamieszkujg przestrzen dwuwymiarows.
Przeksztatcenie odwrotne do przeksztatcenia A definiujemy w oczywisty
sposob

Definicja 4.1: przeksztalcenie odwrotne do operatora liniowego A

Przeksztatcenie liniowe przestrzeni wektorowych A nazywamy przekRsztatceniem
odwrotnym do przeksztatcenia liniowego przestrzeni wektorowych A, gdy

Av=w=A'w=v 4.7
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Nie kazde przeksztatcenie liniowe ma przeksztalcenie odwrotne

Twierdzenie 4.1: Istnienie przeksztalcenia odwrotnego do
przeksztalcenia liniowego A

Przeksztatcenie liniowe A ma przeRsztatcenie odwrotne gdy

VW= AV AW 4.8

Inaczej rzecz ujmujac wyznacznik macierzy A musi by¢ rozny od zera.
Z powyzszego wynika bezposrednio ze

AAV=v=AAT=A"A=] 4.9

| jest macierzg jednostkowgq, to znaczy, ze macierz przeksztalcenia odwrotnego
do przeksztatcenia reprezentowanego przez macierz A jest macierzg odwrotng
do macierzy A.

Macierz A interpretujemy jako macierz przeksztatlcenia wektorow
w wektory. Ogolnie (nie odwotujac si¢ do wspotrzednych) mozemy postugiwaé
si¢ wzorem (4.2). Wtedy o obiekcie A nie mowimy macierz, tylko operator
liniowy. Macierz jest reprezentacja operatora liniowego W danej bazie. To
znaczy, ze zeby napisa¢ operator liniowy A W postaci macierzowej (4.1a)
musimy w danej przestrzeni wektorowej wybrac baze.

Zbadamy jak zmienia si¢ reprezentacja macierzowa operatora
przeksztatcenia liniowego przy zmianie bazy w przestrzeni wektorowej V.
Rozumowanie bgde prowadzil dwutorowo na wzorach ogoélnych 1 dla przypadku
dwuwymiarowego. Niech zbiory wektorow {ei} i {e';} sa dwiema bazami
przestrzeni wektorowej o wymiarze N. Macierz A dziata na wybrany wektor
bazowy w nastepujacy sposob

a11 alN 0 aii
1= a,
ay, ¢ foay 0] |ay

W przypadku dwuwymiarowym mamy dwa wektory bazy, zatem
a, a12}|:1:|:{a11} lub |:a11 a5, |:O}:|:a12} 4.10a
_a21 a22 O a21 a21 a22_ 1 a22
Mozemy ogodlnie zapisac
N
Ae; = Z €y
k=

Dziatanie macierzy A na wektor bazowy ilustruje rysunek (4.1.1a). W bazie
primowanej wspotrzedne wektora e; i macierzy operatora liniowego A ulegna

4.11
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zmianie (oznaczamy je primami), cho¢ zmiana bazy nie zmienia ani wektora ani
operatora, tylko jego reprezentacjg.

w=Ag, \ a
_A 7 W=Ae1=a11e1+az1ez
We--m- Wie
X W
: ‘\\ e2 »
\ -~
AN W\ -
AN 5 €,
: \ \\ \a1
= > e L >
€, ~ "~ ay é €,
- \ 2
_ -~
~ \

Rysunek 4.1.1. a) llustracja dziatania operatora A na wektor ei. Wektor e przechodzi
w wektor w. Wektor e; jest tozsamy z elementem bazy jednostkowej e1 i jako taki ma
wspétrzedne (1,0). Dziatanie operatora A w tej bazie dane jest przez liczby a;; i az:. Jak
wida¢ z rysunku liczby a;; i az;: sa jednocze$nie wspotrzednymi wektora w. Zatem
kolumna macierzy A pokazuje jak wygladaja wspoétrzedne wektora bazy po
przeksztatceniu liniowym danym macierzg A, przy czym n-ta kolumna reprezentuje
wspotrzedne n-tego wektora bazy; b) W innym (niebieskim uktadzie wspéirzednych)
ten sam wektor bazy e: ma inne wspotrzedne (aj,az). Nie jest on juz wektorem bazy.
Wektory nowej bazy narysowane sg na niebiesko. W nowej bazie ten sam operator A
dziata na e1 w taki sam sposéb; ten sam operator dziatajac na ten sam wektor da ten
sam wektor w. Ale w nowych wspéirzednych jego dziatanie jest opisane przez nowe
wspétrzedne aji; i az;, ktére na rysunku wyrédznione sg innym kolorem.

W nowej bazie dziatanie tego samego operatora na ten sam wektor wyrazi si¢
wzorem (ograniczg si¢ do zapisu dwuwymiarowego)

R S
a21 a22 O a21 a21 a22 1 a22
Co przedstawia rysunek (4.1.1b). W skrocie wzor (4.12) zapisze tak
N
A’ =) ae 4.13
k=1

Podkresle, ze wzory (4.11 i 4.13) opisuja przeksztalcenie tego samego e;
wektora bazy przez ten sam operator liniowy A, ale w roznych bazach. Niech B
bedzie macierzg przejscia od bazy {e;} do bazy {e'i}. We wzorze (TIV 3.1.21)
oznaczatem taka macierz przez A, ale tu litera A zarezerwowana jest dla
macierzy reprezentujgcych operatory liniowe, dlatego uzytem litery B. Zgodnie
z wzorem (TIV 3.1.21), mozemy kazdy wektor bazowy €'} wyrazi¢ przez
wektory bazowe {e;}
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N
e’ =h e+ +he, :Zbijei 4.14
i=1

Prawa strona (4.14) ma takg samg posta¢ jak prawe strony (4.11) i (4.13).
Oznacza to, ze macierz przej$cia migdzy bazami {e;} i {€';} moze by¢ rowniez
interpretowana jako macierz reprezentujaca operator liniowy dziatajacy na
przestrzeni wektorowej V, zgodnie z wzorem

N

e’y = be,=Be 4.15
i=1

Wstawiajac (4.15), za e'; do lewej strony (4.13) mam

N N N N N N
Ae’, =Za'kje'k :Za'kj Be, =Za'kj2bikei :Z( bika'kjjei 4.16a
k=1 k=1 k=1 i=1 k=1

Z drugiej strony, ponownie korzystajac z (4.15) mam

N N N N N
Ae'| = Zbijek = Zakj Zbikei = Z( a, b, jei 4.16b
k=1 k=L i k=1

Poniewaz wektory bazy sg liniowo niezalezne, z poréwnania (4.16a) i (4.16b)
mamy

N N 4.17
Zalkbkj = Zblkalkj
k= k=1
W postaci macierzowej ostatnia rownos¢ przyjmie ksztatt
4.18

AB=BA'= A'=B"AB
Wyrazenie (4.18) okresla szukany wzoér na postaé macierzy przeksztalcenia
liniowego A’ w bazie primowanej {e’i}, gdy znana jest jego posta¢ A w bazie
nieprimowanej {ej}, a macierz B jest macierzg przejscia od bazy nieprimowanej
do bazy primowanej.

Definicja 4.2: Macierze podobne

Méwimy, zZe macierz A jest podobna do macierzy A, jesli istnieje taka macierz
odwracalna B, zZe zachodzi (4.18).

Podobienstwo macierzy jest pojeciem ogolnym. W kontekscie przeksztalcenia
liniowego to, ze dwie macierze sa podobne oznacza, ze sg reprezentacja tego
samego przeksztatcenia liniowego wektorow w dwoch roznych bazach.

Fakt 4.1:
Macierz podobne reprezentujg, w rdoznych bazach, ten sam operator liniowy

Dla macierzy podobnych zachodzi uzyteczne twierdzenie
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Twierdzenie 4.2: O wyznacznikach macierzy podobnych
Jezeli B i C sq macierzami podobnymi to detB=detC
Latwo jest to udowodni¢. Poniewaz B 1 C sg podobne, to istnieje taka

nieosobliwa macierz A, ze C=A"BA. Korzystajac z faktu, ze wyznacznik
iloczynu macierzy jest rowny iloczynowi wyznacznikdéw 0raz wzoru mamy

4.19
detC =det A'BA =det A" det Adet B =detB

Uzyteczng wielko$cig charakteryzujacg macierze jest ich $lad.

Definicja 4.3: Slad macierzy A

Sladem macierzy Kwadratowej A nazywamy sume wartosci jej elementéw
diagonalnych

Dla macierzy kwadratowej o N wierszach zapisujemy to tak

TrA = ZN:a“

i=1

4.20

Oznaczenie Tr pochodzi od angielskiego stowa ,trace” (Slad). Dla $ladu
macierzy podobnych zachodzi

Twierdzenie 4.3: Slad macierzy podobnych
Jezeli B i C sq macierzami podobnymi to TriB=TrC

Stosunkowo prosty dowod tego twierdzenia mozna znalez¢é w kazdym
podreczniku algebry liniowej. Z twierdzen (4.2) i (4.3) wynika, ze S$lad
I wyznacznik nie zaleza od wyboru bazy, w ktorej obliczamy wspotczynniki
macierzy  reprezentujacej przeksztalcenie liniowe  wektorow.  Zatem
I wyznacznik i §lad reprezentujg wiasciwosci odwzorowania liniowego.

Fakt 4.2.
Slad i wyznacznik macierzy nieosobliwe]j reprezentujacej dany operator liniowy A nie
zalezy od wyboru bazy, co oznacza, ze i $lad i wyznacznik charakteryzujg ten operator

Masz moze juz do$¢ matmy? O nie mdj drogi za dobrze nam idzie.
Proponuj¢ przerwe na pige¢ przysiadow i jeszcze trochg¢ matematycznego
wysitku. Wprowadzony tu formalizm bedzie bardzo uzyteczny.

4.1. Wartosci wlasne

Wartosci wilasne to jedno z podstawowych poje¢ rachunku macierzowego.
Krotkie wprowadzenie do tego tematu zaczne od definicji warto$ci wlasnych,
ale od razu dla operatora liniowego. Poniewaz operatory liniowe
reprezentowane sg przez macierze od razu wida¢ jak przestawi¢ ta definicje
Z operatorOw na macierze
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Definicja 4.1.1: Warto$¢ wlasna operatora liniowego A

Wartoscig wtasng operatora liniowego A jest taka liczba (skalar), ze dla pewnego
niezerowego wektora v spefnione jest rownanie

Av = Av 4.1.1.
Idac za ciosem zdefiniuje wektory wlasne

Definicja 4.1.2: Wektor wlasny operatora liniowego A

Niech A jest wartosciq wtasng operatora liniowego A, wtedy wektor v spefniajqcy
rownanie (4.1.1) nazywamy wektorem wtasnym tego operatora

Rownanie (4.1.1) oznacza, ze dla danego przeksztalcenia liniowego A
wyszukujemy takie wektory z przestrzeni liniowej V, ze dziatanie tego
przeksztalcenia na te wektory sprowadza si¢ do mnozenia tegoz wektora przez
liczbg. Stowem wektory nie zmieniajg kierunku, pod wpltywem dzialania
operatora A (ale moga zmieni¢ zwrot gdy warto§¢ wtasna jest ujemna).

Powiedzmy, ze dla danego odwzorowania liniowego i1 danej wartosci
wlasnej A istnieje N wektoréow wiasnych, vy, ... ,vy. Wtedy kombinacja liniowa
tych wektorow jest tez wektorem wlasnym

AoV, + -+ V) =AY, +-+ AV = A (v, +-+a vy ) 412

Definicja 4.1.3: Geometryczna krotno$¢ wartosci wlasnej

Geometryczng Rrotnosciq wartosci wtasnej nazywamy liczbe liniowo niezaleznych
wektorow wiasnych nalezqcych do tej wartosci wtasnej

Skoro zajmujemy si¢ wartoSciami wlasnymi, to muszg mie¢ one jakie$ istotne
znaczenie dla fizyki. Zatem nie powinny zaleze¢ od wyboru bazy w jakiej
reprezentujemy, przez odpowiednig macierz, dany operator liniowy. Jak mozna
si¢ domysle¢ zachodzi nastepujace twierdzenie

Twierdzenie 4.1.4: Wartosci wlasne macierzy podobnych

Macierze podobne majq te same wartosci wilasne. Wartosci wiasne macierzy
podobrych majq tq samq geometryczng Rrotnos¢

Oczywiscie na domystach w matematyce nie konczymy, a prosty dowod tego
twierdzenie dostepny jest w kazdym podregczniku algebry liniowe;.
Obliczg warto$¢ wlasne macierzy diagonalne;j

ﬂll O 0 Vl Vl
0 B, O = 2|V, 4.1.3
0 0 4y Vs

Po wymnozeniu tej macierzy przez wektor mamy trzy rownania na wartosci
wlasne

vV
Vs
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ﬂllvl = ;tvl 4.1.4
ﬂzzvz = /Wz
ﬂssvs = /1V33

Stad jasno wynika, ze elementy macierzy diagonalnej sg jej wartoSciami
wlasnymi

A =Py 4.15
A =P
Ay =Py
Tym wartosciom wlasnym odpowiadajg trzy wektory wiasne o wspotrzednych
A 0 0 416
A=>10 4=V, 4—>|0
0 0 v,
Fakt 4.1.1:

Wartosci witasne macierzy diagonalnej s3 wartosciami jej diagonalnych
wspotczynnikdw

Wida¢ z tego, ze jezeli znajdziemy metode diagonalizacji macierzy, to
znajdziemy latwy sposdb obliczania jej wartosci wlasnych. Dlaczego? Pomysl
diagonalizacja oznacza zmiang¢ wartos¢ wspotczynnikdw macierzy, czyli zmiang
bazy, w ktorej ta macierz obliczamy. Intepretujgc macierze jako reprezentacje
operatora liniowego mamy ten sam operator w dwoéch bazach, przy czym
w jednej z nich macierz operatora jest diagonalna. Obie macierze reprezentuja
ten sam operator liniowy, muszg by¢ wigc macierzami podobnymi, ktore na
mocy twierdzenia (4.1.4) maja te same wartosci wiasne. Przeksztalcenie
macierzy operatora liniowego do postaci diagonalnej oznacza, ze istnieje baza,
w ktorej dziatanie macierzy tego operatora na wektor sprowadza si¢ do
mnozenia wspotrzednych tego wektora przez kolejne wartosci wlasne tego
operatora. Odpowiada to znalezieniu takiej bazy, dla ktérej dany wektor wlasny
jest rownolegly do jednego z wektorow bazowych. Znalezienie postaci
diagonalnej macierzy danego operatora (jezeli taka postac istnieje) znacznie
upraszcza rachunki. Przyktadem takiego uproszczenia jest nastepujace zadanie.
Mamy operator liniowy A. Jak wyglada n-krotne dziatanie tego operatora na
wektor? Takie n-krotne dzialanie operatora mozemy reprezentowaé jako n-
krotne mnozenie macierzy A reprezentujacej ten operator. Mozemy to
potraktowac¢ jak obliczenie n-tej potegi macierzy A.
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&, a, ag|
A"=la, a, a, 4.1.7
a31 a‘32 a‘33

Dla duzego n i duzej macierzy jest to powazne zadanie obliczeniowe, chyba ze
uda si¢ nam znalez¢ macierz diagonalng A i macierz przeksztatcenia B, taka ze
zachodzi (4.19), wtedy mamy

n

A"=(B'AB) =B'ABB'B---B'AB=BA"B 418

Kiedy znamy macierz B zmiany wektoréow bazy, to obliczenie n-tej potegi
macierzy A staje si¢ proste. Zauwaz, ze

A 0 0F A4 0 0 4.1.9
0 4 0[=[0 A 0
0 0 4 0 0 A

Potegowanie macierzy diagonalnej sprowadza si¢ do obliczenia potgg jej
diagonalnych wyrazoéw. Po obliczeniu potegi macierzy diagonalnej, korzystajac
z ostatniego wyrazu w (4.1.8) mozemy obliczy¢ n-ta potege macierzy A.

Jak znajdowac warto$ci wlasne macierzy A? Réwnanie (4.1.1) przepisze¢
W postaci

(A—ADv=20

| jest macierza jednostkowa. Wyrazenie to mozna intepretowaé jako uktad
réwnan liniowych. Uklad ten ma rozwigzanie gdy

det|(A — AD)| = 0

W postaci jawnej wyrazenie (4.1.11) jest dla macierzy A o wymiarze nxn
wielomianem stopnia n. Tak otrzymane rownanie wielomianowe nazywa si¢
rownaniem  charakterystycznym  (wiekowym). Rozwigzanie  rdwnanie
charakterystycznego ze wzgledu na A, pozwala na obliczenie warto$ci wtasnych

n

4.1.10

4.1.11

Definicja 4.1.4: Réwnanie charakterystyczne (wiekowe)

Réwnanie charakterystyczne macierzy A zdefiniowane jest wzorem (4.1.11)

Dygresja 4.1.1.
Ograniczytem sig tu do macierzy 3x3. Ale te same rachunki moZna wyRonal dla macierzy
o dowolnym rozmiarze NxN, wigc traktuje powyzsze wyniki jako ogolne.

Dla przyktadu oblicze wartosci wlasne macierzy

10—1‘

a=l1 2 1 4.1.12

2 2 3
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Réwnanie charakterystyczne ma postacé

1-12 0 -1
detl 1 2-2 1 ]=o:>(3—/1)(2—3/1+,12)

) 3_ 1 4.1.13

o |

Rownanie to ma trzy rozwigzania
/11=1, /12=2, 13=3
Dla A; rownanie (4.1.1) przyjmie postaé

1 0 —-11[" (%1
1 2 1||vz|=1|w 4.1.15
2 2 311lvs U3

Stad mamy uktad trzech rownan

4.1.14

U1+2v2+v3=v2$v1+v2+v3=0 4116

{ Ul_v3='v1$v3=0
201 +2v, +3v3 =32V, +V, + V3 =0

Rozwigzaniem tego uktadu jest wektor o wspotrzednych vi{-a,a,0}, gdzie a jest
niezerowg liczbg rzeczywista. Liczba a nie moze by¢ zerem, gdyz wektor v
w rownaniu (4.1.1) nie moze by¢ wektorem zerowym. Dwie pierwsze
wspotrzedne wektora wlasnego nie sg konkretna liczbg. Otrzymalismy warunek,
ze wspotrzedne te nie mogg by¢ zerowe 1 musza by¢ liczbami o przeciwnych
znakach. Dwa ostatnie rownanie uktadu (4.1.16) nie chca nic wigcej na ten
temat powiedzie¢. Dla A, wspotrzedne wektora wilasnego otrzymujemy
w podobny sposob; wynosza one V,{-2,1,2}, a dla 43 — v5{-1,1,2}.

Pozostaje nam odpowiedzie¢ na pytanie: Czy wyliczenie warto$ci
wlasnych jest réwnowazne ze stwierdzeniem, Zze macierz mozna
zdiagonalizowa¢. Niestety, nie jest to takie proste. Istnieje wazna klasa
macierzy, ktére mozna zawsze zdiagonalizowa¢, sa to macierze symetryczne,
czyli takie, ktore sag rowne wilasnej transpozycji.

Definicja 4.1.5: Macierz symetryczna
Macierz Rwadratowa jest macierzq symetryczng, jeZeli wyrazy pofozone

symetrycznie wzgledem przekgtnej sq rowne

4.1.17
aij = qji

Latwo pokaza¢, ze jezeli macierz A jest symetryczna, to jest rowna swojej
transpozycji

A= AT 4.1.18
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Twierdzenie 4.1.5: Diagonalizowalno$¢ macierzy symetrycznych

Macierz symetryczna jest macierzq diagonalizowalng

Gdy macierz ma wspolczynniki zespolone wyrdzniamy nadto klas¢ macierzy
hermitowskich

Definicja 4.1.5: Macierz hermitowska
Macierz kwadratowa jest macierzq hermitowskg, gdy jej wspétczynniki spetniajq

zwiqzek,

. 4.1.19
ajj = 4
Gdzie gwiazdka oznacza wyraz sprzezony (def. DD 1.8). Symetryczne macierze
rzeczywiste sg rowniez macierzami hermitowskimi. Zatem macierze
hermitowskie to macierze, dla ktorych spetniona jest zaleznos¢

£\ T
A=(A") =A'
To znaczy, ze macierz jest hermitowska gdy jest rowna swojemu sprzezeniu

zespolonemu i transpozycji. Te dwie operacje ujmujemy jednym symbolem
krzyzyka.

4.1.20

Twierdzenie 4.1.6: Diagonalizowalno$¢ macierzy hermitowskich

Macierz hermitowska jest macierzq diagonalizowalng

Zauwaz, ze ze wzoru (4.1.19) i faktu (4.1.1) wynika, ze wyrazy diagonalne
muszg by¢ rzeczywiste. Oznacza to, ze

Twierdzenie 4.1.7: Wartosci wlasne macierzy hermitowskich

Wartosci wtasne macierzy hermitowskich sq rzeczywiste

Pokaza¢ mozna rdéwniez, ze macierze symetryczne o wspdlczynnikach
zespolonych, w postaci diagonalnej maja na przekatnej wyrazy rzeczywiste.

Tyle na razie, jezeli chodzi o teori¢ operatorow liniowych i1 macierzy.
Czas na praktyke.

4.1.1. Mathematica

Dla pakietow matematycznych obliczanie warto$ci wiasnych macierzy nalezy
do standardowych opcji. Zagadnienie obliczania warto$ci 1 wektorow wlasnych
w wysokiej klasy pakietach, takich jak Mathematica, potraktowane jest
z nalezytg uwagg. Oferowane procedury sg szybkie i doktadne. Ta druga cecha
jest wazna, ze wzgledu na fakt, ze przy wielu zagadnieniach zwigzanych
Z obliczaniem warto$ci wlasnych bledy numeryczne mogg okazac si¢ istotnie
duze. Jak zwykle skorzystam tu z okazji do uwagi dydaktycznej. Kiedy schodzi
si¢ z dobrze wydeptanych $ciezek na jakich bazuja szkolne lub studenckie
przyktady mozna si¢ natkna¢ na pulapki, o ktorych mato (jezeli w ogole) mowi
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si¢ w szkole lub na studiach. W takiej sytuacji nie wystarczy oprogramowanie.
Trzeba jeszcze dobrze zna¢ rozwigzywany problem I ograniczenia uzywanego
oprogramowania. W przypadku obliczania wartosci wlasnych macierzy trzeba
mie¢ na uwadze potencjalne btedy numeryczne, co wigze si¢ z jakos$ciag
uzywanych pakietow, lub algorytmoéw uzytych do napisania wtasnych procedur.

Dla przyktadu oblicze wartosci wlasne 1 wektory wilasne dla macierzy
(3.1.12). Zauwaz, ze wartoSci wilasnej 1, Mathematica przypisata wektor
0 wspotrzednych {-1,1,0}, zamiast {-a,a,0}, jak to uczynitem z (3.1.16).
Mozemy jednak wektor wlasny przemnozy¢ przez dowolng liczbe i dalej
pozostanie wektorem witasnym, cho¢ odpowiadajacym innej warto$ci wilasne;.
Mathematica wycigga z rozwigzania wspolny czynnik przed nawias przez co
otrzymujemy wektor {-1,1,0} i podaje wynik bez czynnika przed nawiasem.
Komputer szybko liczy, ale uzytkownik musi rozumie¢ wynik.

Eigensystem[{{1,0,-1},{1,2,1},{2,2,3}}] | Eigensystem jest instrukcja do
/Il MatrixForm obliczania wartosci  wilasnych
| wektorow wiasnych;
//MatrixForm nakazuje napisac
wynik w postaci macierzowej
3 2 1 Wynik — w pierwszym rzedzie
({—1,1,2} {-2.1,2} {-1,1,0}} wartosci  wlasne, w  drugim
odpowiadajace  im  wektory
wlasne

M.4.1.1. Przyktadowe obliczanie wartosci wlasnych w pakiecie Mathematica

4.2. Przyklad

Powrdce do optyki geometrycznej w ujeciu  macierzowym. Jak juz
wspominatlem w (§TXI 3) nie wykorzystatem pelnej mocy metody macierzowe;.
Majac narzedzia omoéwione wyzej moge wam tg moc pokazaé. Zrobi¢ to na
waznym przyktadzie.

Lasery gazowe potrzebuja rezonatorow, ktore potrafig uwiezi¢ w swym
wnetrzu $Swiatto. W najprostszym ujeciu rezonator laserowy to dwa zwierciadta
Z1 1 Z2 ustawione powierzchniami odbijajacymi do siebie (rys. 4.2.1).
Zwierciadto Z2 jest polprzepuszczalne, tak ze niewielka czes¢ energii $wiatla
wyptywa na zewnatrz, a pozostala cz¢s¢ odbija si¢ 1 jest uwieziona w objetosci
rezonatora. Jezeli os$rodek aktywny (zwykle mieszanina gazow) wewnatrz
rezonatora zostaje pobudzony do s$wiecenia to wyemitowane $wiatlo jest
magazynowane przez rezonator przez co zwigksza si¢ gesto$¢ promieniowania
wewnatrz wneki rezonatora, az do momentu kiedy akcja laserowa moze
zachodzi¢ stabilnie. Po osiagnigciu punktu stabilnej pracy gesto$¢ energii
wewnatrz rezonatora pozostaje stata. Wtedy energia emitowana przez osrodek
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czynny jest rOwna energii wyswiecanej na zewnatrz przez zwierciadto Z2 oraz
absorbowanej przez elementy konstrukcyjne rezonatora. To tyle co musimy
wiedzie¢ o rezonatorach laserowych. A teraz nasz problem. Jak zaprojektowac
rezonator tak, aby $wiatlo z jego wnetrza nie uciekalo na zewnatrz? Inaczej
moéwigc: zatdzmy, ze z pewnego punktu, pod malym katem biegnie promien
swietlny (te, ktore biegng pod duzym katem 1 tak nie trafia w zwierciadta wiec
si¢ nimi nie przejmujemy). Chcemy zaprojektowac rezonator tak, aby tenze
promien odbijajac si¢ od zwierciadel pozostal w jego wnetrzu, a nie wyskoczyt
na zewnatrz (rys. 4.2.1.). Problem sproébujemy rozwigza¢ na bazie najprostszego
warto$ciowego modelu (kulista krowa), czyli w przyblizeniu paraksjalnym. To
przyblizenie realizuje metoda macierzy ABCD przedstawiona w (§TXI 3).
Zatézmy, ze mamy promien, ktory wychodzi od zwierciadta Z2 (odbit si¢ od
tego zwierciadta) 1 kieruje si¢ do zwierciadta Z1, nastgpnie odbija si¢ od
zwierciadta Z1 1 kieruje si¢ do zwierciadta Z2, a po odbiciu od zwierciadla Z2
ponownie kieruje si¢ do zwierciadta Z1 i tak dalej.

b
I
l;
'
/
i
o I
i
/
/
I}
)
! i
i H
; I
; i
/ 1
J f
i
I
i
)
’l
1"
i
i
M
H]
q

Rysunek 4.2.1. Prosty rezonator laserowy sktada sie z dwoch zwierciadet Z1 i Z2

o mocy optycznej odpowiednio Pi i P,. Wierzchotki zwierciadet s3 w odlegtosci d.

Analizujemy biegu promienia pomiedzy zwierciadtami.
Wida¢, ze mamy tu cykliczno$¢ kolejnych etapéw propagacji promienia. Aby
uja¢ jeden cykl musimy zdefiniowaé cztery macierze: macierz odbicia R,
(def. TXI 3.2.3) od zwierciadta Z2, macierz T, (def. TXI 3.1.3) przejscia od
zwierciadla Z2 do zwierciadta Z1, macierz R; odbicia od zwierciadla Z1
I macierz przejécia T; od zwierciadla Z1 do zwierciadta Z2. Kolejne macierze
maja posta¢. Macierz odbicia od zwierciadta Z2

1 0
RZ - [_PZ 1] 421

P, jest moca optyczng zwierciadta Z2 (def. TXI 3.2.1). Macierz przejscia od Z2
do Z1

T, = 4.2.2

—n(n = 1)] = [(1) Cli]
0 1
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Minusy przy d i n przypominaja, ze jesteSmy po odbiciu i $wiatto propaguje si¢
przeciwnie do wyroznionego kierunku propagacji (kon. TXI 3.1). Macierz
odbicia od zwierciadta Z1 ma postac

1 0
Rl—[_P1 1] 4.2.3

P, jest tu mocg optyczng pierwszego zwierciadla Macierz przejs$cia od Z1 do Z2

_[1 d
T, = [0 1] 4.2.4
Pojedyncze przej$cie promienia pelnego cyklu mozemy opisa¢ wzorem
Yol _ Y]l [P
[Vo] = T,R,T,R, [Vp] =M [Vp] 425

Macierz M jest macierza ABCD uktadu odpowiadajaca jednemu pelnemu
cyklowi. Po przemnozeniu skltadowych otrzymamy postac tej macierz

1—P,T —2P,T + P,P,T? T(2—P1T)] _ [A B]
_Pl_P2+P1P2T 1_P1T C D

Macierz M mozemy traktowac jako reprezentacj¢ operatora A, ktory
przeksztalca dwuwymiarowy wektor (y,, V) W dwuwymiarowy wektor (Yo, Vo).
Jezeli chcemy zobaczy¢ co si¢ stanie po N cyklach to musimy macierz M
pomnozy¢ przez siebie N razy, co jest malo przyjemng operacja, szczegodlnie
przy duzych N. Chyba, ze odwotamy si¢ do teorii z podrozdziatu (4.1). Gdyby
udato si¢ zdiagonalizwa¢ macierz M, to wtedy podnoszenie do N tej potegi
takiej macierzy byloby dziecinnie proste. Szukamy zatem takiej nieosobliwej
macierz B, oraz takiej diagonalnej macierz A, ze spetnione jest rownanie.

M = BAB™!

M = [ 426

4.2.7
Wtedy macierze M i A, jako macierze podobne reprezentuja ten sam operator A
1 maja te same wartosci wlasne. Wspotczynniki szukanej macierzy diagonalnej

A, s3 rOwne wartosciom wilasnym tej macierzy, czyli rozwigzaniom réwnania
(4.1.12).

—-A -B|_

—C A-Dl" 0 4.2.8
Przez |1 oznaczylem macierz jednostkowg. Obliczajagc powyzszy wyznacznik
otrzymamy réwnanie charakterystyczne (def. 4.1.4)

AP—((A+D)A+1=0

det(a1 — M) = |

4.2.9
Rozwigzania tego rGwnania majg postac
1
Ms =§(A+D FJ/@A+D)2—4) 4.2.10
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Wida¢, ze w wyrazeniu tym dwukrotnie powtarza si¢ wyrazenia A+D, czyli $lad
macierzy (def. 4.3), ktéry jest niezmiennikiem, to znaczy dla wszystkich
macierzy podobnych jest taki sam. Mozemy zatem stwierdzi¢, ze $lad macierzy
charakteryzuje nasz operator A i jest przez to wazny. Z tego tytutu zastuguje na
wlasne oznaczenie.

Y=A+D 4211
Rozwigzania na warto$ci wlasne mogg teraz zapisa¢ w postaci
1

Mo =5 (x FF—4) 4.2.12

Mozemy teraz znalez¢ posta¢ macierzy B, Postepujac zgodnie z (DE)

F=WED %ED] 4.2.13a

T C(—A)1-C A —D

Fatwo mozecie sprawdzi¢, ze M=BAB™. Wykonanie tych mnozen prowadzi do
wyniku.

F! 4.2.13b

-1+ AD
C D

Wiasciwg posta¢ uzyskamy korzystajac z warunku, ze wyznacznik macierzy
ABCD M jest rowny jeden: AD-BC=1 (fakt TXI 3.4.1), skad otrzymujemy

AD =1+ BC 4215

Wstawienie tego wyrazenie do (3.2.17) daje nam wyjSciowa macierz M.
Korzystajac z postaci diagonalnej oblicze N-tg potgege macierzy M.

MY = BANB~!
[AYT =251+ D(=AY + 2%) (D -2)D -2 —2)) ]
_ A = A ¢ 4.2.16
cay — ) DEAY = A) + AN~ — A4
A=Ay A= 2

Wstawiajac macierz M" do réwnania (TXI 3.4) otrzymamy
T =2+ D (A + 23

— 4.2.17a
yO /11 _/12 yp
ROSCEINICEY )
C(A4 — 42) P
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y < CO—A8) | DOE =) + WA Q3 =MD 547
0 ).1 _).2 p /11 _AZ P

W ten sposéb znaleZliSmy wspotrzedne promienie po NV cyklach w uktadzie
rezonatora. A teraz oblicz to samo (np. po dwudziestu cyklach) nie
korzystajac z macierzowy (czyli korzystajac ze wzorow jakie zwykle sie
podaje wszkole lub na kursach fizyki), to znaczy oblicz potozenie
promienia po na przyktad 20 cyklach wewnatrz rezonatora, a od razu
docenisz potege metod macierzowych. Ale to bynajmniej nie wszystko co
mozemy wycisng¢ z metody macierzowe;j.

Przyjrzyjmy si¢ jak zmieniaja si¢ wartosci wlasne (4.2.12) 4; i A, jako
funkcje sladu y macierzy M (rys. 4.2.2). Z rysunku (4.2.2) widaé, ze na
przedziale ye[-2,2] wartosci A; | A, sg zespolone. Wewnatrz tego przedziatu
czg$¢ urojona jest rézna od zera i warto$ci wilasne sg liczbami zespolonymi.
Rysunek (4.2.3) przedstawia modut z wartosci whasnych jako funkcje $ladu y.
Zauwaz, ze na przedziale ye[-2,2] modul obu wartosci wlasnych jest staty
I rowny jeden. Co jest bardzo szcz¢sliwg okolicznoscig. Wielko$¢ zespolona,
ktérej modut jest rdwny jedno$ci, wyznacza na ptaszczyznie zespolonej punkty
na okrggu o promieniu jeden (rys. DD 1.1.5). Mozemy wigc sprébowac dla
przedziatu ye[-2,2] zdefiniowac wartoSci wlasne A; 1 A, tak jak to si¢ robi dla
okregu jednostkowego. Wprowadze nastepujace podstawienie

A+ D =y =2cos(p) 4218
a A b A
25 1o}
Refr] =— 03
Imp.] =— | R _/ T
) -0.35
0.5\ -
=3 2 Tl 1 2 3 Ty -t Re[))] =
05} _a20b -
1o ) Im[2,] =
. -25

Rysunek 4.2.2. Cze$¢ rzeczywista i urojona wartosci wtasnych A; (a) i 42 (b) jako
funkcji sladu y macierzy (3.2.6). Wida¢, ze poza przedziatem ye[-2,2] cze$¢ urojona jest
réwna zeru;
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1214

. By — Rysunek 4.2.3. Przebieg
\ 25 | — warto$ci modutu z wartosci
% ' wtasnych A; i 4z, jako funkcji

\ Sladu macierzy (4.2.6). Jak
wida¢ na przedziale yel-
\ 2,2] modul ten jest rowny
[ SO jeden.

- -2 -1 1 2 teg

Zauwaz, ze tak przedstawiony $lad macierzy przebiega przedzial wartosci [-2,2],
czyli nie wchodzi w zakres, gdzie $lad ma wartosci zespolone. Wstawiajac to
wyrazenie do rownania (4.2.12) mamy

Ao = %(2 cos(p) F /4 cos2(p) — 4)

= %(2 cos(p) F 24/cos2(¢p) — 1)

= cos(¢) + i\/l — cos?(¢) = cos(p) + isin(p)
= eTie

4.2.19

Na przedziale ye[-2,2] warto$¢ wlasne A; i A, daty si¢ wyrazi¢ w bardzo
prosty sposéb. Co wiecej mozemy teraz ten wynik zinterpretowac. Jak widaé ze
wzoru (4.2.16) macierz M™ opisujaca N-cykli przejicia promienia zalezy od
warto$ci wlasnych A; i A, w rosnagcych potegach. To znaczy, ze kolejny cykl
zwigksza wystepujgce w tym wyrazeniu wyktadniki poteg przy A, i 4, o jeden.
Potegowanie sprowadza si¢ teraz do potegowania wyrazenia typu ¢"?. Mamy
przy tym zaleznosci

(eir)" = eFine 4.2.20
Na plaszczyznie zespolonej, potegowanie przesuwa tylko A; i A, po
jednostkowym okregu. W efekcie macierz M" dla kolejno rosnacych N
przeksztatca wspotrzedne promienia o jeden cykl odbi¢ i1 przej$¢ miedzy
zwierciadtami tak, Zze promienie te mieszczg si¢ W ograniczonym obszarze
przestrzeni. Wspotrzedna y-owa punktu trafienia promienia nie ucieka gdzie$ do
nieskonczonosci, ale zmienia si¢ cyklicznie w ramach okreslonego skonczonego
przedzialu wartosci. A 0 to nam chodzito; Zzeby promienie po kolejnych
odbiciach nie wychodzilty poza ograniczony obszar rezonatora. Pozostaje
pytanie, czy ograniczony obszar przemiatania promieni jest mniejszy od obszaru
rezonatora? Aby odpowiedzie¢ na to pytanie musimy zna¢ parametry
konkretnego rezonatora. Na razie znalezliSmy warunek, dla ktérego wiemy, ze
promienie trzymaja si¢ pewnego obszaru. Warunek ten brzmi: Slad y macierzy
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ABCD opisujacy jeden cykl odbi¢ i przejs¢ w rezonatorze musi si¢ miescic
w przedziale y<[-2,2].
Podstawmy zatem wzér (4.2.19) do wzoru (4.2.16), po uproszeniach

(zastosuj wzor Eulera (DD 1.1.3) do wyrazenia ¢™¥) mamy
MY
—D sin(Ne) +sin(p + N¢) (2 D cos(N ¢) —D* —1)sin(Np)| 4291
_ sin(¢) sin(¢)
C sin(No) D sin(¢p) + sin(p — ne)
l sin(¢) sin(¢) J

Ze wzordéw (4.2.18) i (4.2.15) tatwo jest wyprowadzi¢ zalezno$¢
B =2Dcos(Np) —D?—1

4.2.22
ktéra po podstawieniu do wzoru (4.2.21) daje
MV
[—D sin(N¢) + sin(¢ + N¢) B sin(Ng) 1 4223
| sin(p) “sin(g) |
- | C sin(No) D sin(¢) + sin(p — ne) |
~sin(p) sin(¢)

Na marginesie dodam, ze mogliSmy rowniez skorzystaé z twierdzenia
Sylwestra, ktore mowi, ze jezeli macierz taka jak macierz ABCD ma wartosci
wlasne w postaci (4.2.19), to jej N-ta potgga ma postac (4.2.23).

Wykorzystujac posta¢ N-tej potegi macierzy M mozemy obliczy¢
wspotrzedne punktu po N cyklach w rezonatorze.

—D sin(N¢) + sin(¢ + No) B sin(Ng)
_ Yy +———

o = sin(¢) sin(p) 7 4.2.24a
, _ CsinNe) — Dsin(p) +sin(p —ng) , 4.2.24b
0 sin(¢) v sin(¢) P

Rysunek (4.2.4) pokazuje jak zmieniajg si¢ wspotrzedne Y, 1 V, dla kolejnych
cykli przejscia przez rezonator dla ktérego $lad macierzy ABCD opisujace;j
jednej cykl miesci si¢ w przedziale ye[-2,2]. Widaé, ze obliczone wspotrzedne
trzymajg si¢ pewnego skonczonego przedziatu wartosci.
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Rysunek 4.2.4. Wspoétrzedna y, i V, promienia po n-tym cyklu; liczone ze wzorow
(4.2.25) WyraZznie wida¢, Ze obie wspéirzedne zmieniaja sie prawie cyklicznie
wewnatrz pewnego pasa wartosci. Przy takich parametrach promien nie bedzie uciekat
poza rezonator. Przyjete parametry maja wartosci: B=0.5; C=0; D=-0.5; x=-1.7; y,=0.5;

V,=0.2.

Poza tym przedzialem wartosci wilasne sg rzeczywiste. Przy pewnej dozie
intuicji matematycznej szybko mozna dojs¢ do podstawienia, ktore stawiaja
sprawe¢ stabilnoSci rezonatora w tym przypadku jasnym $wietle. Nie mozemy
stosowac teraz podstawienia (4.2.18). Mozemy jednak skorzysta¢ z ustug

funkcji hiperbolicznych

{ ¥ = 2cosh(t)dlay > 2
¥ = —2cosh(—t)dlay <2

4.2.25

Po wstawieniu tych podstawien do wzoru (4.2.12) i skorzystaniu z (DG xx)

otrzymamy
B {et dla y > 2
P l—et dlay <2

1 _{e‘t dla y > 2
27 l—etdlay<?2

Wstawmy teraz te wyrazenia do wzordéw (4.2.17)

D(e—Nt _ eNt) + e(1+n)t _ e—(1+n)t

Yo ot _ ot Yp
+ et _ e—t p
C(eNt — e=ND) D(eNt — g=Nt) 4 t=Nt _ p=t+Nt
Vo = ot — ot p t ot — ot

4.2.26a

4.2.26b

4.2.27a

/4 4.2.27b

We wzorach (4.2.27) pojawily si¢ rozbiezne wyrazy typu e do rosngcej potegi
rzeczywistej. Fakt ten Zle wrdzy stabilnoSci rezonatora, a nasze obawy

potwierdza rysunek (4.2.5)
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10 0N 20
5

vy Yo[mm]

Rysunek 4.2.5. Wykres y, (a) i Vo (b) dla kolejnych N=20 cykli. Rezonator ma
parametry y=-2,5; C=0; D=-0,5, czyli jest niestabilny. Analizowany promien ,startuje”
z punktu na osi yp,=0 i jest prawie réwnolegly do osi optycznej. V,=-0.0000025.
Z rysunku wida¢, ze wartosci y, i V, uciekaja dla rosnacych n.

4.2.1. Konkretny przyklad

Przeanalizowa¢ rezonator zlozony z dwoch sferycznych zwierciadel. Moc

optyczna tych zwierciadel wynosi P;=2D i P,=4D. Odleglos¢ miedzy

zwierciadtami wynosi d=0.75m, a wspotczynnik zatamania osrodka n=1.
Zaczniemy od wypisania macierzy ABCD dla odbi¢ 1 przej$cia migdzy

zwierciadtami Macierz odbicia od pierwszego zwierciadta ma postac

1 0] _r11 o0
Macierz odbicia od drugiego zwierciadta ma postac
1 0] _r11 o
Macierz przej$cia miedzy zwierciadtami ma postac
T=|1 T= g _[1 075 4.2.30
N nf— [1 0 ]
1 0

Macierz ABCD dla pojedynczego cyklu ma postaé (4.2.6)

v [1 — P,T —2P,T + P,P,T> T(2-P,T) 4.2.31
—P, — P, + P,P,T 1-PT
B [—2 0,375
o -o05

Slad tej macierzy jest rowny -2.5 i lezy poza przedziatem [-2,2]. Widaé, ze
parametry rezonatora sg zZle dobrane 1 nalezy si¢ spodziewac szybkiej ucieczki
promieni z jego obszaru. Sprobujmy poprawic¢ konstrukcje rezonatora. W tym
celu mozemy na przyktad tak zmieni¢ wzajemne potozenia zwierciadet, aby §lad
macierzy M byt mniejszy od dwoch i wigkszy od minus dwoch.
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tr(M) = 2 — 2(P, + P,)T + P,P,T? 4.2.32
Przyrownujac tg wartos¢ kolejno do dwoch 1 minus dwdch mamy
PL+P, 3
0=—2(P,+P,)T+PPT?=T=2——2="yT=0 4233
PP, 2
2 2 1
P, P, 2

Otrzymujemy zatem dwa przedzialy, w ktoérych warto$¢ $ladu macierzy M
miesci sie¢ w granicach [-2,2], co jest pokazane na rysunku (4.2.6). Przyjmijmy
dla przyktadu, ze T=1.25. Macierz M uktadu ma teraz postac,

—0.625
—-1.5

A jej slad wynosi tr(M)=-0.5, co mieSci si¢ w z zadanym przedziale wartosci.
Oznacza to, ze tak zmodyfikowany rezonator powinien pracowac stabilnie.

Warto$¢ T=1.25, oznacza, ze odleglosci migdzy zwierciadtami wynosi d=1.25m.
tr(w) 4

M = [411 4.2.34

0%5 10 i 1.5 2.0 T [m]
=)

Rysunek 4.2.6. Na z6tto zaznaczone sg obszary, dla ktérych warto$¢ T odpowiada
stabilnej konfiguracji pracy rezonatora.

Dziatanie rezonatoréw w obu konfiguracjach, niestabilnej i stabilnej ilustruja
rysunki (4.2.6) i (4.2.7).
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Z: f1=10M Z, £,=500mm

Rysunek 4.2.6. Przyktadowy bieg promienia obliczony dla pierwszego uktadu
rezonatora. Promien zostal wypuszczony przy zwierciadle Z; w lewa strone. Punkt
poczatkowy promienia znajduje sie 0.lmm nad osig optyczng uktadu, a jego kat
nachylenia to 0,3° w stosunku do osi optycznej. Pierwszy przebieg promienia pomiedzy
zwierciadtami Z; i Z, zaznaczony jest na czerwono. Srednica zwierciadet wynosi 10cm.
Po si6dmym odbiciu promien opuszcza obszar rezonatora.

d=1250mm

Z; £=1000mm Z,; £,=500mm

Rysunek 4.2.7. Przykladowy bieg promienia obliczony dla poprawionego uktadu
rezonatora. Promien zostat wypuszczony przy zwierciadle Z; w lewa strone. Punkt
poczatkowy promienia znajduje sie 1mm nad osig optyczng uktadu, a jego kat
nachylenia to 0,6° w stosunku do osi optycznej. W tym przyktadzie, na poczatku,
promien jest bardziej wychylony od osi uktadu niz w przyktadzie z rysunku (3.2.6).
Pierwszy przebieg promienia pomiedzy zwierciadtami Z; i Z, zaznaczony jest na
czerwono. Srednica zwierciadet wynosi 10cm. Mimo gorszych parametréw na starcie po
31 odbiciach promien ciaggle znajdowat sie wewnatrz uktadu rezonatora. Po 31 odbiciu
obliczenia zostaty zatrzymane.

Czas na uwagg natury dydaktycznej. Analiz¢ biegu promienia $wietlnego
moglibySmy prowadzi¢, krok po kroku, z szkolnych wzoréw na odbicie od
zwierciadla sferycznego. Bytaby to jednak droga przez meke. Za pomocy
techniki macierzowej mozemy szybko wyprowadzi¢ wzor (4.2.6) na macierz
opisujacag bieg promienia w pojedynczym cyklu. Obliczanie wspotrzednych po
n-cyklach jest ciaggle zlozone, gdy robi si¢ to w najprostszy sposob. Jest jednak
inna droga. Zapominamy o0 optyce izanurzamy si¢ w abstrakcyjny S$wiat
macierzy reprezentujagcych przeksztalcenie liniowe. Tam znajdujemy liczne
bardzo uzyteczne twierdzenia pozwalajaca znalez¢ zbawiennie prosty sposob na
podnoszenie zdiagonalizowanej macierzy do n-tej potggi. Nasza macierz ABCD
jest na szczescie diagonalizowalna, wiec szybko dochodzimy do wzorow n-ta
potege. Wyobraz sobie sytuacje, gdy promotor twojej pracy dyplomowej kaze ci
policzy¢ potozenie promienie po jedenastu cyklach. Tak si¢ sktada, ze nie zna
sity metody macierzowej i mysli sobie, ze to ciezka robota. Ty masz jednak
w reku wzor na n-tg potege i w pot godziny konczysz zadanie (obliczasz
oczywiscie na komputerze). Potem twoj promotor dochodzi do wniosku, ze
trzeba przyja¢ nieco inne dane poczatkowe 1 dobrze byloby przeliczy¢
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dwadziescia jeden cykli — katorga; ale dla wtajemniczonych w magi¢ macierzy
to kilka minut roboty (wzory na komputerze masz juz wpisane).

Wzor na n-tg potege macierzy to dopiero poczatek naszych sukcesow.
Majac nieco szersza wiedz¢ matematyczng znajdujemy przeksztalcenia
(4.2.18 1 4.2.25). Przeksztalcenie (4.2.18) w sposob jawny pokazuje nam, ze tam
gdzie spelnione sa warunki dla tego przeksztalcenia promien jest uwig¢ziony
w ograniczonym obszarze. A warunek jest prosty — $lad macierzy M musi
naleze¢ do przedzialu [-2,2]. Bajka - nie tylko ze tatwo znajdujemy potozenia
promienia po n-cyklach, ale potrafimy, dodajac do siebie dwie wspotrzedne
macierzy ABCD (y=A+D), powiedzie¢, czy rezonator bedzie stabilny czy nie.
W rece mamy efektywne narzedzie poprawy konstrukcji rezonatora. Trzeba tak
zmieni¢ jego konstrukcje, aby $slad macierzy miescit si¢ w zadanym przedziale.

Zwro¢ uwage na jedna rzecz, wigkszo$¢ tych wnioskéw to czysta
matematyka, ktorej potem przypinamy odpowiednig interpretacj¢ fizyczng. Kto
zna matematyke moze mie¢ ogromng przewage na tym, ktory jej nie zna.

Nasze rozwigzanie zostalo znalezione w przyblizeniu paraksjalnym
(TXI3.1.3), czyli na poziomie modelu kulistej krowy. Zwykle jest to model
niewystarczajacy 1 trzeba potem przejS¢ do bardziej dokladnego 1 ztozonego
modelu. Ale praktyka projektanta jest zawsze taka — zaczynamy od modelu
kulistej krowy, wyciskamy z niego co si¢ da, a jak nie da si¢ wystarczajaco duzo
to przechodzimy do bardziej ztozonego modelu. W naszym przypadku mogiby
to by¢ model uwzgledniajacy trzeciorzedowe aberracje uktadéw optycznych.
Zwykle jest tak, ze z bardziej ztozonymi modelami pracuje si¢ lzej, jezeli
wiemy, w ktorym obszarze szukaé rozwigzania. Tak wigc prosty model pozwala
nam znalez¢ obszar, w ktérym znajduje si¢ dobre rozwigzanie, a doktadniejszy
model pozwala na przeczesanie tego obszaru. Pomimo, ze model paraksjalny
jest prosty, to ciagle jest bardzo uzyteczny i wykorzystywany jako pierwszy
krok do rozwigzywania jak najbardziej powaznych problemow.

Ten sukces macierzy na w obszarze optyki geometrycznej jasno wskazuje,
ze im predzej przejdziemy do macierzowego opisu polaryzacji tym bedzie dla
nas lepiej.
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5. Operatory i wektory Jonesa ¢

W teorii polaryzacji mamy dwa ogolnie znane podej$cia macierzowe, metoda
macierzy Jonesa i Miillera. Nie jest to bynajmniej nadmiar bogactwa, oba
podej$cia maja swoje zalety. By nam jednak od macierzy nie zakrecito si¢
w glowie w tym temacie skupi¢ si¢ na bardziej popularnej metodzie Jonesa.
O macierzach Miillera wspomne na koncu.

5.1. Wektory Jonesa
Wzory (1.4) opisywaly polaryzacje fali harmonicznej, dla wygody tutaj je
przepisze

E, = E, e'0xei@t—ka) 5.1.1a

E, = EoyeiSyei(wt—kZ) 5.1.1b
Oba wyrazenia na skladowe wektora pola elektrycznego mozemy zapisac
w postaci kolumny

E= [EOxel'S"] pi(wt—kz) 5.1.2
EOy elSy

W dalszej czesci pomine czton propagacyjny (wyktadniczy). Zatrzymamy si¢

nad nastepujacym zagadnieniem. Co si¢ dzieje, gdy na drodze $wiatla

spolaryzowanego ustawimy element zmieniajgcy stan polaryzacji $wiatta? Po

przejsciu przez ten element otrzymamy nowy wektor pola elektrycznego

E = [E Oxel_Sfl 5.1.3
E'oye'®y
Formalizm, ktory zastosujemy powie nam jak zmienia stan polaryzacji fali
harmonicznej po przejsciu przez ten element. W takim przypadku nie dziatamy
na czynnik propagacyjny, stad jego pominigcie.
Wiemy, ze wektory transformujg si¢ poprzez macierze (§4). Mozemy
wiec oczekiwac, ze spelniona bedzie zaleznos¢

’ 8! ié
E'g et _ [all alz] Egxe°x 51.4
E'Oyei% Q21 Q221 |E,,e"
A

Macierz A jest matematyczng reprezentacjg dziatanie elementu zmieniajgcego

stan polaryzacji, czyli operatora A, ktéry reprezentujace dziatanie fizycznego
element zmieniajgcego stan polaryzacji Swiatta. Przesuwajgc obie sktadowe fazy
o 16,0 -6 (1.2c), podobnie czyniac dla faz primowanych mozemy zapisa¢
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EOx EOx
[Eoyem’] =A EoyeiA] 5.1.5
A= 5, — &, 5.1.5a
N=§, 5, 5.1.5b

Przejscie $wiatla przez element polaryzacyjny opisatem, od strony formalnej,
zupehie tak samo jak opisywaliSmy, z uzyciem macierzy ABCD, przejscie
swiatta, przez element optyczny (§TXI 3). Jednak macierzy A nie nazywamy
macierzg ABCD, tylko macierza Jonesa, ktora reprezentuje w danym uktadzie
wspotrzednych operator Jonesa.

Definicja 5.1.1: Wektor Jonesa

WekRtor opisujqcy stan polaryzacji swiatfa nazywamy wektorem Jonesa

Definicja 5.1.2: Kolumna Jonesa

Kolumna w postaci (4.1.2) [ub (4.1.5) reprezentujgca wektor Jonesa, w danym
ukfadzie wspétrzednych nazywamy Rolumng Jonesa

Definicja 5.1.3: Operator Jonesa

Operator transformujgcy wektory Jonesa nazywamy operatorem Jonesa. Operator
Jonesa opisuje dziatanie liniowych elementéw polaryzacyjnych

Definicja 5.1.4: Macierz Jonesa

Macierz Jonesa jest macierzq reprezentujqcq, w danym ukfadzie wspotrzednych,
operator Jonesa

Dlaczego elementy liniowe? Macierze reprezentuja odwzorowania liniowe,
wobec tego mozna z ich pomocg opisywaé te elementy optyczne, ktérych
dziatanie ma charakter liniowy (wyraza si¢ przez zaleznosci liniowe). Na
szczescie w optyce polaryzacyjnej zakres dziatania opisu liniowego jest bardzo
duzy.

Chociaz macierze Jonesa to macierze 2x2, to nie nazywamy ich
macierzami ABCD. Nazwa macierz ABCD nie wyr6znia catej klasy macierzy
0 wymiarze 2x2, tylko wskazuje na ich interpretacj¢ fizyczng - sg to macierze
opisujace, Ww przyblizeniu liniowym, przejScie promienia przez uktad
optycznych. Nazwa ,,macierz Jonesa” oznacza, ze macierz uzywana jest do
opisu zmiany stanu polaryzacji $wiatla przez elementy liniowe. Istnieje rowniez
réznica formalna. Macierze Jonesa 1 stowarzyszone z nimi wektory maja
wspotczynniki zespolone. Bede si¢ musiat nad tym faktem pochyli¢. Przedtem
podam kilka przyktadow kolumny Jonesa reprezentujacej wybrane wektory
Jonesa. Wszystkie przyktady podane sg w postaci (5.1.5).
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Powiedzmy, ze faza poczatkowa jest roOwna zeru, a S$wiatlo jest
spolaryzowane liniowa zgodnie z osig X (osig y). Kolumna Jonesa opisujgca stan
polaryzacji ma postaé
E o L 5.1.6a
E = [0] polaryzacja liniowa wzdtuz osi x

0 5.1.6b
E = [E] polaryzacja liniowa wzdtuz osi y

Czasem przyjmujemy, ze natezenie $wiatla E* jest rowne jeden (i tak mierzymy
zwykle wzgledne rdznice w natgzeniu mi¢dzy roznymi punktami). Wtedy wzory
(4.1.6) przyjmuja szczegdlnie prostg forme

1 o o 5.1.7a
E = [O] polaryzacja liniowa wzdtuz osi x

0 5.1.7b
E= [1] polaryzacja liniowa wzdtuz osi y

Swiatto o amplitudzie E=1 i polaryzacji liniowej pod katem +z/4 do osi X bedzie
miato wektor o wspotrzednych
171 5.1.8

E=75 [i 1]

Swiatto 0 amplitudzie E=1 spolaryzowane kotowo odpowiednio prawo i lewo
skretnie jest reprezentowane przez kolumne Jonesa

1
E—\/—E[i] 5.1.9a
1r1
E=— = 5.1.9b
Sprawdzenie poprawno$ci wzorow (5.1.9) zaczniemy od obliczenia amplitudy
1\* [1)\°
B = 8 = (o) +(5) -1
|E|* = |[EE”| N N 5.1.10

Amplituda jest rzeczywiscie jednostkowa. Aby by¢ zgodnym z formg (5.1.5)
stany (5.1.9a) i (5.1.9b) zapisze¢ w postaci

E,. L1 . 5.1.11a
_EOyeiS_ - ﬁ _ei%:l ’ bo es=1
BT 11 r 5.1.11b
E'O:yei(S - ﬁ _e_ig] ’ bo e 2=t

Zatem wzory (4.1.1) dla tego przypadku majg postac
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(E, = \/15 i(wt-k2) 5.1.12a
i 1 l(a)t kz)
oo
! E, = —el(@t=k2) 5.1.12b
ei(wt—kz)

W przypadku (5.1.12a) mamy zlozenie dwoéch ortogonalnych drgan
harmonicznych o tej samej amplitudzie, przy czym drganie wzdhuz osi Yy
wyprzedza drganie wzdluz osi X 0 #/2. Zgodnie z tym co bylo powiedziane
0 sktadaniu drgan harmonicznych (tab. TVIII 2.2.1), wypadkowy ruch jest
ruchem po okrggu zgodnie z kierunkiem ruchu wskazowek zegara (ruch
prawoskretny). W przypadku (5.1.21b) otrzymujemy ruch po okrggu przeciwnie
do wskazowek zegara (ruch lewoskretny).

Przy opisie stanu polaryzacji §wiatla trzeba uwaza¢ na orientacj¢ uktadu
wspotrzednych (rys. TV 3.2.10). Zmiana orientacji powoduje, ze zmienia si¢
skretno$¢ polaryzacji dla swiatla opisanego wzorami (5.1.9), co ilustruje rysunek
(5.1)

a A b Az
X y y

Rysunek 5.1. Powiedzmy, ze kolumna Jonesa opisuje w prawoskretnym uktadzie
wspétrzednych $wiatto spolaryzowane prawoskretnie (a). Punkt ktéry mija dodatnig
po6tos x-6w kieruje sie do dodatniej osi y-6w. Gdy zmienimy skretnos$¢ uktadu (b) nie
zmieniajac utozenia wspotrzednych w kolumnie Jonesa, to punkt, ktéry mija dodatnia
potos x-6w dalej bedzie sie kierowat do dodatniej po6tosi y-6w, co w efekcie da $wiatto
spolaryzowane lewoskretnie.

Uwaga 5.1:

W literaturze nie postugujemy sig nazwq ,Rolumna Jonesa’, tylko ,wektorem Jonesa’.
Mnie jednak, zalezy na tym, byscie sobie utrwalili roznice migdzy wektorem a jego
reprezentacjq we wspotrzednych. WekRtor nie jest zalezny od wyboru wspotrzednych, ale
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Jego reprezentacja zalezna jest. Podobnie operator nie jest zaleziny od wspotrzednych ale
Jego reprezentacja jest. Dlatego tam, gdzie jawnie postuguje sie wspotrzednymi bede
méwit Rolumna [ub macierz, a nie wektor lub operator. Co cieRawe w tej samej literaturze
zamiast RonseRwentnie mowic ,operator Jonesa” méwi sig ,macierz Jonesa’.

Kolumny Jonesa mozna traktowa¢ jako wspotrzedne wektoréow Jonesa

5. nelevarpehinadiat@izesizerpolongkitorowej zdefiniowanej nad cialem liczb
zespolonych (§TIV 3.1). W efekcie wspotrzedne tych wektorow wyraza si¢
przez liczby zespolone. Przestrzen wektorowa nad cialem liczb zespolonych jest
w peli uprawniong przestrzenia wektorowg. Wszystkie ogdélne wiasnosci
przestrzeni wektorowych sa w niej takie same jak w kazdej innej. Bardziej
specyficzne wilasnosci moga si¢ jednak rdéznié. Jezeli chcemy wprowadzié
iloczyn skalarny do przestrzeni wektorowej nad ciatlem liczb zespolonych, to
definicja znana z przestrzeni wektorowej nad cialem liczb rzeczywistych
(def. TV 3.4.9) jest ktopotliwa.

(v|w) :ﬁ_l:viwi

Poniewaz wspotrzedne vi 1 w; sg liczbami zespolonymi, to tak zdefiniowany
iloczyn odwzorowuje dwa wektory w liczbe zespolong. ChcielibySmy aby
wyrazenie na iloczyn wektora przez siebie bylo kwadratem dlugosci tego
wektora. Definicja iloczynu w postaci (5.1.13) tego nie zapewnia

(v|v)= iZ::vivi

Sytuacja si¢ zmieni, gdy iloczyn skalarny dwodch zespolonych wektorow
zdefiniujemy tak

{(v|w) =§:viwi*

Przypominam, ze gwiazdka oznacza liczbg zespolong sprzezong (def. DD 1.8).
Przy takiej definicji iloczyn wektora przez siebie ma wartos¢ rzeczywistg i daje
kwadrat dlugos¢ wektora rozumiang jako suma kwadratow jego czeSci
rzeczywistej v, i urojonej vi;.

(V)= D, + )

=

5.1.13

5.1.14

5.1.15

5.1.16

V(Vey +1V,, ooV +1Viy) 5.1.16a
Tak zdefiniowany iloczyn skalarny pewne wiasno$ci ma inne niz w przypadku
standardowego iloczynu zdefiniowanego dla przestrzeni wektorowej nad cialem

liczb rzeczywistych, w szczegolnosci nie jest on przemienny
(v|w)=(w]|v) 5.1.17
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Tutaj sprzezenie zespolone oznaczylem przez kreske nad iloczynem skalarnym,
co jest, czgsto spotykane, szczegdlnie w notacji braketow (DD 1.15a). Dla
dowolnej liczby zespolonej & mamy ponadto

(av|w)=a(v|w) 5.1.18
(V]aw) = a (v]|w) 5.1.18b
Wida¢ z tego, ze w drugim wyrazie iloczyn skalarny nie jest liniowy,
wyciggamy przed iloczyn sprzezenie skalara a nie sam skalar. Mozemy zreszta
to uznac ze przejaw zmodyfikowanej liniowo$ci w przestrzeniach zespolonych.
Dalej jednak dwa wektory s3a do siebie ortogonalne, gdy ich iloczyn skalarny
jest rbwny zeru

vVLiwe(v|jw)=0 5.1.19
Gdy wektor ma wspotrzedne rzeczywiste, to nowy iloczyn skalarny zachowuje
si¢ tak jak ten stary, zdefiniowany dla wektoréw rzeczywistych. Mozemy wigc
przyja¢, ze ogdlna definicja iloczynu skalarnego ma posta¢ (5.1.15). Gdy
wektory sg rzeczywiste definicja ta jest rownowazna definicji (TV 3.4.9).

Definicja 5.1.3: iloczyn skalarny wektoréw zespolonych

Iloczyn skalarny dla wektoréw zespolonych w ukfadzie bazy ortonormalnej
zdefiniowany jest wzorem (5.1.15)

Wykorzystujac nowy iloczyn skalarny mozemy stwierdzié, ze

Fakt 4.1.1:
Dwa wektory Jonesa E; i E; reprezentujg ortogonalne stany polaryzacji, gdy ich
iloczyn skalarny jest réwny zeru

(E,|E,)=0 5.1.20

Do kazdego stanu polaryzacji $wiatta dobierzemy stan do niego
ortogonalny. Ponizej zapisalem w postaci ogolnej dwa wektory Jonesa opisujace
wzajemnie ortogonalne stany polaryzacji.

Ez[gq 5.1.21

y

B - [_Eg*] 5.1.21b
y

Latwo mozesz sprawdzi¢, ze dwa wektory Jonesa reprezentujace polaryzacje V

i H (def. 1.1.5 1 1.1.6) sa ortogonalne. Podobnie wektory Jonesa reprezentujace

polaryzacje L i R (def. 1.1.7 i 1.1.8). Sprawdze to korzystajac z (5.1.9) i (5.1.15)
mamy

<qR>=%@+F):%@_g:o 5.1.22
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Wektory Jonesa bedziemy réwniez =zapisywa¢ w notacji braketowe;j
(TIX 4.3.23). Stosujac wprowadzone oznaczenia standow polaryzacji mozemy

5. I.gphtetacisiarkeigva dlacsaktalow polasyzacji liniowej poziomej i pionowej jako
odpowiednio

Dla polaryzacji kotowej prawo i lewoskretnej, odpowiednio
IR) lub |L) 5.1.24

Poniewaz mamy tylko dwa ortogonalne stany polaryzacji wiec odpowiadajaca
im przestrzen wektorowa jest dwuwymiarowa.

Fakt 5.1.2:
Przestrzerh wektordw Jonesa jest przestrzenig dwuwymiarowg

Ortogonalne stany polaryzacji moga stanowi¢ baze takiej przestrzeni
(def. TIV 3.1.4), wobec tego uktad wektorow Jonesa (5.1.23) i (5.1.24) mozemy
traktowac jako dwie mozliwe bazy dla przestrzeni wektorow Jonesa. Oznacza
to, ze wszystkie inne wektory Jonesa mozemy wyrazi¢ jako kombinacje liniowg
wektorow nalezacych do jednej z tych dwoch par. Na przyktad wektory dla
stanow kolowych mozna wyrazi¢ przez wektory dla stanow liniowych

1 1 1

IR) = = (1H) = iV) :ﬁ([é] -i[J]) :ﬁ[—li] 5.1.25
1 1

11y =)+ iv) = —=([o] +i[3]) = \/_[1] 5.1.25b

Réznych uktadow wektoréw bazowych jest nieskonczenie wiele. Nieskonczenie
wiele jest rowniez baz ortogonalnych. Majac wzory (5.1.21) kazdemu stanowi
polaryzacji mozemy dobra¢ stan ortogonalny. Czyli kazdy stan polaryzacji jest
odpowiedni do konstrukcji bazy ortogonalnej. Nalezy rowniez pamigtaé, ze
iloczyny skalarne (5.1.20) musimy oblicza¢ dla wektorow Jonesa
przedstawionych w tej samej bazie. Zreszta wszystkie operacje na
wspotrzednych dwoch wektoréow nalezy przeprowadzi¢ w te] samej bazie,
15%%@ eﬁ@%ﬂé@qc baze dla jednego z wektoro6w mozemy praktycznie dowolnie
zmieni¢ wynik sumy czy iloczynu wektorow.

a1

Wektory Jonesa opisujg stan polaryzacji swiatta. Aby opisac transformacje¢ tego
stanu przez liniowe elementy polaryzacyjne potrzebujemy macierzy 2x2
nazywanej macierzag Jonesa (def. 5.2.4). Macierz ta reprezentuje operator, ktory
nazywamy operatorem Jonesa (def. 5.2.3). Macierz Jonesa dziala w nast¢pujacy
sposob
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E)\:vyj JXX ‘ny E)\:ve] E)\:vyj = JXX E)Yvej + ‘ny E)\/Nej
Ewyj = J J Ewej = Ewyj =.J Ewej +J Ewej 521
y yX yy y y yX X vy

Elementy diagonalne opisujg przeskalowanie wejSciowego stanu polaryzacji.
Elementy pozadiagonalne wplyw sktadnikéw ortogonalnych do danego
kierunku. Od strony matematycznej macierz Jonesa to po prostu macierz. Dla
fizyka jednak dodatkowe okreslenie przez stowo ,,Jonesa” informuje jak nalezy
intepretowac fizycznie tg macierz.

Macierz Jonesa musi opisywa¢ dziatanie liniowych elementow
polaryzacyjnych. Jak znalez¢ posta¢ macierzy Jonesa dla konkretnego elementu
polaryzacyjnego? W podrecznikach do optyki opisane sg metody
eksperymentalnego wyznaczania macierzy Jonesa dla nieznanego elementu
liniowego przeksztatcajacego stan polaryzacji $wiatta. Wymaga to zwykle
trzech lub wigcej pomiaréw z uzyciem znanych elementéw polaryzacyjnych
(polaryzatoroéw, ¢wieré¢ lub potalowek). Ja nakresle tu droge czysto teoretyczng
dla przypadku ptytek falowych (4.2). Powiedzmy, ze plaskorownolegta ptytka
falowa o grubosci d wprowadza do plaskiej fali swietlnej padajacej na nig
normalnie, réznic¢ faz migdzy modem (fakt. 4.2.1) szybkim (wspotczynnik
zatamania ng) @ modem wolnym (wspoétczynnik zatamania n,) réwng /I~

I'=k(n,—n,)d 5.2.2
Wprowadze wielkos¢ @, bedaca srednig przesunigcia fazowego modu szybkiego
I wolnego.

1 27
®O, = E(ns + nW)Td
Poniewaz interesuje nas wzgledna réznica faz wprowadzona przez plytke
mi¢dzy modem szybkim a modem wolnym roztozg¢ tg roznicg rOwnomiernie na

oba mody plytki dwojtomnej; wtedy macierz Jonesa przyjmie postaé
r

= o e? 0
¢ r 5.2.4
0 e?
Zauwaz jak dziala ta macierz. Pierwsza wspotrzedng wektora Joensa przemnozy
przez czynnik opdzniajacy faze o /72, a drugg przez czynnik przyspieszajacy
fazg o 772. W efekcie wzgledna réznica faz miedzy modami wynosi¢ bedzie 7
przy czym kazdy mod zostanie przesuniety o wilasciwg warto$¢ fazy.
W dalszych rozwazaniach czynnik zawierajacy ¢, nie bedzie mial znaczenia
wigc go poming. Nie zawsze jest to mozliwe. Gdy trzeba uwzgledni¢
interferencj¢ roznych wigzek, np. spowodowanych kolejnymi odbiciami od
powierzchni ptytki fazowej, to czynnika tego nie wolno zaniedbywac.
Jezeli puscimy na taki element $wiatlo spolaryzowane liniowo zgodnie
z osig X lub y, to nic si¢ nie zmieni (rys. 5.2.1); na przyktad

5.2.3
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L
e’ 0|1 [g'z]_ (1 5.2.5
rllo)7] 0

0 e2

mod Rysunek 5.2.1. Gdy na ptytke falowag
szybki pada $wiatlo spolaryzowane liniowo
mod zgodnie z kierunkiem polaryzacji modu
wolny . P
szybkiego lub wolnego, to Swiatto to
przechodzi bez zmiany stanu
polaryzacji. Oznacza to, ze
w formalizmie Jonesa wektor opisujacy
ten stan polaryzacji S$wiatla jest
wektorem wilasnym macierzy Jonesa
opisujace ptytke.

Widaé, ze liniowa polaryzacja zgodna z osig X lub osig y jest dla macierzy
(5.2.4) wektorem wlasnym, a polowa wzglednego przesuniecie fazowe modu
wolnego i szybkiego jest wartoscig wlasng. Powiedzmy, ze na wejsciu mamy
stan polaryzacji opisany wektorem

v, 5.2.6
V=
Vy

Uktad wspotrzednych, w ktorych zdefiniowany jest wektor Jonesa nazwe
uktadem laboratoryjnym (rys. 5.2.2). Jezeli chcemy do opisu stanu §wiatta po
przej$ciu przez ptytke falowg uzy¢ macierzy Jonesa postaci (5.2.4) to musimy
opisa¢ stan polaryzacji na wejSciu w ukladzie wspotrzednych zgodnym
z uktadem, w ktorym zdefiniowana jest macierz (5.2.4) (nazwe¢ go ukladem
wspotrzednych macierzy Jonesa). Pamigtaj, ze operator jest pojeciem
ogoblniejszym od macierzy. Macierz to konkretna reprezentacja operatora
w wybranym uktadzie wspotrzednych. Zmiana uktadu wspotrzednych zmienia
macierz ale nie operator. Fizyka to operator, ktory nie moze zaleze¢ od wyboru
uktadu wspotrzednych. Macierz to matematyczna reprezentacja operatora
W danym uktadzie wspotrzednych, czyli wstgp do konkretnych rachunkow.
Uktad, w ktorym operator Jonesa ma reprezentacj¢ macierzowa postaci (5.2.4)
nazwe¢ uktadem wlasnym operatora Jonesa.

Definicja 5.2.1: Uklad wlasny operatora Jonesa
Ukfad wtasny operatora Jonesa to taki ukfad wspotrzednych, Ktorego osie sq
zgodne z Rierunkami wektorow wtasnych tego operatora.

Procedura wyglada zatem tak: przeliczam wejsciowy stan polaryzacji do uktadu
wlasnego danego operatora Jonesa (wtedy macierz tego operatora jest postaci
(5.2.4) ). Mnozg tak otrzymang kolumng¢ Jonesa przez macierz Jonesa, w wyniku
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czego otrzymam kolumne Jonesa w ukladzie wlasnym operatora Jonesa.
Przeliczam wspotrzedne tak otrzymanego wektora Jonesa (lub nie, jezeli nowy
uktad wspotrzednych mi pasuje) z powrotem do starego uktadu wspotrzednych.

Rysunek 5.2.2. Wygodnie jest przejs¢ ze
wspotrzednymi wektora Jonesa dla danego
wejsciowego stanu polaryzacji od uktadu
laboratoryjnego do ukltad wtasnego
macierzy Jonesa reprezentujacej dany
element polaryzacyjny. Nalezy rdéwniez
przeliczy¢ do tego uktadu wspoétrzedne
wektora Jonesa reprezentujacego
wejsciowy stan polaryzacji. Po
przeliczeniu dziatania macierzy, mozna
wrdci¢ do wspoétrzednych laboratoryjnych.

Wspotrzedne wektora Jonesa (5.2.6) w obroconym o kat y (rys. 5.2.2) uktadzie
wspotrzednych (przejscie do uktadu wiasnego operatora Jonesa) maja postaé

v, =R(y)v 5.2.7

R(7) = cos(y) sin(y) 5.2.7a
)7\ Zsin(y) cos(y)

W nowym uktadzie wspotrzednych na wspolrzedne wektora Jonesa v, mozemy
podziala¢ macierza postaci (4.3.4). Przypominam, ze V i Vv,, to te same wektory,
tyle ze reprezentowane w dwoch obroconych o kat y wzgledem siebie uktadach
wspotrzgdnych. Dziatamy teraz na wektor v, macierza Jonesa (5.2.4)

Vi =Jv, =JR(y)v 5.2.8

W efekcie otrzymujemy wektor Jonesa reprezentujgcy stan Swiatta po przejsciu
przez ptytke falowa, ale reprezentowany w uktadzie wtasnym operatora Jonesa.

Jezeli chcemy wréci¢ do uktadu laboratoryjnego to musimy pomnozy¢ wynik
przez macierz obrotu odwrotnego

vV'=R"JRv 5.2.9
R*=R(~7) 5.2.9a
Zdefiniujmy macierz

J,=R™IR 5.2.10
Z jej uzyciem wzor (5.2.9) przyjmie postac

V'=J,v 5211

Wzor (5.2.10) jest wzorem na macierze podobne, ktore jak wiemy maja te same
wektory wilasne 1 warto$ci wlasne. Ale wspotrzedne tych wektorow i macierzy
sa wyliczone w rdéznych uktadach wspétrzednych. W praktyce procedura
obracania wspotrzednych wektorow Jonesa do uktadu zgodnego z ukladem
macierzy Jonesa, a po przemnozeniu macierzy przez taki wektor, dokonania
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obrotu odwrotnego jest bardzo wygodna 1 jest czgsto w obliczeniach stosowana.
Zobaczmy na przyktadach jak dziata formalizm Jonesa.

Na poczatek zajme si¢ operatorem Jonesa, ktory opisuje nic nie robienie,
czyli brak zmiany stanu polaryzacji $wiatta. W uktadzie wtasnym tego operatora
reprezentuje go oczywiscie macierz jednostkowa

1 0 5.2.12
o 1

Podzialam tg macierza na stan polaryzacji liniowej o wspélrzednych (a,b).
Zaktadam przy tym, ze polaryzacja jest juz wyznaczona w uktadzie
wspotrzednych macierzy Jonesa, wigc niczego nie musze¢ obracac.

1 Ojja| |1-a+0-b] |1 O a+1 0l[0| |a
0 1]/b] [0-a+L1-b] [0 1j0) [0 1fb] [b 5.2.12
vl v2
Latwo jest zgadna¢, w ukladzie wlasnym operatora Jonesa, posta¢ jego

macierzy reprezentujacego polaryzator liniowy ustawiony zgodnie z osig X lub y.

[(1) 8] dla osi x 5.2.13a

0 0 _ 5.2.13b
0 1] dla osiy

Sprawdzmy jak dziala macierz Jonesa tego operatora Jonesa dla polaryzatora
0 osi zgodnej z osig X-Ow gdy pada swiatto spolaryzowane wzdluz osi X
(5.2.14a) i y (5.2.14b); przyjmujemy amplitude padajgcego $wiatta jako rownia
jeden.

(1) 8 [(1)] - [(1)] 5.2.14a

[(1) 8] [(1)] - [8] 5.2.14b

Tak jak tego oczekujemy $wiatlo spolaryzowane zgodnie z orientacja
polaryzatora jest przepuszczane catkowicie, a to o polaryzacji ortogonalnej jest
calkowicie zatrzymane. A co gdy $wiatlo jest spolaryzowane pod katem z/4 do
osi x?

1 1
ﬁ[(l) ol 1] :\/_5[(1)] >2.15
1 1
ﬁ[g ] =7§[(1)] 52.15b

Tak jak nalezy otrzymujemy $wiatto spolaryzowane wzdhuz osi X (5.2.15a) lub y
(5.2.15Db), o potowie mniejszym nat¢zeniu.
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To, ze macierz Jonesa dla polaryzatora o osi zgodnej z osig X nie zmienia
stanu polaryzacji §wiatta spolaryzowanego liniowo zgodnie z osig X, wynika
rowniez faktu, ze taki stan polaryzacji jest reprezentowany przez wektor wlasny
tejze macierzy Jonesa (4.3.4). Wiemy, ze dziatanie macierzy na wektor wlasny
sprowadza si¢ do mnozenia tego wektora przez liczbg. Ogodlnie (5.2.15a)
mozemy zapisa¢ w postaci

Apegn

Co moze oznaczaé¢ wspodtczynnik o? Gdy jest mniejszy od jeden reprezentuje
fakt pochtaniania przez polaryzator $wiatla. Natezenie $wiatta na wyjsciu
obliczamy jako sume kwadratow sktadowych

| = +02 =0 5.2.16a

Kazdy polaryzator w jakims$ stopniu pochtania §wiatlo. Ale my stosujemy prosty
model polaryzatora idealnego i dlatego przyjmujemy, ze o=1. Gdy «a jest
wigksze od jeden to mamy uktad, ktéry na wyjsSciu daje wigcej energii niz
pojawilo si¢ na wejsciu. Takie wlasnosci majg elementy aktywne, ktore kosztem
pewnego rezerwuaru energii pompuja ja do wigzki Swietlnej. Nie jest to jednak
przypadek zwyklego polaryzatora.

Co by sig¢ stato, gdybym obrocit uktad wspotrzednych, tak ze osie uktadu
nie bylyby osiami polaryzatora? Wtlasnosci uktadu nie uleglyby zmianie, ale
zapis reprezentacji kolumnowej wektorow Jonesa i macierzowej operatorow
Jonesa w tych nowych wspotrzednych bylby bardziej skomplikowany. Macierze
Jonesa miatyby cztery niezerowe wspotrzgdne, a kolumny wlasne miatyby dwie
niezerowe wspoétrzedne 1 rachunki statby si¢ bardziej rozwlekle.

Dla przyktadu macierz Jonesa dla idealnego polaryzatora liniowego,
ustawionego pod katem € do 0si X, mozemy obliczy¢ ze wzoru (5.2.10).

_[cos(@) —sin(@)J(l oj( cos(0) sin(@)]

L0 —

sin(@) cos(d) {0 0){—sin(8) cos(6) £ 217
Po obliczeniu powyzszego wyrazenia dostajemy
[ ct Clsl] 5.2.18
€18, S?
¢, = cos(8) 5.2.18a
5, = sin(9) 5.2.18b

Dalej jest to macierz Jonesa reprezentujgca ten sam operator Jonesa, ale
zapisana poprzez transformacj¢ podobienstwa w mniej wygodnym ukladzie
wspotrzednych

Macierz Jonesa dla idealnej ¢wiercfalowki, przy kacie orientacji osi
szybkiej #=0 do osi X, przyjmie postac
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S et 0| 1 (1—i 0 j

2 = = — .

" iz 2\ 0 1+i 5.2.19
Lo et V2

przy dowolnym kacie orientacji osi szybkiej € do 0si x-6w, na podstawie wzoru
(5.2.10) otrzymujemy

i 1 - iCZ iSZ ]
| ois,  1+ic 5.2.20
s, = sin(20) 5.2.20b

Dla przyktadu wyprowadz¢ wzor na pierwszy wyraz (5.2.20). Z mnozenia
macierzy J4 (5.2.19) przez macierz obrotu R mamy

1 (1-i 0 \(cos(8) sin(6)) 1 ((1-i)cos() (L-i)sin(9)) 5221
P20 1+4i){=sin(0) cos(9)) 2\ -(1+i)sin(8) (1+i)cos(0)
Mnozenie macierzy obrotu odwrotnego R™ przez tak uzyskana macierz (5.2.21),
na pozycji pierwszego elementu daje
(1—i)cos®(8)+(1+i)sin?(9)=1—icos(26) 5.2.22
Co jest doktadnie pierwszym wyrazem macierzy (5.2.20).

W szczegolnych przypadkach macierz (5.2.20) przyjmuje postac

1 _

= _(1) _Ol_], ady 6 = 0 5.2.23a
1m14+4i o0 m

Al 1_i], gdy 6 = 5.2.23b
11 +i T

Sl 1 | gdyo = g 5.2.23¢

Zobaczmy jak to dziala. Przepus¢my s$wiatto spolaryzowane liniowo, zgodnie
Z osig X, przechodzi przez ¢wiercfalowke, ktorej o$ szybka zorientowana jest
pod katem #/4 do osi x-6w. Cwieréfalowke opisuje wtedy wzor (5.2.23c) ze
znakiem plus

1 g 1n
ﬁ[i 1] [o] _Ti[i] >22
Przy okazji, w notacji braketow operacja (5.2.24) ma postaé
z H
Jq (Z) | > 5.2.25a
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™ 111 +i
l(z) = 5le 1 5.2.250
Zgodnie z ogodlng postacig kolumny Jonesa musi by¢
eié‘x] _ i 1
[ei5y = ﬁ[i] 5.2.26

Na podstawie (tab. 1.1) wnioskujemy, Zze na wyjSciu otrzymalismy $wiatlo
kolowo spolaryzowane lewoskretnie. Wynik zgodny 2z rozwazaniami
przedstawionymi w (§4.2.2) poswigconym ¢wieréfalowce.

Macierz Jonesa dla idealnej potfalowki, przy kacie orientacji osi szybkiej
6=0 do osi X, przyjmie postac

, e o (i 0y (10
1= <170 Zil™"o - 5.2.27
eZ

0

przy dowolnym kacie orientacji osi szybkiej # do 0si X-6w, na podstawie wzoru
(5.2.10), postepujac podobnie jak w przypadku ¢wiercfalowki, otrzymujemy

ic, s,

[isz _icz] 5.2.28
W szczegblnych przypadkach mamy

i 0 _

o _i], gdy 6 =0 5.2.2%

—i 0 _n

o i) edve=> 5.2.29b

0 i _ . r

4 0] gdy & = - 5.2.29¢

Zobaczmy jak to dziala. Niech na ptytke potfalowa zorientowang pod
katem /4 pada swiatto o jednostkowej amplitudzie, spolaryzowane liniowo pod
katem /4. Kolumna Jonesa (5.1.8) ma postac

1 (1 5.2.30
V=—1s
J2\1

Macierz Jonesa tej ptytki falowej obroconej pod katem 6=r/4, na mocy ma
posta¢ (5.2.29c) ze znakiem plus.

(O ij 5.2.31
J=| .
1 0

Zobaczmy jak macierz ta dziala na $wiatto o jednostkowej amplitudzie
spolaryzowane liniowo pod katem 6=n/4
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ol C)-)-50

Wida¢, ze stan polaryzacji §wiatla nie zmienit si¢, cho¢ pod wplywem
potfalowki faza $wiatta przesuncta si¢ o 7/2. Poniewaz $wiatlo jest liniowo
spolaryzowane pod katem /4 i potalowka obrocona jest pod tym samym
katem, to kolumna (5.2.30) reprezentuje wektor wlasny operatora Jonesa
w danym uktadzie wspotrzednych. Stowem uktad zachowuje si¢ doktadnie tak
samo jak w przypadku gdy $wiatlo pod katem zero pada na nieobrocong
potalowke.

Na koniec wyznacze¢ macierz Jonesa dla dowolnej ptytki falowej, to jest
ptytki wprowadzajacej przesuniecie fazowe A migdzy szybka a wolng osig,

0 szybkiej osi zorientowanej pod katem & do osi x. Dla kata & =0 mamy
A

] e? 0
0 e?

Po pierwszym przemnozeniu mamy

5.2.32

A A A 5.2.34
e? 0 (cos(@) sin(@)j_ e 2cos(6) e 2sin(0)
2 | =sin(0) cos(0)) | i i
0 ez) (6)  cos(?) —e 2sin(0) e?cos(6)
Drugie mnozenie daje
A A

(cos(@) —sin(@)} e 2cos(0) e *sin(0)

sin(0)  cos(9) —ei% sin(6) ei% cos(6)
A A A A 5.2.35
e 2cos’(0)+e?sin’(6) (e 2 e 2]sin(é’)cos(@)

[eié — eigjsin (6)cos(9) e cos? (6)+ e sin’ (9)

Zrobie przyktadowe zadanie.
Zadanie 5.2.1.

Plaska fala swiatta spolaryzowanego Rofowo prawoskretnie o jednostRowym
nateZeniu pada normalnie na cwieréfalowke, a nastepnie na 1/8 falowke. Osie
szybkie obu ptytek falowych zorientowane sq wertyRalnie (V' - to jest wzdtuz osi
y). ORresl stan Swiatta po przejsciu przez pierwszq i drugq ptytke falowq.

Kolumna Jonesa dla $wiatta spolaryzowanego prawoskretnie kotowo dany jest
wzorem (4.1.9), a macierz Jonesa dla ¢wiercfalowki 0 orientacji V ma postac
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(5.1.21b). Stan polaryzacji $wiatlta obliczymy mnozac przez siebie obie te
macierze

Blo il gl

Lkl

OtrzymaliSmy §wiatlo spolaryzowane liniowo, zorientowane pod katem - /4 do
osi X-0w (4.1.8). Zauwaz, ze ¢wieréfalowka dodata do obu sktadowych H i V
przesunigcie fazowe o -712.
Przypadek (b) - ze wzoru (5.1.35) wyznacze macierz Jonesa dla
1/8 falowki o orientacji V. Kat op6znienia migedzy falg szybka i wolng wynosi
718. Macierz Jonesa ma postac
1 0
J, = 1 .
= |0 ﬁ(1+ i)
Dzialamy tg macierzg na stan wejsciowy
1 0

1 iH=i 1 NS ; 5.2.33
0 ﬁ(“i) L2lil 2 ﬁ(i_1) 2|
Stad mamy
5:%7r; sin(6) =

5231

5.2.32

1 003(5):—i 5.2.34
V2’ 2
Nadto H=V=1. Rownanie elipsy polaryzacji przyjmie posta¢ (1.6)
XZ—\EX}/-F y2 =1 5235
Poniewaz Jlezy w przedziale 0- 7, elipsa jest obiegana prawoskretnie.
Formalizm Jonesa dat nam do reki efektywng metod¢ obliczania zmiany
dowolnego stanu polaryzacji przy przej$ciu przez element polaryzacyjny, ktory
mozna opisa¢ macierzg Jonesa. Rachunki moga na poczatku zdawac si¢
zagmatwane, szczegoOlnie gdy trzeba przeskakiwa¢ z jednego do drugiego
uktadu wspotrzednych, ale gdy kto§ ma potrzebe takich rachunkéw, to po
zrozumieniu wyltozonych tu podstaw szybko moze naby¢ wprawy w ich
robieniu. Wtedy pokazane tu przyktady uzna oczywiscie za bardzo proste.
Formalizm Jonesa nie jest jedyna metoda opisu §wiatta spolaryzowanego.
Obok niego czesto uzywamy formalizmu Stokesa. Poniewaz polaryzacja jest
trudnym ale waznym tematem pozwolg sobie przyblizy¢ wam w skrocie rowniez
ten drugi opis.
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5.3. Sfera Poincarego — krotkie wprowadzenie

Wektory i macierze Jonesa maja konkurencje w postaci tzw. wektoréw Stokesa
I macierzy Miillera. Macierze Miillera maja rozmiar 4x4, co oznacza, ze dziataja
na kolumny liczb w czterowymiarowej przestrzeni (tzw. wektory Stokesa).
Wydaje si¢, ze cztery wspotrzedne to za duzo do opisu stanu polaryzacji, ale
formalizm macierzy Miillera ma swoje zalety. Pierwsza z nich jest fakt, ze
wspotrzedne wektora Stokesa reprezentuja wielkosci bezposrednio mierzalne
w eksperymencie. Druga, to elegancka interpretacja geometryczna w postaci
sfery Poincarego.

Zaczne od przypomnienia, ze stan polaryzacji moge Scharakteryzowaé
przez dwa katy: kat « okreslajacy azymut elipsy polaryzacji kat & okreslajacy
sptaszczenie elipsy. Kiedy mamy dwa katy 1 wektor o statej dtugosci, to sam si¢
narzuca pomyst reprezentowania stanow polaryzacji na powierzchni sfery.
Zanim przejde do sfery, podam jeszcze jeden wzér opisujacy dowolny stan
spolaryzowanej fali §wietlne;j
E=e"tan(p) 531
Kat A jest katem wzglednego przesunigcia fazowego miedzy sktadowa y-owa
I Xx-owa (1.2.c). Tangens kata S to stosunek amplitudy drgan wzdtuz osi y - Eogy
I wzdluz osi X - Eg (rys. 1.2). Okre§la on zarazem geometri¢ prostokata
0 bokach rownolegtych do osi wspotrzednych, opisanego na elipsie polaryzacji.
Zrysunku (1.2) wida¢, ze zakres zmiennosci kata [ jest okreSlony przez
przedziat [0, 7/12] Wzor (5.3.1) dla danych katow A i S jest liczbg zespolona, co
oznacza, ze stan polaryzacji mozemy opisac liczbg zespolong. Zwigzki migdzy
katami A i £, a katami okreslajacymi elips¢ polaryzacji « i @ majg postac
tan(a) =tan(2)cos(A) 5.3.2a
sin(20) =—sin(2p)sin(A) 5.3.2b

Katy A i 25, mogg reprezentowac zaré6wno stan polaryzacji, jak i punkt na
sferze. Mnozenie kata [ przez dwa zapewnia jednoznaczne pokrycie catej sfery.
Réwnowaznie mozemy postluzy¢ si¢ podwojonymi katami azymutu 2«
I eliptycznos$ci 2 6. Sprawg ilustruje rysunek (5.3.1).

W celu umozliwienia operacji na sferze wprowadzimy wektor Stokesa
0 wspotrzednych

S, = 5.3.3a
S, =1cos(2p) 5.3.3b
S,=1sin(2/)cos(A) 5.3.3C
S, =1sin(24)sin(A) 5.3.3d
Wspotrzedne Stokesa w uktadzie katdw a i @ przyjma postac

So=1 5.3.4a
S, =1cos(2p) 5.3.4b
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S, =1sin(2/)cos(A) 5.3.4C
S, =1sin(24)sin(A) 5.3.4d

Rysunek 5.3.1. Sfera Poincarego. Punkty
na powierzchni sfery identyfikowane sa
przez dwie wspébirzedne sferyczne
(rys. TIV 5.1.8), ktére tutaj oznaczane s3
symbolami przez 2y i2y Na biegunach
sfery znajduja sie stany reprezentujaca
polaryzacje kotowa prawo ilewo skretna.
Na réwniku mamy polaryzacje liniowe.
W pozostatych punktach mamy stany
eliptyczne. Widag, ze wzdtuz
réwnoleznikéw zmieniajg sie azymut
awzdhuz potudnika eliptycznos$¢ stanéw
Swiatta. Antypodalne punkty sfery (punkty
lezace po przeciwnej stronie Srednicy)
wyznaczajg stany ortogonalne.

LO

Mozemy do sprawy podejs¢ bardziej ogolnie, czyli zrezygnowac
z zatozenia catkowitej polaryzacji Swiatta. Jezeli wigzke Swiatla uznamy za
zbior paczek falowych, a kazda z nich moze reprezentowaé stan o innej
polaryzacji, to nie ma mozliwosci ustalenia stanu polaryzacji Swiatta. Wtedy
wzory (5.3.3-4) przestajg obowigzywac. Mozemy je jednak uogélni¢ do postaci

So=(EZ)+(E}) 5.3.5a
s, =(E?)—(E}) 5.3.50
S, =(E,E,)+(E,E;) 5.3.5¢
s,=i((EE,)-(E,E})) 5.3.5d

Ostre nawiasy oznaczajg S$rednig po czasie. Gdy stosujemy zespolong
reprezentacj¢ wspotrzednych E, i E,, to kwadrat tych wspoirzednych jest
rozumiany jako kwadrat ich modutu. Dla §wiatla catkowicie spolaryzowanego,
mozemy przej$¢ od wzorow (5.3.5) do wzordw (5.3.3-4), ale wymaga to sporo
rachunkow, wiec sprawy nie bede rozwijal. Zwigzek parametréw Stokesa ze
sferg (dla $wiatta spolaryzowanego) pokazany jest na rysunku (5.3.1). Parametr
Sp okresla promien sfery.

Jakie jest znaczenie fizyczne parametréw Stokesa? Zaczne od $wiatla
niespolaryzowanego. Poniewaz zaden z kierunkéw polaryzacji nie jest
wyrdzniony mozemy zapisac

S, =(E2)+(E2)=1=2(EZ) 53.6
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Zerowy parametr Sy okresla natezenie wigzki . Wobec réwnos$¢ natezen na obu
sktadowych polaryzacji liniowej parametr S; jest rowny zeru, podobnie jak
pozostate dwa parametry, ktore Zaleza od iloczynow mieszanych E,E,
niezaleznie oscylujacych harmonik (zaktadamy, ze kazdg fale mozemy roztozy¢
na harmoniki). Srednie po czasie takich iloczyndéw sa rowne zeru. Widaé z tego
roOwniez, ze $wiatla niespolaryzowanego nie mozna reprezentowaé na sferze
0 promieniu Sy. Aby mozna to bylo zrobi¢ dla $wiatla spolaryzowanego musi
by¢

Sy =+/S2 + 2+ 5.3.7

Zwiazek (5.3.7) mozna réwniez wyprowadzi¢ (dla $wiatla spolaryzowanego)
przeksztatcajagc wzory (5.3.3-4). Wprowadzg wielkosci nazywang stopniem
polaryzacji

ol _\fSI+S7+S] 538

I S,
Gdzie I, to nat¢zenie spolaryzowanej czg$ci wiazki $wietlnej. Stan wiazki
mozna przedstawi¢ jako sume czegsci spolaryzowanej 1 niespolaryzowanej

S0 SO SO
S 0 S
S=| '|=(1-P)| _ |+P| } 5.3.9
S, 0 S,
S, 0 S,

Wida¢, ze dla $wiatta calkowicie spolaryzowanego P=1, a dla Swiatla
catkowicie niespolaryzowanego mamy P=0. Posrednie wartosci oznaczaj3
swiatto czeSciowo spolaryzowanym. O S$wietle czeSciowo spolaryzowanym
pisatem juz wczesniej (1.1.4), ale ograniczajac si¢ do polaryzacji liniowej. Wzor
(5.3.8) jest zgodny z (1.1.4), tyle ze zapisany z uzyciem parametrow Stokesa
I jest w mocy dla dowolnych stanow polaryzacji. Warto§¢ P=0 oznacza, ze
w wigzce §wietlnej dominuje pewien stan polaryzacji.

Wracam do omowienia znaczenia fizycznego parametréw Stokesa.
Pierwszy parametr S; okresla réznice pomigdzy $srednim natgzeniem sktadowe;j
wigzki §wietlnej spolaryzowanej liniowo wzdhuz osi X-06w, a srednim natezeniem
sktadowej wigzki $wietlnej spolaryzowanej liniowo wzdhuz osi y-6w. Mozemy
to rozumie¢ tak. Ustawiam w bieg wigzki analizator o osi zgodnej z 0sig X-Ow
| mierzymy natezenie $wiatta. Mowigc kolokwialnie ile tego $wiatla
Spolaryzowanego liniowo wzdluz osi X-6w bedzie, tyle go przejdzie przez
analizator. Nastepnie robimy to samo dla osi y-6w 1 odejmujemy obie liczby, co
daje nam warto$ci parametru S;. Wida¢ przy tym, ze dla S$wiatla
spolaryzowanego liniowo wzdluz osi x-6w S;=I, a dla polaryzacji liniowej
zgodnej z o0sig y-Ow mamy S;=-I.

Drugi parametr Stokesa S, okresla podobng roznicg, ale przy osiach
uktadu wspoétrzednych obroconych o 7/4. Teraz analizator jest obrocony raz
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0 +74 a drugim razem o -7/4. Parametr S, jest r6znica nat¢zen mierzonych
w tych dwéch przypadkach i jest réwny |, dla Swiatla spolaryzowanego liniowo
zgodnie z obrocong osig X-O0w, oraz —| dla $wiatta spolaryzowanego liniowo
zgodnie z obrdcong osig y-Ow.

Trzeci parametr S; okreSla réznice w natezeniu sktadowej kotowej
polaryzacji prawoskretnej ilewoskretnej. Tu musimy zastosowaé specjalny
analizator, tzw. analizator kotowy. Jest to analizator ktéry przepuszcza
bezstratnie wigzki $wiatta o stanach polaryzacji R lub L. Mozna go uzyskac
w uktadzie ¢wieréfalowka i polaryzator liniowy. Rysunek (5.3.2) ilustruje
kwestie znakow kolejnych parametrow Stokesa, dla charakterystycznych dla
nich stanow polaryzacji. Tabela (5.3.1) przedstawia warto$ci parametrow
Stokesa dla wybranych stanow polaryzacji.

y y y
S,>0 S.>0 S.>0
A
X X k/ X
y y Yy
S,<0 S,<0 S.,<0
D
X X k_/ X

Rysunek 5.3.2. Znaki wspoétczynnikéw Stokesa dla réznych czystych stanow
polaryzacji powigzanych z charakterem kazdego ze wspotczynnikow (oprocz
wsp6étczynnika Sp). Czerwone linie oznaczajg stan polaryzacji.

To co si¢ mocno podkresla przy formalizmie Stokesa to fakt, ze wartos¢
wspotczynnikéw wektora Stokesa moga by¢ wyznaczone bezposrednio
z pomiaréw. Istnieje kilka ekonomicznych (tzn. minimalizujgcych liczbe
pomiaréw) schematéw pomiarowych dajagcych warto$¢ wspodiczynnikow
Stokesa, ktorych nie bede tu przytaczat®.

W literaturze parametry Sq-S; okre$lane sg jako wspotrzedne wektora
Stokesa. Jednak matematycznie rzecz biorgc mozliwe stany polaryzacji nie
rozpinajg  przestrzeni  wektorowej.  Oczywiscie  istniejg  wektory
czterowymiarowe. Ale ich przestrzen jest bogatsza od przestrzeni utworzonej

8 Zobacz na przyktad F. Ratajczy, Optyka osrodkdw anizotropowych, PWN, 1994
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przez mozliwe stany polaryzacji. PomyS$lmy o przykladzie $wiatla
niespolaryzowanego. Wtedy wszystkie parametry Stokesa oprocz zerowego s3
rowne zeru; S0(1,0,0,0). W przestrzeni wektorowej istnieje wektor
0 wspotrzednych (-1,0,0,0), co oznaczaloby ujemng warto$¢ nat¢zenie $wiatla.
Zatem temu wektorowi nie odpowiada, zadne stan $wiatta. Jest jednak
powazniejszy problem. Gdy mamy wektor predkosci vV o wspotrzednych (vy,vy)

Stan polaryzacji So S; S, S;
Swiatto niespolaryzowane 1 0 0 0
Liniowa wzdhuz osi x (H) 1 1 0 0
Liniowa +45° 1 0 1 0
Liniowa -45° 1 0 -1 0
Liniowa wzdhuz osi (V) 1 -1 0 0
Kotowa prawo skretna 1 0 0 1
Kotowa lewo skretna 1 0 0 -1

Tabela 5.3.1. Warto$¢ wspotrzednych wektora Stokesa dla wybranych stanéw
polaryzacji $wiatta, przy natezeniu $wiatta réwnym jeden.

w danym ukladzie wspotrzednych, to zawsze mozemy zmieni¢ uktad
wspotrzednych tak, ze ten sam wektor bedzie mial wspotrzedne (0,v).
W przypadku wektora Stokesa nie mozemy wyzerowac zerowegO parametru,
gdyz z definicji jest on przyporzadkowany natezeniu Swiatla. Przyznasz, ze
zmiana uktadu wspotrzednych nie moze zmieni¢ natgzenia S$wiatla. To
przypisanie parametrom Stokesa $cisle okreslonych rol fizycznych wykresla
calos¢ z rodziny wektorow. Bede jednak dalej mowit ,,wektor Stokesa”, ale
Zz powodow historycznych 1 literaturowych. Nie chce po prostu wprowadzaé
nazw niezgodnych z konwencja literaturowa.

Podsumujmy tg cze$¢ definicja

Definicja 5.3.1: Sfera Poincarego

Sfere, Rtora reprezentuje mozZliwe weKtory Stokesa dla  Swiatfa catkowicie
spolaryzowanego o danym natezeniu nazywamy sferq Poincarego.

5.4. Macierze Muellera

Liniowe zmiany stanu polaryzacji reprezentowanego przez wektor Stokesa
opisujemy za pomoca macierzy 4x4. Macierze te nazywamy macierzami
Muellera’. Oczywiscie nie dlatego, Zze sa to od strony matematycznej jakies
szczegbdlne macierze. Nazwa macierze Muellera oznacza tylko, ze intepretujemy

‘w oryginalnej pisowni sg to macierze Mullera. Ale w polskiej (i anglojezycznej pisowni mamy
macierze Muellera)
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je jako reprezentujagce dziatanie liniowego elementu polaryzacyjnego
w formalizmie wektorow Stokesa. Wypisze przyktadowe macierze Miillera.

Jezeli element nie zmienia stanu polaryzacji, to opisuje go oczywiscie
macierz jednostkowa. Nietrywialne przyktady, tradycyjnie, zaczn¢ od idealnego
polaryzatora liniowego. Niech kat w, bedzie katem miedzy osig polaryzatora
a 0sig X.

1 ¢ s, O]
16 & &% 0 5.4.1
2ls, ¢s, s; O

0 O 0O O

G(izie wspotczynniki _Cz I S, sg zdefiniowane wzorami (5.2.20). W szczegdlnych

przypadkach mamy

Y=0 Y =+mn/4 Y =m/2
1 1 0 0] 1 0 #1 0] 1 -1 0 O]
1 1100 1 0 0 0 O 1 -1 1 00 5414
20 0 0 O 2[t1 0 1 O 210 0 0 O
10 0 0 0] 10 0 0 O] 0 0 0 0]
Dla ¢wier¢falowki macierz Muellera, ma postaé
1 0 0 0 ]
0 ¢ «cs, -S,
0 ¢, 522 C, 5.4.2
0 s, —c, O]
W szczegblnych przypadkach mamy
Y=0 Y =+mn/4 Y =m/2
1 0 0 0] 1 0 0 0] (1 0 0 0]
010 0 0 0 0 #1 010 O 5 4.3
0 00 -1 0 0 1 0 0 00 -1
001 0] 0 £1 0 0] 001 0]

Dla potfalowki macierz Muellera, dla kata 1) orientacji szybkiej osi, ma postac

1 0 0 0]
0 ¢ s 0 5.4.4
0 s, —-¢c O
0 0 0 -1
¢, =cos(4y) 5.4.4a
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W szczeg6lnych przypadkach mamy

1
0

s, =sin(4y)
Y=0
0 0 O
1 0 O
0 0 -1 0
00 0 -1

Y =4xmn/4
1 0 0 O]
0 -1 0 O
0O 0 1 O
0 0 0 -1

Y =m/2
100
010
00 -1
00 0

1]

5.4.4b

5.4.4c

Dla dowolnej falowki wprowadzajacej przesuniecie fazowe A miedzy szybka
a wolng osig 1 o szybkiej osi zorientowanej pod katem ¥ do 0si X, ma postaé

1
0

0
0

0
C; +5;cos(A)
c,s,(1—cos(A))
s,sin(A)

C; +5;Cc0s(A)
—C,sin(A)

0

0

C,5,(1—-cos(A)) —s,sin(A)
c,sin(A)
cos(A)

5.4.5

W dalszym toku wyktadu bed¢ uzywat sfery Poincarego do ilustrowania
zjawisk zwigzanych z polaryzacja.
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6. Interferencja fal spolaryzowanych &

Aby zamknag¢ to krotkie wprowadzenie do teorii $wiatla spolaryzowanego
opowiem pokrétce o wptywie polaryzacji $wiatla na zjawisko interferencji
I dyfrakcji. Zaczne od interferencji.

Zeby obliczy¢ interferencje fal musimy znaé ich faze. Tak przynajmniej to
wygladato do tej pory (§TX 1). Jak jest faza fali elektromagnetycznej
0 polaryzacji — na przyktad kotowej? Nie mamy tam jednego wyrazenia typu
U = 36" 6.1
Gdzie ¢ jest fazg fali, a dwa takie wyrazenia, osobno dla osi X i y (zobacz
kolumng Jonesa (4.1.2)). Dla polaryzacji liniowej, mozna wybra¢ taki uktad
wspotrzednych, ze jedna ze wspolrzgdnych wektora Jonesa jest rowna zeru
I wtedy nie mamy problemu z jednoznacznym okresleniem fazy fali. Wyglada
na to, ze do tej pory opisywaliSmy interferencj¢ fal liniowo spolaryzowanych.
A co w innych przypadkach?

Przypomne wzor na natezenie S$wiatta dwoch interferujacych fal
monochromatycznych (TX 1.20)

i, =2a’ +a+2aa, 005[51—52] 6.2
X
Czton interferencyjny zawiera cosinus réznicy faz A tych fal. Stowem
interferencja fal daje nam obraz tego jak faza jednej fali zmienia si¢ wzgledem
fazy drugiej fali. Gdy fazy obu fal zmieniajg si¢ tak samo to ich rdznica jest
statla, 1 nie widzimy prgzkow interferencyjnych tylko jednolicie o$wietlony
ekran (przy zatozeniu, ze czgstosci fal sg takie same). Roznice faz Ap moge
wyrazi¢ w nastepujacy sposob

Ap=arg (<a1e‘51 |ae” >) = Arg(ei<51_§2)) 6.3
Funkcja arg wybiera argument liczby zespolonej (def. DD 1.1.2). Zatem dla fal

spolaryzowanych liniowo i zgodnie, réznice¢ ich faz mozemy obliczy¢ z iloczynu
skalarnego odpowiednich wektoréw Jonesa

Ago:arg«El\Ez)) 6.4

Zobaczmy co si¢ dzieje w ogdlnym przypadku.
Napisze wzor na natezenie sumy dwoch fal danych wzorami (5.1.2)
(E, +E,|E, +E,)=(E,|E,) +(E, |E,) +(E,|E,) +(E,|E,) =
L+, +(E, |E,)+(E,|E,)
Otrzymalismy sume¢ natezen tych fal plus czitony mieszane, czyli podobng

struktur¢ wyrazenia jak dla przypadku skalarnego (przy pominigciu efektu
polaryzacji). Rozpisz¢ we wspotrzednych cztony mieszane

<E1|E2>:E1XE;X+E1yE;y 663.

6.5
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<E2|E1>: E:XE2X+ El*yEZy 66b
Korzystajac z postaci (5.1.5) mozemy zapisac

EL B + B,y E;y = Eo1Bon + Bogy Eo;zyel(ArAZ) 6.6¢
El*x B, + El*yEzy - EO;leO;Zx + Eo;lyEo;zyeil(ArAZ) 6.6d

lloczyn skalarny (5.3.5) jest zatem rowny
(E,+E,|E, +E,) =i, +i, + 2E, E,, +

. _ 6.7
EO;ly E0;2y (e'(ArAz) + e*'(ArAz))
lub po rozpisaniu czgsci ekspotencjalne;j
(E,+E,|E, +E,) =i, +i, + 2y, By, +
o 6.8

2E,,Eq,, COS(A; —A,)

0;ly
Czton interferencyjny jest teraz liczba zalezng od cosinusa z A;-A,. Przypomina
to wyrazenie na roznic¢ faz w (6.3). Nie mozemy jednak napisac

arg((E,|E,))=A, - A, 6.9
Bo to nie jest prawda, gdyz przeszkadza nam czton Eg.14Eq.ox We wzorze (5.3.7¢)
Mamy co najwyzej zaleznos$¢

arg(E E e‘(Al‘Az))zAl_Az 6.9a

0;1y —0;2y

6.1. Fale spolaryzowane liniowo

Jezeli dwie fale sg spolaryzowane liniowo wzajemnie ortogonalnie to czlony
mieszane w (6.5) sg rowne zeru. Nakladajace si¢ fale sumujg si¢ natgzeniowo.
Jezeli polaryzacja tych fal jest wspotliniowa to sprowadza si¢ to do przypadku
interferencji fal skalarnych, ktéry byt analizowany w (§TX 1). Aby to zobaczy¢,
zalozmy, ze fale sg spolaryzowane wzdluz osi X-Ow. (zawsze mozemy tak
wybra¢ uktad wspoétrzednych by bylo to prawdag). Wtedy y-owe wspotrzedne
wektora pola elektrycznego sg réwne zeru. Korzystajac z wzoru na sktadowe
pola postaci (5.1.2), jako wynik interferencji otrzymujemy wyrazenie typu (6.2).
Powiedzmy zatem, ze kierunki polaryzacji interferujagcych fal tworza kat
ac[0,7). Zorientuj¢ uktad wspotrzednych tak, ze polaryzacja jednej z fal jest
zgodna z kierunkiem osi x. Wtedy wektory Jonesa obu fal wyraza si¢ przez
wspoétrzedne

1 6.1.1a
E1 = Eo;l(()j
E_E COS(C() 6.1.1b
27 sin(a)

Oblicze kat fazowy, czesci interferencyjnej, ze wzoru (6.9)

89



Jan Masajada © — 45 tematdw z fizyki

arg((E,|E,)) =arg(Ey,E,, cos(a)) =0 6.1.2

Zobaczmy jak wyglada wzor opisujacy natezenie interferujacych fal. Zgodnie
z (6.5) ma on postaé

i =i, +i, + 2Ey,E,, cos(a) 6.1.3
Wyrazenie
E,.,cos(«) 6.1.3a

Jest rzutem wektora natezenia pola elektrycznego E, na wektor E; (mozemy
oczywiscie interpretowaé ten wzér jako rzut E; na E2). Rzut ten wybiera
zwektora E, cze$¢ zgodng z kierunkiem wektora E;. Ta cz¢$¢ zgodna
zachowuje si¢ tak jak fala spolaryzowana liniowo zgodne z fala E;. Czgsé
prostopadta do E; nie wnosi zadnego wkiadu do cztonu interferencyjnego
(mieszanego).

Sprawa wymaga jeszcze nieco uwagi. Skupmy si¢ na interferometrze
w uktadzie Macha-Zendera (rys. 6.1.1). Powiedzmy, ze propaguja si¢ w nim
dwie fale liniowo spolaryzowane, przy czym na jednej ze Sciezek jest element
polaryzacyjny, ktéry moze zmieni¢ kierunek polaryzacji biegnacej tam fali.
Jezeli fale sa zgodnie spolaryzowane to efekt interferencji zalezy tylko od
wzgledne roéznicy faz tych fal. Mozemy wigc na wyj$ciu napisac

1 6.1.4a
E1 = E0;1 0

aikaz 6.1.4b
Ez = E0;2 0

Wielko$§¢ Az opisuje roéznice drog geometrycznych migdzy galeziami
interferometru (przyjmujemy tu, ze interferometr pracuje w powietrzu, dla
ktorego wspolczynnik zatamania n=1). Wyrazenie na natezenie interferujacych
fal przyjmie postac

i =i, +i, + 2E, - E, =i, +i, + 2,Ji,i, cos(KAz) 6.1.5

Rysunek 6.1.1. Schemat ukiadu do
badania interferencji spolary-zowanych

% _____ U_E _______ | _~_| - fal $wietlnych. Z - zwierciadta, KS -
I kostki $wiattodzielagce, E - element

1
i polaryzacyjny do zmiany stanu
! polaryzacji. Do uktadu wchodzi swiatto
| o okre$lonej polaryzacji. Zaktadamy, ze
S N L 7'/ zwierciadla i kostki nie zmieniajg stanu
z polaryzacji Swiatla.

Czyli tak jak w przypadku, gdy nie uwzgledniamy polaryzacji. Roznica faz
pomiegdzy falami wynosi teraz KAz Jezeli obrocimy polaryzacje jednej z fal o kat
a, 10 otrzymamy
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i =i, +i, + 2E, - E, =i, +i, + 2E;,,Ey,, + 2y/iji, c0s(KAZ )cos(e) 6.1.6
Sktadajg si¢ tu dwa efekty, jeden zwigzany z r6znicg drog optycznych dla obu
ramion interferometru, a drugi z nieréwnolegloécia kierunkow polaryzacji.
W tym drugim przypadku czynnik z cosinusem wklada do cztonu
interferencyjnego tg sktadowa wektora polaryzacji jednej fali, ktéra jest zgodna
z kierunkiem polaryzacji drugiej fali. | dla tej cz¢éci okreSlamy rdznice faz fali,
poniewaz dla czegs$ci ortogonalnych nie jest to mozliwe. Roznica faz fali,
przynajmniej rozumiana klasycznie, jest rdznicg przesunie¢ fazowych
wynikajacych z roznic drog propagacji tych fal. Podsumowujac, korzystajac
z (6.1.2) mozemy obliczy¢ ta sktadowa jednego wektora Jonesa, ktdra jest
zgodna z kierunkiem drugiego wektora Jonesa. Ta zgodna sktadowa interferuje
tak jak interferujg dwie fale o tej samej polaryzacji.

Do tej pory zakladaliSmy milczacy, ze interferujg dwie poosiowe fale
ptaskie, tyle, ze o roznych stanach polaryzacji liniowej. Gdy w ukladzie
interferometru Macha-Zendera pochylimy jedno zwierciadto, to doprowadzimy
do interferencji dwoch pochylonych fal ptaskich. Wtedy roznica faz wynikajaca
z roznicy drég optycznych bedzie si¢ zmieniata przy zmianie punktu obserwacji
(rys. (TX 1.1.1)).

6.2. Fale spolaryzowane kolowo

Rozwazmy interferencj¢ fal spolaryzowanych kolowo. Gdy polaryzacje sa
ortogonalne (prawo 1 lewo skretna), to wtedy czton interferencyjny jest rowny
zeru. Niech zatem beda to polaryzacje zgodne co do skretnosci. Kolumny Jonesa
tych fal maja postac (5.1.9a)

1
E, = EO{J 6.2.1a

1] .
E2 = EO;2|:ij|e“// 6.2.1b

Czynnik €' uwzglednia mozliwo$¢ przesuniccia fazowego migdzy obiema
falami na przyktad na skutek nierownych dréog optycznych w interferometrze
Macha-Zendera (rys. 6.1.1). Obliczymy iloczyn skalarny tych fal

(E\|E,) =EpEp, (e +€™)=2E, E, 6™ 6.2.2
arg(E, |E,) =arg(2EO;1EO;2e“"’):_l/, 6.2.3
W tym przypadku mozemy dobrze okresli¢ kat w miedzy oboma wektorami
natezenia pola elektrycznego. Jest on réwny roznicy faz y wynikajacej z rdznicy
drég optycznych miedzy dwoma wigzkami, tak jak to ma miejsce w przypadku,

gdy zaniedbujemy polaryzacje. Jest to wynik, ktéry tatwo uogo6lni¢ na dowolne
ale takie same stany polaryzac;ji fal.
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Fakt 6.2.1:
Jezeli interferujg dwie fale o jednakowej polaryzacji, to faza miedzy tymi falami jest

dobrze okreslona i rdwna jest fazie jaka dla tego przypadku wyliczylibysmy przy
zaniedbaniu efektéw polaryzacyjnych.

6.3. Fala spolaryzowana liniowo i kotowo

Przyjrze si¢ interferencji fali liniowo spolaryzowanej, zgodnie z osig X, z falg
kotowa spolaryzowang. Odpowiednie kolumny Jonesa maja postac

1
E,=E, 6.3.1a
1 01{0}
1
1 6.3.1b
E,=Ey, |:+i:| =By 4
- €

Warto w tym miejscu zastanowi¢ si¢ nad baza, w ktorej reprezentujemy
wektory Jonesa. Aby obliczy¢ iloczyn skalarny wspotrzedne wektoréw musza
by¢ dane w tej samej bazie. Nasze wzory napisane sg w bazie V, L (def. 1.1.5
1 1.1.6), to znaczy wektory bazy sg zgodne z kierunkami V i L polaryzacji
liniowe;j. Dla polaryzacji kotowej, wzor (6.1.9b) mozemy zapisa¢ w postaci

1 ) 1 2 0
Eo. i :Eo;2(|H>i||V>):Eo;2 0 +E,,€ 1 6.3.2b

Podobnie mozemy przedstawi¢ pierwszg fale (6.3.19a)

Eo;lLﬂ: Eq. ([H) £i|[V))= E";l[cl)}rom 6.3.2a

Obliczymy iloczyn skalarny dla fal (6.3.21)
(E,|E,) =EyE,, =arg(E,|E,)=0 6.3.3
Rysunek (6.3.1) wyjasnia dlaczego argument iloczynu skalarnego jest rowny
zeru. Widaé, ze wobec zerowania si¢ drugiej sktadowej pierwszej fali iloczyn
skalarny okre$la zgodnos¢ faz pierwszych sktadowych obu wektoréw. Gdy obie
fale maja jednostkowe nat¢zenie, to ich kolumny Jonesa majg postac

Efm 6.3.4a
E_ L ' 6.3.4b
2= +iZ

NP
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Rysunek 6.1.1. Géra - wektor Jonesa ma dwie zespolone wspotrzedne, ktore same
mozna traktowa¢ jako dwu wymiarowe wektory. Dlatego do wyrysowania stanu E1 i E;
potrzebowatem dwoch plaszczyzn. W iloczynie skalarnym mnoZzymy odpowiednie
wspétrzedne, po sprzezeniu drugiego sktadnika iloczynu (4.1.15). Gérne ptaszczyzny
pokazuja pierwsze wspotrzedne wektorow E; i E;. Jako wektory na ptaszczyznie
zespolonej obie wspoétrzedne majg taki sam kat. Dolna plaszczyzna pokazuje drugie
wspotrzedne wektorow Eq i Ez. Jedna ze wspotrzednych jest rowna zeru, co oznacza, ze
fazy nie sg w tym przypadku okres$lone. O wzajemnej fazie decyduje tu pierwsza para,
ktéra jest fazowo zgodna. Dolny rysunek pokazuje sytuacje w chwili pézniejszej.
Wszystkie fazory ulegaja obréceniu o ten sam kat, bo obie fale maja ta sama czestos¢
i wzajemne katy nie ulegajg zmianie.

Wzér na nate¢zenie interferujagcych fal (6.1.5) (przy zalozeniu, Zze obie maja
jednostkowg amplitudg) przyjmuje postaé

i =i, +i, +<E1|E2>+<E2|E ) 6.3.5a

1 6.3.5b

e2——

<E1|E2>= \/‘ «/E 5
< 2|E) \/_ \/_en” 1 6.3.5C

30—
: 2
i=1+1+——=2++2 6.3.6

2
2

Jest to mniej niz gdyby obie fale byly zgodnie i liniowo spolaryzowane, wtedy
4. Zmniejszenie warto$ci maksymalnej wynika z tego, ze jedna ze skladowych
fali o polaryzacji liniowe] mnozy si¢ przez zerowg skltadowa fali liniowo
spolaryzowanej i nie daje wktadu do czlonu interferencyjnego.
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Nalezy zwroci¢ uwage, ze natgzenie fali (6.1.2) (czyli rowniez (6.3.6))
zostalo policzone dla ustalonej chwili czasu 1 w danym punkcie. Poniewaz
czestosci obu fal sg takie same, a czton interferencyjny w (6.3.24) jest od czasu
niezalezny, to zmiana chwili czasu niczego w wyrazeniu na nat¢zenie Swiatla
nie zmienia. Natomiast zmiana punktu obserwacji moze zmieni¢ obliczong
warto$¢ natezenia. Jedna z fal moze by¢ pochylona wzgledem drugiej co
oznacza, ze¢ w innym punkcie ta pochylona fala zostanie przemnozona przez
dodatkowy czynnik fazowy, co spowoduje zmian¢ warto$ci natezenia pola.

Otrzymany wynik pokazuje, ze okreslenie kata miedzy wektorami Jonesa
zwykle si¢ nie udaje. Cho¢ argument iloczynu skalarnego migdzy falg liniowo
I kotowo spolaryzowang jest rowny zeru (6.3.5), to nie oznacza to, ze mozemy
uzna¢ iz fale te s3 w tej samej fazie. Wektor fali kolowo spolaryzowanej kreci
si¢ a liniowo spolaryzowanej zachowuje kierunek (ale zmienia si¢ co pot okresu
zwrot). Kat migdzy tymi wektorami zmienia si¢ w czasie, ale nie wida¢ tego we
wzorze (6.3.5). Zadzialala tu magia zapisu zespolonego, ktdry jak wiemy
(§TX 1.4), przy opisie interferencji, daje wynik rowny S$redniej wartosci po
okresie (z doktadnoscig do statej mnozacej). Sprobujmy przekonaé sig, ze tak
rzeczywiscie jest.

W tym celu zapisz¢ wektory natezenia pola elektrycznego w postaci (1.2).

{ E,, =1cos(at)

E,, =0cos(awt+A,) 6.3.72
1
E,, =—=cos(wt)
X V2 6.3.7b

E

1 T
y2 = ﬁCOS(CO‘t + E)

Oblicze $rednia po czasie z illoczynu skalarnego sumy wektoréw E; i E,.
<E1+E2|E1+E2>=(E12+E22+%)C052(a)t) 6.3.8

Srednia po czasie po jednym okresie z tego wyrazenia jest rowna $redniej
z cosinusa do kwadratu co jak wiemy jest rowne Y2 (TX 1.4.5). Zatem
Z doktadnoscia do czynnika 's2 otrzymaliSmy to samo co z rachunku na
wielkosciach zespolonych, podobnie jak to bylo w przypadku skalarnym
(§TX 1.4).

Mozna si¢ z powyzszego spodziewaé, ze dla fali o liniowej polaryzacji
danej wzdhuz osi 'y

0
E,=Eu| 6.3.9

i dla fali kotowej (5.3.12b) wzgledny kat dla cztonu interferencyjnego wynosi
+72 (rys. 6.3.2)
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o L. —

X

F—

E, . /Z'_X, E /

Rysunek 6.3.2. Gdy wektor pierwsze fali dany jest przez (6.3.9), to pierwsza
wspoétrzedna wektora E; jest rowna zeru. W efekcie o kacie fazowym czilonu
interferencyjnego decyduje dolna para.

I rzeczywiscie
o 6.3.10
(E,|E,)=EyEqe 2 =arg(E,|E,) =%

Nategzenie w obrazie interferencyjnym (6.3.5) wynosi
=i +1, 6.3.11
Jest zatem suma nat¢zen fal. Poniewaz fazory dla jednej wspotrzednej sa
ortogonalne a dla drugiej nie sg okreslone (bo jedna ze wspotrzednych jest
rowna zeru) to decyduje ta wspotrzedna, ktora jest oOkreslona i czynnik
interferencyjny zeruje si¢. PowtOrzenie rachunku na S$rednig po okresie
pokazuje, ze z doktadnosciga do czynnika 52 Srednia po okresie jest rOwna
(5.3.31).

W  ogélnym przypadku interferencj¢ dwoch fal  dowolnie
spolaryzowanych mozemy zapisa¢ W postaci

| Eq=Eg,cos(at)
5= {Eyl = Eqy, COS(at + A, ) 6.3.12a
E,, = Ey, cos(awt)e”
E — X2 02x .
? {Eyz = Egp, cos(at +A,)e" 6.3.12b
(B, +E,JE +E,)) =((E|E)). +((E,|E,)). + 6.3.12¢
<<E1|E2>>T + <<E2|E1>>T
Obliczajac srednie po czasie mamy
1. 6.3.13a
(EED), (B2, + €2, )(eos* (), =3,
Podobnie
6.3.13b

1.
((E,|E,)), =(E2, +EZ, )(cos® (et)). =7k,
Czton interferencyjny daje wktad
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<<E1|E2>>T -

EgiEoni® " (C08% (@) +Eqy,Eqpye ™ (cos(at + A, )cos(at +4,))  6.3.13¢
(S

Oraz ’
<<E2 | El>>T -

EgiEopi@" (00 (1)) +Eqy Eqy € (cos(wt+A,)cos(wt+4,)). 63.13d
(NS —

1
2

Dalej mamy
(cos(at+A,)cos(at+A4,)) = 6.3.13¢

<(cos(a)t)cos(Al) —sin(at)sin(A,)) >
(cos(at)cos(A,)—sin(at)sin(A,)) ]

Sktadowe tego wyrazenia sg rOwne

<cos2(a)t)cos(Al)cos(Az)>T :%cos(Al)cos(Az) 6.3.13f
(cos(wt)sin(at)cos(A,)sin(A,)) =0 6.3.13g
—(cos(wt)sin(at)sin(A,)cos(A,)). =0 6.3.13h

- i : 1. : 6.3.13i
<S|n (a)t)sm(Al)sm(A2)>T =Esm(Al)S|n(A2)
Zbierajac wszystkie sktadowe mamy

E A EIE +E 1( i +i, + 2Eq, Egy, cOS(1 ) +

+ + ==

<< 1 2| 1 2>>T 2| 2E,,,Eo, cos(A, - A, )cos(y) 6.3.14

Oblicz warto$¢ (6.3.13c) w zapisie zespolonym (nie ma wtedy usredniania po
czasie) a otrzymasz to samo, tylko bez czynnika V5.

6.4. Podsumowanie

Polaryzacja mocno komplikuje kwestie interferencji. Wynik interferencji zalezy
od dwoéch czynnikdéw: Wzajemnego stanu polaryzacji 1 roznicy drég optycznych.
Ogoblny wzor opisujacy wpltyw czynnika polaryzacyjnego dany jest przez
iloczyn skalarny sumy wektoréw Jonesa dla pola elektrycznego E; i E.

Nawet jezeli ustawimy na wejsciu interferometru z rysunku (6.1.1) dwie
fale o jednakowej polaryzacji, to obecno$¢ elementéw odbijajacych moze
zmieni¢ ich stan (zobacz §1.2.1). Problem ten dotyczy réwniez interferometrow
w innych konfiguracjach. W efekcie na wyjsciu otrzymamy dwa rdzne stany
polaryzacji 1 wynik interferencji przestanie by¢ zgodny z oczekiwanym.
Wyjsciem z  sytuacji  jest  zastosowanie  specjalnych  elementow
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Swiattodzielacych, ktore zachowujg stan polaryzacji, lub ustawnie polaryzatora
na wyjsciu interferometru. Polaryzator ustawi obie wigzki w tym samym stanie
polaryzacji. Zwykle ustawia si¢ go tak aby na jego wyjsciu natgzenie obu
wigzek bylo takie samo, wtedy kontrast prgzkow jest najlepszy.

6.5. Dyfrakcja

Obliczajac obraz dyfrakcyjny w punkcie P sumowaliSmy fazory, ktore
reprezentowaty amplitudy 1 fazy fal wtornych, dochodzacych do danego punktu
P (§TXI2.1). Nastgpnie sum¢ fazoréw podnosilismy do kwadratu, co
uwzglednialo w danym punkcie obserwacji P efekt interferencji fal wtdrnych.
Polaryzacja komplikuje ten obraz, co ilustruje rysunek (6.5.1)

- Rysunek 6.5.1. Na soczewke pada fala

o> ptaska spolaryzowana liniowo. Po

< ) yez przejSciu przez soczewke  kierunki
_>

promieni zmieniajg sie (tylko centralny
nie zmienia kierunku). Zmienia sie
réwniez kierunek polaryzacji fal i obraz
interferencji komplikuje sie.

<+

Wida¢ z niego, Zze po przejSciu przez soczewke promienie reprezentujgce
padajaca poosiowo fale plaskg zmieniajg swoj kierunek. Zmienia si¢ roOwniez
orientacja polaryzacji (polaryzacja dalej jest prostopadta do kierunku
rozchodzenia si¢ $wiatta, czyli do kierunku promienia). Oznacza to, ze
W plaszczyznie obserwacji musimy wybra¢ sobie uklad wspotrzednych X-y-z
I dla kazdego promienia dochodzacego z soczewki znalez¢ sktadowe wektora
pola elektrycznego w kierunku tych osi. Sktadowe zgodne z osig X (y, z) beda ze
sobg interferowaly tak jak w przypadku, gdy nie uwzglednialiSmy polaryzacji.
W wyniku otrzymamy amplitude fali dla sktadowych polaryzacji o kierunku osi
X 1y iz (odpowiednio E,, Ey, E,). Nat¢Zenie $wiatla jest rowne

i=E+E;+E] 6.5.1
Dodajemy kwadraty sktadowych amplitud, bo dla sktadowych ortogonalnych
czynnik interferencyjny jest rowny zeru. W przypadku obiektywdéw o matych
aperturach numerycznych (zwykle przyjmuje si¢ NA<0.4), (def. TXI 4.3.1), co
oznacza mate katy ugiecia promieni na obiektywie wplyw polaryzacji jest na
tyle maly, ze zwykle mozna go pominga¢.
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