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1. Fizyka ¢

WszystRo nalezy upraszczac jak tylko mozna,
ale nie bardziej
Albert Einstein

Czym jest fizyka? Jest to jedno z tych radosnie prostych pytan, na ktére nie
sposob znalez¢ satysfakcjonujgcej odpowiedzi. Dlatego postaram si¢ nie tyle
udzieli¢ na nie odpowiedzi ile ,,opowiedzi”. Opowiem mojg ,,opowiedz”
koncentrujgc si¢ na tym co robig fizycy. Z tego co robig fizycy kazdy bedzie
mogt wywnioskowaé, na swoje potrzeby i mozliwosci, czym jest fizyka.
Oczywiscie bedzie to moja ,,opowiedz”, kto$ inny, mogtby opowiedzie¢ nieco
inng ,,opowiedz”, ale to juz jego problem. Zatem co robig fizycy?
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Nie kazdy fizyk robi to wszystko co zostatlo wyzej wypisane. W sumie
zeby by¢ fizykiem trzeba mie¢ pojecie na poziomie przynajmniej fizyKi
nauczycielskiej o fizyce; poza tym mozna sprzedawac szczypiorek. A wlasnie,
to zadziwiajgce jak w wielu miejscach pracuja ludzie z dyplomem fizyka.
Chetnie widzg ich w bankach, energetyce, medycynie, policji, wojsku, w branzy

informatycznej, ... . Chyba najtrudniej po fizyce zosta¢ fizykiem. Mnie si¢
udato, dlatego mam czas, sit¢ 1 ochot¢ na snucie mojej ,,opowiedzi” na temat
fizyki.

Zaczne od punktu pierwszego. Fizycy robig eksperymenty i obserwacie.
Czasem takich fizykéw nazywamy do$wiadczalnikami. Ale po co w zasadzie
robig te eksperymenty? Jedng z odpowiedzi jest: bo im za to ptaca! Ale
odpowiedz ta, cho¢ stuszna, nie wyczerpuje tematu. Popatrzmy na taki przyktad.

Kazda wielka migdzynarodowa korporacja ma swoich szpiegdéw i kontr-
szpiegow. Tajne wiadomosci przesytane sg za pomocg szyfrow. Powiedzmy, ze
wywiadowcy koncernu A przechwycili depesze koncernu B, ktorej poczatek
wygladat mniej wigcej tak

10011444044566;)=(7889CCCCASKKKALEEE %===))("\>< ...
Wiadomo nadto, ze depesza dotyczy szczegdldw promocji nowego produktu,
ktory korporacja B, ku wlasnym zyskom oraz utrapieniu korporacji A ma
zamiar wprowadzi¢ na rynek. Prezes korporacji A spotkat si¢ ze swoimi
kontrwywiadowcami i rzekt: chtopcy i wy dziewuszki, jak mi to odczytacie to
was oztocg. C6z w tym momencie uczynit prezes? Oto6z prezes wyrazit nadzieje,
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ze przechwycona depesza zawiera dwie informacje. Pierwsza z nich dotyczy
szczegotdow promocii, a druga dotyczy klucza do odcyfrowania interesujacej dla
prezesa tresci depeszy. Prezes ma nadzieje, ze jak jego chlopcy i1 dziewuszki
popatrza na depesz¢ wystarczajaco dlugo 1uporczywie dojrza 6w klucz
I odczytajg interesujacg go tre$¢. Ten klucz to zbidr regut, ktérych zastosowanie
pozwala na przetransformowanie, pozornie nic nie znaczacego ciggu znakow na
majacy znaczenie tekst. Podobne rzeczy czynig fizycy. Swoimi dziataniami
wyrazaja nadzieje, ze mozna znalez¢ zbior regut, ktory pozwala na opisanie
przyrody, wistotnym dla nas zakresie. Aby jednak ten zbior regut znalez¢
potrzebni sg ludzie, ktorzy przechwyca depesz¢ i znajdg 6w tajemniczy klucz.
Ludzmi przechwytujacymi depeszg sg fizycy doswiadczalnicy, ktorzy dzialajg
w ramach fizyki doswiadczalnej. Ci, ktorzy szukajg Klucza, to fizycy teoretycy
(stad mamy rowniez fizyke teoretyczng). Fizycy doswiadczalnicy uwaznie
obserwuja zjawiska i dokladnie, czgsto w kontrolowanych warunkach, mierza
rézne wielkosci. Zebrany przez nich materiat jest punktem wyjscia dla pracy
fizykow teoretykow. Fizycy teoretycy maja za zadanie tak dlugo i uporczywie
wpatrywac si¢ w depeszg przechwycong przez doswiadczalnikéw az zobacza
przynajmniej zarys szukanych regut.

Mikotaj Kopernik formutujac heliocentryczny obraz Kosmosu, przyjat ze
Ziemia porusza si¢ wokol Stonca po kotowej orbicie. Niestety zadna kotowa
orbita Ziemi nie jest wystarczajaco, zgodna z obserwacjami. Aby sprawe
naprawié¢, stosujac uznang W owych czasach metodologia, Kopernik ztozyt
orbit¢ Ziemi zdwoch okregow 0 roznych S$rednicach 1 potozeniach. Dzi$
powiemy, ze orbita Ziemi jest eliptyczna. Ale w czasach Kopernika,
W dostrzezeniu eliptycznego ksztaltu orbity przeszkadzaty obowigzujace kanony
nauki o niebie. Co réwnie wazne, doktadnos¢ dostepnych pomiaréw
astronomicznych byla za mala aby moc owe elipsy wystarczajaco jasno
dostrzec. Z drugiej strony byla wystarczajaco duza, aby stwierdzi¢, ze jedno
kotko to za mato, aby oddaé¢ obserwowany ruch planety. Kilkadziesigt lat
pézniej Tycho Brache przez lat ponad dwadziescia obserwowal planety ze
znacznie wigkszg doktadno$cig, niz czynili to jego poprzednicy. Z Brache
($wietnym do$wiadczalnikiem) wspdtpracowat Kepler, ktory probowat dostrzec
regulty, w zebranych przez Brache obserwacjach. Po jakich$ dziesieciu latach
uporczywego wpatrywania si¢ w wyniki uzyskane przez Tychona i jego zespot
Kepler dostrzegt w ruchu Marsa elipsg. I to byl przetom. Kepler jest przyktadem
teoretyka. Teoretyk bierze fakty doswiadczalne i1mysli, mys$li, mysli, az
wymysli jakas nowa regule, lub nie wymysli nic, co zdarza czesciej. A jak juz
wymysli nowg regule (czyli prawo lub zasade fizyczng) to oglasza to wszem
I wobec ioczekuje ze doswiadczalnicy zweryfikujg jego wymyst. Stowem
piteczka wraca do doswiadczalnikow. Owa weryfikacja to ci¢zka praca.
Onegdaj Galileusz postulowal, ze pod wptywem li tylko przyciggana przez
Ziemig, wszystkie ciata spadajg z takim samym przyspieszeniem. A to, ze
obserwujemy, ze ciata lekkie spadaja wolniej niz ci¢zkie spowodowane jest
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obecnoscig dodatkowych sit - sit oporu powietrza. Przed Galileuszem byto kilku
takich co glosili podobne rewelacje, ale mato kto si¢ wowczas tym przejmowat.
Na co dzien wszyscy widzimy, ze przedmioty lekkie spadaja wolniej niz ci¢zkie
I poki nam to spostrzezenie wystarczy do zycia poty przecietny zjadacz chleba
nie bedzie si¢ wywodami jakiego$ Galileusza przejmowal. Wsrod ludzi nauki
rozgorzeje oczywiscie spor, a najlepszym jego rozstrzygnieciem bylby test
eksperymentalny. Tylko jak sprawdzi¢ taki dziwny postulat teoretyka? Coz,
trzeba albo pozby¢ si¢ oporow powietrza, co wymaga efektywnej pompy
proézniowej (tej w czasach Galileusza nie byto) albo sprytnie obej$¢ klopoty
zwigzane z obecnoscig oporow powietrza. Mozna na przyklad przeprowadzié
seri¢ eksperymentow ze staczajacymi si¢ walcami, lub kulami z réwni pochyte;,
czego zreszta probowat Galileusz, albo odwota¢ si¢ do ruchu wahadta, do czego
jeszcze wroceg. Jak wida¢ z tego przyktadu, ze wzgledu na obecno$¢ roznych
zaktocajacych czynnikow, pomijanych przez teoretykdw, doktadne sprawdzenie
regul odkrywanych przez nich w fizyce jest trudnym zadaniem. Dzi§ mozemy
sprawdzi¢ postulat Galileusza mierzagc metodami elektronicznymi spadek ciat
w kolumnach, w ktorych jest proznia. Taki eksperyment jest obecnie w zasiggu
kazdej przyzwoitej studenckiej pracowni fizyki. Ale w czasach Galileusza nawet
uczony majacy do wydania gore ztota nie bylby w stanie go przeprowadzié
I musiat zastagpi¢ kolumne prozniowa i elektronike sprytem. | tak dzigki réznym
sprytnym, a czasem wrecz genialnym pomystom, doswiadczalnicy jakos sobie
radza, nawet z bardzo niewdzigcznymi wymystami teoretykow; i chwata im za
to.

Reguly wspotczesnej fizyki majg ciekawa wiasnosci. Sg bardzo, bardzo
ascetyczne, nieliczne i strasznie matematyczne - no trudno. Cata istota dynamiki
Newtona zawiera si¢ w rOwnaniu rozniczkowym

dp
F it 1.1

W tym wzorze F jest wektorem sity dzialajacej na ciato punktowe, p wektorem
pedu tego ciata, a t to czas. Do wzoru (1.1) dochodzi jeszcze postulat o istnieniu
uktadow inercjalnych (pierwsze prawo Newtona), w ktorych ten wzor
obowigzuje. TO zadziwiajaco niewiele jak na duzy (przynajmniej z naszej
ludzkiej perspektywy duzy) kawatek $wiata jaki mozna stosujac to prawo
skutecznie opisaé. Niestety jego uzycie bywa okupione cigzkim, lub bardzo
cigzkim, lub nawet deprymujgco strasznie cigzkim wysitkiem obliczeniowym.
Cate szczescie, ze mamy komputery!

Kiedy juz poznamy reguty fizyki mozemy przystapi¢ do budowy modeli.
Tu wkraczamy na teren fizyki stosowanej. Powiedzmy, ze chcemy wiedzie¢
gdzie bedzie Ksiezyc za lat siedem. Co musimy zrobi¢? Musimy wzia¢ drugie
prawo Newtona i zapisa¢ w ukladzie rownan, z ktorych kazde jest typu (1.1),
site oddziatywania grawitacyjnego pomigdzy Ksiezycem a: Ziemia, Stoncem,
Marsem, Jowiszem, itd. Sity grawitacyjne mozemy wyznaczy¢ z osobnej reguly,
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czyli z prawa powszechnego cigzenia. Piszemy wigc odpowiedni uktad rownan
I dochodzimy do wniosku, Zze za nic w S$wiecie go nie rozwigzemy. Ale
gdyby$my go rozwigzali, to wtedy obliczylibySmy potozenie Ksigzyca chocby
na sto lat do przodu. Na marginesie dodam, ze do Ksiezyca probowat si¢ dobraé
Newton ale polegt na problemie, gdyz zmogly go trudnosci obliczeniowe. Dzi$
radzimy sobie z tymi trudno$ciami gtéwnie dzigki komputerom. Z punktu
widzenia fizyka komputer to automat do szybkiego wykonywania
niewiarygodnie wielu niewiarygodnie zmudnych obliczen. Wida¢ z tego, ze
samo stworzenie modelu nie zamyka sprawy. Nie kazdy model bedzie
uzyteczny.

Jakie cechy powinien mie¢ idealny model? Tylko prosze, nie méw, ze
idealny model, to model jak najdoktadniejszy, bo nie ma ghupszej odpowiedzi na
to pytanie. Gdyby to byta prawda, to najlepszym modelem, na przyktad domu
bylby tenze dom. To mato satysfakcjonujgca perspektywa. Na rysunku ponizej
przedstawiam trzy modele domu. Ktory z nich jest najlepszy? Inteligentna
odpowiedz brzmi ,,nie wiem”. A dlaczego? Wyobraz sobie, ze jestes w Chinach
gdzie spotykasz urodziwg Chinke. Przepraszam panie za ten wybitnie mesko
centryczny przyktad. Ty po chinsku ni w zab, ona po polsku tez nie, a bardzo
chciatbys$ jej powiedzie¢, ze chcesz jej pokazac Sliczny dom, ktéry w Chinach
podnajmujesz. Jak to mozesz uczyni¢? Rysunek — tak, to jest genialna mysl!
Rysujesz wigc pigkny model domu jak na rysunku (1.1c). Rysujesz pierwsza
godzing, druga, trzecig..., obawiam si¢, ze nawet znane ze swej cierpliwosci
Chinki tego by nie wytrzymaly. W twojej sytuacji najlepszy jest model
pokazany na rysunku (1.1a). Tak, mdj drogi (i moja droga tez), aby
odpowiedzie¢ na pytanie, ktéry model jest najlepszy, trzeba jeszcze wiedzie¢ do
czego on stuzy. Pokazanie majstrowi, ktory buduje mury twojego domu rysunku
(1.1a) zamiast (1.1c), to bardzo kiepski pomyst. Ale w przypadku komunikacji
Z Chinka wybdr jest to genialny.

A teraz zlota my$l odnos$nie modelu. Model powinien by¢ mozliwie
najprostszy, ale ciagle spelniajacy postawione przed nim zadania. Tak tez jest
z modelami w fizyce.
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Rysunek 1.1. Trzy r6zne modele domu

Wroémy do Ksiezyca. Chcemy obliczy¢ jego orbite. Mamy odpowiednie
reguty: prawo dynamiki Newtona (1.1) i prawo powszechnego cigzenia. Mamy
tez niezbedne dane: biezace potozenia 1 predkosci Ksigzyca, Stonca i planet oraz
ich masy. Bierzemy si¢ do roboty. Jak reprezentowa¢ Ziemi¢? W idealnie
doktadnym modelu (czyli w najgorszym z mozliwych) trzeba wzig¢ pod uwagg,
ze moj ruch w sali wykladowej zmienia sit¢ z jaka Ziemia przycigga Ksiezyc;
zmiana jest zupeklie $miesznie mala; albo nawet jeszcze mniejsza, ale jest.
Fizyk, ktory si¢ tym przejmie powinien zmieni¢ zawod. W najprostszym modelu
Ziemia moze by¢ traktowana jako kula, tak samo jak Stonce i1 Ksigzyc. Maty
wplyw Marsa 1innych planet moze by¢ pominiety. Dopiero, jezeli to nie
wystarczy, bo wyznaczony ruch Ksigzyca okaze si¢ za mato doktadny, mozemy,
nieco skomplikowa¢ model. Zatem w pierwszym podejs$ciu traktujemy ciata
niebieskie jako idealne kule i piszemy odpowiedni uktad rownan, a potem i tak
pozostaje rozpacz zwigzana z rozwigzaniem tego uktadu rownan.

W podsumowaniu tych dywagacji na temat modelu przytocze jedna
opowiastke. W pewnym kraju prezes zwigzku hodowcoéw krow zlecit
wybitnemu uczonemu opracowanie takich metod ich hodowli, ktore
zwigkszytby ich mlecznos¢ nie zwigkszajac kosztow. Po trzech latach pracy, ow
uczony przedstawit swoje zalecenia. Rezultaty byly oszatamiajace. Mile
zaskoczony prezes postanowit przeczyta¢ trzystustronicowa dysertacje jaka na
ten temat napisal 6w uczony. Otworzyt dysertacje na pierwszej stronie
| przeczytal: ,,Rozwazmy kulista krowe...”. Tak, 6w uczony byt rzeczywiscie
wybitny. Zaczal od najprostszego modelu krowy, zbudowanego jednak
W oparciu o znane reguly. Kula jest tu symbolem prostoty, mozna wigc
powiedzie¢, ze uczony zaczat od najbardziej krowiastej kuli. Potem stwierdzit,
z bolem serca oczywiscie, ze tak prosty model nie daje zadnej informacji
0 mlecznosci krow. Otarl wigc czoto z potu, westchnat ciezko 1 zbudowat
bardziej skomplikowany model, powiedzmy oparty o najbardziej krowiasta
elipsoide. A gdy to nie wystarczylo — 0 zgrozo - otart czoto z potu, westchnat
cigzko 1 zbudowat model trzeci, a potem otarl czoto z potu, westchnagt bardzo
cigzko 1 zbudowat model czwarty (rys.1.2), a potem ... STOP!! Nie ma zadnego
POTEM! Model numer cztery dat wiele interesujgcych odpowiedzi na pytanie
0 zwigzek mlecznosci krow z metodami ich hodowli. Nasz uczony odetchnat
z ulga. Bat si¢, ze model numer pi¢¢ bedzie juz zbyt skomplikowany do dalszej
analizy 1 potknie si¢ jak Newton na problemie Ksi¢zyca. Na szczgscie skonczyto
si¢ na modelu numer cztery. Uczony nasz wzigl wigc sowitg zaplatg 1 teraz
odpoczywa na Karaibach. A ghlupcy uparcie trawig lata na nic nie warte
budowanie modeli mozliwie najdokladniejszych, zamiast mozliwie
najprostszych ze skutecznych.
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Rysunek 1.2. a) Pierwszy model - najbardziej krowiastej kuli; b) drugi model
najbardziej krowiastej elipsoidy; c) trzeci model; d) czwarty model - BINGO!!!.

W czasach, w ktorych najbardziej liczy si¢ zysk, cho¢by domniemany,
modele s3 podstawa istnienia fizyki. Dzigki nim mozemy rozwigzywac
praktyczne problemy. Uzyskane rozwigzania mogg sta¢ si¢ podstawg
zastosowan w przemys$le, medycynie, wojsku. Modele s3 oczywiscie
matematyczne, co wickszosci z Was z pewnoscig zmartwi. Ale tak jest i dlatego
kazdy kto mowi, ze fizyki mozna si¢ nauczy¢ bez matematyki nie wie co mowi
(albo agituje maturzystow do podjecia studiow na fizyce). Tworzenie dobrego
modelu, czyli takiego, ktory jest wystarczajaco doktadny dla analizy danego
problemu, ale ani troch¢ wigcej skomplikowany niz potrzeba jest wielka sztuka.
W czasie tego wyktadu bedziemy spotykali si¢ z wieloma przyktadami modeli
uktadow fizycznych. Kiedy powiem, ze zastosowana tu zostata ,, droga krowy”,
to bedziesz wiedzial o co chodzi. Poczatek jest zawsze taki sam: rozwazmy
kulistg krowe.

Definicja 1.1: Droga krowy
Droga Krowy polega na systematycznym RompliRowaniu modelu ukfadu fizycznego

do momentu, gdy nie osiggniemy wgladu w interesujgce nas zjawiska [ub nie
skoticzq sie nasze mozliwosci obliczeniowe.

Wspotczesna fizyka ma co§ w sobie z zagadnienia kompresji obrazu.
Obrazki zajmuja sporo miejsca w pamigci naszych elektronicznych zabawek.
A jezeli obrazkéw jest tak duzo jak na przyktad w stu minutowym filmie HD
sprawa robi si¢ powazna. Stosujemy wiec metody kompresji obrazu. Kompresja
pozwala zmniejszy¢ rozmiar obrazka, ale z drugiej strony zwigksza wymagania
na moc obliczeniowa komputera. Im bardziej skompresowany obrazek, tym
mocniejsza musi by¢ maszyna aby go zdekompresowac¢, w zadanym czasie.
Prawa fizyki to taka bardzo, bardzo wydajna kompresja. Wiele ze zjawisk
mechanicznych da si¢ odtworzy¢ za pomocg ascetycznej reguty (1.1). Ale im
bardziej zlozony uktad tym wigksza jest potrzebna moc obliczeniowa by
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Z modelu wyciagna¢ praktyczne wnioski. Zapotrzebowanie na moc rosnie tak
szybko, ze nawet dzi§ rezygnujemy w pewnych wypadkach z obliczen na rzecz
eksperymentu. Przyktadem moze by¢ zagadnienic modelowania lotu duzego
samolotu pasazerskiego. Obliczanie lotu takiego samolotu wymaga mocy
obliczeniowej, ktora jest okre§lana mianem ,,kwestia jutra” (majac nadzieje, ze
jutro komputery zndéw beda szybsze). Niemniej szybkie komputery
spowodowaly, ze dzi§ obliczamy znacznie wigcej problemoéw niz miato to
miejsce dwadziescia lat temu. Dzigki temu udato nam si¢ rozwigza¢ problemy,
ktorych rozwigzanie innymi metodami bytoby nieoptacalne. Pamigtaj jednak, ze
nie ma takiej mocy komputera, ktora bytaby wystarczajaca dla fizyka. Kazdy
porzadny fizyk, znajdzie intrygujace zagadnienie, ktérego rozwigzanie zatka
kolejng generacje maszyn obliczeniowych.

Mam nadzieje, ze po tych krotkich dywagacjach wyrobisz sobie pojecie
0 tym, czym jest fizyka.
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2. Pomiar ¢

Moze zabrzmi to zaskakujaco, ale to pomiar czyni fizyke nauka o wyraznie
teoretycznym charakterze. Praktycznie kazdy przyrzad pomiarowy bazuje na
jakiej$ teorii. Postuze si¢ prostym przyktadem pomiaru temperatury. Przetomem
W pomiarze temperatury byla budowa termometru cieczowego, szczegOlnie
termometru  rtgciowego. Odczytujac na skali termometru rteciowego
temperaturg, odczytujemy zmiany dhugosci stupa rteci. Tak - termometrem
mierzymy dhugos¢ stupa rteci a nie temperature stupa rteci (rys. 2.1).

Rysunek 2.1. Termometr dziata jak wyspecjalizowana linijka stuzaca do
pomiaru wysoko$ci stupa rteci i wyskalowana w stopniach Celsjusza.

Tyle szczeg$cia, ze jaka§ dobra dusza zamiast oznakowaé skalg termometru
w centymetrach zrobila to w stopniach Celsjusza. Jednak samo oznakowanie
linijki w stopniach Celsjusza nie zmienia faktu, ze jest to linijka do pomiaru
dhugosci stupa rteci.

Skad ta dobra dusza wiedziala, ktora kreska na linijce odpowiada ktorej
temperaturze? Ot6z owa dobra dusza postuzyla si¢ teorig. Termometr rteciowy
zaopatrujemy w skale Celsjusza w nastepujacy sposob. Wkiadamy go do
zamarzajgcej wody, pod normalnym cisnieniem 1 czekamy az stupek rteci
ustabilizuje si¢ 1 zaznaczamy kreske zero stopni Celsjusza. Nastepnie wktadamy
tenze termometr do wrzacej wody, pod normalnym ci$nieniem, i zaznaczamy
kreske oznaczajaca sto stopni Celsjusza. Nastepnie odcinek pomiedzy tymi
kreskami dzielimy na dziewig¢édziesigt dziewie¢ rownych przedzialow
(operujemy na dlugosci a nie temperaturze) i uznajemy, ze kazdy taki odcinek
oznacza zmian¢ temperatury o jeden stopien Celsjusza. Ba, mozemy nawet
dorysowac¢ odcinki o takiej samej dtugosci ponizej odcinka wskazujacego zero
stopni Celsjusza (wtedy termometr mierzy temperatury ujemne) i powyzej
odcinka wskazujacego sto stopni Celsjusza. Zatozenie, ze kazda kreska oznacza
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zmiang o jeden stopien stanowi teori¢, na ktorej si¢ tu opieramy. Prosta to teoria
ale jakby nie patrze¢ teoria.

Pozostaje jednak pytanie: Skad wiadomo, ze zmiana dtugosci stupa rteci
0 jeden odcinek oznacza przyrost temperatury o jeden stopien Celsjusza? Inaczej
rzecz biorgc, skad wiadomo, ze przyjeta teoria jest prawdziwa? Moze byc
przeciez tak, ze w niskich temperaturach rte¢ rozszerza si¢ szybcie] niz
w wyzszych. Itak, jezeli zwigkszymy temperature porcji wody majacej
temperaturg 20°C 0 jeden ,,prawdziwy’ stopien to wysokos$¢ stupa rtgci moze si¢
zmieni¢ na przyktad o 1.07 kreski. Gdy wystartujemy od 80°C, to wzrost o jeden
,prawdziwy” stopien moze oznacza¢ przyrost wysokosci stupa o 0.94 kreski.
Przy ogrzaniu wody o dziesi¢¢ ,prawdziwych” stopni btad wskazania
termometru moze wynosi¢ juz 0.6°C. Niby nic, ale przy dokladnych pomiarach
to spory btad.

Ze trzeba uwazaé, niech $wiadczy nastepujacy fakt. Zatdzmy, Ze rteé
zamieniamy na gliceryng. Nowy, glicerynowy termometr skalujemy tak jak
rteciowy — zero stopni dla zamarzajacej wody, a sto dla wrzacej wody. Mozemy
by¢ przynajmniej pewni, ze dla zamarzajacej i wrzacej wody wskazania obu
termometrow sg takie same (przy tym samym cisnieniu atmosferycznym). Jezeli
jednak wstawimy termometr rteciowy do wody, w ktorej pokaze on temperature
50°C, to w tej samej wodzie termometr glicerynowy pokaze temperature 47.6°C.
Ktora temperatura jest prawdziwa?

Mozemy oczywiscie przyjaé, ze termometr rtgciowy lub glicerynowy jest
wzorcowy, to znaczy ze jego wskazania wyznaczaja to co rozumiemy przez
temperature. Jednak jest to podejscie kapitulanckie. Dowodzi, ze tak naprawde
ptytko rozumiemy wielko$¢ fizyczng o nazwie ,temperatura”. Dojrzalsze
podejécie do zagadnienia wymaga poszukiwania mozliwie precyzyjnej teorii.
Nastepnym krokiem w rozwoju termometrii powinna by¢ teoria, ktora pozwala
zbudowa¢ termometr wskazujacy na odchylenia od zatozenia liniowe;j
rozszerzalno$ci temperaturowej rteci. Tak dlugo jak taki termometr nie
powstanie, tak dlugo w pomiarach temperatury nie pojawi si¢ nowa jakos¢.

Bardzo lubimy, gdy co$ wykazuje liniowg zaleznos$¢, to bardzo utatwia
zycie; ot choéby skalowanie przyrzadow pomiarowych. Niestety liniowa
zaleznos¢ rozszerzalnosci cieplnej od temperatury, jest zawsze przyblizeniem,
sensownym tylko dla pewnego zakresu temperatur. Im bardziej precyzyjne
muszg by¢ pomiary temperatury, tym wezszy zakres temperatur, w ktoérym
mozemy zaklada¢ liniowa zalezno$¢ rozszerzalno$ci cieplnej. Co wiece],
od pewnego zakresu temperatur powinnismy si¢ spodziewaé¢ dramatycznego
zatamania liniowego charakteru rozszerzalnos$ci cieplnej rteci (jak i kazdej innej
substancji). Na przyktad dzieje si¢ tak blisko temperatury zamarzania rteci.
Zamarznigta rte¢ ma wyraznie inny wspotczynnik rozszerzalnosci cieplnej.
Podobnie sprawy si¢ majag powyzej temperatury parowania rtgci. Niestety
rozszerzalno$¢ cieplna nie jest wielkoscig wyjatkowa. Praktycznie wszystkie
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wielkosci fizyczne, ktore zdajg si¢ by¢ liniowa funkcja jakiego$ parametru, sa
nig tylko w przyblizeniu, ktore jest sensowne w pewnym ograniczonym zakresie
zmiennosci tegoz parametru. Do liniowos$ci powrdce jeszcze w punkcie 4 tego
tematu.

W XIX wieku fizycy mieli dobre przestanki do przyjecia zalozenia, ze
rte¢ jest bardzo dobrg cieczg do budowy termometréw, lepsza od gliceryny czy
alkoholu. Przestanki te wskazywaly, ze w zakresie temperatur jakie spotykamy
podczas mrozow do powiedzmy okoto 200°C, wszystko jest w miare
w porzadku, to znaczy shupek rtgci rosnie prawie proporcjonalnie do wzrostu
temperatury. Zdawano sobie spraweg, ze nie jest to catkowicie prawdg. Dla wielu
codziennych pomiaréw drobne nie$cistosci W pomiarze temperatury nie miaty
znaczenia, jednak w nauce i technice brak doktadnosci przeszkadzat. W koncu
znaleziono lepsza teori¢ dla skalowania termometrow. Teorig tg byta teoria gazu
doskonalego. RoOwnanie stanu gazu doskonalego ma postaé

p'V=n-R-T

W tym rownaniu P oznacza cisnienie gazu, V jego objetos¢, n ilos¢ moli gazu,
R jest stalg gazowa, a T temperaturg wyrazong w skali absolutnej. Réwnanie to
pozwolito powigza¢ wzrost ci$nienia (przy stalej objetosci) lub objetosci (przy
staltym ci$nieniu) gazu, ze wzrostem jego temperatury. Pozostaje pytanie czy
W przyrodzie sg gazy, ktére mozna uzna¢ za doskonate? Okazuje si¢, ze
w temperaturze pokojowej ipod normalnym ci$nieniem powietrze, jak
I poszczegolne jego sktadniki mozemy traktowac jako gazy prawie doskonate.
Zatem majac teori¢ gazu doskonalego 1 gaz prawie doskonaty mozemy prawie
idealnie wyskalowaé termometry. Do tego celu budujemy termometry gazowe,
ktore s3 ucigzliwe wuzyciu, ale uzywa si¢ ich do skalowania innych,
wygodnych w uzyciu termometrow; na przyktad termometrow rteciowych. Przy
poréwnaniu z termometrem gazowym widac, ze rozszerzalnos¢ cieplna rteci jest
prawie liniowa, w podanym wyzej zakresie temperatur. Problem pomiaru
temperatury byl tylko przyktadem ilustrujacym wazny fakt:

2.1

Fakt: 2.1: teoria i przyrzady pomiarowe

Do budowy przyrzgdow pomiarowych potrzebujemy teorii, tak jak to podsumowuje
rysunek (2.2).

Na koncu kazdego pomiaru stoi cziowiek, ktéry postrzega system
pomiarowy przy uzyciu swoich zmystow. Warto wyodrebni¢ szczegolny rodzaj
pomiaru jakim jest pomiar przez czysto zmystowag obserwacje — nazwe ten
pomiar ,,pomiarem naturalnym?”.

11
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Definicja 2.1: Pomiar naturalny

Pomiar nazywany naturalnym, gdy mierzone wielRosci sq przez nas bezposrednio
postrzegane.

Przyktadem takich wielko$ci sg: dlugos¢, cigzar (o ile nie jest za duzy),
natezenie dzwieku, barwa dzwicku, barwa ogladanego przedmiotu.

D

Termometr

pomiar wysokos$ci
stupa rteci

icz
przytzgad
porhiarowy

TEORIA

Przeliczenie wysokos$ci
stupa rteci na
temperature (dla wygody
uzytkownika wynik
zawarty jest juz w skali
wyrysowanej w

l jednostkach temperatury

Rysunek 2.2. Nie mamy magicznego przyrzadu do pomiaru temperatury np.
wody w szklance, ktéry podawalby nam bezposrednio wynik w jednostkach
temperatury. Musimy postugiwac sie termometrem, ktory mierzy dtugos¢ stupa
rteci, a potem odwotujac sie do teorii przelicza¢ jednostki dtugosci na jednostki
temperatury. W przypadku rteci teoria sktada sie w sumie zzatozenia, Ze
przyrost wysokosci stupa rteci jest proporcjonalny do zmiany temperatury. Dzi$
termometry cieczowe skaluje sie wzgledem innych bardziej precyzyjnych
termometrow opartych o bardziej wyrafinowane teorie.

Do najwazniejszych pomiarow naturalnych, z punktu widzenia fizyki,
nalezg pomiary wzglednego polozenia przedmiotow w przestrzeni, pomiar
polegajacy na okresleniu kolejnos$ci zdarzen oraz pomiar, ktorego wynikiem jest
okreslenie orientacji przebiegu linii w przestrzeni. Umiejetnos¢ okreslenia
wzglednego potozenie przedmiotow w przestrzeni wraz ze zdolnoscig okreslenia
kierunku linii w przestrzeni pozwala nam na przyklad mierzy¢ dtugosci
odcinkow przy uzyciu linijki.

Robimy to mniej wiecej tak: Wybieramy istotne dla pomiaru punkty na
przedmiocie. Punkty te definiujag nam odcinek. Przyktadamy linijke tak aby
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miata ten sam kierunek co odcinek wyznaczony przez wybrane punkty.
Okreslamy punkty na linijce, ktore maja to samo potozenie (w kierunku
orientacji linijki) co wybrane punkt na przedmiocie. Na skali linijki
odczytujemy naniesione wartosSci, ktoére wyznaczajag mierzong dlugos$¢ linijki.
Na tym ostatnim etapie korzystamy ze zlozonych wrazen wzrokowych, jakie
towarzysza czytaniu cyfr na skali linijki (rys.2.3).

Rysunek 2.3. Pomiar dtugosci nalezy do najprostszych pomiaréw naturalnych.
Bazuje na naszych podstawowych zdolnosciach orientowania przedmiotéw
w przestrzeni i okre$laniu ich wzglednego potozenia. Na pomiarze diugosci
odcinkéw opartych jest wiele posrednich metod pomiarowych; na przyktad
pomiar temperatury za pomocg termometru rteciowego.

Czy pomiar dlugosci przy pomocy linijki jest pomiarem naturalnym.
Wszak wykorzystujemy przyrzad w postaci linijki. Ale ten przyrzad jest
wyskalowany mierzy dtugos$¢ odcinka, to jest wielkos¢, ktorg jesteSmy w stanie
zobaczy¢. Moze nie potrafimy patrzac na kawatek kija powiedzie¢, ze ma on
32cm dhlugoscei, ale patrzac na dwa kawalki kija obok siebie potrafimy
powiedzie¢, ktory jest dtuzszy, a ktory krétszy. Dlatego pomiar dtugosci przy
uzyciu linijjki bede uwazal za naturalny. W przypadku termometru, chociaz
mierzymy dlugos¢, to na skali mamy temperature, gdzieS§ musi zatem
posredniczy¢ teoria pozwalajaca na wyskalowanie linijki w jednostkach
temperatury. Temperatur¢ co prawda odczuwamy. Potrafimy wyczu¢, ktore
cialo jest cieplejsze a ktore zimniejsze, ale uzywajgc termometru nie korzystamy
z tych naszych mozliwosci, tylko ze wzroku.

Pomiar polegajacy na okresleniu kolejnosci zdarzen wykorzystujemy
gléwnie do pomiaru czasu. Patrzac na skale zegara (odczyt 1) okre§lamy
potozenie wskazoéwek wzgledem znakdéw na skali (tu wykorzystujemy te same
mozliwosci co przy pomiarze dlugosci). Przy ponownym spojrzeniu na zegar
widzimy, ze wskazowki zajmujg inne potozenie (odczyt 2). W naturalny sposob
wiemy, ktory odczyt byl pierwszy, a ktory drugi. Mozemy wiec poroOwnujac
warto$¢ tych odczytow okresli¢ czas jaki miedzy nimi uplyngl. Rzadziej
wykorzystywane do pomiaréw fizycznych naturalne pomiary obejmuja wrazenia
zwigzane z odbiorem dzwigku, dotykiem, smakiem izapachem. Rola
przystowiowego szdstego zmyshu jest ciggle zazarcie dyskutowana.

Wydawac by si¢ mogto, ze naturalne pomiary sg proste. Bo c6z moze by¢
prostszego od pomiaru dlugosci przy pomocy linijki? M6j droga / mo;j drogi nic
bardziej mylnego. Wszystko co zwigzane jest z dziataniem mozgu jest wysoce
ztozone 1 w duzej mierze niepojete. W koncu napisanie zdania na komputerze
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jest dzi§ réwnie proste jak pomiar dlugosci przy pomocy linijki. Ale tak to
wyglada z punktu widzenia uzytkownika. Czy wiesz ile r6znych zmian napiec
| pradow musi zaj$¢ w gigantycznym ggszczu uktadow komputerowych, zeby
monitor wyswietlit owo zdanie? A komputer to ciggle prosta maszynka, gdy go
poréwnac¢ z mozgiem.

Przyjrzyjmy si¢ nieco procesowi widzenia. Do widzenia potrzebujemy
oczu polgczen nerwowych i wyspecjalizowanych struktur w mozgu (rys. 2.4).
Chciatoby si¢ powiedzie¢ wystarczy kamera, kable i odpowiednio
oprogramowany PC. Ale gdyby to bylo takie proste juz dzi$, za kilkaset ztotych,
mozna byloby kupi¢ widzacy i1 samodzielnie odkurzajacy odkurzacz. Zamiast
tego w sklepach dostepne s3a albo zwykle odkurzacze albo namiastki takich
samodzielnych odkurzaczy, ktoérych ceny nalezg do odstraszajacych (okoto 4000
ztotych). Te automaty nie postuguja si¢ wzorkiem a dotykiem i echolokacjg.
Obmacujg odkurzane pomieszczenia tworzac ich mape, a za pomocg
echolokatora identyfikuja przeszkody do ominigcia. Nie licz jednak na to, ze
odroznig kruszynke chleba od koralika. I koralik i kruszynka zostang wchionigte
przez maszyng.

oczy przetwarzajg
strumien Swiatta
na strumien impulséw

elektrycznych
nerwy przwodzgce w efekcie
\ “impulsy do mézgu widzimy

strumien T obraz
odbitego =N

moézg W

Obiekt dokonuje
analizy

g\?v?;t?éqcy serii impulsow

Rysunek 2.4. Swiatto odbite od obiektu trafia do oczu, gdzie na siatkéwce ulega
przeksztatceniu na sygnat elektryczny. Z kazdego oka po okoto milionie nerwéow
sygnaly elektryczne transmitowane s3 do wyspecjalizowanych obszaréow
mozgu, gdzie ulegajg analizie i interpretacji. Jedno wtékno nerwowe przenosi
sygnal z wielu $wiattoczutych komorek siatkowki, co oznacza, ze sygnat
wedrujgcy po wioknach nerwowych jest juz czeSciowo przetworzony przez
siatkbwke. Na koncu catego procesu mamy wrazenie wzrokowe przedmiotu.
Pozostaje oczywiScie nierozstrzygniete pytanie jak wrazenie wzrokowe
przedmiotu ma sie do samego przedmiotu?

Jak nauczy¢ robota widzie¢? To co robot dostaje z kamery wyglada mniej
wigcej tak jak jest przedstawione na rysunku (2.5). Sztuka jest zobaczenie w tym
gaszczu cyfr obrazu (rys. 2.6). Pomyst, aby porownywac uzyskang macierz liczb
(tabele liczb) z kamery z macierzami wzorcowymi zapisanymi W pamigci
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komputera nie jest dobry. Kazdy obiekt moze przyjmowaé rézne polozenie
wzgledem S$wiattoczutej matrycy kamery, moze réwniez by¢ widziany pod
roznymi katami oraz przy roznym oswietleniu. Obiekty, ktore my latwo
rozpoznajemy jako nalezace do tej samej kategorii mogg si¢ wizualnie bardzo
od siebie ro6zni¢. Jak napisaé program, ktoéry w wielkiej tablicy cyfr identyfikuje
klamkeg, biorgc pod uwage ogromng réznorodnos¢ klamek (rys. 2.7)? A przeciez
rozsadnie dzialajacy robot nie powinien mie¢ klopotow z zobaczeniem klamki.
Przynajmniej my ludzie takich ktopotoéw nie mamy. Obecnie nie umiemy
napisa¢ oprogramowania zdolnego do analizy obrazu na potrzeby widzacych
maszyn®. Ale zdalismy sobie sprawe jak ogromnie zlozonym procesem jest
widzenie. Na pewno sztuka widzenia opiera si¢ na pewnej wiedzy a’ priori
(wrodzonej). Stowem mdzg analizujac obrazy odwotuje si¢ do czego$s w rodzaju
teorii, cho¢ reprezentacja tej teorii wyglada zupelnie inaczej niz zapis naszych
teorii fizycznych w ksigzkach. Teorie zapisane w moézgu (czyli ta wiedza a’
priori) reprezentowana jest poprzez odpowiednie konfiguracje i stany komorek
biorgcych udziatl w procesie widzenia.

! Chyba, ze maszyna dziata w dobrze zdefiniowanym $rodowisku i ma za zadanie rozpoznaé
wzorzec w dobrze okreslonym zbiorze przedmiotow.
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95

84

72

B22

102

125

147

161

163

165

164

157

153

149

145

142

145

147

142

138

138

135

123

102

B23

109

119

130

140

145

151

155

156

157

155

151

150

151

149

140

130

123

114

120

119

Rysunek 2.5. Drobny fragment tabeli cyfr sczytanej z elektronicznego aparatu
fotograficznego (zapisana w trybie monochromatycznym o$miobitowym)

Oznacza to, ze kiedy mierzymy dtugos¢ przy pomocy linijki to jest to pomiar
oparty o0 pewng teori¢, tyle ze zapisang w moézgu. Wynika z tego, ze to, ze
widzimy nie jest tylko kwestig tego jaki sygnat dochodzi do oczu, ale rowniez
tego co z tym sygnalem robi mézg. Stowem widzenie jest w czesci procesem
tworczym. Przez to, miedzy innymi, nie wiemy doktadnie jaka jest relacja
mig¢dzy przedmiotem, na ktory patrzymy a wrazeniem wzrokowym. Dzigki temu
tworczemu charakterowi tworzenia wrazen wzrokowych mozliwe sg takie efekty

jakie sg pokazane na rysunkach (2.8, 2.9 i 2.10).
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v

Rysunek 2.6. Tablica z poprzedniego rysunku przedstawia zaznaczony kawatek
palca tej dziewczynki. Ale pewnie od razu zescie to zauwazyli ;)

Rysunek 2.7 Co to w zasadzie jest ta klamka?
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Rysunek 2.8. Uktad plam, jak uktad plam, ale zdrowy mozg uparcie dostrzega
wnim dalmatynczyka. Mozemy zaryzykowal stwierdzenie, Ze moézg ma
zdefiniowane wizualne esencje rzeczy. Esencja oznacza tu zbiér cech
(wizualnych w naszym przypadku), ktora jest obecna w kazdym egzemplarzu
danego rodzaju przedmiotéw i jako zespo6t jest dla tego rodzaju przedmiotow
charakterystyczna. Na przyktad cechy okreslajagce wizualng esencje klamki
muszga by¢ obecne w obrazie kazdej klamki. Ten obrazek ma w sobie co$
z wizualnej esencji psa. Dlatego widzimy na nim psa. W sumie dobry grafik to
ktos, kto czuje takie esencje. Dobremu grafikowi wystarczy pare kresek aby
widz widziat to, co ma widzie¢. Doktadny obrazek nie jest wcale potrzebny.
Cho¢ pomyst z wizulang esencjg wyglada obiecujgco, to nie potrafimy takich
esencji zdefiniowac. Ale c4z, mozg potrafi; Zzrodto Wikipedia

Rysunek 2.9. Stara to czy mtoda dama? W sumie to uktad kresek, ktory nie jest
zadng dama. Jednak mézg doszukuje sie, w kazdym uktadzie kresek znaczenia.
W tym wypadku znajduje az dwa takie znaczenia. W jaki$ sposob, nie wiemy
w jaki, moézg ludzki dostrzega w takim obrazku wizualng esencje albo starej
albo mtodej kobiety. Jako ciekawostke dodam, ze ten typ rysunku
dwuznacznego stworzony zostal w 1915 roku przez Williama Ely Hilla. Jego
dzieto miato tytut: ,Moja Zona i moja tesciowa”; Zrédto Wikipedia
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Rysunek 2.10. Skomplikowana maszyneria analizy obrazu czasem daje dziwne
wyniki, inaczej mowigc btedy. Mozemy na przyktad zobaczy¢ co$ co fizycznie
jest niemozliwe. Z lewej strony mamy przykiad tzw. figury niemozliwej. Sam
uktad kresek jest jak najbardziej mozliwy. Ale my mamy wrazenie wzrokowe z
pozoru prostej figury, ktorej jednak nie sposdb zrobi¢. Z prawej ztudzenie
Ebbinghausarea (zrealizowane tu na przyktadzie tzw. okregéw Titchenera). Oba
srodkowe okregi s takiej samej wielkos$ci. Jednak w otoczeniu matych okregéw
mamy wrazenie, ze widzimy $rodkowy okrag jako wiekszy nizZ w otoczeniu
duzych okregdéw; Zrédto rysunku Wikipedia

Wszystkie te kwestie zwigzane ze wzrokiem sa niezwykle interesujace
I mozna by jeszcze dlugo na ich temat rozprawia¢. Nie moze nam jednak uciec
gléwna konkluzja tych rozwazan, a brzmi ona tak: Nawet naturalne pomiary
bazuja na czyms$ co jest w naszym mozgu, a co odpowiada teoriom, dzigki
ktorym mozemy uzywac, konstruowac i1 skalowac¢ przyrzady pomiarowe.

Pomiar ma jeszcze jedng fascynujaca ceche, ktora w jakis sposob wigze
si¢ faktem, ze do prowadzenia pomiaréw potrzebujemy teorii. Zaczne¢ od
przypomnienia faktu, ze kazda teoria ma Swoje ograniczenia. To znaczy, ze
Z pewnym zakresem zjawisk dobrze sobie radzi, ale jej skuteczno$¢ zawsze si¢
gdzie§ konczy. Jezeli konczy si¢ skuteczno$ci teorii, to musi si¢ rowniez
konczy¢ skutecznos¢ pomiarow, ktore na niej bazuja

Wyobrazmy sobie nastepujaca histori¢. Potrzebujemy stotu do kuchni. Po
wymierzeniu kuchni okazato si¢, ze stol powinien mierzy¢ 160cm dlugosci.
Nastepnie idziemy do sklepu z meblami, ogladamy i1 mierzymy stoly. Jeden
z nich podoba si¢ nam i ma 160cm dtugosci. Na nasze nieszczescie spotykamy
znajomego, ktory jest niestychanie pedantyczny. Znajomy sceptycznie patrzy na
metr krawiecki (rys. 2.11), ktorym zmierzyliSmy dtugos¢ stotu. To Zzadna miarka
stwierdza 1 wycigga tasme mierniczg (rys. 2.12), z ktorg nigdy si¢ nie rozstaje.
Mierzy dlugo$¢ stolu, a nastgpnie wycigga termometr, z ktorym tez si¢ nie
rozstaje, 1 oblicza poprawke na zmierzong dlugos¢. Poprawka jest potrzebna, bo
w zaleznos$ci od temperatury, taSma miernicza moze si¢ skurczy¢ lub rozszerzyc.
Nastgpnie znajomy o$wiadcza nam, ze stol ma 160.7cm zmierzone
Z doktadnoscig +0.17cm. Patrzac na nas nieco z gory stwierdza, ze nasz pomiar
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nie zgadza si¢ z jego pomiarem o cate 7mm, co jest niedopuszczalnym
niedbalstwem z naszej strony.

Rysunek 2.11. Jakby kto nie wiedzial, to tak wyglada metr krawiecki

-

Rysunek 2.12. A to jest taSma miernicza, zwana potocznie calowka

Dodaje przy tym, ze nie powinnismy si¢ tudzi¢, ze na podstawie jego pomiaru
znamy prawdziwg dtugos¢ stotu. Nic z tego - jego pomiar jest tez niedoktadny,
cho¢ oczywiscie ta niedoktadno$¢ jest mniejsza niz w przypadku naszego,
skandalicznie niedbalego pomiaru. Znajomy stwierdza, ze w zadnym razie nie
powinnismy kupowaé stohu, ktorego prawdziwej dtugosci nie znamy. Dzwoni
do swojego kolegi, ktory w niecalg godzine przyjezdza i za pomocg uktadu
dalmierza laserowego mierzy dlugos¢ stotu jako réwng 160.74cm
Z niepewnos$cia +0.013cm. Ow znajomy naszego znajomego bierze za swoj
wysiltek 450zt. Nasz znajomy stwierdza jednak, ze dalej nie znamy prawdziwe;j
dhugosci stotu i on ma znajomego, ktory ma precyzyjny interferometr do tego
typu pomiardw. Niestety stol bedzie trzeba zawiez do laboratorium tego
Znajomego naszego znajomego. Ptacimy zatem kaucje za stot i wieziemy go do
laboratorium. Na miejscu okazuje si¢, ze mamy problem. Stot nie chce mieé
jednej dlugosci. Jego boki okazujg si¢ nieréwne 1 nie catkiem doktadnie do
siebie rownolegle (rys. 2.13). Na przyktad wzdtuz zielonej linii (rys. 2.13) stot
ma dlugos¢ 160.7452cm  z niepewnoscig +0.0002cm, a wzdluz niebieskie
160.7401 z niepewnoscig £0.0002cm. Dostajemy wigc wykres reprezentujacy
dtugos¢ stotu w réznych jego przekrojach. Caty pomiar kosztowat nas 7700z1.
Dalej jednak nie znamy prawdziwej dlugosci stotu. Co wiecej wiemy teraz, ze
stot ma wiele r6znych dtugosci. Okazuje si¢, Zze mozemy zawiez¢ stot do jeszcze
jednego laboratorium, w ktorym zmierzg nam jego dlugos¢ jeszcze doktadnie;.
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Rysunek 2.13. Z pozoru réwna krawedz stotu w powiekszeniu okazuje sie

réwna nie by¢
Znajomy dzwoni tam idowiadujemy si¢ rzeczy nastepujacych: po pierwsze
pomiar dlugosci moze zosta¢ dokonany z precyzjag £0.00000006m, po drugie
trzeba bedzie wykona¢ roéwniez charakterystyke zmian dlugosci stotu
w zalezno$ci od temperatury, po trzecie mozliwy jest pomiar tylko Sredniej
dhugosci stotu, gdyz atomy, z ktorych zbudowany jest stot drgaja pod wptywem
ciepta 1 dlugos¢ stotu ciggle si¢ zmienia. Poza tym nie ma co liczy¢ na jeszcze
doktadniejszy pomiar dlugos$ci, gdyz tak naprawde nikt nie wie gdzie konczy si¢
atom (rys. 2.14). Chyba, ze wybierzemy sobie jedng z definicji rozmiaru atomu
| sprobujemy si¢ na niej oprze¢. Ponadto taki pomiar to powazna sprawa.
Przygotowanie do niego i jego przeprowadzenia oraz opracowanie wynikow dla
tak duzego obiektu jak stot, bedzie trwalo jakie§ pie¢ miesigcy, a rachunek
wyniesie jakie$ trzy i po6t miliona ztotych. Ta ostatnie wiadomo$¢ dziata na nas
jak przystowiowy kubel zimnej wody. Pukamy si¢ w glowe. 1 wracamy do
sklepu $ciskajac w kieszeni poczciwy metr krawiecki.

Rysunek 2.14. Atom jest otoczony czym$ w rodzaju chmury tadunku
elektrycznego. Granice tej chmury nie dadza sie wytyczy¢, przez co nie mozna
mowic o jakichs $cisle okreslonych rozmiarach atomu.
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To, do jasnej cholery, ma ten stot jakas dlugosé czy nie ma? A jezeli ma
to jaka? Moja droga i moj drogi, doktadne dtugosci mogg mie¢ co najwyzej
obiekty matematyczne. W fizyce mowigc: ,,dhugo$s¢ wynosi tyle 1 tyle”,
stwierdzamy tylko, ze jak przytozymy linijk¢ do danego obiektu to zaczyna si¢
on przy kresce oznaczonej jako zero, a konczy przy kresce oznaczonej jako
powiedzmy 13cm 1 3mm. Méwimy wtedy, ze obiekt ma 13.3cm dhlugosci.
Zdajemy sobie jednak sprawe, ze pomiar taki nie jest doktadny. Kreski na linijce
majg wszak swoja grubos¢ (rys. 2.15), materiat linijki ,,cierpi” na rozszerzalnos¢
cieplna, itd.

(LI

Rysunek 2.15. Ten jeden centymetr to pokazuje pomaranczowy czy zielony
odcinek?

Mozemy jednak stwierdzi€, ze z punktu widzenia naszych konkretnych potrzeb
mozna spokojnie przyja¢, ze nasz obiekt ma dlugos$¢ i ze wynosi ona 13.3cm.
A jak to nie wystarczy to trzeba pomysle¢ o jakiej$ bardziej wyrafinowanej
linijce. Ale iona nie da doktadnej odpowiedzi, a co najwyzej dokltadniejsza.
Niestety jak si¢ zbytnio rozpedzimy z tym coraz doktadniejszym mierzeniem, to
stanie si¢ katastrofa. Okaze si¢, ze przy rozmiarach porownywalnych do
atomowych w ogole trudno jest zdefiniowa¢ co$ takiego jak dtugosé. Co za tym
idzie, pomiary dhugosci z doktadno$ciami subatomowymi nie majg sensu, nawet
teoretycznego sensu. Mozna by rzec, ze teorie wpisane w nasz mozg, dzigki
ktorym mamy intuicje takich wielkoSci jak dlugosé, zatamujg sie w skali
atomowej. Co prawda nawet w subatomowej skali moéwi si¢ o dlugosci ale
trzeba do takich dlugosci podchodzi¢ ostroznie. Bardziej wynikaja one z nasze;j
potrzeby przypisania obiektom subatomowym dtugosci niz z posiadania przez te
obiekty cechy, ktora jest takg nasza normalng dtugos$cia.

Jak widzisz dlugos¢ to taka dziwna wielko$¢ fizyczna, ktéra jest bardzo
uzyteczna, ale jezeli juz jaki§ obiekt ma dlugos¢, szeroko$¢ czy wysokose, to
nigdy doktadnie. Pytanie zatem czy dlugos$c jest czym$ realnym czy nie, jest
pytaniem delikatnej natury, aodpowiedz zalezy rowniez od przyjetego
spojrzenia na $wiat (czyli §wiatopogladu). Nie bede si¢ tym tutaj zajmowac.
Zresztg dlugo$¢ wecale nie jest pod tym wzgledem szczegoélnie dziwng
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wielkoscig. Wszystkie inne wielkosci fizyczne maja tg samg ,,wadg” (rys. 2.16).
W sumie musimy uzna¢, ze dtugos$¢ jest catkiem normalng wielkoscig. W tej
sytuacji, az dziw bierze, ze cokolwiek istnieje. Przyjmijmy wigc, ze wazne jest
to, ze dtugosc¢ jest w bardzo wielu przypadkach uzyteczng wielkosScig, tak samo
jak twardo$¢ (rys. 2.16) i inne wielkosci fizyczne. I, ze pomimo tych wszystkich
znakéw zapytania, cata ta maszyneria, ktéra nazywamy fizyka jako$§ dziala,
czego dowodem jest cho¢by komputer na ktorym pisz¢ te stowa. I to jest
prawdziwym cudem.

Rysunek 2.16. Diament jest bardzo twardy, a grafit bardzo miekki. Ale i grafit
i diament sktadajg sie z atomdéw wegla, tyle Ze inaczej pouktadanych. Przy czym
pytanie o twardo$¢ pojedynczego atomu wegla nie ma sensu. Zatem choc¢
diament jest bardzo twardy, to jak sie odtupie od niego kawatek ztozony z kilku
atomow wegla, to nie bedzie tenze kawatek ani twardy ani miekki. Przy zbyt
matych kawatkach materii pojecie twardoSci traci sens; zrddio rysunku
Wikipedia
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3. Eksperyment ¢

Eksperymentujemy w fizyce z kilku zasadniczych powodow. Probujemy
,przechwyci¢ depesze” od natury, bez ktorej nie powstataby zadna z fizycznych
teorii. Chcemy przetestowac zaproponowane przez teoretykow hipotezy. Kiedy
modele stajg si¢ zbyt zlozone aby je analizowa¢ numerycznie szukamy
potwierdzenia  skuteczno$ci  przyjetych  rozwigzan  eksperymentujac.
Eksperyment stuzy réwniez wyznaczeniu warto$ci roznych podstawowych
wielkosci fizyczny, takich jak stala grawitacyjna. Cho¢ eksperyment pozwala
testowa¢ rozne hipotezy wysuwane przez teoretykdw sam rowniez potrzebuje
teorii. Juz sam fakt, ze mierzymy wykorzystujac przyrzady takie jak termometr,
waga czy woltomierz oznacza, ze korzystamy z teorii, ktore lezg u podstaw
dzialania tych przyrzadéow. Ale na tym rola teorii W eksperymencie si¢ nie
konczy. Powiedzmy, ze przyszto nam wyznaczy¢ wartos¢ ziemskiego
przyspieszenia grawitacyjnego. Nie mamy przyrzadu do bezposredniego
pomiaru przyspieszenia grawitacyjnego, tu sprawa ma si¢ podobnie jak
Z temperaturg. Mamy jednak teori¢ czyli prawo powszechnego cigzenia 1 drugie
prawo dynamiki Newtona, ktéra otwiera nam drog¢ do pomiaru posredniego.
Z teorii te] wynika, ze przyspieszenie grawitacyjne mozemy obliczy¢ ze wzoru
b 1 2 _2h
290 T 9T 3.1
Jak wynika z tego wzoru, aby obliczy¢ przyspieszenie grawitacyjne g wystarczy
zmierzy¢ czas spadania ciala ze znanej wysokosci h. Niestety, tak
zaprojektowany eksperyment jest malo wiarygodny. Na spadajace ciato dziata
rowniez sila oporu powietrza. Opor powietrza zmieni czas spadania kulek
i obliczone na podstawie wzoru (3.1) i przys$pieszenie bedzie obarczone duzym
btedem. Moglibysmy spuszcza¢ kulki z matej wysokosci, wtedy nabieralaby
niewielkich predko$ci i opor powietrza nie wnositby duzego btedu. Niestety,
czas spadania kulki z mate; wysokosci jest bardzo krotki i1 taki pomiar
obarczony bylby duzym bledem pomiaru czasu. Lekarstwem bylaby pompa
prozniowa i odpowiednio wysoka kolumna prézniowa wraz z elektronicznym
pomiarem czasu spadku kulki. Ale powiedzmy, ze nie mamy ani pompy
prézniowej, ani kolumny, ani elektroniki. Czy wtedy pozostanie nam tylko sigs¢
I ptakac? Przenigdy, korzystajac z tej samej teorii mozemy roéwniez uzyskac
bardziej uzyteczny wniosek: okres T wahan wahadta ztozonego z nici 0 dlugosci
| i matej kulki zawieszonej na jej koncu wyraza si¢ wzorem.

[
T =27 |- 3.2
g
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Ten wzor jeszcze wyprowadze w rozdziale poswieconym drganiom
(§TVII 1.2). Wzor (3.2) ma dwie wielkie zalety, okres drgan wahadta nie
zalezy ani od masy kulki ani od poczatkowego kata wychylenia wahadta.
Szczegdlnie cenna jest ta druga zaleta — pomysl w eksperymencie nie musimy
mierzy¢ kata o jaki wychylimy kulke wahadta, przed puszczeniem go w ruch.
Niestety wzor jest przyblizony, i dobrze spisuje si¢ tylko dla matych wychylen
wahadta. Zatem przy puszczeniu wahadla w ruch musimy uwaza¢ by nie
przesadzi¢ z jego wychyleniem. Ale mozna to zrobi¢ na oko, bo na oko widac,
czy kat odchylenia jest duzy czy maty. Wida¢ rowniez, ze im dtuzsza ni¢ tym
lepiej. Wahadlo bedzie si¢ waha¢ wolniej i tatwiej bedzie uzyskaé male katy
wychylenie wahadla. Na wahadto dziata¢ beda réwniez opory powietrza, ale
maksymalna predko$¢ kulki wahadta, przy matych katach wychylenia bedzie
mata, wigc wptyw oporow powietrza bedzie niewielki.

Bazujac na tej teorii mozemy przystapi¢ do dziatania. Odchylamy
wahadto 1 mierzymy czas jednego okresu. Szybko okaze si¢, ze takie dzialanie
ma swoje stabe punkty. Musimy doktadnie zgra¢ czas puszczenia wahadia
Z czasem puszczenia w ruch stopera, a potem doktadnie ztapaé czas powrotu
wahadla. Ten czas nie jest dlugi nawet dla catkiem dtugiej nici wahadla
(rys. 3.1). Stowem natkng¢lismy si¢ na ten sam problem, cho¢ w tagodniejszej
formie, jaki pojawit si¢ przy projekcie pomiaru czasu ruchu spadajacej kulki.
Ale wahadlo oferuje nam dodatkowe mozliwosci. Mozemy zmierzy¢ na
przyktad czas nie jednego, a dziesigCiu wahni¢¢. Wiemy, ze na skutek
niewielkich oporow ruchu, po kazdym wahnigciu wychylenia wahadta
nieznacznie maleje (drgania gasng), ale z drugiej strony okres wahan nie zalezy
od wychylenia poczatkowego. To wazna wtasno$¢, ktora pozwala nam przyjac,
ze czas kazdego wahnigcia bedzie taki sam, pomimo malejacego wychylenia.

A

T[s] ]

4t

[

1 2 3 4 5 im]

Rysunek 3.1. Okres wahadta matematycznego w zaleznosci od dtugos$ci nici;
wykres sporzadzony ze wzoru (3.2)
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Czas zmierzony dla dziesigciu wahnie¢ podzielimy przez dziesi¢¢ 1 bedziemy
mieli czas jednego okresu. Bledy czasu wiaczenia 1 wylgczenia stopera
popelniamy przy puszczeniu wahadla w ruch 1przy ztapaniu jego polozenia
koncowego. Mozemy wiec si¢ spodziewaé, ze btad przy pomiarze dziesigciu
wahan bedzie podobny do btedu pomiaru czasu pojedynczego wahnigcia. Zatem
przy pomiarze dziesi¢ciu wahan na jedno wahnigcie bedzie to jedna dziesiagta
warto$ci btedu, ktory popetniamy przy pomiarze jednego wahnigcia.

Postanowitem przeprowadzi¢ odpowiednie pomiary dla prostego wahadta
pokazanego na rysunku (3.2). Przyznam od razu, ze cho¢ pomiary staratem si¢
robi¢ starannie, to nie wlozytem zbyt duzego wysitku w przygotowanie catego
uktadu.

Rysunek 3.2. Moje wahadto sktadato sie z do$¢ sztywnej linki na koncu ktérej
powieszona zostata tenisowa piteczka. U goéry ni¢ jest przymocowana do
framugi drzwi kilkoma paskami mocnej tasmy klejace;.

Ponizej przedstawitem kilka prob dla wahadta o dtugosci 57.2cm przy pomiarze
czasu jednego, pigciu i dziesigciu wahni¢é. Wykorzystujac wzor (3.2) moge
zapisa¢ wyrazenie na przyspieszenie ziemskie g.

3.3

Tabela (3.1) przedstawia uzyskane wyniki.
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Ip | czas g [m/s?] Ip | czas g [m/s?]
[sekundy] [sekundy]

1 [150 10.036 6 |1.46 10.594

2 [ 150 10.036 7 157 9.161

3 [137 12.031 8 [ 1.49 10.171

4 147 10.045 9 [1.43 11.043

5 [1.44 10.890 10 [156 9.279

Tabela 3.1. Dziesie¢ kolejnych pomiaréw czasu pojedynczego wahniecia
wahadta z rysunku (3.2). Przyspieszenie g wyznaczone jest ze wzoru (3.3).

Za zmierzony czas mozemy przyja¢ Srednig arytmetyczng z tych dziesigciu
pomiarow T,;=1.479s. Przyspieszenie ziemskie g obliczone dla czasu $redniego
wynosi g=10.323m/s”. Dokladno$¢ moze nie nadzwyczajna, ale jak na taki
pomiar do przyjecia. Nastepne tabele (3.2 1 3.3) pokazuja wyniki pigciu serii
pomiarowych, w ktorych zmierzylem czas trwania pigciu oraz dziesigciu
wahnigC.

Ip Czas 5 wahnieé [s] | Sredni czas najedno | g [m/s?]
wahnigcie [S]

1 7.85 157 9.161

2 7.80 1.56 9.279

3 7.75 1.55 9.399

4 7.60 1.52 9.734

5 7.69 1.538 9.546

Tabela 3.2. Pomiar czasu trwania pieciu kolejnych wahnie¢ wahadta z rysunku
(3.2), oraz wartoSci przyspieszenia ziemskiego g obliczone ze wzoru (3.3).

Srednia arytmetyczna pomiaréw pieciu cykli wynosi (dla jednego wahniecia)

T,s =1.5476s. Przyspieszenie ziemskie g obliczone dla czasu $redniego wynosi
9=9.436m/s’. Ten wynik prezentuje sic juz duzo lepiej.
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Ip Czas 10 wahniec [s] Sredni czas na jedno @ g [m/s’]
wahniecia [s]

1 15.37 1.537 9.546

2 15.34 1.534 9.596

3 15.25 1.525 9.710

4 15.29 1.529 9.659

5 15.16 1.516 9.826

Tabela 3.3. Pomiar czasu trwania dziesieciu kolejnych wahnie¢ wahadta
z rysunku (3.2), oraz wartoSci przyspieszenia g ziemskiego obliczone ze wzoru
(3.3).

Srednia arytmetyczna pomiaréw czasu dziesigciu cykli wynosi (dla jednego
wahniecia) T,0 =1.5282s. Przyspieszenie ziemskie g obliczone dla czasu
$redniego wynosi g=9.672m/s*. Znowu widaé postep.

Wyniki z dziesigciu kolejnych wahni¢¢ majg jeszcze jedng przewage nad
pozostalymi — mniejszy rozrzut. Roznica mi¢dzy najmniejszg 1 najwicksza
wartoscia g w tabeli (3.1) jest prawie rowna 3m/s®, w tabeli (3.2) wynosi nieco
ponad 0.6m/s%, a w tabeli (3.3) juz tylko niespelna 0.3m/s>. Wyniki w tabeli
(3.3) wygladaja na najmniej przypadkowe. Czy to oznacza, ze mierzac czas 100
cykli otrzymalibySmy jeszcze dokladniejsze wyniki? Poprawa nie bylaby
znaczgca. Btad pomiaru czasu jest tylko jednym z bteddéw obcigzajacych wynik
tych pomiarow. Musimy rowniez pamigta¢ o btgdach pomiaru dtugosci wahadta,
0 tym ze piteczka tenisowa nie jest idealnie symetryczng kula, 0 sitach tarcia
W zawieszeniu wahadta, o oporach powietrza, otym, ze we wzorze (3.3)
przyjatem przyblizong warto$¢ n~3.14, oraz o tym, ze wzor (3.2) jest tylko
wzorem przyblizonym. Nadmierna walka z jednym zrédlem biledow, przy
zaniedbaniu innych do niczego dobrego nie prowadzi. W pierwszym kroku
nalezy oczywiscie wyeliminowac¢ bledy najgrubsze, a potem — potem te, ktore
awansowaty do grona najgrubszych 1 tak az do momentu uzyskania
odpowiednio doktadnych wynikéw (albo do wyczerpania pomystow na
eliminacj¢ bledow). Przy$pieszenie ziemskie wynosi w Polsce okoto
0~9.807m/s”. Widaé, ze $rednia z serii pomiaréw czasu dziesieciu wahnigé rozni
si¢ od tej wartoéci o okoto 0.15 m/s>. M¢j eksperyment nalezatoby potraktowaé
jako pierwszg przymiarke do zasadniczego pomiaru — takiego sprawdzianu
samej koncepcji pomiaru. Pozytywny wynik przymiarki oznacza, ze warto
w przygotowanie eksperymentu wlozy¢ wiecej wysitku, co powinno
zaowocowac doktadniejszymi pomiarami.

Tak w duzym skrocie wyglada praca eksperymentatora. Rzadko Kkiedy
pomiar moze by¢ przeprowadzony bezposrednio. Czesto trzeba si¢ odwotywac
do blyskotliwych chwytow jak ten z wahadtem. Bo musisz przyzna¢, ze pomiar
przyspieszenia za pomocg wahadta jest prosty i skuteczny. Na szczegScie geniusz
eksperymentatoréw pozwolit im wymysle¢ wiele sprytnych eksperymentéw na
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doktadne zmierzenie tego co z poczatku wydawato si¢ niemierzalne. Ich
osiggni¢cia budzg nie mniejszy podziw niz ten, ktory jest udziatem autorow
wielkich teorii.

I jeszcze jedno. Mozesz nie lubi¢ eksperymentu i1 czu¢ si¢ z powolania
fizykiem teoretykiem, 1 to takim, ze wszelkie przyrzady pomiarowe na samg
Twoja obecno$¢ w laboratorium reagujg natychmiastowg awarig. Nie mnigj
powinienes przeprowadzi¢ kilka prostych eksperymentow takich jak ten
z wahadtem. Tak, zeby zrozumie¢ doswiadczalnikow, z ktorymi wigkszos¢
teoretykow musi mie¢ jaki§ sensowny kontakt. Ale przeprowadzi¢ eksperyment
oznacza: dobrze go przemys$le¢ od strony teoretycznej, w miar¢ starannie
przeprowadzi¢, opracowa¢ wyniki, oceni¢ zrodta bledow 1 ich wielkosé
I wyciggna¢ wnioski. Dobrym zrédlem (cho¢ nie jedynym) na pomysty na
domowe eksperymenty sa zadania eksperymentalne I stopnia Olimpiady
Fizycznej (s na stronie Olimpiady). Kazdy moze z nich wybra¢ co$ dla siebie.

3.1. Eksperyment myslowy

Jest jeszcze jeden rodzaj eksperymentu, ktory niewiele ma wspdlnego
z prawdziwym eksperymentowaniem, ale w historii fizyki, i nie tylko, odegrat
niematg rolg. Mowa o eksperymencie myslowym. Prawdziwym mistrzem
eksperymentu myslowego byl Albert Einstein. Wczesniej, z powodzeniem
odwolywato si¢ do niego wielu wybitnych uczonych. Eksperyment mys$lowy
polega na wyobrazeniu sobie sytuacji fizycznej (stad eksperyment myslowy),
ktora w wysoce oczywisty sposéb zilustruje teze, nad ktorg pracuje autor
eksperymentu. Do takich eksperymentow odwolywal si¢ migdzy innymi
Galileusz.

Jak juz wiesz Galileusz byl oredownikiem stwierdzenia, ze wszystkie
cialta w polu grawitacyjnym spadaja z takim samym przy$pieszeniem.
Obserwowane réznice w predkosci spadania ciat thumaczyt obecnoscig sit oporu
powietrza. Teza ta spotykata si¢ z silng krytyka ze strony zwolennikow fizyki
Arystotelesa, zgodnie z ktdrg ciala ci¢zsze spadajg szybciej od cial 1zejszych,
a cate to gadanie o prozni jest bezsensu, bo wytworzenie prozni jest niemozliwe.
Aby wzmocni¢ swoja argumentacj¢ Galileusz namawial sluchaczy (lub
czytelnikow) do wyobrazania sobie roznych eksperymentow. W sprawie
spadania powotat si¢ na nastgpujace do§wiadczenie myslowe. Wyobrazmy sobie
dwie spadajace cegly (rys. 3.1.1). Gdy cegly sag identyczne, jak zaktadamy, to
spadaja tak samo. Gdy je jednak laczymy, na przyktad lekkim pretem, to
stanowig jedno ciato. Poniewaz dwie cegly sa dwa razy ci¢zsze od jednej cegly,
to czy uktad tak potaczonych cegiet spada szybciej niz dwie pojedyncze cegly?
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Rysunek 3.1.1. Lewa cze$¢ rysunku: dwie takie same cegly, puszczone z tej
samej wysokosci spadajg tak samo. Z prawej strony: czy potaczenie tych dwéch
cegiel wjedno ciato (na przyktad lekkim pretem) zmieni sity dziatajace na
kazda z tych cegiet? Jezeli nie, to nie ma powodéw aby dwie potgczone cegly
spadaty inaczej niz dwie swobodne cegly, mimo, ze dwie polgczone cegty
stanowig ciato dwa razy ciezsze od jednej cegty.

Eksperyment myslowy sklania do wyobrazenia sobie takiej sytuacji
fizycznej, ktora szczegodlnie klarownie ilustruje mysl, ktérg chcemy przekazac.
Umiejetnos¢ wymyslania takich eksperymentow jest sztuka samg w sobie.
| podkresle raz jeszcze, ze nie jest tu wazne czy eksperyment mySlowy jest
technicznie wykonalny czy nie. Autor eksperymentu myslowego nie planuje
jego wykonania, w przeciwnym razie nie bylby to eksperyment myslowy, tylko
planowany realny eksperyment. Oznacza to, ze eksperyment myslowy jest
ulubiong zabawka rasowych teoretykow.
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4. Matematyka ¢

Jaka jest rola matematyki w fizyce juz wiesz. Krotko mowigc taka, ze pozbycie
si¢ matematyki z fizyki, w sensowny sposob, nie jest mozliwe. Popatrzmy, na
przyktadzie, jak matematyka realizuje si¢ w fizyce. Jeden z tematow bedzie
poswigcony prawu powszechnego cigzenia, ktore w jezyku matematyki
zapisujemy tak:

anl :GTrm 4.1

Wzér ten pozwala wyznaczy¢ wektor sity F, ,; z jakg punktowe ciato o masie
m; przyciaga punktowe ciato o masie m,. Symbol r oznacza odlegto$¢ migdzy
tymi ciatami, G to stata grawitacyjna, a £,; to jednostkowy wektor rownolegty
do linii taczacej obie masy i skierowany od masy m, do masy m;. Ktopot z tym
prawem polega na tym, ze w realnym $wiecie nie ma czego$ takiego jak masy
punktowe. Jest to ciekawa okoliczno$¢. Powszechnie znane i szanowane prawo
fizyczne odnosi si¢ do wielkos$¢ nierealnych, czyli do punktow materialnych. Co
wigce], jest to powszechna przypadtos¢ teorii fizycznych — przez swa
matematyczng strukturg operuja bytami nierealnymi.

Zauwaz, ze gdy prawo powszechnego cigzenia chcemy odnie$s¢ do
obiektow rozciaglych, to nie bardzo umiemy zdefiniowac odlegto$¢ miedzy tymi
ciatami (rys. 4.1).

Rysunek 4.1. Trudno jest poda¢ sensowng, z punktu widzenia prawa
powszechnego cigzenia, definicje odlegto$ci miedzy dwoma rozciggtymi ciatami.
Na rysunku pokazane sg trzy wybrane odlegtosci, sposrod nieskonczonej iloSci
innych mozliwosci.
Zauwaz réwniez, ze masa punktowa ma fatalng ceche. Gesto$¢ masy punktu
materialnego o skonczonej masie m jest nieskonczona. Wynika to z tego, ze
objetos¢ punktu wynosi zero, a gestos¢ masy liczymy jako warto$¢ masy przez
objetos¢. Obiekt o nieskonczonej gestosci jest czarng dziurg! Czyzby
w klasycznej teorii grawitacji byty same czarne dziury? No dobrze, rozumie sig,
ze masa punktowa jest tylko pewnym skrotem myslowym. Pojecie masy
punktowej nalezy rozumie¢ tak: masa punktowa jest to takie cialo, dla ktérego
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mozemy podac szczegdlny punkt, ktory z zadowalajacg doktadnoscia moze
reprezentowac jego potozenie. Rysunek (4.2) przedstawia jedng z mozliwosci.
Badane ciata moga by¢ tak mate, w poréwnaniu z odlegloscig miedzy nimi, ze
nie ma znaczenia miedzy ktorymi punktami tych cial bedziemy mierzyli
odleglosci. To nie ma znaczenia oznacza, ze wybor miedzy ré6znymi punktami
daje tak bliskie sobie wyniki liczbowe, Ze réznice miedzy tymi wynikami nie sg
dla nas istotne.

Rysunek 4.2. Gdy oba ciata s3 mate w poréwnaniu z odlegto$ciag miedzy nimi,
mozemy wybra¢ dwa mozliwie centralne punkty i liczy¢ odlegto$¢ miedzy tymi
ciatami, jako odlegto$¢ miedzy tymi wybranymi punktami. Otrzymane wyniki
nie beda doktadne, ale powinny by¢ bliskie doktadnemu rozwigzaniu problemu.

Co ciekawe, gdy ciata sg duze ale kuliste to prawo cigzenia dziala migdzy nimi
tak, jakby cata masa tych ciat skupiona byta w ich $rodku. Pozwala nam to
stosowaé prawo powszechnego cigzenia, dla ciat kulistych, tak jakby byty one
punktami. A co zrobi¢ kiedy mamy ciato, ktore nie da si¢ traktowaé jak
punktowe, bo nie jest ani wystarczajgco male ani kuliste? Wtedy zawsze
mozemy podzieli¢ je na czgSci wystarczajagco drobne by kazdg z tych czgSci
mozna byto uzna¢ za mas¢ punktowg (rys. 4.3.). Im drobniej podzielimy ciato
tym lepszy wynik, ale tez wigcej czeka nas obliczen. W efekcie takich obliczen
powierzchnia ciala przypomina jeza, ktorego kolce reprezentuja dziatajace sity
na poszczeg6lne jego male fragmenty. Nalezy jednak pamigtac, ze takie kolce sg
roOwniez wewnatrz ciata, gdyz nie mozemy w naszych obliczeniach zapomniec
0 tych kawatkach materii, ktore znajduja si¢ pod powierzchnia.
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Rysunek 4.3. Gdy chcemy policzy¢ site z jaka cialo zbyt rozciagte przyciaga

punkt materialny m; (czyli takie ciato, ktére mozna potraktowac jako punktowe

w duchu rysunku (4.2)), to mozemy podzieli¢ cialo rozciggte na tak mate

kawatki (na przyktad na mate sze$cianiki), ze kawatki te mozna uzna¢ za

punktowe. Nastepnie nalezy obliczy¢ site z jakg kazdy kawatek ciata rozciggtego

przyciaga punkt my. Otrzymane sity nalezy doda¢ (oczywiscie wektorowo).

Gdy ciato m; jest réwniez zbyt rozciggte, musimy podzieli¢ je na mate kawatki

i policzy¢ site z jaka przyciggany jest kazdy taki kawalek przez pierwsze zbyt

rozciagte ciato.

Matematyka ma w zanadrzu sztuczke, ktora pozwala zrobi¢ co$ jeszcze.
Ta sztuczka nazywa si¢ ,wielkoSci nieskonczenie mate”. Dyskusje nad
nieskonczenie matymi przeniostem do pomocy matematycznych pos§wieconych
rézniczkowaniu (DIl 4). Tu na szybko okresle je tak. Wielko$¢ nieskonczenie
matla jest stanem przejSciowym miedzy zerem a wielkoscig skonczong. Prawde
mowigc o naturze wielkosci nieskonczenie matych ciagle si¢ dyskutuje, sa
roOwniez metody pozwalajagce na obchodzenie si¢ bez tego dziwnego pojecia.
Uwazam jednak, ze dla nas jest to pojecie wygodne 1 warte wykorzystania. Za
pomocy wielkosci nieskonczenie matych prawo powszechnego cigzenia moge
napisac tak
dmm, .

dF, :Gr—122r21 4.2
Literki ,,d” przy masach i sile oznaczaja, ze mamy do czynienia z wielkoscia
nieskonczenie matg, czyli na przyktad nieskonczenie mata masg o nieskonczenie
matej objetosci. Powyzszy wzor mowi co nastepuje. Nieskonczenie mala masa
dm; przycigga punktowg mas¢ m, z nieskonczenie matg sitg dF,_,;, ktora jest
roOwna wyrazeniu po prawej stronie rownania (4.2). Mozemy teraz w myslach
podzieli¢ ciato m, na nieskonczenie mate fragmenty. Wyznaczajac odlegtos¢ r
mi¢dzy takim nieskonczenie malym kawalkiem, a punktowa masa my,
popetniamy nieskonczenie maty blad, a wigc blad, ktéry z praktycznego punktu
widzenia nie ma znaczenia. A teraz prawdziwy hit — istnieje technika, ktora
pozwala posumowaé¢ wplywy od takich nieskonczenie matych fragmentow; ta
technika nazywa si¢ catkowaniem (DIl 1). Symbolicznie operacj¢ sumowania
takich nieskonczenie matych przyczynkow zapisuje si¢ tak
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4.3

dmm, .

F2—>1 :_[G rlz : P
Vv

To stylizowane ,,S”, to znak catkowania czyli sumowania nieskonczenie matych
przyczynkow. Literka V pod znakiem calki czytana jest tak: catkowanie nalezy
wykona¢ po calej objetosci ciata m; - jest to symbol wyznaczajacy granice
catlkowania. Mimo, ze wyrazenie (4.3) wyglada odpychajaco, mozesz mi
wierzy¢, ze zrobimy z niego uzytek. Wezmiemy kule i punkt materialny. Kule
podzielimy na nieskonczenie mate kawalki, a nastepnie obliczymy, poprzez
catkowanie, z jaka sitg grawitacji dziata kula na punkt materialny. Efekt tego
rachunku bedzie bardzo prosty i przyjemny. Okaze si¢, kula przycigga punkt
Z takg sitg jakby cata jej masa byla skoncentrowana w jej srodku, o czym juz
wspominalem. Stowem kula zachowuje si¢, z punktu widzenia prawa
powszechnego cigzenia, tak jakby byla punktem materialnym! Latwo bedzie
uogolni¢ ten wynik na dwie kule: dwie kule przyciagaja si¢ tak jakby ich masy
skoncentrowane byly w ich punktach srodkowych. Mamy tu do czynienia
Z interesujacym przypadkiem. Dla ciata kulistego istnieje taki punkt, ktory
z punktu widzenia prawa powszechnego cigzenia, calkowicie reprezentuje
potozenie w przestrzeni masy tego ciala.

Zostawie szczegoty tych rozwazan do wlasciwego czasu. Tutaj wazne jest
co nastepuje. Cho¢ reguly fizyki, ze wzgledu na swoj matematyczny charakter,
operuja tak abstrakcyjnymi tworami jak masy punktowe, to z drugiej strony
matematyka dostarcza nam narzedzi pozwalajacych na przejscie od tych
abstrakcyjnych tworow do bardziej realnych bytéw, cho¢ czasem jest to
okupione cigzkim wysitkiem obliczeniowym.

Powiedzmy, ze mamy dwa ciata niebieskie na przyktad Stonce 1 Ziemig.
W jaki sposob te ciata poruszajg si¢? Aby odpowiedzie¢ na to pytanie musimy
stworzy¢ model ukltadu fizycznego, korzystajac oczywiscie z metody krowy.
Najpierw zaktadamy, ze Ziemia i Stonce sg idealnymi kulami o masach m, i m..
Potem zakladamy, ze wplyw innych cial niebieskich na ruch Ziemi 1 Stonca
mozemy poming¢. Te inne ciata niebieskiego to na przyktad Ksigzyc, planety,
komety, inne gwiazdy. Musimy jeszcze zmierzy¢ odlegto$¢ $rodek Ziemi —
srodek Stonca, oraz masy obu ciat. Model uktadu ztozonego z dwoch cial jest
W ten sposéb zdefiniowany. Jezeli jedno z tych cial jest duzo masywniejsze od
drugiego, tak jak jest to w przypadku uktadu Ziemia-Stonce (Stonce jest ponad
300 000 razy masywniejsze od Ziemi), to mozemy przyja¢ jeszcze jedno
uproszczenie. Mozemy sensownie zatozy¢, ze wptyw Ziemi na polozenie Stonca
jest duzo mniejszy niz wpltyw Stonca na potozenie Ziemi. W konsekwencji
zaktadamy, ze Stofice jest cialem nieruchomym 1 wigzemy uklad wspotrzednych
ze $rodkiem Stonca. Czas na analize naszego modelu. Do analizy stosujemy
matematyczny zapis prawa powszechnego cigzenia (4.1) i drugiego prawa
dynamiki Newtona (1.1). Oba prawa pozwalaja na zapisanie rownania
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Przez r,s oznaczytem wektor od srodka Stonca do $rodka Ziemi. Ten sam wektor
z daszkiem jest jednostkowg wersja wektora bez daszka. Ro6wnanie to pozwala
na obliczenie zmiany polozenia Ziemi wzgledem uktadu wspotrzednych
zaczepionego w srodku Stonca. Ale uwaga, stwierdzenie to oznacza rowniez, ze
musimy znaé potozenie i predkos¢ Ziemi wzgledem Stonca w jednej wybranej
chwili. Prawa fizyki pozwalaja na obliczanie przyrostow wielkos$ci fizycznych.
Jezeli wiemy o ile zmienito si¢ potozenie Ziemi ($cislej potozenie Srodka Ziemi)
na przyklad w ciggu godziny, to zeby wiedzie¢, gdzie jest Ziemia (Scislej jej
srodek) po tej godzinie musimy wiedzie¢ jakie byto potozenie Ziemi na
poczatku tejze godziny; a wszystko to w wybranym uktadzie wspotrzednych.
Wartosci potozen i predkosci w wybranej chwili czasu nazywamy warunkiem
poczatkowym. Powiedzmy zatem, ze mamy warunek poczatkowy, masy obu
cial oraz rozwigzanie rownania (4.4), ze wzgledu na potozenie Ziemi wzgledem
srodka Stonca. Pozwala to na obliczenie potozenia srodka Ziemi w kazdej chwili
czasu. Tyle, ze obliczenia te beda dotyczyly potozenia Ziemi w ramach
przyjetego modelu. Pozostaje pytanie jak si¢ bedzie miato potozenie
rzeczywistej Ziemi do potozenia obliczonego? Niestety nasz model jest bardzo
uproszczony. Obliczenia dadzg na krotka mete, wyniki catkiem przyzwoite. Ale
astronomie nie lubig krotkich met. Ponadto, gdy chodzi o planowanie ruchu
sond kosmicznych tak wyznaczona trajektoria Ziemi jest praktycznie, w kazdym
okresie czasu, za mato doktadna. Bledy wynikaja z uproszczen przyjetych
w modelu. Zaniedbali§my wptyw Ksi¢zyca, fakt, ze ani Ziemia ani Stonce nie
jest idealng kula, ze Ziemia wywiera wptyw na Stonce, wplyw innych planet
| tak dalej i tak dalej. Jezeli chcemy uzyska¢ doktadniejsze wyniki to trzeba
skomplikowa¢ model. Wydaje si¢, ze powinniSmy w naszym modelu
uwzgledni¢ obecno$¢ Ksiezyca, ruch Stofica oraz fakt, ze ani Ziemia ani Stonce
nie sg idealnymi kulami. Z drugiej strony, juz samo uwzglednienie Ksi¢zyca
znacznie komplikuje cate zagadnienie. Otrzymujemy uktad trzech réwnan,
ktorego rozwigzanie jest ztozong sprawg. Dodanie do tego sptaszczenia Ziemi
| Stofica czyni obliczenia jeszcze bardziej ztozonymi. Niemniej dzi§ jesteSmy
W stanie takie obliczenia wykonywaé. W efekcie mozemy precyzyjnie obliczaé
potozenie Ziemi 1 Stonca na tysigce lat do przodu i do tyl od wybranej chwili,
dla ktorej zostaty okreslone warunki poczatkowe. Mozemy réwniez precyzyjnie
planowa¢ trajektorie sond kosmicznych. A wszystko to stato si¢ mozliwe dzigki
szybko liczacym komputerom.

Zobacz, ze fizyka o ktorej tu méwitem jest w gruncie rzeczy prosta.
Prawo powszechnego cigzenia oraz drugie prawo dynamiki Newtona. Model
uktadu Ziemia — Stonce plus ewentualnie Ksigezyc jest rdwniez prosty. Po
krétkim kursie sporo z was nie miatoby problemu z pisaniem réwnan takich jak
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rownanie (4.4). Ale zeby powiedzie¢ cos$ konkretnego czy to o mlecznosci krow,
czy torach planet trzeba si¢ nauczy¢ z takich modeli wycigga¢ wnioski.
W przypadku planet oznacza to rozwigzywanie uktadéw rownan typu (4.4). Przy
innych zagadnieniach mogg si¢ pojawic jeszcze bardziej ztozone wyrazenia. Tej
sztuki, poza bardzo prostymi, szkolnymi przypadkami, trzeba si¢ uczy¢ przez
zmudne c¢wiczenia, tak jak przyzwoitego opanowania gry na wybranym
instrumencie muzycznym. To nas generalnie do fizyki znieche¢ca i czyni ja
nauka hermetyczng. Czytajac ksiazki popularnonaukowe dowiadujemy si¢
mnostwa fascynujacych rzeczy. Ale tak naprawde dziata to troche na zasadzie
objawienia. Bo gdyby$smy zapytali skad to wiadomo ustyszymy, co$ w rodzaju:
w elegancki sposéb wynika to z tego a tego prawa fizyki. A na pytanie w jakiz
to sposob to co$ wynika z tychze praw, ustyszmy co§ w ten desen. Wystarczy
rozwigza¢ taki oto pigkny uktad réwnan. O to jak ten uktad roéwnan rozwigzac
lepiej juz nie pytac. I cho¢ autorzy ksigzek popularnonaukowych wysilajg swoja
wyobrazni¢ by znalez¢ sposob na przyblizenie laikowi glebin fizyki 1 dokonujg
na tym polu cudéw, to jednak bez praktycznego zglebienia jezyka matematyki
nie mozna przekroczy¢ pewnego progu jej zrozumienia. Dlatego jezyk
matematyki bedzie w toku tego wyktadu stale obecny, ba czasem bedziesz miat
wrazenie, ze czytasz podrecznik z matematyki. Ale to nie jest wyktad
popularnonaukowy.

Tym, ktoérzy posiedli umiejgtno$¢ operowania aparatem matematycznym
otwierajg si¢ wrota do naukowej chwaly. Pozwole tu sobie opowiedziec
0 jednym przyktadzie. Planeta Uran zostata odkryta w 1781 roku przez Williama
Herschela. Na podstawie obserwacji prowadzonych w kolejnych latach
probowano wyznaczy¢ orbite planety. Probowano rowniez jg obliczy¢. Niestety
rezultaty obliczen nie byly zadowalajace. Pojawilo si¢ pytanie: Dlaczego
matematyczny Uran nie porusza si¢ tak jak rzeczywisty? Mozliwe byly dwie
odpowiedzi. Po pierwsze co$ szwankuje w przyjetym modelu uktadu
planetarnego. Po drugie reguty, na ktorych opiera si¢ model i obliczenia,
w duzej odlegtosci od Stonica zaczynaja ujawnia¢ swoje ograniczenia. Zatem
model jest poprawny i wystarczajacy, trzeba jednak tak skorygowaé reguty (to
jest prawo powszechnego cigzenia lub drugie prawo dynamiki) aby dobrze
opisywaly zjawiska w poblizu orbity Urana. Reguly jednak okazaly si¢
wystarczajgce. Wyjasnienie roznic mie¢dzy obliczeniami a pomiarami data
korekta modelu. Jak jednak nalezalo skorygowa¢ model aby wyniki byty do
przyjecia? Dwoch astronoméw, dziatajacych niezaleznie, Francuz Urbain
Leverrier 1 Anglik John Adams zatozyli istnienie za orbita Urana jeszcze jednej
planety i dodali ja do modelu wykorzystywanego do obliczania orbity Urana.
Nieznanej planety mozna byloby szukaé przeczesujac niebo. W owym czasie
bylo to zadanie zmudne i trudne, a nikt nie mogt da¢ gwarancji, ze hipoteza
nowej planety jest poprawna. Druga droga wiodla przez rownania. W skrocie
zabieramy si¢ do rzeczy tak. Nieznana planeta powinna odpowiadaé za
obserwowane odst¢pstwa w ruchu Urana. Za dane wejSciowe wezmy rdznice
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miedzy obserwowanym a wyliczonym polozeniem Urana. Utézmy réwnania
opisujace wplyw nieznanej planety na ruch Urana. W réwnaniach tych beda
dwie istotne niewiadome: polozenie imasa nieznanej planety. Pozostanie
pytanie, czy mozemy z tych rownan wyliczy¢ obie niewiadome? Okazato si¢, ze
jest to mozliwe. Od strony technicznej oznaczato to bardzo zmudne obliczenia.
Jednak obaj bohaterowie tej historii, po wykonaniu benedyktynskiej pracy
obliczyli potozenie 1 rozmiar nieznanej planety. Na mecie pierwszy byl Adams,
ktory zwrécit si¢ do astronomdOw z obserwatorium z Greenwich z prosba
0 potwierdzenie. Jedyna rzecza, ktorej Adams oczekiwat bylo to, ze
astronomowie skierujg swoje teleskopy we wskazany rejon nieba i sprobuja
odnalez¢ nieznang planet¢. Wyglada jednak na to, ze brytyjscy astronomowie
niezbyt przejeli si¢ obliczeniami swojego rodaka. W kazdym badz razie do
poszukiwania planety nie spieszyli si¢. Niewiele pdzniej swoje obliczenia
ukonczyl Leverrier, ktory we wrzesniu 1846 wystal list do Obserwatorium
Berlinskiego z prosbg o weryfikacje wynikow obliczen. W dniu otrzymania
listu, to jest 23 wrze$nia, Johann Galle przystapit do obserwacji. Tej samej nocy
znalazt nieznang planete, ktorej potozenie rdéznito si¢ od obliczonego o niespetna
minute katowa. Odkrycie Neptuna byla ogromng sensacja, tym bardziej, ze
nowa planeta wytonita si¢ z gaszczu obliczen. Co cickawe ten sam Leverrier
stwierdzil réwniez odstepstwa migdzy obliczonymi a obserwowanymi
potozeniami Merkurego. Nic dziwnego, ze jako lekarstwo na te trudno$ci
zaordynowat nieznang planete, ktora miata krazy¢ wewnatrz orbity Merkurego.
Nadano jej roboczg nazwe Wulkan. Tym razem jednak proby obliczenia jej
orbity nie powiodly si¢. A wiesz dlaczego? Dlatego, ze takiej planety nie ma,
a za klopoty z wyznaczeniem orbity Merkurego odpowiedzialna byta teoria.
Subtelnosci ruchu Merkurego wyjasniono dopiero na gruncie nowej teorii
grawitacji — ogdlnej teorii wzglednosci.

Popatrz jaka jest sita matematycznych praw fizyki. Na papierze mozemy
odkry¢ nieznang planete! W pdzniejszych latach odkryto w ten sposob calg mase
innych obiektow astronomicznych. Pierwsze pozaziemskie planety odkryto na
podstawie analizy kotysania si¢ gwiazdy, wokot ktorych te planety krazyty.
Obserwujac te niewielkie ruchy gwiazd mozna bylo obliczy¢ parametry
obiektéw, ktére je wywotuja. Dopiero po jakim$ czasie nauczono si¢ metod
pozwalajacych na bardziej bezposrednig obserwacje takich planet. Dzis w fizyce
przede wszystkim obliczamy. Dzigki komputerom nasze mozliwosci
obliczeniowe wzrosly niepomiernie, z czego skwapliwie korzystamy. Duza
cze$¢ nowych odkry¢ pochodzi z obliczania, dopiero potem sprawdza si¢ je
eksperymentalnie. Cho¢ dalej pojawiaja si¢ wazkie odkrycia prosto
z laboratorium. Przykladem moze by¢ odkrycie tzw. wysokotemperaturowego
nadprzewodnictwa. Nawiasem mowigc odkrycia laboratoryjne bywaja
niezwykle frapujace. Czgsto obnazajg stabo$¢ modeli lub nawet teorii.
Wspomniane wysokotemperaturowe nadprzewodnictwo ciggle wymyka sie¢
teoretycznym opisom. Wigc zndOw powstaje pytanie czy to szwankuja modele,
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czy tez teoria jest nie do konca wystarczajaca. Zwykle wing zwalamy na modele
1 w znamienitej wigkszosci wypadkoéw tak wiasnie jest. Jednak poki sprawa nie
zostanie wyjasniona obie mozliwo$ci pozostajg otwarte. Mdglbys$ zapytac: co
u licha wstrzymuje nas od konstrukcji dobrego modelu nadprzewodnictwa?
Ot6z wyglada na to, ze dobry model, to taki model, ktory jest, nawet jak na
nasze obecne mozliwosci, zbyt zlozony. Poki nie nauczymy si¢ jakiego$
obejscia tego problemu Iub nie stworzymy potezniejszych narzedzi
matematycznych, poty nadprzewodnictwo wysokotemperaturowe bedzie si¢
teoretykom spod pidra wymykato; chyba, ze to szwankuja reguty, ale w takim
przypadku to zupetnie inna piosenka.

Na koniec naplotkuje jeszcze na matematykow. Zaczne od nastgpujacej
opowiastki. W pokoju wybucha pozar. Do pokoju wpada inzynier, ktéry
spostrzega ze na stole stoi wiadro z woda, chwyta wigc to wiadro i gasi ogien.
Co zrobitby w tej sytuacji matematyk? Zrobitby doktadnie to samo. Po pewnym
czasie sytuacja powtarza si¢. I zndw do pokoju wpada ten sam inzynier,
spostrzega ze wiadro stoi teraz pod stotem. Chwyta wigc wiadro i1 gasi ogien. Co
zrobitby w takiej sytuacji matematyk? Matematyk spostrzeglszy, ze wiadro stoi
pod stolem, chwycilby je i postawil na stole, sprowadzajac w ten sposob
problem do problemu jaki juz kiedy$ rozwigzat. Potem chwycilby wiadro ze
stotu 1 ugasit pozar. Sam si¢ przekonasz, ze jest to ulubiony sposob dziatania
matematykow. I, jak to si¢ mowi, w tym szalenstwie jest metoda. Kiedy bede
chciat zwroci¢ wasza uwage na to, ze wilasnie jest to miejsce dobrze obrazujace
ta metode, to powiem, ze wlasnie mamy przyktad zastosowania metody ,,drogi
wiadra”.

Definicja 4.1: Droga wiadra

Droga wiadra oznacza metodg rozwiqzania problemu przez sprowadzenie go do
problemu uprzednio rozwiqzanego

4.1. Mathematikos

Matematyczny opis przyrody nie jest sprawa oczywista. Sama matematyka ma
dluga histori¢. Rozwo6j cywilizacji wigzat si¢ z opisem $§wiata przez liczby.
Rosngce spolecznosci wytwarzaly coraz bardziej skomplikowane struktury
organizacyjne. Kiedy cofniemy si¢ do wielkich cywilizacji starozytnosci
znajdziemy juz $wiat wypehiony liczbg. Krol 1 jego dwor nie moégt znaé
kazdego swojego poddanego. Poddani beda kryli si¢ pod pojemnymi
abstrakcyjnymi  kategoriami, takimi jak rolnicy, pasterze, wojownicy,
mieszkancy prowincji X. Dwor bedzie musial okresli¢ wysokos¢ podatkow, a do
tego potrzebna jest liczba 1 ujednolicone jednostki miary. Urzednicy oszacuja
spodziewang wielkosci plonow z jednostki powierzchni pola. Do tego tez
potrzebne sg liczby. Liczb potrzebowa¢ bedzie handel, armia i astronomia, ktora
stanie si¢ zrodtem kalendarza. Na potrzeby obmiaréw gruntdw i wytyczania
budéw rozwinie si¢ geometria. Owczesna matematyka byta rzemiostem czysto
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praktycznym. Co wigcej sztuki rachunkow na potrzeby handlu nie taczono
W jeden system wiedzy ze sztukg geometrii na potrzeby geodezji. Zamiast jedne;j
matematyki byto wtedy wiele metod obliczania tworzonych oddzielnie dla
roznych praktycznych celow.

Pierwotnie znaczenie stowa ,matematyka” bylo inne niz obecne.
Wywodzi si¢ ono od greckiego ,manthano” (ucze si¢) oraz ,mathema”
(przedmiot nauki). Matematykami byli zatem ci, ktorzy uczyli sie. W czasie
pOzniejszym stlowo to nabiera ograniczonego znaczenia. Matematykami sg ci,
ktorzy ucza si¢ przedmiotéw o podbudowie teoretycznej. Okoto roku 200 n.e.
Sekstus Empiryk w dziele ,,Pros Mathematikos™ (,,Przeciw Matematykom™)
wypowiada si¢ w kolejnych rozdziatach przeciw: gramatykom, moéwcom,
geometrom, arytmetykom, astronomom i teoretykom muzyki. Inne zrédia
zaliczaja nadto do matematyki mechanike, optyke 1 geodezje. Z biegiem wiekow
znaczenie stowa ,matematyka” ulega dalszemu zawezeniu az do stanu
obecnego.

Grecy uczynig z matematyki nauke¢ teoretyczng. Jednocze$nie rozwing
ide¢ $Swiata matematycznego, ktora pozostata nam do dnia dzisiejszego. Zalazki
tego procesu znajdziemy w czasach pierwszych filozofow, poczynajac od na
wpot legendarnej postaci ojca filozofii, Talesa’ z Miletu. Wiele zawdzieczamy
na tym polu Pitagorejczykom — bractwu religijno-politycznemu zatozonemu
przez Pitagorasa. Dla Pitagorejczykow droga do zbawienia wiodla przez wiedzeg,
w ktorej prym wiodta wiedza o liczbach i ich stosunkach. Swa przygode z liczba
miat zacza¢ Pitagoras od refleksji w czasie gry na jednostrunowym instrumencie
monochordzie. Szarpang cze$¢ struny na monochordzie mozemy skracaé
poprzez jej dociskanie do gryfu. Gdy strung przycisniemy w potowie dlugosci
co odpowiada stosunkowi dlugosci 2:1 to interwal (czyli ,,muzyczna” odlegtos¢)
miedzy dzwigkami nazywa si¢ oktawa. Odpowiada jej odleglos¢ miedzy na
przyktad sasiednimi dzwigckami c¢. Odkrycie Pitagorasa polegalo na
stwierdzeniu, ze dwa dzwicki wydawane przez strun¢ sprawiajg przyjemne
wrazenie, gdy stosunki dlugosci struny dla tych dwoch dzwiekow wyrazajg si¢
przez mate liczby. Kolejna para powstaje wtedy, gdy stosunek ten wynosi 3:2
(naciskamy strung¢ w 1/3 dtugosci), co odpowiada interwalowi kwinty (na
przyktad odlegtos¢ od dzwicku ¢ do dzwicku g). Kolejny przez naci$niecie
struny w jednej czwartej dlugosci, co odpowiada stosunkowi 4:3 i odpowiada
interwatowi kwarty (na przyklad odleglos¢ od dzwigku ¢ do dzwigku f).
Postgpujac w ten sposob Pitagoras ustalit skale muzyczng, ktorej rozne
modyfikacje dominowaly w muzyce europejskiej az po czasy wspodiczesne.
Miarg harmonii w muzyce byty stosunki liczbowe. Pojawilo si¢ pytanie: czy
obserwowany porzadek w przyrodzie nie jest efektem miary naktadanej przez
stosunki liczbowe?

2 Tradycja przypisuje mu miedzy innymi znane ze szkoly twierdzenie Talesa
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Swoje muzyczno-matematyczne dywagacja rozszerzyt Pitagoras na
Kosmos. W stosunkach geometrycznych (na przyktad w stosunkach
wzajemnych odlegtosci miedzy planetami) orbit odnalazt relacje podobne do
muzycznej skali. Stad niedaleko byto do wizji Kosmicznej orkiestry — muzyki sfer
(harmonia sfer). W systemie Pitagorasa poszczegdlne planety i sfera gwiazd
statych staje sie Zrédtem takiej muzyki. Harmonia sfer gteboko umocuje sie
w europejskiej filozofii i kosmologii. Bedzie jej jeszcze szukat, w XVIII wieku,
miedzy innymi, Johannes Kepler. A i dzi$ nie brakuje tych, ktorzy starajg sie
wstuchaé w muzyke Kosmosu.

Skutkiem tych rozwazan matematyka, a Scislej rzecz biorgc teoria liczb
oraz muzyka zyskata bardzo wysoki status wsrdd Pitagorejczykdw. Stuchanie
muzyki i studiowanie relacji liczcbowych oraz ezoterycznych znaczen liczb stato
sie istotng czescig drogi do oczyszczenia duszy. Ten Scisty zwigzek miedzy
matematyka i muzyka wszyt sie w europejska dusze bardzo gteboko. Zmieniaty
sie doktryny, religia ale matematyka pozostawata bliska muzyce, cho¢ zmieniat
sie sposdb rozumienia tegoz zwigzku. Za podsumowanie tej mysli niech stuzy
wypowiedz Gottfrieda Leibniza

Muzyka to przyjemnosi, jakiej dusza ludzka doswiadcza przez liczente, nie zdajgc
sobie sprawy, Ze ma do czynienia z liczeniem

Wspodtczesnie najbardziej rozpoznawalnym znakiem Pitagorejczykdéw jest
twierdzenie Pitagorasa. Twierdzenie to mowi, ze w trdjkacie prostokatnym
suma kwadratow dfugos¢ przyprostokatnych jest réowna kwadratowi dtugosci
przeciwprostokatnej. Wzorem zapisujemy twierdzenie Pitagorasa tak: Niech
aib beda dtugosciami przyprostokatnych w trojkacie prostokatnym. Niech ¢
bedzie dtugoscia przeciwprostokatnej w tym tréjkacie, wtedy zachodzi relacja

c? = qa? + b2 4.1.1

Twierdzenie Pitagorasa jest stuszne w drugg strone. Jezeli mamy tréjkat,
ktdrego boki spetniajg relacje ze wzoru (4.1.1), to wtedy trdjkat ten jest
trojkatem prostokatnym, a kat prosty jest katem pomiedzy dwoma krotszymi
bokami (przeciwprostokatnymi). Dla konkretnych tréjkatow witasnosé ta byta
znana przed Pitagorejczykami. Od wiekdw znany byt tzw. trojkat egipski,
ktérego boki miaty dtugos¢ 3, 4, 5 jednostek®. Wiedziano, ze w takim tréjkacie
kat miedzy bokami odfugosci 3 i 4 jest katem prostym. Fakt ten
wykorzystywano miedzy innymi przy wznoszeniu budowli i geodezji, czyli przy
obmiarach gruntu. Jednak pitagorejczykdw nie interesowat konkretny tréjkat.
Przedmiotem ich zainteresowania byta cata klasa tréjkatéw prostokatnych.
Zamiast zatem postugiwaé sie trojkatem o proporcji bokéw 3:4:5,
pitagorejczycy rozwazali klase tréjkatoéw, ktdrg my dzisiaj okreslamy nazwa

® Przez jednostki rozumiem tu przyjete w danej kulturze i czasie jednostki diugosci.
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,tréjkat prostokatny”. To byto matematyczne stowo miejsce, pod ktére mozna
byto podstawi¢ dowolny tréjkat, zawierajgcy kat prosty. A twierdzenie
Pitagorasa odnosito sie do wszystkich takich tréjkatow.

Pitagorejczycy nie tylko sformufowali twierdzenie dla catej klasy
tréjkatow, ale réwniez je udowodnili. Nie do konca wiemy jak wygladat ten
dowdd w swej pierwszej wersji. Mamy jednak pewnos¢, ze dowdd twierdzenia
Pitagorasa miat charakter geometryczny. Na pewno samego dowodu
matematycznego pitagorejczycy nie rozumieli tak jak my rozumiemy go dzis.
Wszak oni dopiero tworzyli zreby tego pojecia. Wazne jest jednak to, ze podjeli
probe dowiedzenia ogdlnego twierdzenia, ze wszystkie trojkaty prostokatne
spetniajg twierdzenie, ktére dzis nazywamy twierdzeniem Pitagorasa.

Proporcje miedzy liczbami byly w centrum zainteresowan
Pitagorejczykéw. Jest prawdopodobne, ze to wtasnie oni przeprowadzili
pierwszy dowdd twierdzenia Talesa (rys. 4.1.1). Dzi$ wyrazamy to twierdzenie
tak:

Twierdzenie 4.1.1: twierdzenie Talesa
Jezeli ramiona kqta przecigte sq prostymi réwnolegfymi, to odpowiednie odcinki
wyznaczone przez te proste na jednym ramieniu Rgta sq proporcjonalne do
odpowiednich odcinkdw wyznaczonych przez te proste na drugim ramieniu Rgta. Z
rysunku (4.1.1) na mocy twierdzenia Talesa mamy

IBD| _ |DA| _ |BA|
|BE| ~ |EC| |BC|

4.1.2

D« E

Rysunek 4.1.1. (a) llustracja do twierdzenia Talesa; (b) Z twierdzenia Talesa
wynika, zZe tréjkaty ABC oraz DBE sg podobne. Oznacza to, Ze jeden mozemy
uzyskac¢ z drugiego przez przemnozenie dtugosci wszystkich bokéw przez ta
samaq liczbe, przy zachowaniu wartosci katow.

Pitagorejczycy podchodzili do sprawy inaczej. Szukali wspdlnej miary dla
odcinkéw CE i BE. Tg wspolng miar¢ wyznaczat taki odcinek p, dla ktorego
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odcinki CE i BE byly catkowitymi wielokrotnosciami. To znaczy, ze istniaty
takie liczby naturalne n i m, ze

n|CE| =m|BE| =p 4.1.3

Wynikato z tego, ze
n 4.1.4
|BE| = —|CE]
m

Stosunek tych dwoch liczb n/m wyrazat harmoni¢ (my dzi§ moéwimy proporcje)
pomiedzy odcinkami CE i BE, a odcinek p byl miarg tej harmonii. Nastepnie
dowodzili, ze ten sam odcinek p jest rowniez miarg dla odcinkéw AD i BD. Co
wigcej, ze harmoni¢ odcinkéw AD i BD wyrazaja te same liczby n i m. Fakt, ze
dla obu par odcinkow liczby n i m sg takie same dowodzito twierdzenia Talesa.
Dochodzimy tu do bardzo waznego pojecia figur podobnych. Wnioskiem
z twierdzenia Talesa jest to, ze trojkaty ABC 1 DBE sg trojkatami podobnymi.
To, ze trojkaty sa podobne oznacza, ze: po pierwsze katy tych trojkatow sg takie
same. Po drugie jeden z nich mozna uzyska¢ z drugiego przez przemnozenie
dhugos¢ kazdego boku trojkata wyjsciowego przez tg samg liczbe.

Pojecie podobienstwa figur otwiera nam mozliwos$¢ tworzenia makiet
i plandw. Kiedy chcemy zbudowaé jaki$ budynek, mozemy najpierw wykonac
jego duzo mniejszg makiete. Makieta jest figurg podobng w stosunku do
rzeczywistego budynku. To znaczy, ze wszystkie katy sg zachowane, a ponadto
mnozac wszystkie odcinki przez tg samg liczbe mozemy uzyskaé rozmiary
rzeczywistej budowli. Korzystamy ztego faktu rdéwniez przy rysowaniu
projektéw réznego rodzaju maszyn, konstrukcji, czy choéby szkicujgc w skali
pokdj, ktéry chcemy umeblowaé. Co w tym wszystkim jest niesamowitego?
Przeciez to kazdy z nas wie. Niesamowite jest to, ze cho¢ kazdy z nas to wie, to
wcale nie jest to oczywiste. Wiele starozytnych ludéw nie znato tej oczywistej
dla nas zasady i nie korzystato z jej dobrodziejstw. Co nie oznacza, ze przed
Pitagorasem ludzie nie korzystali z rysunkdw. Jednak celem tych rysunkow nie
byto odwzorowania realnych obiektéw, w mniejszej skali (lub sporzgdzenia map
W naszym sensie rozumienia tego stowa). One symbolizowaty owe obiekty
wedtug pewnego kodu, ktory trzeba byto znac dla zrozumienia tresci rysunku.
Kod planu bazujacego na podobienstwie geometrycznym jest bardzo prosty
i uniwersalny: wszystkie katy sg takie jak na rysunku a dfugosci sg zmniejszone
o tg sama liczbe. To, ze w kulturze Zachodu plan jest sprawg oczywistg
zawdzieczamy ,,rozpanoszeniu” sie w niej greckiej geometrii.

Zatrzymajmy sie jeszcze przy matematyce. lloraz dwodch liczb bedziemy
nazywali ich stosunkiem. Proporcja, taka jak w twierdzeniu Talesa, jest
rownowaznoscig stosunkéw. Oprdcz proporcji zwigzanej z twierdzeniem Talesa,

a c

b d 4.1.5
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Gdzie wszystkie liczby a, b, ¢, d sa niezalezne (proporcje taka nazywamy
proporcja rozlaczng) Pitagorejczycy badali inne proporcje. Wsrdd nich
znajdowata si¢ proporcja, ktéra my dzi§ nazywamy S$rednig arytmetyczng.
O éredniej arytmetycznej mowimy wtedy gdy dla trzech liczb a< b<c liczba
najwicksza C przewyzsza liczb¢ $rednia b o tyle o ile liczba $rednia b
przewyzsza liczb¢ najmniejsza a

c—b=b—a 4.1.6
Proste przeksztatcenie prowadzi do bardziej znanego nam wzoru
a+c
b = 5 4.1.7

Kolejna proporcja to proporcja ciagla, odpowiadajace $redniej geometrycznej.
Mowimy o niej, gdy trzy liczby a< b<c spelniajg réwnanie

a b 4.1.8
b ¢

Proste przeksztalcenie daje nam bardziej znany wzér na $rednia geometryczna
b = Jac 4.1.9

Na koniec tego krotkiego przegladu pitagorejskich proporcji zostawitem ztota
proporcje zwang tez boskg proporcja, ktorg oznaczamy czesto grecka literg o.
Tym razem wystarczg nam dwie liczby a>b. Z liczb tych skonstruujemy trzecig
jako sume tych dwoch liczb a+b. Teraz napiszemy ztotg proporcje

atb a

—=7=¢ 4.1.10

Ujmujac rzecz stowami: Stosunek sumy dwoch liczb do wigkszej z nich jest
rowny stosunkowi wiekszej liczby do mniejszej liczby. W geometrii mozemy
zrealizowaé zlotg proporcje dzielgc odcinek tak, ze stosunek jego dlugosci do
dlugosci wiekszej czesci jest taki jak stosunek dlugosci wigkszej czegsci do
dtugosci mniejszej czesci. Jest tylko jedna liczba wyrazajaca zlotg proporcje.
Zapisze¢ lewa strong (4.1.10) w postaci

1+b_1+1_ 4111
a- T ?
Mnozac ostatnig rownos$¢ obustronnie przez ¢ otrzymujemy
o +1=¢? 4.1.12
Z powyzszego otrzymujemy roOwnanie kwadratowe na ¢
— 2 4.1.13
O=¢p°—¢p—-1

4 Grecy tak nie pisali, bo nie mieli symbolu ani pojecia pierwiastka kwadratowego
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Réwnanie kwadratowe ma dwa rozwigzania

1++5 4.1.14
¢ = 2

Dla nas znaczenie ma rozwigzanie dodatnie

1445
2
Czy mozesz uwierzy¢, ze o boskiej proporcji pisano ksigzki (zobacz na przyktad
Ghyka Matila C., Zlota liczba, Universitas, Krakow (2001)). A jednak jest to
prawda. Zajmuje ona wazkie miejsce w matematyce 1 byta gtowng proporcja
greckiej sztuki — mozna stwierdzi¢, ze grecki kanon pigkna byt osadzony na jej
fundamencie. Po Grekach mito$¢ do boskiej proporcji odziedziczyli Rzymianie
a pozniej arabskie i europejskie Sredniowiecze, a jeszcze pdzniej europejski
Renesans. Magia ztotej proporcji objawiata si¢ cho¢by w zwigzku z pigciokatem
foremnym (pentagramie), ktory dla pitagorejczykow miat Scisty zwigzek
Z ezoterycznie pojmowang piatka czyli pentada (rys. 4.1.2)

4.1.15
~ 1.61803399

%

C

AB _AB _,
AC BD

Rysunek 4.1.2. Pentagram jest wazng figurg w filozofii pitagorejskiej, gdyz jest
bezposrednio zwigzany z wazng liczbg pentada. Na dodatek w pentagram
mozna wpisa¢ gwiazde opartg na innym mniejszym pentagramie zotty obszar.
Jeszcze bardziej pobudza wyobraznie fakt, ze konstrukcje mozna prowadzi¢
w nieskonczonos¢. W mniejszy pentagram mozna wpisaC mniejszg gwiazde
oparta na jeszcze mniejszym pentagramie. Zupeine szalenstwo zacznie sie
wtedy, gdy spostrzezmy, Ze harmonia (stosunek) odcinkéw tak
skonstruowanych figur wyznacza ztotg proporcje.

Zdominowane przez rozmyslania o proporcji duchowy Swiat
Pitagorejczykéw doswiadczyt osobliwej kleski. Pitagorejczycy pokazali, ze nie
wszystkie twory geometryczne majg liczbowa miare, co prowadzito do wniosku,
ze liczba nie moze by¢ uniwersalng miarg dla porzagdku Kosmosu. Przyktadéw
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nie trzeba specjalnie szukaé, wystarczy siegnac po przekatng kwadratu o boku
jeden. To co pokazali Pitagorejczycy to fakt, ktory wspodtczesnie mozemy
sformutowac tak: Nie istniejg takie dwie liczby naturalne nim, ze

n a=1 4.1.16

m S
Gdzie a to dlugo$¢ boku jednostkowego kwadratu, a s to dlugos¢ jego
przekatne;.
Pitagorejczycy formutowali to tak: Nie mozna znalez¢ takiego odcinek p,
ktory bytby miarg dla boku kwadratu jednostkowego i dla jego przekatnej, czyli
zachodzitoby

np=aimp=s 4.1.17

To pierwsze tak powazne problemy przy probie zaklecia porzadku Swiata
W liczbie. Ich Zrodlem nie byta obserwacja czy doswiadczenie tylko
abstrakcyjne matematyczne rozumowanie. Warto zatem dowod tego twierdzenia
przytoczy¢. Nie wiemy czy dowodd pitagorejeczykow wygladat tak samo.
Mozemy jednak przypuszczac, ze szedl podobng Sciezka.

4.1.1. Dowod niewspoétmiernosci dtugosci boku jednostkowego kwadratu i
jego przekatnej.
Na poczatku przyjmijmy, tak na przekor, ze istniejg taki odcinek p, dla ktorego
istniejg takie dwie liczby naturalne min, ze

np=a oraz mp=s 4.1.18

Rysunek 4.1.3. Kwadrat o boku a=1 i
przekatnej s. Pitagorejczycy szukali
proporcji  pomiedzy bokiem a
i przekatng s, czyli takiego odcinka p,
ktéry bytby miarg zaré6wno dla boku
s kwadratu a jak i dla jego przekatne;j s.
a Niestety zamiast znalez¢ odno$ng
miare udowodnili, Ze zadania nie da
sie rozwigzac¢ dla zadnego kwadratu
o boku wyrazonym liczbg naturalng
lub ogélniej liczbg wymierna.

a
Wygodnie jest przyja¢ odcinek p za jednostke dlugosci. Wtedy bok kwadratu ma
dlugo$¢ rowng n takich jednostek, a jego przekatna ma dlugos¢ m takich
jednostek. Dwa boki kwadratu 1 jego przekatna tworza trojkat prostokatny,
zatem z twierdzenia Pitagorasa mamy

n2 +n2 =m? = 2n2 = m?2 4.1.19
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Rozwazmy po kolei nastepujace przypadki:

a) obie liczby m i n sg parzyste,

b) obie liczby m i n sg nieparzyste,

c) jedna liczba jest parzysta a druga nieparzysta.
Przypadek (b) mozemy od razu odrzuci¢. Widaé, ze m* jest liczba parzysta — bo
daje sie przedstawi¢ jako 2-n°. Jezeli m? jest liczba parzysta, to parzyste musi
by¢ rowniez m. Przejdzmy do przypadku (a) - obie liczby m i n sg parzyste.
Jezeli tak jest, to kazda znich mozemy zapisa¢ w postaci iloczynu: n=2n’
I m=2m’, gdzie n" i m’ sg liczbami naturalnymi. Mamy zatem ciag wynikajacych
Z siebie rownosci. Zaczynamy od rownosci (4.1.19)

2.1n2 = m?2 4.1.20
W ktorej liczbe n zamieniamy na rownowazng 2n’, a m na 2m’
2. (2-1)2 = (2-m')? 4.1.21
Po obliczeniu poteg mamy
2 . 4 _nlz — 4 .mIZ 4.1.22
Obie strony rownosci dzielimy przez 4
4.1.23

2 :n'?=m'?
No prosze, réwnanie (4.1.23) ma taka samg posta¢ jak rownanie (4.1.20), od
ktorego zaczgliSmy. Jezeli zdarzy sig, ze liczby n’ i m' sg rOwniez parzyste to
calg operacje mozemy powtorzy¢. Nie mozemy jej powtarza¢ jednak bez konca.
Zadna liczba parzysta nie jest podzielna przez dwa bez kofica. Na koncu
dzielenia jest zawsze jedynka lub inna liczba nieparzysta. Kolejne dzielenia
przez dwa nie mogg sprowadzi¢ jednoczesnie n i m do jedynki bo oznaczato by
to, ze n=m. Wida¢ jednak, ze przekatna kwadratu jest wigksza od jego boku
mamy wiec m>n. Tak wigc kolejne dzielenia przez dwa doprowadza nas do
sytuacji, w ktorej pozostana nam dwie liczby naturalne, ktore oznacze przez n°
im’, aprzynajmniej jedna z nich bedzie liczba nieparzysta. Uktad liczba
parzysta — nieparzysta oznacza przypadek (c). Zatem gdy obie liczby sg parzyste
to przez kolejne dzielenia przez dwa mozemy wyrazenie (4.1.17) sprowadzi¢ do
przypadku (c). Przejdzmy zatem do analizy przypadku (c). Poniewaz doszlismy
juz do wniosku, ze m musi by¢ parzyste (4.1.19), to n musi by¢ nieparzyste.
Czyli jezeli zachodzi przypadek (c), to m jest parzyste, a n jest nieparzyste.
Skoro m jest parzyste to zapiszmy je w postaci m=2k i wstawmy do rownania
(2.6.17).

2n’=R2k)3?>=2n>=4k>=n?>=2k?
OtrzymalisSmy zatem réwnos$¢
n? =2 k?

4.1.24

4.1.25
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Z ktorej jasno wynika, ze n° jest liczba parzysta. Z tego wynika, ze n jest
réwniez liczba parzystg. Ale dopiero co doszyliSmy do wniosku, ze n jest
nieparzyste. Poniewaz n nie moze by¢ jednoczesnie i1 parzyste 1 nieparzyste
musimy przyjaé, ze nie ma takich dwoch liczb naturalnych n i m i odcinka p dla
ktérych spetniona jest rownosé (4.1.17).

Przedstawiony dowodd jest tzw. dowodem nie wprost. Popatrz jak
przebiegal. Najpierw przyjeliSmy, ze spelniona jest rownosé (4.1.17). Potem
pokazalismy, ze konsekwencja tej rownosci jest to, ze jaka$ liczba musi by¢
| parzysta 1 nieparzysta, co jak wiemy jest niemozliwe. Skoro rownos¢ (4.1.17)
prowadzi nas do nieprawdziwych wnioskow, to sama musi by¢ nieprawdziwa.

W calym tym rozumowaniu nie operowalem na konkretnych liczbach
tylko na symbolach m, n, m’, n’, itd., pod ktére mozna podstawi¢ wiele liczb
spetniajgcych kryteria prowadzonego rozumowania. To jest wlasnie, dobrze nam
znana, matematyka abstrakcyjna, ktorej fundamenty potozyli Grecy. Wnioskuje
si¢ na symbolach, pod ktérymi moga kry¢ si¢ czgsto nieskonczenie liczne
rodziny liczb 1 figur geometrycznych i innych obiektow matematycznych. Zatem
wnioski dotyczg od razu catych wielkich rodzin. Konkrety sg tu niewazne, cho¢
zawsze mozemy od symbolu przejs¢ do konkretnych liczb czy figur.
Przyjmujac, ze nasz kwadrat nie jest kwadratem o boku jednostkowym ale
kwadratem o boku wyrazonym przez dowolng liczb¢ naturalng lub wymierna,
mozemy tg samg Sciezka udowodni¢, ze przekatna takiego kwadrat nie ma
wymiernej miary z jego bokiem.

Jaki wyptywa wniosek z udowodnionej niemoznosci. Wiemy, ze wybor
jednostek dlugosci jest kwestia czysto umowng. Mozemy postugiwaé sig
metrami, stopami, tokciami, mikronami czy latami $wietlnymi. Mogloby si¢
wydawac, ze gdy mamy kwadrat o danym boku, to zawsze mozna znalez¢ taka
jednostke dtugosci p, ze dlugos¢ boku 1 przekatnej tego kwadratu wyrazi si¢
przez liczby naturalne. Okazuje sig, ze nie jest to prawda. Inaczej jeszcze rzecz
ujmujac, jezeli mamy kwadrat o dlugosci boku wyrazonym liczbg naturalng lub
wymierng (liczba wymierna to dowolny utamek a/b, gdzie a i b s3 dowolnymi
liczbami naturalnymi), to dtugosci przekatnej tego kwadratu nie da si¢ wyrazié
ani przez liczbg naturalng ani przez liczbe wymierng. W czasach nowozytnych
matematycy zdefiniujg liczby niewymierne, ktorych jak si¢ okaze jest znacznie
wigce] niz liczb wymiernych. Przekatna kwadratu o boku jeden ma
w dzisiejszych oznaczeniach dtugos¢ réwna V2 i jest to liczba niewymierna. Ale
czasy Pitagorasa dzieli do liczb niewymiernych dluga droga rozwoju
matematyki.

Popatrz co zrobiliSmy. Za pomocg prostych $srodkow matematycznych
pokazaliSmy, ze kazdy kwadrat, ktérego dlugo$¢ boku wyraza si¢ liczba
wymierng, ma przekatng, ktorej dtugosci nie mozna wyrazi¢ przez liczbe
wymierng. Zdolno$¢ do wypowiadania 1 dowodzenia tak zdecydowanych
I ogélnych twierdzen jest elementem, ktory ciggnat do matematyki rzesze

miodych ludzi.
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Pisalem juz o tym, ze wraz z rozwojem cywilizacji ludzki kosmos zaczety
wypehiaé liczby. To co si¢ stalo za sprawag Pitagorejczykdéw przekroczylo
kolejng miar¢ w ekspansji liczb na nasz $wiat. Pitagorejczycy uczynili z liczby
jeden z filaréw swojej kosmologii. I cho¢ ich koncepcje nalezg dzi$ do historii
filozofii, to liczba na tym nie stracita, a matematyka jest cichym wspotwiadca
wspoélczesnego §wiata. Nie dostrzegamy jej sity, bo jej dostrzezenie wymaga
przygotowania, ktérego zwykle nie mamy. Ponadto jesteSmy ogluszeni
szczekiem broni i o$lepieni blaskiem patacow i wielkich fortun. Natomiast
armia matematyki, czyli matematycy, jawi si¢ nam jako spotecznosci ludzi
oderwanych od zycia, zatopionych w swych niezrozumiatych pasjach i1 niezbyt
zasobnych finansowo. Uwazam, ze trudno o lepszg armi¢. Brak duzych zasobow
materialnych, wptywow politycznych, uwazane za trudne i oderwane od zycia
abstrakcyjne problemy odstraszaja karierowiczow, a przyciagaja zapalencow,
ktorzy w zaciszu gabinetow, na uboczu zgielku wspotczesnego Swiata, daja
matematyce olbrzymig sile¢ oddzialywania na nasze zycie.

Nie moge si¢ tu powtrzyma¢ od jeszcze jednego odniesienia do
wspotczesnosci. Dzi$ nie wstuchujemy si¢ co prawda w muzyke kosmicznych
sfer, ale oddziatywanie migdzy ciatami niebieskimi potrafi ustawi¢ ich orbitalne
czasy obiegu w tzw. rezonansach, ktore s3a stosunkami nieduzych liczb
naturalnych. Rezonanse funkcji falowych otwierajg drzwi do czarownego $wiata
mechaniki kwantowej, gdzie by¢ moze kryja si¢ kolejne drzwi do tajemnicy
zycia®. | cho¢ wspolczesna teoria kwantowa czy grawitacji daleko odbiegata od
kosmosu pitagorejczykdw to znaczenie prostych stosunkow czgstosci w tej
kwantowej muzyce bardzo by Pitagorasa ucieszyta.

Podboje Aleksandra Wielkiego wprowadzag Grekow na tory imperialne.
Stworzone przez Aleksandra imperium szybko rozpadnie si¢ na kilka,
rzagdzonych przez Grekoéw krolestw. Tak szerokie otwarcie na $wiat
| zarzadzenie wieloma ludami i1 jezykami zmieni samych Grekow. Przez to
Zmieni si¢ rowniez sposob w jaki rozwijali filozofi¢ 1 matematyke. W tym czasie
Grecy wejdg na $ciezki bliskie nauce nowozytnej. Wiemy juz, ze dziatalnos¢
w naukach $cistych 1 w cze$ci nauk przyrodniczych sprowadza si¢ do
formutowania wysoce abstrakcyjnych reprezentacji rzeczywistosci zmystowej,
anastgpnie analiz¢ tych reprezentacji (modeli) za pomocg narzedzi
matematycznych. Spojrzmy na sprawe na przyktadzie pomiaru obwodu Ziemi
przez Eratostenesa’. W pierwszym kroku zbudowal on abstrakcyjny model
uktadu Ziemia-Stonce. W tym modelu Ziemia i Stonce byta kulg. Jakby nie
patrze¢ Ziemia kulg nie jest. Jest planeta o bogatym wnetrzu, pofatdowane;j
powierzchni, pokrytej w wigkszej czgsci oceanem. Na tej powierzchni toczy si¢

® J. Al.-Khalili, J. McFadden, Zycie na krawedzi. Era kwantowej biologii, Proszynski i S-ka,
2016

® Eratostenes byt greckim matematykiem, astronomem, geografem i poetg. Za rzgddéw
Ptolemeusza Il byt zarzadca Biblioteki Aleksandryjskiej i nauczycielem dzieci faraona, w tym
jego nastepcy Ptolemeusza IV.
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zycie. Ziemia jest bardzo ztozonym uktadem. Narysowanie tak prostej bryly jak
kula istwierdzenie - to jest Ziemia - wydaje si¢ przesadg graniczaca
z szalenstwem. Jednak nas to szalenstwo nie odrzuca. My takiego postepowania
uczymy si¢ od wezesnych lat szkolnych. W czasach Eratostenesa byto to czyms$
zupetie nowym 1 budzacym sprzeciw. A jednak dziatanie Eratostenesa bylo na
swQj sposob subtelne. Z calego bogactwa Ziemi zostawil tylko to co niezbedne
do okreslenia jej obwodu. Mapa kontynentow, czy ich zalesienie nie jest do tego
celu przydatna. To co zostato, jako niezbedne do obliczenia obwodu, okazalto si¢
by¢ kula. Podobnie Eratostenes potraktowal Stonce. Sprowadzit je do kuli,
aw gruncie rzeczy do $wiecgcego punktu. Przyjat rowniez geometryczng,
a zatem matematyczng, reprezentacj¢ $wiatta jako promieni (linii prostych).
Nastepnie zapomniat o rzeczywistosci 1 zajat si¢ swoim wysoce uproszczonym
modelem (rys. 4.1.4). Do jego analizy postuzyt si¢ geometrie. Wazne jest by
zrozumie¢, ze po sformulowaniu modelu, zadanie przestaje by¢ zwigzane
Zprzyroda. Staje si¢ czysto matematyczng zabawa. Po zakonczeniu
przeksztatcen matematycznych symboliczny wynik ponownie interpretujemy
w kategoriach fizycznych. Dzi§ nie potrafimy dokltadnie odtworzy¢ metody
Eratostenesa. Jednak nie o szczegoty tu chodzi ale o metodologie, ktéra bardzo
przypomina postgpowanie we wspotczesnej nauce. Metodologia ta zaczeta sig
rozwija¢ w okresie hellenistycznym 1 objeta migedzy innymi: astronomig,
mechanike, pneumatyke, medycyne, nauki o uprawach. Panstwa hellenistyczne
upadly na skutek agresji Rymu. Rzymscy komentatorzy mieli klopot ze
zrozumieniem hellenistyczne; metodologii odrzucajac jej warstwe teoretyczng
jako niepotrzebng filozofig. Spuscizna hellefskich uczonych, przez to, ze
niezrozumiata w znacznej swej czgsci przepadta. Praca Eratostenesa miata sporo
szczescia, gdyz pozostat z niej wynik 1 uproszczony opis metody pomiaru
obwodu Ziemi. Nie mniej okruchy hellenistycznej wiedzy wywieraly
inspirujacy wptyw na rozwoj europejskiej nauki az po XIX wiek. Hellenistyczna
geometria byla przez dtugi czas jedyna skuteczng metoda obliczeniowa w nauce
(np. w astronomii) i technice (np. nawigacja), a matematyzacja nauki na wzor
najbardziej zaawansowanych metod Hellenow stata si¢ punktem wyjsécia do
sukcesu wspolczesnej nauki. Dzi§ ta matematyzacja nauki jest daleko bardziej
posunigta, a algebraizacja geometrii 1 pojawienie si¢ analizy matematycznej
zaczely spychac klasyczng geometrie z pozycji gtobwnej metody obliczeniowe;.
Maszyny matematyczne dopehity dzieta. Dzi§ wigc obliczamy wykorzystujac
liczby a nie rysunek.
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Rysunek 4.1.4. Aby rozwigza¢ problem pomiaru obwodu Ziemi, Eratostenes
zbudowat abstrakcyjna reprezentacje (model) uktadu Ziemia-Stonce. Model ten
»Zgubit” wszystkie informacje na temat Ziemi, oprocz tego, ze jest ona podobna
do kuli. Przez Ziemie przechodzita 0$ obrotu sfery gwiazd statych, cho¢ nie jest
wykluczone, Ze Eratostenes, przyjmowal, Ze to Ziemia sie obraca. Czerwona
kreska to rownik, a rézowa to zwrotnik Raka. Stonce, w modelu Eratostenesa,
byto $wiecacym punktem, a $wiatto reprezentowaty prostoliniowe promienie.
Wten sposéb realna sytuacja fizyczna przedstawiona zostala w postaci
matematycznych symboli ($cislej geometrycznych symboli). Teraz przyszta kolej
na fakty. Wiadomo, Ze w dniu przesilenia letniego w potudnie Stonce ,wisi”
doktadnie nad gtowami mieszkancow okolic zwrotnika Raka, przez co
przedmioty nie majg cienia. W tym samym czasie, poza zwrotnikiem przedmioty
rzucajg tym dtuzszy cien im dalej s3 od tego zwrotnika oddalone (cien
reprezentuje niebieski odcinek). Znajac odlegto$¢ ZP (zielony odcinek) miedzy
punktem na zwrotniku Z oraz punktem P poza zwrotnikiem, ale lezagcym na tym
samym potudniku, oraz mierzac dtugos¢ cienia w tym drugim punkcie, w samo
potudnie, mozemy obliczy¢ jaka czeScia obwodu Ziemi jest ZP. Stad mozemy
obliczy¢ obwod Ziemi. Aby to zrobi¢ musimy potraktowac sytuacje pokazang na
rysunku jako zadanie czysto geometryczne.

4.2. Abstrakcje

Budujac model uktadu fizycznego przenosimy go w $§wiat matematycznych
abstrakcji. A kiedy juz jesteSmy w $wiecie matematycznej abstrakcji, to
wszystko co si¢ w jego ramach dzieje oderwane jest od fizycznej rzeczywistosci.
Dopiero, pod koniec biegu matematycznych procedur, powracamy do fizycznej
interpretacji matematycznych symboli. W rzeczywistosci rozdziat na czes¢
matematyczng i fizyczng nie zawsze jest taki czysty. Przeksztalcajac wyrazenia
matematyczne fizycy potrafia wspomoc si¢ intuicja fizyczng, ktéra czasem
pozwala przeskoczy¢ trudne lub zmudne rachunki. Ja réwniez bedg si¢ w ten
sposob wspomagal w rachunkach. Mozna by rzecz, ze jest to skok poza
przestrzen matematyczng, ktoéry pozwala na pdjscie z przeksztatceniami
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matematycznymi na skréty. Po takim skoku ponownie wracamy do $wiata
czystej matematyki.

Powiedzmy, Ze przettumaczyliSmy jakie$ zagadnienie fizyczne Z; na
jezyk matematyki. Oznacza to, ze osadziliSmy nasz problem fizyczny w pewnej
matematycznej abstrakcji, ktoérag oznacze¢ przez A. Mamy n symboli
matematycznych s,....,S, , ktore wigza si¢ z n wielkoSciami fizycznymi fy,....f,.
Zwykle okazuje si¢, ze wiele roznych zagadnien fizycznych daje si¢ osadzié
W tej samej matematycznej abstrakcji. Powiedzmy, ze symbolom si,.....S,
naszej matematycznej abstrakcji odpowiadaja roéwniez symbole gQs,....0n
reprezentujace jakies inne wielkosci fizyczne dotyczace innego zagadnienia
fizycznego Z,. Powiedzmy, ze przenoszac si¢ w $wiat matematyki doszliSmy do
wniosku, ze wielko§¢ matematyczna Sz nie moze by¢ ujemna. Ale to oznacza,
zarazem, ze w pierwszym zagadnieniu fizycznym Z; wielko$¢ f; nie moze by¢
ujemna jak 1 rowniez w drugim zagadnieniu fizycznym Z, wielko$¢ g; nie moze
by¢ ujemna. Co wigcej w kazdym zagadnieniu fizycznym, ktore da si¢
przettumaczy¢ na abstrakcje A, wielko$¢ fizyczna odpowiadajaca wielkos$ci
matematycznej sz nie moze by¢ ujemna. Ma to donioste znaczenie. Na przyktad
moge si¢ zupelnie nie zna¢ na medycynie, ale jezeli przebieg jakiego$ badania
medycznego da si¢ opisaC poprzez abstrakcje A, 1 lekarz powie, ze w wyniku
badania okazato si¢, ze jaki§ parametr medyczny, nazwijmy go mixus pixus,
wyszedl ujemny co jest niespotykanym i niepokojagcym objawem, to przyjme to
z pokorg 1 niepokojem. To lekarz si¢ w koncu na tym zna, a ja moze nawet nie
wiem jakie jest znaczenie tego mixus pixus. Ale jezeli dowiem si¢, ze aparat do
badan zostal zaprojektowany w oparciu o abstrakcje A i parametr mixus pixus
odpowiada wielkosci s3 w abstrakcji A, to zaprotestuje. Wiem, ze w abstrakcji A
wielko$¢ s3 nie moze by¢ ujemne, a co za tym idzie mixus pixus tez nie moze
by¢ ujemne. | nie ma to znaczenie czy wiem co to jest mixus pixus czy nie.
Jezeli mixus pixus wyszlo ujemne to oznacza, ze badanie zostalo wykonane
niepoprawnie, lub co gorsza, ze catla metodologia badan jest zawodna, bo
zastosowany do niej przyrzad opiera si¢ o abstrakcje A, ktora wyklucza takg
mozliwo$¢. Skoro takie wyniki jednak si¢ pojawig to abstrakcja A jest
niewlasciwie dobrana. Tak czy inaczej wynik badan jest niewiarygodny, albo
dla mnie, bo wykonujacy badania byt niedbatly, albo dla wszystkich badanych
W ten sposob, bo abstrakcja, na ktorej opiera si¢ badanie jest w jakims$ istotnym
zakresie blednie dobrana. Jak widzisz sita razenia abstrakcji matematycznych
moze by¢ bardzo duza.

Okreslmy przyktadowg prosta abstrakcje matematyczng, krotko
abstrakcje.
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Definicja 4.2.1: Abstrakcja liniowa czterech wielkoSci.
Cztery wielRosci a, b, X i y zwiqzane sq abstrakgjq liniowq, gdy spefniona jest
zaleznosé

y=ax+bh 4.2.1

Przyktadami abstrakcji liniowej jest zwigzek migdzy drogg S, punktem
startowym s,, predkoscia stalg 1 czasem: s=s,+vt. Inny znany przyktad to prawo
Ohma wigzace napi¢cie U, natezenie pradu | oraz opor elektryczny R: U=RI. Nie
ma tu wielkosci odpowiadajacej czynnikowi b ze wzoru (4.2.1), co oznacza, ze
jest on rowny zeru. Jeszcze inny przyktad to teoria, ktora postuzyta do
skalowania termometru rtgciowego. Przy jego konstrukcji zatozono, ze zwigzek
migdzy temperaturg T a rozszerzalno$cig liniowa rteci jest liniowy: T=L,+al.
Parametr a okresla rozszerzalno$¢ liniowa rteci 1 jest rowny przyrostowi
dhugosci, ktoremu odpowiada jednostkowa zmiana temperatury. Wymiarem
parametru a jest temperatura/dugos¢. L, jest poczatkowa dtugos$cig stupa rteci,
czyli dlugoscig jaka ma ten stup, w wybranej temperaturze poczatkowe;.
Zalezno$ci liniowe wydaja si¢ proste, ale wkrotce si¢ okaze, ze ich szersze
rozumienie otwiera droge do bardzo pojemnych matematycznych modeli
uktadow fizycznych.
Bardziej zaawansowang abstrakcja jest abstrakcja kwadratowa.

Definicja 4.2.2: Abstrakcja kwadratowa pieciu wielko$ci.
Pigé wielkosci a, b, ¢, X1y jest zwigzanych abstrakcjg Rwadratowq, gdy spetniona
Jest zaleznos¢

y=ax’+bx+c 4.2.2

Przyktadem abstrakcji kwadratowej jest zwigzek miedzy droga s, stalym
przyspieszeniem a, potozeniem poczatkowym Xo i czasem t: s=xg+vt+1/2at’,

Jeszcze innym przyktadem abstrakcji jest metoda Eratostenesa z rysunku
(4.1.4). Tutaj obiekty fizyczne reprezentowane sg przez obiekty klasycznej
geometrii. Nie uzytem stowa wielkos$ci, gdyz w tej abstrakcji mamy obiekty. Na
przyktad Ziemi¢ nie okreslamy przez takie wielkosci fizyczne jak masa czy
promien tyko przez obiekt — czyli okrag o szukanym obwodzie. Stonce to punkt,
a $wiatlo z zrodta punktowego to pek linii prostych. Ten rodzaj abstrakcji nazwe
abstrakcjg Eratostenesa

Definicja 4.2.2: Abstrakcja Eratostenesa.

W abstrakgji  Eratostenesa obiekty danego modelu uRfadu fizycznego
przyporzqdRowane sq obieRtom nalezqcym do geometrii Euklidesa.

Z abstrakcja Eratostenesa mamy do czynienia, kiedy dane zagadnienie fizyczne
rozwigzujemy metodami klasycznej geometrii.
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| jeszcze jedna uwaga. Wprowadzone tu nazewnictwo, a $cislej rzecz
biorgc stowo ,,abstrakcja” to moj wymyst. Nie spotkacie takiego okreslenia
w innych ksigzkach. Ale jak sadze¢ bgdzie ono nam dalej dobrze stuzyto.

4.3. Pewna podstawowa technika matematyczna

Nie ma jednej recepty na budowanie abstrakcji matematycznych wiazacych
wielkosci charakteryzujace dany uktad fizyczny. Nie mniej mozna wskazad
pewne czescie] niz inne wykorzystywane metody. Tutaj chce skupi¢ si¢ na
metodzie, ktéra polega na zastgpieniu szerokiej klasy funkcji przez kombinacje
obiektéw elementarnych. Przyktadem takiej procedury sg tzw. szeregi Taylora.
Definicj¢ szeregu Taylora znajdziesz w (§DB 3). Okazuje si¢, ze szeroka klase
funkcji mozemy na pewnym przedziale [a,b] przedstawi¢ w postaci
nieskonczonego szeregu

F(X)=F (%) +a(X—%)+...ta, (X=%) +... 4.3.1
Gdzie xg jest wybranym punktem, w ktorym wyrazenie (4.3.1) sprowadza si¢ do
postaci.

f(%)=F(%) 4.3.1a

Mowimy, ze funkcja f jest rozwinig¢ta w szereg Taylora wokot punktu X,. State
a,......0n,... zaleza od wyboru punktu X,. Szereg Taylora wskazuje na pewien
sposob postepowania. Dobrym przykladem jest tu opis relacji migdzy silg
napinajacag a rozciggni¢ciem sprezyny. Ustawmy punkt poczatkowy uktadu
wspotrzednych przy koncu luznej sprezyny (rys. 4.3.1)

a b Ax>0 C Ax<0
X, X, X,

Rysunek 4.3.1. Trzy stany sprezyny. a) swobodna; b) naciagnigta; c) SciSnigta
Pewna sita rozciagneta tg sprezyne o dlugos¢ Ax. W naszym ukladzie
wspotrzednych Ax=x-0=x. Nie wiemy jak doktadnie wyglada relacja miedzy sila
naciggu a wielko$cig AX=X, wiemy natomiast, z¢ mozemy ja opisa¢ funkcja
F=f(x). Rozwinmy ta funkcje w szereg Taylora wokot punktu X=0. Moze nie
wiesz jak to si¢ robi, ale to nie szkodzi. Prowadzimy rozwazania natury ogolnej,
wiec nie musisz umie¢ liczy¢. Podstawimy po prostu do wzoru (4.3.1) wartos¢
X():O.

f(X)=f(0)+ax+...+ X" +... 4.3.2
Wida¢ przy tym, ze w naszym konkretnym przypadku f(0)=0, gdyz dla
rozciggnigcia rownego zeru AX=0 potrzebna jest zerowa sita. Mamy zatem
f(X)=aX+...+a,X"+... 4.3.3
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A teraz wazna uwaga, im blizej jesteSmy punktu Xo, tym mniej wyrazéw szeregu
Taylora jest potrzebne do opisania funkcji f z zadang doktadnoscia.
W szczeg6lnoscei dla odpowiednio matych Ax zupelnie wystarczy wyraz liniowy
F (%)= ax = F(x) = ax 4.3.4
Wzor (4.3.4) wyraza prawo Hooke’a. W prawie Hooke’a o=k, gdzie k jest tzw.
stalg sprezystosci. Wzor (4.3.4) przechodzi w
F(x)=kx 4.3.5
Zauwaz, ze nie wiedziatem jak wyraza si¢ sita sprezystosci. Ale korzystajac
Z rozwinigcia Taylora, doszedtem do wniosku, ze przy niezbyt duzych
naciggnigciach musi to by¢ funkcja liniowa. To taki model kulistej krowy dla
sprezyny. Dalej nie wiem jaka jest wartos$¢ statej k dla konkretnej sprezyny. To
jest wielkos$¢, ktorg musze zmierzy¢, lub odczyta¢ w danych technicznych
dostarczonych przez producenta. Nawiasem mowigc dla dobrej sprezyny model
liniowy jest catkiem dobry, bo dobre spr¢zyny powinny mie¢ dobrze liniowa
zalezno$¢ migdzy naciggni¢ciem a silg naciagajaca, W roboczym zakresie
rozciggnigé. A jak liniowa zaleznosci okazuje si¢ za staba, to zawsze mozemy
sprobowac zaleznos¢ kwadratowa
f(X)=ax+a,X* 4.3.6
Moze nawet szeScienna.

Powiedziatem, ze dobre sprezyny powinny mie¢ ,,dobrze liniowa
zalezno$¢ migdzy naciggnigciem sprezyny a silg naciggajaca”. Co oznacza,
w tym kontekscie, stowo ,,dobrze”.

Wyjasnienie 4.3.1: dobrze co$
Zwrot dobrze cos, oznacza, ze jakies przyblizenie, na przykfad liniowe (dobrze
liniowe), wystarczajgco doRfadnie opisuje problem, w zadanym zaRresie zmiennosci
parametréw, z punktu widzenia teorii (ub zastosowari praktycznych.

Jeszcze jedna uwaga. Pierwszorzedowe rozwinigcie Taylora postaci
f(X)=F(%)+a(x=%) 4.3.7
Definiuje abstrakcje liniowg dla danego problemu. Mamy wigc uniwersalny
sposob budowania abstrakcji liniowej (def. 4.3.1). Drugorzegdowe rozwinigcia
Taylora da nam abstrakcje kwadratowa (def. 4.3.2). Kiedy przyjdzie nam
budowac pierwszy model danego uktadu (taki model kulistej krowy), zaczniemy
od liniowej czg$ci rozwinigcia w szereg Taylora, co oznacza ze caty problem,
lub jego cz¢$¢ sprowadzimy od strony matematycznej do abstrakcji liniowej.
Nie zawsze mozna si¢ oprze¢ na szeregu Taylora. Czasem rozsadnie jest
odwota¢ si¢ do szeregobw zbudowanych z funkcji trygonometrycznych (tzw.
szeregi Fouriera sg oméwione w §TVIII 3), czasem do jeszcze innej
metodologii, na przyktad do klasycznej geometrii. Ale zobaczysz, ze opisana tu
procedura bazujaca na szeregu Taylora bedzie przez nas czgsto
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wykorzystywana. Nie tylko przez nas. Czgsto wykorzystuja ja rowniez
profesjonalni fizycy.

Musimy jeszcze nada¢ nazwe, ktora bedzie identyfikowata opisang tu
metodologie. Nazwa ja metoda klockow lego, gdyz bardzo szeroka gamme
funkcji pozwala przedstawi¢ jako sume pewnego zbioru funkcji elementarnych.
Idac w druga stron¢ mozemy stwierdzi¢, ze z pewnego zbioru funkcji
elementarnych mozemy zbudowaé szeroka gamme roznych funkcji, tak jak
Z klockéw lego mozemy zbudowac szeroka gamme roznych konstrukc;ji.

Definicja 4.3.1: Metoda klockow Lego
Metoda Rlockéw Lego polega na zastqpieniu szeroKiej Klasy funkgji przez
Rombinacje liniowq pewnego zbioru funkcji podstawowych
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5. Mathematica ¢

Zyjemy w czasach, w ktorych komputer stat si¢ nieodzownym kompanem
cztowieka. Na uczelni zycie bez komputera jest praktycznie niemozliwe.
Sciggam przez sieé literature, komunikuje si¢ z kolegami po fachu, pisze, ale
réwniez licze. W roku 2012 na mojej uczelni studenci stracili tradycyjne indeksy
na rzecz indeksoOw elektronicznych. Przyznam (ale raczej niechetnie), ze
w wielu aspektach komputerowego zycia studenci maja nade mng przewagg.
Stykajac si¢ z komputerem od pieluszki nabrali nawykoéw, ktorych ja nie mam.
Zaczalem uzywacé prostych osmiobitowych komputerow w czasie studiow,
w czasach gdy co$ takiego jak Internet z rzadka $nit si¢ wizjonerom $wiata IT.
Ubolewam nad faktem, ze mimo tego obycia, tak wielu moich studentow nie
potrafi dobrze wykorzysta¢ komputera do liczenia. A mozliwosci ku temu s3
dzi§ ogromne. Dla wasko okreslonych zadan mamy do dyspozycji
specjalizowane oprogramowanie, bywa, ze dostepne za darmo (przynajmniej
w podstawowej wersji). Mozna rowniez samemu napisa¢ odpowiedni program
na przyktad w jezyku C++, czy Python. Ale aby ten program byl szybki i pewny
w dziataniu trzeba sporo wiedzy na temat metod numerycznych. Obliczenia,
ktore nie wymagajg wielkiej mocy obliczeniowej, lub pierwsze przymiarki do
rozwigzania  problemu  warto  przeprowadzi¢  zuzyciem  pakietow
matematycznych. Dostarczaja one ogromnej liczby narzedzi, opracowanych
przez specjalistow, 1 dzialajacych wzglednie szybko, a co nie mniej wazne
pewnie. Przyktadem takich pakietow jest Mathematica, Maple 1 Matlab. Sa
rowniez inne pakiety o mniejszych mozliwosciach lub mniejszej pewnosci
obliczen. Przykladem jest MathCad, Derive, Maxima. Niektore z nich s3
darmowe (np. Maxima, Yacas), co zwykle oznacza ktopoty z instalacjg i mniej
dopracowany interfejs uzytkownika oraz mniejszy zasob narzedzi.

Ja w swojej praktyce uzywam pakietu Mathematica. Ze wszystkich
dostepnych pakietow Mathematica jest najbardziej wymagajaca, ze wzgledu na
struktur¢ jezyka (omawiane tu pakiety to w gruncie rzeczy jezykKi
programowania) odbiegajacg od takich standardéw jak jezyk C czy Pascal.
Z drugiej strony jezyk pakietu Mathematica jest najbardziej -elastyczny.
Omowienie wszystkich mozliwosci pakietu Mathematica (Maple, Matlab, etc.)
zajeloby setki stron tekstu 1 przekracza moje mozliwosci. Przekaze jednak gars§¢
podstawowych informacji, tym bardziej, ze pewne przyktady bede opracowywat
z uzyciem tego pakietu. Wiecej informacji 0 pakiecie mozesz znalez¢ na stronie
producenta www.wolfram.com.

Samo postugiwanie si¢ jakimkolwiek pakietem matematycznym wymaga
opanowania struktury jezyka tego pakietu. Prostych operacji mozna nauczy¢ si¢
w dwie, trzy godziny. Ale uzywanie wielkich kombajnéw do prostych prac mija
si¢ z celem. Przyzwoite opanowanie struktury jezyka takiego pakietu jak
Mathematica wymaga niestety znacznie wickszego naktadu pracy, ale daje
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przepustke do efektywnego wykorzystania jego mozliwosci. Mozliwosci
kazdego z pakietu mozna pouktada¢ w szereg kategorii tematycznych. Ponizej
wymieni¢ kilka z istotnych dla wiekszosci uzytkownikow.

5.1. CAS

CAS to skrot od Computer Algebra System, czyli system algebry komputerowe;.
Mowigce krotko, komputer moze liczy¢ na wzorach. | tak szukajac rozwigzania
catki mozesz probowac liczy¢ ja sam, poszuka¢ rozwigzania W tablicach catek,
lub postuzy¢ si¢ pakietem CAS. Zadna z tych metod nie gwarantuje sukcesu, ale
kazda daje szans¢ na znalezienie rozwigzania. Aby nie by¢ gotostownym
postuze si¢ przyktadem. Mam nadziejg, ze catka postaci

fx e%” dx 5.1.1

nie sprawitaby wam problemu. Dla pakietu Mathematica to butka z mastem

olecenie obliczenia tej catki
Integrate[xExp[ax?], x] P ej catki

e wynik

Mat 5.1.1. Do symbolicznego obliczania catek stuzy instrukcja Integrate.

Z ta catka macie prawo mie¢ problemy

jﬁﬂ + x dx 5.1.2

ale nie Mathematica

Integrate[Sqrt[x]Sqrt[1

polecenie obliczenia tej catki
+ x], x]

%(\/}\/1 T x(1 + 2x) — ArcSinh[vx]) nynik

Mat 5.1.2. Kolejny przyktad catkowania symbolicznego w pakiecie Mathematica

Z taka catka moga mie¢ problemy nawet osoby, ktore na catkowaniu dobrze si¢
Znaja

f(tan(x))ndx 5.1.3
Mathematica daje radg
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polecenie
Integrate[Tan[x]"n, x] bliczenia e
catki
ik
HypergeometricZFl[HTn, 1,1+ 1_5—71, —Tan[x]?*]Tan[x]**" il

1+n

Mat. 5.1.3. Tym razem w rozwigzaniu pojawita sie funkcja specjalna

Wynik zostat obliczony z uzyciem funkcji specjalnej, tzw. uogélnionej funkcji
hipergeometrycznej. Ta, z pozoru prosta, catka

f X eax+bx2+cx4dx 5.1.4

okazuje si¢ dla pakietu Mathematica za trudna, dla mnie zreszta tez. Co nie
oznacza, ze nie ma dla niej rozwigzania. Zaden pakiet nie policzy wszystkich
mozliwych calek, ktore gdzies ktos kiedys policzy, lub dla ktérych stworzono
narzedzia do policzenia. Wiedza matematyczna jest dzis zbyt obszerna by mogtly
ja obja¢ nawet tak rozrosnigte w tym wzgledzie pakiety jak Mathematica, czy
Maple.

Integrate[xExp[ax + bx?

4 polecenie obliczenia calki
+ cx*], x]

f eax+tbx?+cxt, 4, przepisanie catki oznacza, brak
wyniku

Mat. 5.1.4. Gdy system nie potrafi obliczy¢ catki zwraca wyniki w postaci
wejsciowego wzoru

Uzywajac systemoéw CAS nie musimy ogranicza¢ si¢ do obliczania catek.
Mozemy liczy¢ sumy wyrazdw; oto przyktad

(00]

1 5.1.5
i6
i=1
Wynik tej nieskonczenie wieloczynnikowej sumy jest skonczony
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A . . polecenie sumowania wyrazow typu
Sum[1/i”6,{i, 1, Infinity}] 1/i°, gdzie i zmienia si¢ od jednego
do nieskonczonosci

7T6

945

Mat 5.1.5. Instrukcji Sum uzywamy, gdy chcemy symbolicznie zsumowac
kolejne wyrazy szeregu

wynik

Mozemy liczy¢ granice funkcji, na przyktad

sin(x) 516

lim
x—0 X

T polecenie obliczenia wartosci funkcji
Limit[Sin[x]/x,x—> 0] sin(x)/x dla x—>0

1 wynik
Mat. 5.1.6. Instrukcja Limit stuzy do liczenia granic

Rozwija¢ funkcje w dopiero co wspomniane szeregi Taylora; na przyktad
mozemy rozwing¢ funkcje cos(X)/x, wokoét punktu x=0, z dokladnosciag do
dziesigciu wyrazow.

. polecenie rozwinigcia W  szereg
Series[Cos[x]/x,{x,0,10}] Taylora funkcji  cos(x)/x, wokoét
punkt x=0. Wynik ma zosta¢ obciety

na wyrazach rzgdu wigkszego niz

dziesig€.

1 x+x3 x5+ x’ x? N

x 224 720 40320 3628800 @ ™
+ O[x]*?

Mat 5.1.7. Instrukcja Series pozwala na obliczanie rozwinie¢ w szeregi
potegowe

Mozemy rozwija¢ wyrazenia algebraiczne

polecenie rozwinigcia wyrazenia W

Expand[(1 +x + y)(2 — x)"3] nawiasie kwadratowym
8 —4x — 6x% +5x3 —x*+ 8y — 12xy .
N 6x2y _ xgy wynik

Mat 5.1.8. Instrukcja Expand pozwala rozwija¢ wyrazenia
lub je zwijaé
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Simplify[ 1 -1+ 2x
P 3(1+x) 6(12_ x +x%) polecenie uproszczenia wyrazenia w
+ T ] nawiasie kwadratowym
3(1+ 5 (—1 + 2x)?)
1
1 + %3 wynik

Mat 5.1.9. Instrukcja Simplify, to jedna z instrukcji pozwalajaca na skracanie
wyrazen

Rozwiagzywac¢ rownania rozniczkowe; na przyktad takie rGwnanie

dy(x)
dx

+ y(x) = a sin(x) 5.1.7

polecenie rozwigzania rownania
rozniczkowego

{{y[X] - e_xC[l] + %a(—COS[X] Wynlk

+ Sin[x])}}

Mat. 5.1.10. Rownania rézniczkowe mozemy rozwigzywac uzywajac instrukcji
DSolve

I robi¢ wiele innych rzeczy.

5.2. Obliczenia numeryczne

Na obliczeniach symbolicznych mozliwosci pakietow matematycznych nie
konczg sie. Uzytkownik ma do dyspozycji bogaty zbiér procedur
numerycznych. Wielu rownan rézniczkowych nie sposdb rozwigzaé
symbolicznie. Mozna je jednak obliczy¢ numerycznie; na przyktad mozemy
numerycznie rozwigzac¢ takie rownanie rézniczkowe

dy(x)
dx

= y(x)cos(x + y(x)) 5.1.8
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s = NDSolve[{y'[x] == y[x]Cos[x + y[x]], ¥[0] = @ polecenie rozwigzania numerycznego
= 1},y,{x,0,30}] roOwnania rézniczkowego.
Plot[Evaluate[y[x]/.s], {x, 0,30}, PlotRange — All] | Tak mozna wykresli¢ otrzymane

rozwigzania w zakresie zmiennosci X
od zera do trzydziestu

I mamy gotowy rysunek

Mat. 5.2.1. Instrukcja NDSolve pozwala na numeryczne rozwigzywanie rownan
rézniczkowych. Nastepna instrukcja pozwala na sporzadzenie wykresu
rozwigzania w zadanym przedziale zmiennej x.

Obliczenia mozna prowadzi¢ z dowolng precyzja, cho¢ oczywiscie gdy
wykraczamy poza standardowg precyzje oferowang przez komputer trwajg one
wyraznie dtuzej

N{m, 70] polecenie obliczenia liczby 7 z
doktadnoscia do 70 cyfr

3.141592653589793238462643383279 | wynik
50288419716939937510582097494459
2307816

Mat. 5.2.2. Tutaj wartos¢ liczby m obliczona jest z doktadnoscia do 70 cyfr
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5.3. Grafika

Kazdy szanujacy si¢ pakiet matematyczny oferuje bogatg biblioteke instrukcji
do sporzadzania grafiki. Oto kilka przyktadow z pakietu Mathematica.

vf
= {1, Sin[x3
+ y3]}; StreamDensityPlot[Evaluate[{vf, div[vf]}], {x, —3,3}, {y, —3,3},
StreamPoints — Fine, StreamScale — Large, ColorFunction
— "Rainbow", MaxRecursion — 2, LightingAngle
— Automatic, StreamStyle — Black]

3 | o
-1 —

o B

Mat. 5.3.1. U géry mamy dwie instrukcje (instrukcje s3 przedzielane znakiem
”;”). Pierwsza definiuje dwuwymiarowe pole wektorowe oznaczone jako vf,
druga instrukcja nakazuje wyrysowanie tego pola na tle pola skalarnego

wyliczonego jako dywergencja pola wektorowego vf.

Funkcje graficzne pozwalaja uzyska¢ wiele ciekawych efektow, takich jak na
przyktad wykres w postaci motyla
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ListPolarPlot[Table[{6, (Exp[Cos[O]]
— 2Cos[460])Sin[10]"4}, {6, 0,2Pi, p}], o, PlotRange
— All, PlotStyle — PointSize[Tiny]]

ey

-3

Mat. 5.3.2. Motyl wyrysowany we wspdéirzednych biegunowych

W zaawansowanych pakietach mozna znalez¢ mozliwosci, ktére zwykle nie sg
obecne w stabszych programach.

ParametricPlot3D[{Cos[¢]Sin[#], Sin[¢]Sin[8], Cos[O]}, {¢, 0,27}, {6, 0, '}, Me
— {Function[{x, y, z, ¢, 8}, Sin[6¢]Sin[66]]}, Mesh — {{1/4}}, PlotPoints
— 50, MeshShading — {Opacity[0.5], Green}]

Mat. 5.3.3. Fantazyjnie narysowana sfera

Przyktad pola wektorowego w trzech wymiarach
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data = Table[{y, —x, z}, {x,—1,1,.1}, {y,—1,1,.1},{z, —1,1,.1}];
ListVectorPlot3D[data, PlotRange — All, VectorPoints
— 5, VectorColorFunction — "Rainbow", VectorStyle
- "Arrow3D"]

Mat. 5.3.4. Pole wektorowe w trzech wymiarach o fantazyjnych strzatkach

5.4. bazy danych

Zwykle duze pakiety zapewniajg rowniez dostgp do baz danych zawierajacych
informacje z zakresu nauki 1 nie tylko. Pod tym wzgledem pakiet Mathematica
nalezy do najlepszych.

Take[Sort[{GenomeData[#, "SequenceLength"], #}& A pytanie 0 pigé

najkrotszych  genéw  z
/@GenomeDatal]},3} ludzkiego genomu
{{11,"IGHD727"},{16,"IGHD411"}, oto one

{16, "IGHD417"}, {16, "IGHD44"}, {17, "IGHD11"}}

Mat. 5.4.1. Bazy danych obejmujg miedzy innymi informacje o ludzkim genomie

Przyktad wykorzystujac dane z bazy zawierajacej informacje o zwigzkach
chemicznych
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ChemicalData["Caffeine", "MoleculePlot"] jak wyglada czasteczka
kofeiny?

tak wyglada

Mat. 5.4.2. Jedna z form obrazowania struktury czasteczki chemicznej, w tym
wypadku czasteczki kofeiny

A teraz co$ na deser, czyli mapa §wiata z zaznaczonym ksztaltem wtyczek
obowigzujacym w poszczegolnych krajach

Graphics[{LightGray, CountryData[#, "SchematicPolygon"|&
/@CountryData[], Inset[Row[Show[#, ImageSize
— 15]&/@(CountryData[#, "ElectricalGridPluglmages"]
/. _Missing
- {})], Reverse[CountryData[#, "CenterCoordinates"]]]&
/@CountryData[]}]

Mat. 5.4.3. Na tle mapy Swiata wykreSlone zostaly ksztatty wtyczek jakie
uzywane sg w poszczegolnych regionach

Jak z tego wida¢ mozliwosci pakietOow matematycznych s3 ogromne
(a pokazatem tu tylko niewielka cze¢$¢ z nich) i prawde mowiac nazwa ,,pakiet
matematyczny” jest juz dzi$§ historyczna. Mozliwosci tych pakietow wykraczajg
poza matematyke 1 sg zbyt duze by moégt je wszystkie ogarng¢ jeden
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uzytkownik. Ale nie o to w koncu chodzi. Warto opanowac te z tych wszystkich
narzegdzi, ktére pomoga nam w naszej pracy.
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6. Jednostki miar uktadu SI ¢

Jeszcze w pierwszej potowie XX wieku powszechnie stosowano kilka réznych
uktadow jednostek miar. W 1958 zaproponowano wprowadzenie jednego
tzw. migdzynarodowego uktadu jednostek miar, oznaczanego literami SI
(francuskie - Le Systeme International d’Unites; angielskie - International
System). Podstawa do zdefiniowania uktadu SI byl starszy uktad MKSA (metr,
kilogram, sekunda, amper).

Na jedenastej Generalnej Konferencji Miar (GKM) w 1960 uktad SI
zostal zatwierdzony. Podczas nastgpnych posiedzen GKM wprowadzala do
uktadu SI uzupelnienia; na przyklad na trzynastym posiedzeniu GKM
zmieniono nazwe¢ jednostki ,stopien kelwina” [°K] na nazwe ,kelwin” [K].
Na 14 posiedzeniu GKM (1971 r.) zaliczono jednostkg¢ licznosci materii —
,,mol”, do jednostek podstawowych.

Zalecenie GKM co do upowszechnienia uktadu SI jest czesto zle
rozumiane. Interpretuje si¢ go jako administracyjny nakaz konsekwentnego
zastepowania starych jednostek jednostkami nowymi, nalezacymi do uktadu SI.
Zalecenie to nalezy rozumie¢ jako proba, jak sie okazalo skuteczna,
ustanowienia uktadu SI jako bazy dla wszystkich innych jednostek. I tak trudno
si¢ spodziewal, ze fizycy zrezygnuja z jednostki energii elektronowolta
stosowanego w fizyce atomowej i jadrowej. Jednak jeden elektronowolt moze
by¢ definiowany jako pewna cze$¢ dzula, w ten sposob uktad SI dziata jak
solidny fundament do definicji wszystkich innych, wygodniejszych w danej
sytuacji, jednostek. Nie nalezy si¢ réwniez spodziewac, ze lekarze zaczng
mierzy¢ cisnienie krwi w paskalach. Strach pomysle¢ ilu pacjentow
przyplacitoby taka reforme¢ zyciem, w tzw. okresie przejsciowym. Pozostang
pewnie przy swoich milimetrach stupa rteci, ale ci$nienie jednego milimetra
stupa rteci jest zdefiniowane jako odpowiednia cze$¢ paskala. Sg rowniez takie
dziedziny, w ktorych nastepuje przejScie na jednostki z uktadu SI. T tak od
pewnego czasu ciSnienie powietrza w prognozach pogody podaje si¢
w hektopaskalach. Dlaczego w hektopaskalach anie paskalach? Cisnienie
atmosferyczne wyrazone w hektopaskalach oscyluje wokotl wartosci 1000hPa
(jeden hektopaskal to sto paskali). Jest to wartos¢ bliska tej wartosci, do ktorej
ludzie byli przyzwyczajeni w starych jednostkach ciesnienia. W ten sposob
probuje si¢ nawigzywacé do tradycji, aby przejscie do nowego uktadu bylto jak
najmniej bolesne.

Ale dlaczego uktad jednostek SI ma by¢ fundamentem dla wszystkich
innych jednostek? Poprawne zdefiniowanie jednostki wielko$ci fizycznej na
potrzeby dzisiejszej nauki i techniki jest bardzo trudnym i skomplikowanym
zadaniem. Dziewigtnastowieczna definicja metra oparta o metalowy wzorzec
przechowywany w budynku Mig¢dzynarodowego Biura Miar i Wag Sévres pod
Paryzem jest obecnie dalece niewystarczajaca. Dzi$ jednostkg¢ metra definiuje
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si¢ W oparciu o podstawowg stalg fizyczng jaka jest predkos¢ §wiatla w prézni
(wiecej otym ponizej). Tak zdefiniowana jednostka jest znaczenie
doktadniejsza, a jej wzorzec (stala fizyczna) jest znacznie mniej wrazliwy na
warunki zewngtrzne i uptyw czasu. Ponadto predkos$¢ $wiatta w prozni moze
by¢ wyznaczona z duzg dokladnoscig. Zdefiniowanie jednostki wielkoSci
fizycznej wymaga duzego wysitku wielu specjalistow oraz badan
w laboratoriach wyposazonych w drogi sprzet. Tu nie mozna sobie pozwoli¢ na
btad, gdyz kazdy blad jest potencjalnie bardzo kosztowny. Zwykle wiec przed
wprowadzeniem nowego wzorca dyskutuje si¢ nad nim przez wiele, wiele lat
| prowadzi wiele testow i badan. Dopiero, gdy propozycja przejdzie przez ogien
dyskusji i badan moze zosta¢ zaaprobowana. Od tej strony uktad SI nie ma
konkurencji. Nie ma sensu aby réwnie solidne ikosztowne procedury
wprowadzi¢ przy definicji cala, elektronowolta, czy kilograma sita. Mozna te
wszystkie jednostki zdefiniowa¢ jako odpowiednie czesci jednostek uktadu SI.
Na przyktad obecnie cal (tzw. cal migdzynarodowy) definiuje si¢ tak:

1 cal = 0.0254m

Taka definicja cala wynika z faktu, ze 1 lipca 1959 Stany Zjednoczone i kraje
Wspolnoty Brytyjskiej zdefiniowaty jeden yard jako

1 yard = 0.9144m

czyli odniosty swoje jednostki dlugosci do jednostek ukitadu SI. Nawiasem
mowigc ze wzorow (6.1 1 6.2) wida¢, ze jeden cal to 1/36 yarda. Jako
cickawostke podam, ze cal byl bardzo rozpowszechniong jednostka
w wieku XIX. Ale cal calowi nie byt réwny, co ilustruje ponizsza tabela.

6.1

6.2

1 cal angielski okoto 1820 roku 25,40mm
1 cal polski (staropolski) 24,80mm
1 cal nowopolski (1819-1848|) 24,00mm
1 cal pruski 26,17mm
1 cal francuski 27,07mm
1 cal renski 26,15mm
1 cal rosyjski 25,40mm
1 cal wiedenski 26,34mm

Tabela 6.1. Przyktad réznych wartosci cala uzywanego w Europie w wieku XIX.
Nie s3 to wszystkie cale jakie wéwczas byty uzywane. Dtugosc¢ jednego cala
odpowiada z grubsza dtugosci koncowe;j czesci kciuka dorostego cztowieka.

Handel miedzynarodowy wymagat szybkiego przeliczania r6znych cali. Pomoc
dla kupcow stanowity takie oto tablice
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Rysunek 6.2. XIX wieczna tablica uzywana do konwersji r6znych cali; Zrédto
Wikipedia
Wielkosci fizyczne dzielimy na wielkosci podstawowe i pochodne.

Wielkosci podstawowe sg to te wybrane wielkosci fizyczne, ktére uwaza sig,
w danym uktadzie jednostek, za podstawowe. Wielkosci pochodne wyraza si¢
przez wielkosci podstawowe. Ktore wielkosci sg podstawowe, a ktore nie jest
kwestig wyboru. Gtownym kryterium wyboru jest to, zeby wszystkie jednostki
pochodne mozna byto, w mozliwie najprostszy sposob, wyrazi¢ przez jednostki
podstawowe. C6z to jednak jest ta wielkosci fizyczna?

Definicja 6.1: Wielko$¢ fizyczna
Jest to ta wtasciwos¢ obieRtu [ub zjawiska fizycznego, Rtorg mozina oRresli¢
tlosciowo

To taka operacyjna definicja wielko$ci fizycznej, ale dla nas zupetnie
wystarczajaca. Co to jest wymiar wielkos$ci fizycznej?

Definicja 6.2: Wymiar wielkosci fizycznej
Wymiarem wielRosci fizycznej jest jej przedstawienie poprzez wybrany ukfad
wielRosci podstawowych.

Takim wybranym uktadem wielko$ci podstawowych jest siedem wielkos$ci
uktadu SI. W uktadzie SI za wielko$ci podstawowe przyjete zostaly dlugose L,
masa M, czas T, natezenie pradu elektrycznego I, temperature termodynamiczng
0, licznos¢ materii N, $wiattos¢ J. Odpowiadajacymi tym wielkosciom
jednostkami uktadu SI s3: metr, kilogram, sekunda, amper, kelwin, mol,
kandela. Przyktadowo wielkos¢ fizyczna jaka jest predkos¢ wyrazamy
w uktadzie SI jako dlugos$¢/czas. Zatem wymiarem predkosci w uktadzie SI
bedzie iloraz dtugosci 1 czasu. Zwracam uwage tu na fakt, ze wymiar wielko$ci
fizycznej mozna okres$li¢ tylko w odniesieniu do wybranego uktadu wielkosci
podstawowych. Gdyby w jakim$ innym uktadzie wielkos$ci podstawowych,
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predkos$¢ zostata wybrana jako jedna z wielkos$ci podstawowych, to w tym
uktadzie wymiarem predkosci bytaby predkosc.

Wielkos$ci podstawowe uktadu SI zostaty wybrane tak, aby inne wielkos$ci
fizyczne mozna bylo przedstawi¢ w postaci

[X] — LWlMWZTW3IW49W5NW6]W7
Tutaj wl-w7 sg liczbami calkowitymi nazywanymi wykladnikami
wymiarowymi wielko$ci fizycznej X. Zbior wielko$ci podstawowych uktadu SI
wybrano tak aby wyktadniki wymiarowe byly niewielkimi liczbami

catkowitymi.
Warto$¢ danej wielkosci X wyraza si¢ przez liczbg X | jednostke miary [X]

Na przyktad sita F o wartosci 10 N to
F =10 [N]

Jednostka okreslajaca warto$¢ liczbowa danej wielkosSci fizycznej jest jej
Wzorcowa miarg, pozwalajagcym na wyrazenie wartosci tej wielkosci w postaci
konkretnej liczby

6.3

6.5

Definicja 6.3: Jednostka miary wielkoSci fizycznej
Jednostka miary wielRosci fizycznej jest wzorcowq miarq danej wielRosci fizycznej,
wzgledem, Reorej oRreslamy wartos¢ tej wielkosci.

Mozemy na przyktad stwierdzi¢, ze stalowy pret o dlugosci takiej jaka jest
dtugos¢ mojej stopy jest jednostka miary dilugosci, o nazwie ,,stopa Jana”;
symbol sJ. Jezeli teraz mamy pret, ktory jest 3.5 razy dtuzszy od mojej stopy, to
powiemy, ze pret ten ma dlugos¢ 3.5s)J. Wielkos$¢ fizyczna jakg jest dlugosé
preta ma teraz, w przypadku owego preta przyporzadkowang liczbe (czyli 3.5),
ktora okresla jej warto§¢ wzgledem wybranej jednostki. Wida¢, ze ciagle
krecimy si¢ wokot greckich proporcji. Nie mozemy stwierdzi€¢, ze masa jakiego
obiektu wynosi 4. Zawsze musimy dopowiedzie¢ cztery czego; na przyktad
cztery metry (4m). Liczba cztery okresla teraz proporcj¢ roztaczng (xxx). Niech
jakis$ pret ma dtugos$¢ cztery stopy Jana. Mamy proporcje

sJ X X 4 6.7
—=—=—=—=X=4s]
1 4 s]

Podsumowujac: wielkosci fizyczne to te cechy obiektow lub zjawisk
fizycznych, dla ktérych istnieje sensowna metoda przyporzadkowania im
konkretnych wartosci w konkretnych przypadkach. Wymiar wielko$ci fizycznej
wymaga okreslenia wielkosci podstawowych, wzgledem ktérych ten wymiar
wyrazamy. Aby przyporzadkowa¢ wielkosci fizycznej liczbe potrzebujemy
jednostek miary, wzgledem ktoérych te liczby okre§lamy. Przejde do krotkiego
omoéwienia jednostek miary wielkosci podstawowych uktadu SI

70



Jan Masajada © — Fizyka w 45 tematach
6.1. Metr

Jeden metr zostat zdefiniowany w 1889 r. jako jedna dziesi¢ciomilionowa cze$¢
dlugosci  ¢wiartki  paryskiego potludnika. W 1889 roku wykonano
platynoirydowy wzorzec metra (rys. 6.1.1), ktory jest przechowywany
w Miedzynarodowym Biurze Miar i Wag w Sévres pod Paryzem (rys. 6.1.2).

Rysunek 6.1.1. Wzorzec jednego metra z lat 1889-1960. Zrédlo zdjecia
Wikipedia

ER———
g

Rysunek 6.1.2. Budynek Migdzynarodowego Biura Miar i Wag w Sevres pod

Paryzem. Zré6dto zdjecia Wikipeida
Doktadniejsze pomiary wykazaty, ze wykonany wzorzec jest 0 0.0228%
mniejszy od zatozonej wartosci. W efekcie zrezygnowano z definicji opartej
0 dlugos¢ potudnika, opierajac si¢ na wykonanym wzorcu. Jednak doktadno$é¢
wzorca platynoirydowego réwniez nie byla wystarczajaca. Na drugiej GKM,
w 1895 roku zaproponowano przyjecie, ze metr jest rowny 1553164,13 dtugosci
fali czerwonej linii widmowej kadmu. Z duzg precyzja odpowiadato to dtugosci
wzorca platynoirydowego. Trudnos$ci techniczne z tak zdefiniowanym wzorcem
metra spowodowaly znaczne opdznienie w przyjeciu tej propozycji. Ostatecznie
na jedenaste] GKM, w 1960 roku, przyjeto, definicje metra opartg o dlugos¢ fali

linii widmowej kryptonu S¢Kr, odpowiadajacej przejéciu z poziomu 2p;, na

poziom 5ds. Przyjeta obecnie definicja metra oparta jest 0 warto$¢ stalej
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fizycznej — predkosci $wiatta w prozni. Definicja ta zostata przyjeta na
siedemnastej GKM w 1983 roku.

Definicja 6.1.1: metr

Jeden metr to dtugos¢ drogi przebytej w proini przez Swiatfo w czasie
1/299792458 sekundy.

Nazwa metr pochodzi od greckiego metron — miara.

6.2. Kilogram

W 1901 na trzeciej GKM przyjeto, ze jeden kilogram jest rowny masie 1dm®
wody w temperaturze 4°C. Wzorzec kilograma wykonano ze stopu platynowo-
irydowego sktadajacego si¢ w 90% z platyny i w 10% z irydu. Doktadniejsze
pomiary wykazaly, ze masa wzorca jest wicksza o 0.28g od masy 1dm® wodly.
W efekcie postanowiono pozosta¢ przy wzorcu, ktéry jest przechowywany
W Miedzynarodowym Biurze Miar 1 Wag w Sevres pod Paryzem.

Definicja 6.2.1: Kilogram

Jest to masa migdzynarodowego wzorca tej jednostki masy przechowywanego
w Migdzynarodowym Biurze Miar i Wag w Sévres

Kopie wzorca sg podstawa do wzorcowania na przyktad odwaznikoéw
w narodowych centrach miar.

Przyjeta definicja kilograma jest obecnie wysoce niewystarczajgca. Sam
wzorzec, z uptywem czasu zmienia swojg mas¢ w nieakceptowalnym obecnie
zakresie. Dzieje si¢ to miedzy innymi na skutek absorpcji czastek z otoczenia.
W pazdzierniku 2010, podczas spotkania komisji CIPM' zasugerowano kolejnej
GKM rozwazenie przyjecia nowej definicji kilograma. Nowa definicja bazuje na
statej Plancka 1 innych dobrze okre§lonych statych fizycznych. Sugestia zostata
zaakceptowana podczas 24 GKM.,

7 Skrét od francuskiej nazwy Comité international des poids et measures, (Migdzynarodowy
Komitet Miar i Wag)
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6.3. Sekunda

Z czasem zawsze byly klopoty. Do jego pomiaru potrzebujemy stale
I rtownomiernie powtarzajgcego si¢ zjawiska. Najwickszy klopot jest z ta
roOwnomiernos$cia. Za najstarsze zegary stuzyty ludziom zjawiska astronomiczne.
Zjawiska astronomiczne, a $ci§lej ruch dobowy Ziemi, stat si¢ podstawag
pierwszej definicji sekundy. Zgodnie z tg definicja jedna sekunda to 1/86400
czg$¢ sredniej doby stonecznej. Co to jest ta Srednia doba stoneczna? Jak juz sie
co$ probuje doktadnie zdefiniowaé, to okazuje sie, ze nawet taka doba nie jest
sprawg oczywistg. Mamy kilka definicji dob r6znigcych si¢ migdzy sobg nawet
o kilka minut. Doba stoneczna jest ta dobg, na ktorej opiera si¢ nasza rachuba
Czasu.

Definicja 6.3.1: doba sloneczna
Doba stoneczna — okres pomigdzy dwoma Rolejnymi gérowaniami Storica.

Poczatek doby stonecznej wypada w tym samym momencie dla
wszystkich miejsc lezacych na tej samej dlugosci geograficznej. Jednak
w przeciggu roku dlugo$¢ doby nieco si¢ zmienia, stad w definicji sekundy
mamy $rednia dobe. Srednia dtugo$é, przyjeta umownie za warto$é stata wynosi
24 godziny. Niestety srednia doba stoneczna jest coraz dluzsza i wydluza si¢
$rednio o okolo 16 us rocznie. Jak na wspotczesne potrzeby srednia doba
stoneczna jest zbyt niestata. Nastepna definicja sekundy oparta si¢ o rok
zwrotnikowy. Z rokiem ktopotoéw nie jest wcale mniej niz z dobg. Ale poniewaz
jest ponad 365 razy dtuzszy od doby, btad definicji sekundy jest mniejszy.

Definicja 6.3.2: rok zwrotnikowy

Rok, zwrotnikowy (tropikalny, tropiczny, sfoneczny) — to czas pomigdzy dwoma
Rolejnymi przejsciami Storica przez punkt rownonocy wiosennej (punkt Barana)

Rok zwrotnikowy wydhuza si¢ o 0.53 sekundy na sto lat (5.3us na rok). Zgodnie
z definicjg opartg o rok, sekunda to 1/1556925,9747 cz¢$¢ roku zwrotnikowego
z 1900 roku. Przetom nastgpit wraz z wprowadzeniem atomowych wzorcoéw
czasu. W 1964 roku odbyta si¢ trzynasta GKM, na ktorej po raz pierwszy,
przyjeta definicja jednostki czasu nie byta zwigzana z ruchem ciat niebieskich.

Definicja 6.3.3: sekunda

Jest to czas rowny 9192631770 oKresom promieniowania odpowiadajgcego
przejsciu migdzy dwoma poziomami F = 3 i F = 4 struRtury nadsubtelnej stanu
podstawowego 2S;, atomu cezu 3Cs (definicja odnosi si¢ do atomu cezu
w spoczynku w temperaturze 0 K)

Niewiele z tej definicji rozumiesz? Nie szkodzi mam nadziej¢, ze pod koniec
tych spotkan z fizyka bedzie ona duzo bardziej zrozumiata.
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6.4. Amper

Amper jest jednostkg natezenia pradu. Definicja ampera opiera si¢ na prawie
Ampere’a dotyczacym oddziatywania dwoch nieskonczonych prostoliniowych,
wzajemnie rownolegtych przewodow z pradem o takim samym natezeniu.

Definicja 6.4.1: Amper
Jeden amper to prad eleRtryczny staty, Rtory ptyngc przez dwa rownolegte
nieskoticzone przewody o Rofowym przeRroju, zniRomo maftym, umieszczone
w prozni w odlegtosci jednego metra wywotatby site 2-107 N na Razdy metr
dtugosci tych przewodow.

O samym prawie Ampere’a bedzie blizej, kiedy przejdziemy do dziatu
elektrodynamika. Nazwa jednostki pochodzi od nazwiska francuskiego fizyka
I matematyka André Marie Ampére, znanego z prac w zakresie elektrodynamiki.

Wzorca ampera nie mozna oprze¢ na jego definicji. Gtowng trudnos$cig sg
wystepujace w tej definicji nieskonczenie dtugie przewody. Wzorzec ampera
zostal zbudowany na bazie wagi pradowej (rys. 4.4.1), ktorej wynalazcg byt
William Thomson (Lord Kelwin). Co ciekawe wspotczesne wersje wagi
pradowej sg uzywane do precyzyjnych pomiar6w masy wzorca kilograma i jego
kopii.

Y4 7/

Rysunek 4.4.1. Schemat wagi pradowej. Waga obcigzona jest z prawej strony
odwaznikiem a z lewej matg cewka. Mata cewka znajduje sie wewnatrz duzej
cewki. Obie cewki potaczone sg szeregowo i zasilane Zrédtem pradowym.
W chwili poczatkowej waga jest w stanie rownowagi. Ptynacy przez cewki prad
o natezeniu I powoduje dodatkowa site F2 dziatajag na lewa strone wagi. Aby
zrownowazy¢ wage z prawej strony trzeba doda¢ odwaznik masie m, ktéry
przyciagany jest sita F1. Wz6r na réwnowage ma postac¢ I = \/mg/c. Wartos¢
statej c zalezy od geometrii cewek. Niepewnos$¢ wyznaczenia wartosci tej statej
jest najwiekszym Zrédtem btedu wagi pradowej; Zrédto Wikipedia, licencja:
Creative Commons Attribution-Share Alike 3.0 Unported
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Przez pewien czas obowigzywata definicja ampera (tzw. amper
miedzynarodowy) oparta o zjawisko elektrolizy.

Definicja 6.4.2: Amper mi¢dzynarodowy

Jedne amper to natezenie prqdu eleRtrycznego, Ktory w procesie eleRtrolizy
roztworu azotanu stebra powoduje wydzielenie masy 1.118 miligrama srebra na

seRunde.

Ta definicja jest prostsza od strony technicznej. Nie ma tu abstrakcyjnych
nieskonczenie dlugich przewodow, ale calo$¢ oparta jest o dobrze mierzalne
zjawiska zwigzane z elektrolizg. Starano si¢ oczywiscie aby nowa definicja
ampera byla jak najblizsza definicji (6.4.1). Z czasem okazalo si¢ jednak, ze
amper mi¢dzynarodowy ma mniejszg wartoS¢ od ampera ,prawdziwego”
0 0.015% 1 w roku 1948 nastgpit powr6t do ,,prawdziwego” ampera”.

Doktadnos$¢ wagi pradowej starszego typu jest rzedu 10 pA. Taka
doktadnos$¢ nie jest wystarczajgca na obecne potrzeby. Dlatego ciggle poszukuje
si¢ innego wzorca ampera, dokltadniejszego 1 wygodniejszego w uzyciu.
Konkurencja dla wagi pradowej sa tzw. kalibratory pradu (rys. 4.4.2), ktore sa
wygodniejsze w uzyciu 1 pozwalajg (urzadzenia z najwyzszej potki) osiagnadé
doktadnos$¢ rzedu 0,1pA. Kalibratory stosowane sg tam, gdzie potrzebne sa
tatwo dostepne wzorce pradowe, czyli poza laboratoriami wzorcowymi. Wagi
pradowe jednak si¢ nie poddaja.

Rysunek 4.4.2. Przyktad porecznego kalibratora pradu dostepnego w cenie ok.
2000zt. Takie urzadzenia pozwalajg na zadawanie pradéw rzedu kilkudziesieciu
miliamperow, z doktadnoS$cia kilkudziesieciu mikroamperéw. Systemy z gérnej
potki cenowej (znacznie wieksze gabarytowo od tego ze zdjecia) pozwalajg
osiagnac¢ doktadnos¢ ponizej jednego mikroampera; Zrodto materiaty firmowe
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6.5. Kelwin

Temperatura jest chyba najbardziej klopotliwg, z powszechnie mierzonych,
wielkosci fizycznych. Aby ustali¢ skale temperatur musimy dysponowac jakims
punktem odniesienia. W historii takich punktéw odniesienia bylo wiele. Mogta
to by¢ temperatura ciata zdrowego czlowieka, temperatura topnienia lub wrzenia
wody, albo innej substancji. Obecnie takim stanem odniesienia jest tzw. punkt
potréjny wody, to jest stan, w ktorym w rdwnowadze termodynamicznej istnieja
trzy stany skupienia wody: 16d, ciecz i para. Zaletg punktu potrojnego wody jest
to, ze istnieje doktadnie jedna temperatura 1 jedna warto$¢ cis$nienia, przy ktorej
taka rownowaga jest mozliwa. Przyktadowo temperatura wrzenia wody istotnie
zalezy od ci$nienia, nie zawsze jest to 100°C. Temperatura punktu potrdéjnego
wody wynosi zawsze 0.0100°C=273,16 K. Stan odpowiadajacy punktowi
potrojnemu otrzymuje si¢ w specjalnych naczyniach nazywanych komorami
punktu potrdjnego.

Definicja 6.5.1: Kelwin

Jeden Relwin jest to 1/273.16 temperatury termodynamicznej punktu potrdjnego
wody.

Jednostka zostata nazwana na czes¢ irlandzkiego fizyka Williama Thomsona
(p6zniej Lord Kelvin), znanego miedzy innymi z badan nad termodynamikg. Na
trzynastej GKM zrezygnowano z okre$lenia ,,stopien kelwina” na rzecz samego
,kelwin”. Dlatego mowimy 100 kelwinéw, a nie 100 stopni kelwindéw i piszemy
odpowiednio 100K, anie 100°K. Mozliwe, ze juz nie dlugo jednostka
temperatury zostanie oparta o stalg Boltzmanna. Jest to oczywiscie
spowodowane niewystarczajacg precyzja obecnej definicji w $wietle potrzeb
wspoliczesnej techniki 1 nauki.

6.6. Kandela

Kandela jest jednostkg §wiattosci, wprowadzong podczas 9 GKM. Kandela jest
wielkoscig okreslajaca zdolno$¢ emisji promieniowania przez ciata materialne.
Jej definicja opiera si¢ na teorii ciala doskonale czarnego. Cialo doskonale
czarne to takie cialo, ktore nie odbija promieniowania. Oznacza to, ze
promieniowanie emitowane przez takie cialo jest catkowicie jego
promieniowaniem wiasnym.

Definicja 6.6.1. Kandela
Jedna Randela jest to swiattosé, jakg ma w oRreslonym Rierunku Zrodto emitujgce

promieniowanie monochromatyczne o czestotliwosci 540-102 Hz, i Ktdrego
nateZenie w tym Rierunku jest rowne 1/683 W/sr.

W powyzszej definicji skrét ,,sr” oznacza jednostke kata brytowego steradian.
Nazwa jednostki §wiattosci pochodzi od tacinskiego stowa ,,candle” — Swieca.
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6.7. Mol

Mol jest jednostka liczno$ci materii. Poniewaz materia, w naszym Srodowisku,
sktada si¢ z czgsteczek, ktore zlozone sg z atoméw wygodnie jest, w wielu
sytuacjach (np. w chemii), postugiwac sie jednostka licznosci zamiast jednostka
masy.

Definicja 6.7.1: Mol
Mol jest to licznosé materii, wystepujgca gdy liczba czqstek, jest rowna liczbie
atomow zawartych w masie 0,012 Rg *2C. ®Przy czym zakfada sig, ze atomy wegla
sq w stanie niezwigzanym chemicznie, w spoczynku i w stanie podstawowym.

W jednym molu znajduje sie (6,02214179+0,00000030)-10* czastek. Liczba ta
jest nazywana statg Avogarda. Nazwa mola pochodzi od niemieckiego molekiil.

6.8. Inne uklady jednostek

Przed wprowadzeniem uktadu SI w uzyciu byly inne, uktady jednostek. Jeszcze
na poczatku XIX wieku kwestia jednostek byla wysoce nieuporzadkowana.
Rozw¢j techniki, przemystu 1 wspotpracy migdzynarodowej sprawit, ze
wprowadzenie miedzynarodowego uktadu jednostek fizycznych stato sig
wyraznie dostrzegang potrzebg. Pierwszym uktadem, ktory mozna okresli¢ jako
,mi¢dzynarodowy” byl uktad CGS (centymetr, gram, sekunda). Propozycja
przyjecia uktadu CGS wyszta w 1832 roku od niemieckiego matematyka Carla
Friedricha Gaussa. W 1874 uktad zostal poszerzony o jednostki zwigzane ze
zjawiskami elektromagnetycznymi. Jedng z wad uktadu CGS bylo to, ze czegs¢
jednostek, takich jak na przykiad jednostka tadunku elektrycznego wyrazata si¢
poprzez utamkowe potegi trzech jednostek podstawowych. Nadto w zyciu
czesciej postugujemy si¢ jednostkami wigkszymi czyli metrem 1 kilogramem.
Uktad CGS upowszechnil si¢ w nauce nie zyskujac wigkszego uznania
w technice. W efekcie pod koniec XIX wieku uktad CGS zaczat traci¢ na
znaczeniu na rzecz uktadu MKS (metr, kilogram, sekunda). Za rozwoj uktadu
MKS odpowiedzialno§¢ wzigto Migdzynarodowe Biuro Miar 1 Wag.
Rozszerzenie systemu MKS przez GKM stato si¢ podstawa do definicji uktadu
Sl.

6.8.1. Jednostki w starozytnosci

Zagadnienie miar bylo $ci$le zwigzane z handlem, finansami, gospodarkg oraz
technikg. Rozw¢j panstw, handlu 1 pienigdza kruszcowego wymusit
uporzadkowanie systemu podstawowych miar. Sprawa zrobita si¢ na tyle
powazna, ze pojawila si¢ grupa urzednikéw odpowiedzialnych za miary. Od
nich zalezata migdzy innymi skuteczno$ci $ciggania podatkow. Urzednicy ci
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stanowili personel czegos$, co mozna uzna¢ za protoplaste dzisiejszych urzedoéw
miar i wag. Przed nastaniem pienigdza kruszcowego wiele ludow wyrazato
naleznosci czy warto$¢ towaru wzgledem wybranej wzorcowej miary ilosci
zboza, soli (s6l byta popularnym S$rodkiem ptatniczym wsrod Stowian) lub
innych towarow. Wtladza polityczna starata si¢ narzucic na podleglych
obszarach jednolity system miar dlugosci, objetosci I ciezaru. Duzym
problemem bylo takie zdefiniowanie wzorca dla jednostek miar by byt
on powszechnie dostepny i doktadny.

Babilonczycy przyjeli za jednostke wagi 180 ziaren jgczmienia; jednostka
miata nazwe Sykl. Ziarna jgczmienia sa mniej wigcej takie same, a jezeli wezmie
si¢ ich odpowiednio duzg liczbg, to §rednio rzecz biorac kazde 180 ziaren bedzie
wazyto, z duza doktadnoscig, tyle samo. Chyba, ze si¢ kombinuje 1 specjalnie
wybiera male, lub duze ziarna. Pomijajac jednak ztg wole, tak zdefiniowana
jednostka miary masy w owczesnej praktyce gospodarczej sprawdzata si¢. Sykl
byl masg rowng okoto 8.4g. Szes$édziesiat sykli dawato ming, a sze$¢dziesiat
min dawalo talent. Jednak ludzie jak mogg zrobi¢ balagan to go na pewno
zrobig. Tak wigc obok miny wazacej sze$cdziesigt sykli (tzw. pospolitej),
wynoszacej okoto 505g byta rowniez w obiegu duza mina o masie okoto 1010g.
Dodajmy, ze istniaty jeszcze inne miny pospolite — lekka o masie okoto 491g
I cigzka o masie okoto 982¢g. Mina pospolita krazyta w codziennym obiegu. Przy
rozliczeniach z krélem lub $wiagtynig obowigzywata mina bardziej masywna —
mina krolewska. Jednostki sykl, mina italent przejety inne kultury w tym
rowniez Starozytny Izrael.

Liczenie ziaren nie bylo wygodna metoda w codziennym uzyciu.
Rozwigzaniem problemu bylo wprowadzenie kamiennych odwaznikoéw 0 masie
odpowiadajgcej jednej minie lub jej czesci (na przyktad potowie miny). Niestety
nie wiemy w jaki sposob dbano o to by masa tych odwaznikéw odpowiadata
wadze na przyktad jednej miny. Wprowadzenie powszechnie akceptowanych, na
danym terenie, wzorcOw masy pozwolilo na szerokie wprowadzenie nowego
wzorca warto$ci towaré6w — kruszcu. Naleznosci regulowaé¢ mozna byto
w zlocie, srebrze lub miedzi. Przy regulacji platnosci nalezato po prostu
odwazy¢ odpowiednig ilo$¢ kruszcu (na przyktad 20 sykli srebra). Z miarami
wigze si¢ oczywiscie odwieczna walka z ich falszowaniem. W Starym
Testamencie stosowanie fatszywej wagi czy efy (hebrajska jednostka objetosci)
jest czestym przedmiotem nagany ze strony prorokéw. Co ciekawe w wielu
krolestwach przyjeto, ze stosunek wartosci ztota do srebra jest jak 1:13.5. Jest to
tyle ile wynosi stosunek dtugosci roku stonecznego do dlugo$¢ miesigca
ksiezycowego. Ztoto od czasow archaicznych kojarzono ze Stoncem, a srebro
Z Ksigzycem.
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6.9. No i mamy problem

W 2019 roku GKM zrobita mi spory problem. W zasadniczy sposob
przedefiniowata podstawowe jednostki uktadu SI i caly moj wysitek wtozony
w oméwienie aktualnego stanu uktadu SI stat si¢ nieaktualny. Oczywiscie,
podane powyzej informacje sg prawidtowe, tyle ze dotycza starego uktadu SI.
Nowy uktad, od strony definicji jednostek, wyglada juz inaczej. Od strony
praktycznej wprowadzona zmiana ma znaczenie dla wyrafinowanych pomiaréw
w technice 1 nauce. Dla tych mniej wyrafinowanych dzialan, ze nie wspomne
0 zyciu codziennym nowa definicja niczego nie zmienia. Nie mniej nie
pozostaje mi nic innego jak dopisa¢ notke na temat nowego uktadu. Bedzie to
notka, gdyz definicja jednostek podstawowych w nowym uktadzie SI opiera si¢
na wyrafinowane] fizyce, do ktérej jeszcze nie jesteSmy przygotowani.
Doktadniejsze informacje pojawig si¢ w toku wyktadu.

Zasadniczym celem reformy uktadu SI bylo oparcie definicji jednostek na
fundamentalnych statych przyrody. Taka jest na przyklad dotychczasowa
definicja metra wzglgdem statej ¢ (predkos¢ swiatta w prozni). Powiedzmy
zatem, ze predko$¢ Swiatla w prézni wynosi €=299792458m/s, wyrazona
W metrach zdefiniowanych w jaki§ niezalezny od predkosci $swiatta sposob.
Taka warto$¢ wychodzi nam z pomiarow. Mozemy jednak p6js¢ w drugg strong
i przyjaé, ze predkosé §wiatla w prozni wynosi doktadnie c=299792458m/s. Nie
potrafimy doktadnie zmierzy¢ predkosci Swiatta, ale za to mozemy przyjac, ze
metr jest taka jednostka miary dtugosci, ze predkos¢ swiatta wynosi doktadnie
€=299792458m/s. Jak za 50 lat bedziemy w stanie doktadniej zmierzy¢ predkosé
Swiatla, to jej warto$ci nie zmieni si¢ na jotg, natomiast zmieni si¢ nieco dtugosé
wzorcowego metra, tak aby zawsze bylo €=299792458m/s. Stoi za tym
przekonanie, ze predkos¢ Swiatta w prozni jest statg uniwersalng, to jest taka,
ktora nie zalezy od takich czynnikow jak na przyktad uptyw czasu czy zmiana
potozenia uktadu pomiarowego w przestrzeni. A jezeli nawet zalezy to w bardzo
niewielkim stopniu. Na przyktad w czasie miliona lat zmienia si¢ w zupetnie dla
nas niezauwazalnym stopniu.

Pomyst oparcia jednostek podstawowych wielkosci uktadu SI o stale
przyrody zostal zaakceptowany przez 21 GKM w 1999 roku. Oczywiscie
wczesniej byl intensywnie dyskutowany. Kolejne kilkanascie lat zajety badania
| pomiary zwigzane z jego realizacjg. Glownym zadaniem bylto takie
wyznaczenie wartos$ci statych istotnych dla definicji nowego uktadu SI, aby
wynikajaca stad niepewno$¢ pomiaru byla nie wigksza niz przy uzyciu
dotychczasowych wzorcoOw jednostek wielkosci podstawowych. Zadanie to
zostalo zakonczone w 2017 roku. W efekcie Komisja przyjeta wynikajace
Z pomiarOw wartosci wybranych stalych za wartosci dokladne, tak jak to
wczesnie] bylo z predkoscig Swiatta. Przyjeto, ze stala Plancka ma warto$¢
h=6.62607015 10°%)-s, tadunek elementarny (fadunek elektronu) ma warto$é
e=1.602176634 10*°C, stata Boltzmanna ma warto$¢ k=1.380649 10 J-K™,
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stata Avogardo ma warto$é Na=6.02214076 10°mol™. Na 26 GKM (listopad
2018) zatwierdzono nowy uktad jednostek wielkosci podstawowych uktadu Sl
Z datg wprowadzenia w zycie ustalong na 20 maja 2019r. Zgodnie z ta rezolucja
jednostki zdefiniowane sg w nast¢pujacy sposob

Sekunda: jest zdefiniowana przez przyjecie wartosci liczbowe]
czestotliwosci przejScia miedzy nadsubtelnymi poziomami stanu podstawowego
atomu cezu 133, wynoszace] AVces =9192631770Hz, kiedy wyrazona jest
w Hertzach. Korzystamy tu z faktu, ze Hz odpowiada odwrotnos$ci sekundy.

Metr: jest zdefiniowany przez przyjecie wartosci liczbowej predkosci
Swiatta w prézni ¢ wynoszacej 299 792 458, kiedy wyrazona jest w jednostce
m/s, gdzie sekunda zdefiniowana jest jak wyzej

Kilogram: jest zdefiniowany przez przyjecie wartosci liczbowej stalej
Plancka wynoszacej 6.62607015 10, kiedy wyrazona jest w jednostkach J-s,
rownej kg-m?s™, gdzie metr i sekunda zdefiniowane sa jak wyzej.

Amper: jest zdefiniowany przez przyjecie wartosci liczbowej tadunku
elektrycznego e wynoszacej 1.602176634 10™, kiedy wyrazona jest w jednostce
C (kulomb), ktora jest rowna A-s, gdzie sekunda zdefiniowana jest jak wyzej

Kelwin: jest zdefiniowany przez przyjecie wartosci liczbowej stalej
Boltzmann wynoszacej 1.380649-10%, kiedy wyrazona jest w jednostce J-K™,
ktora jest rowna kg-m?s®K™, gdzie kilogram, metr i sekunda zdefiniowane sa
jak wyzej.

Mol: jest zdefiniowany przez przyjecie wartosci liczbowej stalej
Avogadra wynoszacej 6.02214076-10° czastek, kiedy wyrazona jest
w jednostce mol™.

Kandela: jest zdefiniowany przez warto$¢ liczbowa natezenia $wiatta
monochromatycznego promieniowania o czestotliwosci 540-10Hz, ktora
wynosi 683, kiedy jest wyrazona w jednostce lm-W™, ktéra jest réwna
cd-sr-kg™-m2s®, kiedy kilogram, metr i sekunda zdefiniowane sa jak wyzej, a sr
to steradian (czyli jednostka miary kata brytowego).

Podkresle raz jeszcze, ze nowe definicje niczego nie zmieniajg przy
precyzji z jaka mierzymy rézne wielkosci fizyczne w Zyciu codziennym (np.
wzrost), lub w wigkszo$ci zastosowan w nauce 1 technice. Ich znaczenie ujawnia
si¢ przy wyrafinowanych pomiarach.

6.10. Analiza wymiarowa

Analiza wymiarowa jest jednym z podstawowych narzedzi formalnych w fizyce,
chemii i naukach pokrewnych. Zgodnie z roéwnaniem (6.3) kazda wielkos$¢
fizyczna ma swoOj wymiar, ktory moze zosta¢ wyrazony przez jednostki
podstawowe uktadu SI (lub innego spdjnego uktadu jednostek). Analiza
wymiarowa jest rachunkiem na symbolach reprezentujacych wymiary
poszczegolnych jednostek. Na przyktad obliczajac predkos¢ v jako przyrost
przebytej drogi AL w czasie At piszemy
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AL{dtugosc¢}
At{czas} 6.10.1

Wymiary bede ujmowal w nawiasy klamrowe. W wyniku obliczen pojawita si¢
nowa wielko$¢ fizyczna, ktorej wymiar wyraza iloraz dlugosci i czasu. Wielkos¢
ta nazywamy predkoscig. W ukladzie SI jednostka predkosci jest metr na
sekundg. Jednostka predkosci nie ma osobnej nazwy. Jednak czesto si¢ zdarza,
ze jednostkom wielkosci fizycznych, ktore s3 wyrazone przez jednostki
podstawowe danego uktadu jednostek (tzw. jednostkom pochodnym), nadaje si¢
specyficzne nazwy. Przykladem jest jednostka sity, ktora w uktadzie SI ma
nazwg¢ ,,niuton”’. Ogolnie sita ma wymiar

{sita} = {

v{predkost} =

masa - d{ugoé(:}

czas* czas 6.10.2
Przez jednostki podstawowe uktadu SI jeden niuton wyraza si¢
1[kg] - 1[m] kg-m
UN=—7r7— =1 [5—2] 6.10.3

Przyktadem jednostki sity spoza uktadu SI jest dyna. Dyna jest okreslona
w uktadzie CGS jako

g-cm]

Hdynal 1[ s? 6.10.4

W rachunku wymiarowym obowigzujg inne reguty niz w rachunkach na
liczbach. Ponizej przedstawione sg przykltady podstawowych dziatan na
wymiarach (nie jednostkach) wielkosci fizycznych:

Suma wymiaréw dwoch takich samych wielko$ci daje wymiar tejze wielkosci

{wielko$¢,} + {wielko$é,} = {wielko$é,} 6.10.5
Bledem jest zapis
6.9.6

{wielkos¢,} + {wielko$c,} = 2 - {wielko$¢,}

Na przyktad 10 metréw + 2 metry to jest 12 metréw a nie 12 dwu metréw.
Roéznica wymiaréw dwoéch takich samych wielkosci daje wymiar tejze wielko$ci

{wielko$¢,} — {wielkos¢,} = {wielko$¢,} 6.9.7
Bledem jest zapis
6.9.8

{wielkos¢,} — {wielko$¢,} = 0
Na przyktad 10 metréw mniej 2 metry to jest 8 metrow a nie 8 zero metrow.

Suma wymiaréw dwoch roznych wielkosci nie powinna nam si¢ przytrafic

(wielko$é,} + {wielko$éz} = powainy btad 6.9.9

Coz to jest 10 metrow doda¢ 2 sekundy? Podobnie jak roznica wymiarow dwoch
réznych wielkosci
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{wielko$é,} — {wielko$tz} = powazny blad 6.9.10

Coz to jest 10 metrow mniej 2 ampery? Ogolnie kiedy w wyniku rachunku na
wymiarach otrzymasz sume lub réznice dwdch roznych wielkosci fizycznych, to
oznacza, ze rachunek jest bledny. lloczyn wymiaréw dwoch takich samych
wielkosci, daje nowa wielko$¢, ktorej wymiar oznaczamy jako wielko$¢
wyjsciowa do kwadratu
{wielkosc,) - {wielko$t,) = {wielkosé 2) 6.9.11
Na przyktad pole prostokata to iloczyn dlugosci dwdch bokdéw; w uktadzie SI, to
jest [m]-[m]=[m].
lloczyn wymiaréw dwoch réznych wielko$ci daje nowa wielkos$¢, ktorej
wymiarem jest iloczyn wymiarow wyjsciowych wielkos$ci
wielko$¢, - wielkoséy = wielko$t,, 6.9.12
lloraz wymiaréw dwoch takich samych wielkos$ci daje nowa wielko$é, ktora nie
ma wymiaru (wielko$¢ bezwymiarowa)
wielkos¢, b _
= bez wymiaru 6.9.13
lloraz wymiarow dwoch roznych wielkosci daje nowa wielko$¢, ktorej
wymiarem jest iloraz wymiaréw wyjsciowych wielko$ci

wielkos$¢,

wielkos¢, wielkos$¢,

wielkoééy  wielko$éy 6.9.14
Ogolnie wielkosci fizyczne spetniajg relacje

wielko$¢} - wielko$¢q = wielko$¢y™™ 6.9.15

wielko$¢} - wielko$¢ = wielko$¢ - wielko$cy 6.9.16
wielko$¢} T

—— - — WIelKkoSC

wielko$¢m 4 6.9.17

wielko$¢}  wielkoS¢)

wielko$¢™ — wielko$¢n 6.9.18

Zdarzajg si¢ wielkoSci, ktore nie majg wymiaru. Wielkosci takie
nazywamy wielkoSciami bezwymiarowymi. Przyktadem takiej wielkosci jest
miara kata, ktoérg zwykle wyrazamy w stopniach lub radianach. Zatem kat ma
swoja jednostke, ale nie ma wymiaru. Radian jest zdefiniowany jako stosunek
dhugosci tuku okreslonego na okregu przez kat zaczepiony w $rodku tego okregu
do promienia tego okregu — zatem zgodnie ztg definicja mamy:
[dugosc])/[dlugosé]=[bez wymiaru] (réwnanie (6.9.13)). Generalnie Kkiedy
operujemy stosunkami dwoch takich samych wielkosci, to mamy do czynienia
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z wielko$cig bezwymiarowa. Wielko$¢ taka moze by¢ uzywana w dowolnym
uktadzie jednostek bez zadnych przeliczen. Na przyktad jezeli jeden samochdd
jedzie z predkoscig 20[m/s] a drugi z predkoscig 10[m/s], to stosunek predkosci
pierwszego samochodu do drugiego wynosi 2[bez wymiaru]. Liczbe dwa
otrzymamy réwniez wyrazajac predkosci tych samochodow w [km/h],
[milach/tydzien], czy [wiorstach/minute].

Dygresja 4.9.1

Rachunek jednostek jest jedng z szybszych metod analizy poprawnosci
rozwigzania zadania z fizyki. Pierwszg rzeczg, ktorg robie sprawdzajgc rozwigzania
zadan, jest okreSlenie jednostki otrzymanego wyniku. Jezeli okaze sie, ze na
przyktad predkos¢ wyszta komus w [kg/s], lub wynik jest sumg (roznicg) dwoch
réznych wielkosci (co jest ciezkim grzechem), to wiem, ze: po pierwsze zadanie
zrobione jest Zle, a po drugie i gorsze piszgcego takie bzdury nie ruszajg. Mnie
ruszajg, a to ja wystawiam oceny. Wychodze z zatozenia, ze lepiej jest nie pisac
w ogole niz pisac ewidentne bzdury.

Pierwszym uczonym, ktory jawnie pisal 1 stosowal analize wymiarowg
byl Jean Fourier, ktory znany jest przede wszystkim z analizy fourierowskiej
(0 tym bedzie w tematach drgania, fale 1 nie tylko). Pisal o niej w pracy
Analityczna teoria ciepla opublikowanej w 1822 roku. Fourier podkreslatl jej
zalety, jako prostej metody na sprawdzenie poprawnosci obliczen. Warto doda¢,
(o tym nie pisat Fourier), ze analiza wymiarowa pozwala na odtworzenie
pewnych prostych wzoréow, ktorych nie pamigtamy. Oto dwa przyktady. Jak
wigze si¢ ze sobg czestotliwos¢ fali f, dlugos¢ fali 4 1 jej predkos¢ v?
Czestotliwos¢ ma wymiar jeden przez czas. Istnieje tylko jedna kombinacja
dhugosci fali A (ktéra ma wymiar dlugosci) 1 predkosci v, ktéra daje wielkos¢
jeden przez czas, jest to

m
V_ | s _H 6.9.19
—= | = | =] -
A m S

Mozemy zatem przyjac
foat 6.9.20
A

Gdzie a jest bezwymiarowa stala, ktorej nie da si¢ okresli¢ z analizy
wymiarowej (bo jest bezwymiarowa). Zwykle jednak wiemy czy taka stata jest
potrzebna czy nie. Drugim przyktadem jest wzor (3.2) na okres wahadta
matematycznego. W prostym modelu mamy trzy parametry: mas¢ wahadta m,
dlugos¢ wahadta L, przyspieszenie ziemskie g. Pomijamy inne czynniki; na
przyktad opory ruchu. Ponownie istnieje tylko jedna kombinacja tych wielkos$ci
prowadzace do wielko$ci o wymiarze czasu. Jest nig wzor (3.2)

T a\/g 6.9.21
g

a=2rx 6.9.21a
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Bezwymiarowej statej o nie uzyskamy z analizy wymiarowej.

Na tym sie bynajmniej wartos¢ analizy wymiarowej nie konczy sie. Za jej
pomocg mozemy znajdowal sciezki do nieznanych wczesniej zaleznosci,
uzytecznych z technicznego punktu widzenia, lub wrecz dokonywac¢ naukowych
odkryé. Na przyktad pod koniec lat szesc¢dziesigtych XX wieku J. Bjorken wysunat
hipoteze, na bazie analizy wymiarowej, dotyczacej procesu rozpraszania
elektrondw na nukleonach (sktadnikach jagdra atomowego). W latach 70-tych
XX wieku hipoteza ta zostata potwierdzona doswiadczalnie.

Na koniec zasadnicza uwaga. Caly czas mowimy o analizie wymiarowej,
ktora czasem btednie nazywa si¢ rachunkiem jednostek. Wezmy taki przyktad.
Predkos¢ katowa @ mozemy wyrazi¢ jako iloraz przyrostu kata Agp w czasie At:

Ap 6.9.22
w==—

At
W fizyce najczesciej stosowang jednostka kata jest radian. Radian jest
wielko$cig bezwymiarowa (podobnie jak i1 inne jednostki kata). Oznacza to, ze
wymiarem predkosci katowej jest odwrotnos$¢ czasu.

{a)} _ 1 6.9.23
{czas}
Natomiast jednostka predkosci katowej @ jest w uktadzie SI radian na sekunde
o)=L
[ S] 6.9.24

Mieszanie pojecia wielkosci fizycznej 1 jednostki tej wielkosci moze prowadzié
do nieporozumien. Na przyktad przyspieszenie dosrodkowe dziatajace na mase
punktowg, w ruchu po okregu 0 promieniu r z predkoscia katowa @ wyraza si¢
wzorem:

a=aw’r 6.9.25
Wymiar przyspieszenia to oczywiscie dlugos¢ na czas do kwadratu.
PrzeprowadZzmy analiz¢ wymiarows, ale na jednostkach, wzoru (6.9.25).

la]= [%d}[m] =[msrzad} 6.9.26

Wyszto nam metr razy radian przez sekunde¢ do kwadratu. Co$ jest nie tak.
Zwykle si¢ w takich przypadkach dodaje, Ze radian jest wiclkoScig
bezwymiarowa i go pomija. Ale radian nie jest wielkoscig tylko jednostka miary
kata; wielkoscig jest kat! Wigc taki komentarz jest niepoprawny. Jezeli
prowadzimy analize¢ wymiarowa to robmy to konsekwentnie na wymiarach a nie
na jednostkach

{a}:{slz}{m}:{smz} 6.9.27

I nie ma zadnego problemu. Wymiarem przyspieszenia jest dlugos¢ na czas do
kwadratu.
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Obok analizy wymiarowej warto réwniez popatrzy¢ jak wyglada to na
jednostkach. Moze sie okaza¢, ze dostaniemy na przyktad taki wzér na
przyspieszenie

[a]{ i } 6.9.28

s?cm

Od strony wymiaru wszystko jest w porzadku. Na gorze mamy metr kwadrat,
czyli dtugos¢ do kwadratu, a na dole mamy centymetr, czyli tez dtugos$¢ oraz
sekunde do kwadratu. Po przejsciu od jednostek do wymiarow i po skroceniu
otrzymamy na gorze dtugos¢ a na dole sekunde do kwadratu, czyli poprawny
wymiar przyspieszenia. Ale jak podzielimy powiedzmy jeden metr do kwadratu
przez 10 centymetrow, to dostaniemy jedng dziesigta metra kwadrat na
centymetr. Poprawng warto$¢ ale w coskolwiek dziwnej jednostce dlugosci:
metr kwadrat na centymetr. W czasie obliczen mozemy o tym tatwo zapomnie¢
I napisa¢ po prostu 0.1m, co bedzie juz ztg wartos¢ liczbows. Zamieniajac owe
10cm na 0.lmetra otrzymamy 10metréw, czyli poprawng wartos¢ liczbowa
wyrazong w metrach. Wiec zapis (6.9.28), cho¢ nie stanowi analizy
wymiarowej, pozwala nam zobaczy¢, ze mieszamy na przyklad rdzne jednostki
dtugosci, co zwykle prowadzi do btedéw w wartosciach liczbowych (a nie
w wymiarze uzyskanego wyniku). Nie mniej zapis (6.9.29) nie jest poprawnym
zapisem analizy wymiarowej.
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7. Tabele

7.1. Przedrostki wielokrotne ukiadu Sl

Przedrostki, to krotkie stowa dodawane na poczatku nazwy jednostki. Dzigki
nim liczby, ktorymi operujemy nie s3 zbyt duze. Zamiast mowié ze
przejechalismy odleglosci stu dwudziestu pigciu tysiecy metrow (125000m),
wolimy powiedzie¢, ze przejechaliSmy odlegtos¢ 125 Kil@metrow (125Km).
Zamiast mowi¢, ze nasz dysk ma pojemnos¢ 250 miliardow bajtoéw
(250 000 000 000B) wolimy powiedzie¢, ze nasz dysk ma pojemnosé¢ 250
gigabajtow (250GB). Ponizej zamieScitem tabelg przedrostkow zwiekszajacych
warto$¢ jednostek.

Nazwa mnoznika Przedrostek
Mnoznik Nazwa Symbol

dziesigé 10* deka da
sto 10° hekto h
tysiac 10° kilo Kk
milion 10° mega M
miliard 10° giga G
bilion 10% tera T
biliard 10" peta P
trylion 10" eksa E
tryliard 10 zetta Z
kwadrylion 10 jotta Y

Tabela 7.1.1. Przedrostki wielokrotne uktadu SI

Uwaga: W USA miliard to nasze sto milionéw - 10° bilion to nasz miliard —
10°, a trylion to nasz bilion czyli 10**. Jako ciekawostke podam, ze z greckiego
pochodza nastepujace nazwy: deka od dekas — dziesi¢¢; hekto od hekato — sto;
mega od megas — wielki; giga od gigas — olbrzymi; tera od teras — siegajacy
nieba. Z taciny mamy: peta od peto — dazacy do, oraz eksa od eks — na zewnatrz.
Zetta pochodzi od facinskiego septo — siedem, gdyz zetta to 1000’. Jotta
pochodzi od greckiego okto — osiem, gdyz jotta to 1000°. Zetta i jotta zostaly
dodane do oficjalnej tabeli przedrostkéw uktadu SI w 1991.
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7.2. Przedrostki podwielokrotne uktadu SI

Przedrostki podwielokrotne stuzag do zmniejszania wartosci jednostek. I tak
zamiast mowic, ze $rednica $ruby ma trzy tysigczne metra (0.003m), wolimy
powiedzie¢, ze ma trzy milimetry (3mm). Nieco problemu jest z kilogramem.
Jak wida¢ jednostka podstawowa uktadu SI to tysigc gram (1000g), czyli jeden
Kilgram (1Kg). Dlatego powiemy, ze dzienna dawka leku to Smiligraméw
(5mQ), a nie 5mikrokilogramow (5ukg). A tysige kilogramoéw (1000kg) to nie
jeden Kilokilogram (1kkg), tylko jedna tona (1T) lub jeden megagram (1Mg).
Coz, ze wzgledow historycznych nazewnictwo nie zawsze jest konsekwentne,
0 czym si¢ jeszcze nieraz przekonacie.

Przedrostek

Nazwa mnoznika Mnoznik Nazwa Symbol
dziesigta 10 decy d
setna 10 centy c
tysigczna 10 mili m
milionowa 10° mikro n
miliardowa 10° nano n
bilionowa 10" piko p
biliardowa 10" femto f
trylionowa 10" atto a
tryliardowa 10 zepto z
kwadrylionowa 10 jokto Y

Tabela 7.2.1. Przedrostki podwielokrotne uktadu SI

Jako ciekawostke podam, ze z taciny mamy: decy od decem — dziesig¢¢; centy od
centum — sto; mili od mille — tysigc, a z greki: mikro od mikros — maty;
z wloskiego: nano od nano — karzetek; piko od piccolo — malenki;
z szwedzkiego: femto od femton — pigtnascie oraz atto od atton — osiemnascie.
Zepto wzielo si¢ od francuskiego sept i/lub tacinskiego spetem — siedem, gdyz
Zepto to 10007 Jokto wzielo si¢ z greckiego okto — osiem, gdyz okto to 10007,
Zepto 1 okto zostaty dodane do oficjalne;j tabeli przedrostkow uktadu ST w 1991
roku.

87



Jan Masajada © — Fizyka w 45 tematach

7.3. Alfabet grecki

Litery alfabetu greckiego sg nader chetnie wykorzystywane jako symbole
wielkosci 1 stalych fizycznych. Na przyklad na oznaczenie kata czesto
wykorzystuje si¢ takie greckie litery jak «, 6, ¢. Warto wigc mie¢ pod reka
tabele z greckim alfabetem.

litera wymowa litera wymowa
Al alfa N, ¥ ni
B, beta E & ksi
T,y gamma 0, 0 omikron
A, delta I n pi
E, epsilon P, ro
Z, dzeta e sigma
H, eta Tk tau
- 6.6 teta Y, v ipsilon
It jota R fi
K, kappa X, I chi
AN lambda ¥,y psi
M, mi Q o omega
Tabela 7.3.1. Alfabet grecki. Na zielono zaznaczone s3 te litery, ktére sa
czesto wykorzystywane w podrecznikach do fizyki i matematyki. Pozostate
sg zbytnio podobne do liter alfabetu tacinskiego.
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7.4. Inne oznaczenia

Obok greckich liter w uzyciu mamy réwniez inne oznaczenia. Ponizsza tabela
przedstawia te z nich, ktore sa wykorzystywane w dalszej czesci wyktadow.

symbol Opis wymowa
0 symbol nieskonczonosci -
h Stata Plancka dzielona przez 2n h-kreslone
'& Angstrom jednostka uzywana w fizyce angstrom
atomowej. 1 =10""m
\% Operator rézniczkowy nabla

Tabela 7.4.1. Wykaz wybranych pozostatych symboli uzywanych
w tekscie wyktadu
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7.5. Wartosci statych fizycznych

Wartosci statych fizycznych jakie pojawig si¢ w dalszej czesci wykltadow
zebrane sg w ponizszej tabeli. Warto$¢ stalych podane sg zgodne z najnowsza
definicjg uktadu SI. Na zielono oznaczone s3 state lezace u podstaw definicji

uktadu SI.

nazwa symbol wartos¢
elementarny tadunek | e 1.602176634 10°C [C]; [A - 5]
elektryczny
magneton Bohra Hs 9.27440094910% [1; [A-m?]
masa spoczynkowa elektronu me ~9.1093826-10°* [kg]
masa spoczynkowa neutronu m, ~1.67262171-107 [kg]
masa spoczynkowa protonu My ~1.67492728-107" [kg]
predkos¢ swiatta w prozni C 299792458 [E]
S
promien atomu Bohra re 5,2917720859-10™* [m]
przenikalnos¢ elektryczna ~8.854187817-10712 [ F ] _ [A254]
prozni & ' ml’ lkgm?
przenikalnos¢ magnetyczna 4107 [E] ; [kg m]
prézni n ml” [A2s?
stala Avogadra Na 6.02214076 10%
stata Boltzmanna 1.380649 102 [l] , [kg mz]
' Kl’ | Ks?
stata gazowa R - J 1. [ kem?
~8,314472 [mol K] ’ [mol Ksz]
stala grawitacji G N -1 [ m?
g ] ~6,67428.10" | 7|
stata Plancka h 6.62607015 10™J-s ] s]; [kgsmz]
stala Rydberga R

~1,09677-10" [i]

Tabela 7.5.1 WartoSci wybranych statych fizycznych. WartoSci podane sa
w uktadzie SI. Przy niektorych podane sg dwie jednostki przedzielone
Srednikiem. Pierwsza jednostka, to jednostka zwykle uzywana dla danej
wielkosci. Druga jest wyrazona przez jednostki podstawowe uktadu SI.
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7.6. Wartosci wybranych wielkosci fizycznych

Tabela (7.6.1) przedstawia wartosci wybranych wielkosci fizycznych, ktore sg
wielokrotnie przeze mnie wykorzystywane. Wickszos¢ z nich podana jest
Z doktadnoscia mniejszg od tej, ktore mozna znalez¢ w tablicach. Jest to zgodne
z celem do jakiego uzywam tych wartosci, to jest do przyktadowych obliczen
majacych na celu pokazanie zakresu wartosci z jakimi, w danym zagadnieniu
mamy do czynienia.

nazwa symbol wartos¢
Cisnienie atmosferyczne | brak 101.3 kPa
(Srednie na poziomie morza)

Masa Ziemi M, 5.972x10* kg
Promien Ziemi ($redni) Rz 6371 km
Przyspieszenie ziemskie g 9.807m/s’

Tabela 7.6.1 Wartosci wybranych parametréw fizycznych. Wartos$ci podane sa
w uktadzie SI. W kolumnie symbol przedstawione s3 powszechnie przyjete
symbole, jezeli takie sa.
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