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1. Podstawy

1.1. Graficzna reprezentacja wektoréw

Wiele wielko$ci fizycznych charakteryzujemy liczba. Przykladem takich
wielko$ci s3: masa, temperatura, dlugos$¢, ciSnienie, energia. WielkoSci te
nazywamy wielkosciami skalarnymi.

Definicja 1.1: Wielkos$¢ skalarna (w fizyce)

Wielkos¢ skalarna to taka wielRos¢ fizyczna, Ktorq mozemy scharaRteryzowaé
sRalarem (to jest liczbq)

Bez trudu znajdziemy wielkosci fizyczne, ktorych nie mozna opisaé liczba.
Przyktadem takich wielko$ci s3: predkos¢, sifa, ped. Liczbg mozemy okresli¢
warto$¢ predkosci, jednak warto$¢ predkosci na przyktad statku, nie powie nam,
W ktorg strone 0w statek si¢ porusza (rys. 1.1.1).

ptyn 15km/h

Rysunek 1.1.1. Polecenie ptyn z predkoscig 15km/h nie wystarczy sternikowi
do trafienia do celu

W przyktadzie z rysunku (1.1.1) polecenie ,,pltyn z predkosciag 15km/h” jest
niepetne. Potrzebny jest jeszcze kierunek, w ktéorym nalezy poptynaé. Aby
W pelni odda¢ charakter takiej wielkosci jak predkos¢ postugujemy sig
wektorem.

Spotkanie z wektorami zaczng od ich graficznej reprezentacji. Graficznie
wektor reprezentowany jest przez strzatke (rys. 1.1.2); taka strzatke nazywa si¢
w geometrii odcinkiem skierowanym. Dlugos$¢ strzatki (dtugosé wektora)
zawiera informacj¢ o wartosci wektora, a kierunek strzatki méwi — no wilasnie -
w jakim kierunku dziata owa wielkos$c.



Jan Masajada — © 45 tematow z fizyki

AY
AY
AY
Ay
A

("- a ‘

0‘

Rysunek 1.1.2. Dtugo$¢ strzatki (odcinka skierowanego) reprezentuje wartos¢
wektora. Kierunek strzatki wskazuje kierunek dziatania wielkosci wektorowej

Scislej rzecz biorac zamiast o samym Kierunku powinniémy moéwié o kierunku
I zwrocie wektora (rys. 1.1.3). Kierunek wektora wyznacza prosta, w ktorej ten
wektor si¢ zawiera. Zwrot wektora okresla w ktorg strone wektor jest zwrocony.

.ol it
\Z -
. 0'3‘\(\ g
e
o P -7 ! . L
(\’é (\NOQG g dwa wektory o tej samej wartosci,
2 tym samym kierunku, ale
e“*o(a 3 przeciwnym zwrocie
WZ-K &
’L
\

Rysunek 1.1.3 Dwa wektory o tej samej wartosci i tym samym kierunku, ale
przeciwnym zwrocie

Wracajac do przyktadu ze statkiem (rys. 1.1.1). Jezeli podamy wektor predkosci,
to znaczy wektor, ktorego warto$¢ bedzie okreslala wartos¢ predkosci statku
a kierunek 1 zwrot beda okreslaty kierunek w jakim si¢ nalezy poruszaé, to
obranie wlasciwego kursu nie bedzie problemem. Predkos¢ jest wielkoscia
wektorowa, to jest takg wielkoscig, do opisu, ktorej potrzebujemy wektorow.
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Rysunek 1.1.4. Teraz sternik juz wszystko wie

Szczegdlnym przykladem wektora jest wektor o zerowej dlugosci — tzw.
wektor zerowy. Wektor zerowy jest jedynym wektorem, dla ktorego nie
mozemy okres§li¢ ani kierunku ani zwrotu. Nie mniej jest to wektor, a jego
ewentualne wyrzucenie z kréolestwa wektorow (jako kara za brak kierunku
| zwrotu) sprowadzitby na to krolestwo wiele nieszczesc.

1.2. Wspélrzednosciowa reprezentacja wektoréw

Wektory jako strzalki nie sg jedynym sposobem na reprezentacje wielko$ci
wektorowych. W wielu przypadkach wygodniejsza jest reprezentacja
wspoétrzednosciowa. Reprezentacja wspotrzednosciowa wymaga zdefiniowania
uktadu wspotrzednych. W danym uktadzie wspotrzednych mozemy sprobowaé
okreslic wektor w sposob przedstawiony na rysunku (1.2.1). Cho¢ pomyst
wyglada dobrze nie jest zadowalajacy. Problem polega na tym, ze dwie
wzajemnie przesunigte strzatki sg dwiema réznymi strzatkami. Jednak z punktu
widzenia teorii wektorow obie strzatki reprezentujg ten sam wektor; jezeli
przyjmiemy, ze tak nie jest to opuscimy krolestwo wektorow. Jak wida¢ na
rysunku (1.2.2a) dwie przesunicte strzalki majg dwie takie same roznice (AX, Ay)
wspotrzednych koncow i poczatkow. Dlatego zamiast podawaé wspotrzedne
poczatkow 1koncow strzalek, postugujemy si¢ ich rdéznicami. Réznice te
nazywamy wspotrzednymi wektora. Zauwaz réwniez, ze strzatka obrdcona,
cho¢ zachowuje swoja dlugo$¢, zmienia swoje wspotrzedne (AX, Ay)
(rys. 1.2.2b). I bardzo dobrze bo strzatka obrdcona reprezentuje inny wektor.
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Rysunek 1.2.1. Wektor na plaszczyZznie mozemy sprébowac reprezentowac
wspotrzednosciowo; przez podanie dwoch par liczb. Pierwsza para liczb (xp, yp)
okresla wspoétrzedne poczatku wektora, adruga para (xx yk) okresla
wspotrzedne konica wektora.

Jak z tego wynika wektor v na ptaszczyznie mozemy reprezentowaé przez
dwie liczby (vx=AX, vy=Ay) nazywane wspotrzednymi tego wektora. Fakt ten
bede zapisywat tak: v(vx, Vy). Pogrubiona litera oznacza wektor, a symbole
w nawiasach z indeksem X i y oznaczajg wspoirzedne tego wektora w kierunku
osi X i y. W przypadku wektora predkosci liczby te majg prostg interpretacije
fizyczna. Wspotrzedne wektora predkosci méwia z jakg predkoscia porusza si¢
obiekt wzdluz kierunku wyznaczonego przez o$ X, a z jaka wzdtuz kierunku
wyznaczonego przez o$ Y. Ogolnie wspotrzedne wielkosci wektorowe] mowig
z jaka ,,intensywnos$cia” dziata ta wielkos¢ w kierunku osi x a z jaka w Kierunku
osi .

Nie zawsze wektor da si¢ reprezentowaé za pomoca dwodch
wspohrzednych. Jezeli bedziemy rozpatrywaé predko$¢ samolotu, to musimy
réwniez uwzgledni¢ predkos¢ wznoszenia lub opadania. W takim przypadku
wektory bedg mialy trzy wspotrzedne. Choé liczba wspdhrzednych wzrosta
wektory dalej mozemy rysowac jako strzatki, tyle ze w przestrzeni, a nie na
plaszczyznie (rys.1.2.3). Zapis wektora we wspohrzednych, w przestrzeni,
wyglada tak V(vx, Vy, V). Cztery wspolrzedne V(vy, Vy, V;, Vs) wskazuja, ze wektor
jest zdefiniowany w przestrzeni czterowymiarowej. Nie potrafimy sobie takiej
przestrzeni ani wyobrazi¢, ani tym bardziej jej narysowaé. Ale mozemy
zapostulowaé, ze jest przestrzen, w ktorej mozemy zdefiniowac cztery
wzajemnie prostopadte osie (X,y, z, S), i w ktorej wektory majg cztery
wspoOhrzedne. Tutaj po raz pierwszy ujawnila si¢ przewaga reprezentacji
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wspohrzednosciowej nad graficzng. Tylko czy przestrzenie czterowymiarowe
majg jakie$ fizyczne znaczenie?

y/\ b y/\

yk_yp

Ay

AX=X, X,

Rysunek 1.2.2. a) Dwa wzajemnie przesuniete wektory to te same wektory. Ale
dwie przesuniete strzatki to inne strzatki i majg inne wspéirzedne koncow
i poczatkéw. Wida¢ z tego, ze strzatki nie do konica odpowiadaja wektorom.
Jednak réznice wspétrzednych koncéw i poczatkéw strzatek (Ax, Ay) sa takie
same w obu przypadkach. I to przez te réznice, nazywane wspétrzednymi
wektora, charakteryzujemy wektory; b) Dwie obrécone strzatki majg rézne
wspoétrzedne i reprezentuja dwa rézne wektory.

Oczywiscie, ze tak, fizyczne znaczenie maja przestrzenie bardzo, bardzo
wielowymiarowe, nawet nieskonczenie wiclowymiarowe. Temat ten jest
oméwiony w ramach wyktadow z fizyki.

0>AvV|=NA
S v

Rysunek 1.2.3. W trzech wymiarach wektory majg trzy wspotrzedne.
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Jak odczyta¢ warto$¢ (dtugos¢) wektora z jego wspdlrzednych?
Odpowiedzig jest twierdzenie Pitagorasa. Dlugos¢ wektora jest rowna (rys.1.2.4)

lv| = /Ax?% + Ay? = /v,% + v 1.2.1a

AX=X, =X,

K

AY=Y Y,

XV

AX=X, =X,

Rysunek 1.2.4. Do obliczania dlugosci wektora stosujemy twierdzenie
Pitagorasa.

Gdy mamy wektory N-wymiarowe mozemy bez trudu uogdlni¢ powyzszy wzor

1.2.1b

W tym wzorze zrezygnowalem z indeksowania wspohrzgdnych przez litery
alfabetu x, vy, z, .... na rzecz indeksowania kolejnymi liczbami
reprezentowanymi przez literg i.

Zasadniczg zaleta wielkosci wektorowych, czyli takich, ktore mozemy
opisa¢ wektorem jest to, ze zagadnienie wielowymiarowe mozemy sprowadzi¢
do N-zagadnien jednowymiarowych. Tutaj N jest wymiarem przestrzeni
wektorowej. Jezeli na przyktad na jaki§ obiekt dziata sita F, to obliczanie
skutkow dziatania tej sity mozemy w przestrzeni dwuwymiarowej sprowadzié
do niezaleznego obliczenia tychze skutkow wzdhuz dwoch osi X 1 y. Choc
postepujac w ten sposob musimy rozwigza¢ N-zagadnien zamiast jednego, to te
N jednowymiarowych zagadnien jest cz¢sto duzo prostsze od odpowiadajgcego
Im jednego zagadnienia N-wymiarowego.



Jan Masajada — © 45 tematow z fizyki

Regula 1.2.1: Rozklad zagadnienia wektorowego na wspolrzedne
Jezeli mamy wielRosci weKtorowe, a wymiar przestrzeni wynosi N, to sKutRi
fizyczne dziatania wielkosci weRtorowych mozemy zawsze obliczyé w ten sposéb,
ze obliczamy je niezaleinie dla wszystRich N wymiarow a wyniki skfadamy
zgodnie z zasadami rachunku weRtorowego. Jezeli tego sig nie da zrobi¢ to albo
wielRosci z Rtorymi mamy do czynienie nie sq wielRosciami wektorowymi, albo
operacje, Ktére stosujemy sq Zle zdefiniowane.

Czas na prosty przykiad:

Zadanie 1.2.1

Na rzece o szerokosci h 1 pradzie wody o predkosci v, porusza si¢
motorowa 16dka. Silnik to6dki pcha ja prostopadle do brzegow
z predkoscig v;. Obliczy¢ czas w jakim todka przeptynie z jednego brzegu
na drugi oraz droge jaka, W tym czasie, przebe¢dzie wzdtuz brzegu rzeki.
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-
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Rysunek 1.2.5. Szkic do zadania 1.2.1
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Z tresci zadania wynika, ze szukamy wielkosci d (zgodnie z oznaczeniem na
rysunku (1.2.5)) oraz czasu przejsécia todki z jednego brzegu na drugi. Zrobie to
zadanie na dwa sposoby. W pierwszym podejsciu nie bede korzystat z wiasnosci
wektorow. Z rysunku widac, ze

tan(a) =—=—=>d=—h 1.2.2

Aby obliczy¢ czas przej$cia musimy wyznaczy¢ droge S jaka przebedzie todka
oraz jej predkos¢ wypadkowa v. Droga s jest rowna

U +U
=h2 +d? = /hz h?— i -t /vr+vl

Predkos¢ wypadkowa todki wynosi

Czas w jakim t6dka przeptynie droge S wynosi




Jan Masajada — © 45 tematow z fizyki

h
t_S_v_l‘/er—l_vlz_h Los
v JvE4+vE W
W drugiej metodzie rozwigzania zadania potraktuje predkos¢ todki i jej
przesunigcie jak wektory. W ukladzie wspotrzednych zaznaczonym na rysunku
wspotrzedne tych wektoréw wynosza V(v V), s(d; h). Rozwigzg zadanie
rozwazajac osobno ruch w kierunku osi x i 0si y. Czas potrzebny na przejscie
drogi d z predkoscia v jest rowny
h
t=—
Uy 1.2.6
Jest to zarazem czas w jakim todka ptynie z jednego brzegu na drugi oraz
w jakim prad wody spycha 16dke w dot rzeki. Obliczony czas zgadza si¢
Z czasem obliczonym pierwszg metodg (1.2.5). Droga jaka t6dka, w tym czasie,
przebedzie w dot rzeki jest rowna
h %
d=tv, =—v, =— 1.2.7
Vi Vi
Co zgadza si¢ ze wzorem (1.2.2). Jak wida¢ obie metody daly te same wyniki.
Jednak metoda wektorowa jest prostsza. W bardziej zlozonych problemach
przewaga metody wektorowej jest jeszcze wyrazniejsza.
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2. Dzialania na wektorach

2.1. Mnozenie wektora przez liczbe (skalar)
Pierwszym dziataniem, ktére omowi¢ jest mnozenie wektora przez skalar, czyli
liczbe. Jak wykonaé te operacje¢? Graficznie przepis jest prosty (rys. 2.1.1).
Definicja 2.1.1: Graficzne mnozenie wektora przez liczbe

Aby pomnozy¢ wektor v przez liczbe a w reprezentacji graficznej tegoZ wektora
dtugos¢ reprezentujqcej go strzatki mnozymy przez wartos¢ bezwzgledng liczby a.
Jezeli liczba a jest ujemna to zmieniamy zwrot wektora.

N N
a y b y a=-1,4
a=0,5

AX

T

X ¥
D‘[
$%

X v

Ay

Y]

Rysunek 2.1.1. Przyklad graficznego mnozenia wektora v przez liczbe a
(a) a=0,5; (b) a=-1,4. Zrysunku wida¢, ze wspoéirzedne wektora czerwonego
(otrzymanego przez mnozenie przez liczbe wektora zielonego) s3 réwne
wspoétrzednym wektora zielonego przemnozonym przez danag liczbe, co jest
trescig wspotrzednosciowej definicji mnozenia wektora przez liczbe.

W  reprezentacji wspotrzedno$ciowej] mnozymy przez liczbe wszystkie
wspoétrzedne wektora.

Definicja 2.1.2: Wspélrzednosciowe mnozenie wektora przez liczbe
Mnozenie wektora v o wspotrzednych (vy vy vz) przez liczbe a daje w wyniku
wektor w, Ktorego wspotrzedne sq rownie iloczynowi liczby a i odpowiednich
wspotrzednych wektora v (wzor (2.1.1))

av(ve vy; v,) = w(avy avy; av,) = w(we wys w,) 211

10
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2.2. Dodawanie wektorow

Drugim dzialaniem, ktére omowie jest dodawanie wektoréw. Dodajac do siebie
dwa wektory u i v dostajemy trzeci wektor w. Graficznie dodawanie realizujemy

W nastepujacy sposob (rys. 2.2.1).
Definicja 2.2.1: Graficzne dodawanie wektorow
Aby dodaé dwa wektory u i v nalezy strzatke reprezentujqcq jeden z nich przenies¢
rownolegle tak aby jej poczqtek zostat zaczepiony na Roricu drugiej strzatki. Sume
wykreslamy rysujqc strzatke od poczqtRu nieprzesunigtego wektora do Rorica
przesunigtego wektora.

N

C y

|

XV

g S I A A

N
e u

Rysunek 2.2.1. Przyklad graficznego dodawania wektoréow: a) dwa
przyktadowe wektory u i v; b) sume wektor6w u i v mozna utworzy¢ albo
przesuwajac wektor v (goéra rysunku) albo przesuwajac wektor u (dét rysunku).
Czerwona strzatka reprezentuje sume w=u+v. Przypominam, ze dwie strzatki,
ktére mozna natozy¢ na siebie przez przesuniecie reprezentujg ten sam wektor.
Zatem dwie strzalki czerwone na czesci (b) rysunku to ten sam wektor.

Jak wida¢ z rysunku (2.2.1) dodawanie wektorow jest przemienne.

Fakt 2.2.1

Dodawanie wektoréw jest przemienne

w=u+v=v+u 221

<V

11
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Definicja 2.1.4: Dodawanie wektorow we wspoélrzednych

Aby dodaé dwa wektory u i v nalezy dodac ich odpowiednie wspéfrzedne. Sumy
wspotrzednych okreslajqg wspotrzedne wektora w bedgcego sumq wektorow u i v

(wzor (2.2))

u(ux; Uy; uy) + V(Uxi Vy; Vz) 2.2.2
= w(uy, + vy uy + vy U +vy,)
= w(wy; wy; wy)

2.3. Odejmowanie wektoréw

Skoro wiemy juz jak mnozy¢ wektory przez liczbe oraz jak je dodawac bez
trudu poradzimy sobie z odejmowaniem wektorow. Skorzystamy tu z prostej
zaleznoS$ci

w=u—-v=u+(—1)v 231
Zatem aby od wektora u odjaé¢ wektor v, wektor v mnozymy przez liczbe -1 i tak
przemnozony wektor dodajemy do wektora u. Rysunek (2.3.1) przedstawia
przyktad takiej operacji.

N

= y

|
AN
N

Rysunek 2.3.1. Przyktad odejmowania dwéch wektoréw u i v. W czesci (b)
mamy pokazane dwie réznice w=u-v oraz -~-w=v-u.

XV

We wspotrzednych wyglada to tak
u(ug uy; uy) = v(vg vy; v,) 2.3.2
= w(ux — Vy; Uy — Vy; Uy — vz)
= w(wx; wy; WZ)

12
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Fakt 2.3.1

Odejmowanie wektoréw jest antyprzemienne, to znaczy

= —_ e J— [
w u—v v—u w 233

2.4. lloczyn skalarny wektoréw

Czas na bardziej ztozong operacje — iloczyn skalarny wektoréw. lloczyn
skalarny przyporzadkowuje dwom dowolnym wektorom liczbe, czyli skalar;
stad Jego nazwa. Szkolna definicja iloczynu skalarnego wyglada tak:

Definicja 2.4.1: SzRolna definicja iloczynu skalarnego dwich weRtoréw
Iloczyn sRalarny wektor w i v, oznaczany przez wv, przyporzqdRowuje tym
wektorom nastegpujacq liczbe

u-v = |u||v] cos(< (u,v)) 241

Tutaj <(u,v) oznacza kat miedzy wektorem u i v (rys. 2.4.1)

Rysunek 2.4.1. Iloczyn skalarny wektora u i v jest rowny |u| |v| cos(a) wedtug
szkolnej reguty, a we wspdéirzednych wyraza sie wzorem ux v+ uy v,

We wspotrzednych kartezjanskich iloczyn skalarny dwoch wektorow wyraza sie
jako suma iloczynu ich kolejnych wspdtrzednych.

Definicja 2.4.2: Iloczyn skalarny dwéch wektoréw we wspétrzednych

Iloczyn skalarny wektor u(ug w, u;) i v(vy v, ;) oznaczany jako wv,
przyporzqdRowuje tym wektorom liczbe bedgca sumq iloczyndw Rolejnych
wspétrzednych tych wektoréw (wzor (2.4.2))

u- Vv =ugVy + uUyvy + U, v, 249

13
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Ze wzoru (2.4.2) wida¢, ze iloczyn skalarny jest przemienny

Fakt 2.4.1
lloczyn skalarny wektoréw jest przemienny

u-v=v-u 2.4.3

Fakt 2.4.2
lloczyn skalarny dwdch wzajemnie prostopadtych wektoréw jest rowny zeru
Fakt (2.4.2) wynika z tego, ze kat miedzy dwoma prostopadtymi wektorami jest
rowny katowi prostemu, a cosinus kata prostego jest réwny zeru. Stad dla dwdch
prostopadtych wektorow cosinus we wzorze (2.4.1) jest rowny zeru.
Majac dane dwa wektory mozemy w tatwy sposéb obliczy¢ cosinus kata miedzy
nimi. W tym celu przeksztalcamy rownanie (2.4.1)
Fakt 2.4.3
Cosinus kata miedzy dwoma wektorami dany jest wzorem

u-v
cos(< (u,v)) =

[ [v] 2.4.4

lloczyn skalarny dwoch wektordow ma prosta interpretacje fizyczng.
Powiedzmy, ze wektor S wyznacza przesuni¢cie ciala pod wplywem dzialania
sity opisanej wektorem F. Gdy wektor s jest rownolegly do wektora F, to praca
W sily wlozona w przesuniecie ciata wyraza sie jako iloczyn dtugosci s i F;
W=|F||s|. Jednak, gdy sita nie jest rownolegla do przesunigcia, tak jak jest to
pokazane na rysunku (2.4.2), to wtedy musimy wyznaczy¢ ta czes$¢ sity F, ktora
dziata zgodnie z przesunigciem S. Oznaczymy jg przez Fy. Z rysunku wida¢, ze
Fx = |F| cos<(s,F). Poniewaz wektor Fy jest rownolegly do wektora przesunigcia
S praca wyrazi si¢ jako iloczyn wartosci tych wektorow W =|F| |s| =|F| [3|
cos<(s,F); jest to szkolna posta¢ (2.4.1) wzoru na iloczyn skalarny dwoch
wektorow F i s.

14
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W=F, |s|=|F||s|cos(a)=F-s

.

Rysunek 2.4.2. Jezeli sita F nie dziala réwnolegle do przesuniecia s, to
obliczajac prace musimy wyznaczy¢ jaka cze$¢ sity F dziata w kierunku
przesuniecia s. Przy obliczaniu pracy wykorzystujemy tg zgodng z kierunkiem
przesuniecia sktadowa sity. W najprostszy sposéb mozemy to zrobié
wykorzystujac iloczyn skalary wektora sily i wektora przesuniecia.

Dyskusja 2.4.1: O sktadowych wektoréw

Na rysunku (2.4.2) przedstawitem sktadowe wektora sity F, i Fy, poprzez strzatki, czyli tak
Jak wektory. Czy sktadowe sg wektorami czy liczbami? C6z, sprawa nie jest jednoznaczna.
Ale zwykle ta niejednoznacznos¢ nie powoduje nieporozumienia, gdyz z kontekstu wynika
czy traktujemy sktadowg jak liczbe czy jak wektor. Ja rowniez czasem bede traktowat
sktadowe jak wektory, a czasem jak liczby.

2.5. lloczyn wektorowy wektoréw

lloczyn wektorowy dwoch wektoréw przyporzadkowuje kazdej parze wektorow

wektor. lloczyn wektorowy ¢ wektora a i b oznaczamy

c=axb 25.1
Szkolna konstrukcja wektora ¢ bedacego iloczynem wektorowym wektora a i b
wyglada tak: Dlugo$¢ wektora C jest rowna iloczynowi dtugosci wektora a i b
I sinusa kata miedzy nimi.

lc| = |a]|b|sin(< a, b)

Kierunek wektora c zdefiniowany jest jako prostopadly do plaszczyzny
wyznaczonej przez wektory a i b, zaczepione w tym samym punkcie. Dwa
niezerowe 1 nie majace tego samego kierunku wektory zaczepione w tym
samym punkcie wyznaczaja trzy nie lezace na tej samej linii punkty: wspolny
punkt zaczepienia 1 dwa konce tych wektorow. Trzy takie punkty wyznaczaja
jednoznacznie plaszczyzne (rys. 2.5.1). Wektor ¢ jest prostopadly do tej

25.2
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plaszczyzny; pozostaje pytanie o zwrot wektora c. Tu z pomocg przychodzi nam
regula Sruby prawoskretnej. Aby wyznaczy¢ zwrot wektora € bedacego
wynikiem iloczynu wektorowego wektora a i b musimy kreci¢ Srube
prawoskretng od wektora a do wektora b, kierunek ruchu tej §ruby wskaze nam
zwrot wektora c (rys. 2.5.2).

YA

y
><\

Rysunek 2.5.1. Dwa niezerowe wektory a i b o réznych kierunkach wyznaczaja
plaszczyzne. Wektor c jest prostopadty do tej ptaszczyzny.

Rysunek 2.5.2. Zwrot wektora ¢ bedgcego wynikiem iloczynu wektorowego
wektora a i b wyznaczamy za pomoca reguly sSruby prawoskretnej

Podsumuje dotychczasowe informacje
Definicja 2.5.1: Iloczyn wektorowy dwéch wektoréw; szkolna definicja

Iloczyn wektorowy wektoréw a i b - ax b, przyporzqdRowuje tym wektorom wektor
Rtorego dtugosc jest rowna iloczynowi dtugosci wektorow a i b oraz sinusa Rgta
miedzy tymi wektorami, RieruneR, wektora ¢ jest KierunKiem prostopadtym do

16
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plaszczyzny wyznaczonej przez wektory a i b, a zwrot jest wyznaczony przez ruch
Sruby prawoskretnej obracanej od wektora a do wektora b.

Jezeli wektory a 1 b majg ten sam kierunek (sa roéwnolegte, albo
antyrownolegle), to ich iloczyn wektorowy jest rowny wektorowi zerowemu
(sinus kata zero lub ) jest rowny zeru.
Fakt 2.5.1.
lloczyn wektorowych dwéch wektoréw o tym samym kierunku jest rowny wektorowi
zerowemu.
Co si¢ stanie gdy zamienimy kolejnos¢ w iloczynie wektorowym, to znaczy

zamiast axb bedziemy mieli bxa? Jedyng zmiang jaka nastgpi jest to, ze $ruba

prawoskretna bedzie si¢ przesuwala w przeciwng strong. Oznacza to, ze

c=axb=-(bxa) 253

Iloczyn wektorowy jest antyprzemienny.
Fakt 2.5.2.

lloczyn wektorowych dwdch wektordéw jest antyprzemienny

Podam teraz definicj¢ iloczynu wektorowego dwoch wektoréw opartg
0 wspotrzedne. W tym celu wprowadze nowych symbol &y,. Jak wida¢ symbol
£ ma trzy indeksy X, y, z i nastepujgce wlasnosci

Definicja 2.5.2: Symbol €

Niech €.y;=1, Wtedy przy parzystej liczbie przestawieri indeRsow symbol e zachowuge
wartosc 1, a przy nieparzystej przyjmuje wartosc -1.

Na przyklad przejécie od &y, do &y zmienia znak &, gdyz jedno przestawienie
jest nieparzysta liczba przestawien. Natomiast &y, dalej jest rowne jeden bo
mamy dwa przestawienia (najpierw z przeskoczyto y, a potem x). Jednak
przejscie od &x=-1 do &x=1 wymaga nieparzystej liczby przestawien dlatego
warto$ci symbolu £ ro6znig si¢ w tym przypadku znakiem (rys.2.5.3)

jedno przestawienie
zmiana znaku dwa przestawienia
ten sam znak

£,u=-1 < &,

trzy przestaW|en|a
zmiana znaku

Rysunek 2.5.3. Przykitady zachowania sie symbolu & przy réznych
przestawieniach indeksow

17
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Dokonam przyporzadkowania indeksow symbolu & wspolrzednym kolejnych
wektorow w iloczynie wektorowym c=axb. Pierwszy indeks oznacza
wspotrzedng wektora ¢, drugi indeks oznacza wspotrzedng wektora a, a trzeci
indeks oznacza wspotrzedng wektora b (rys. 2.5.4).

trzeci indeks okresla
wspobtrzedng wektora b

drugi indeks okresla
wspoirzedng wektora a

c=axb

pierwszy indeks okresla
wspotrzedng wektora ¢

Rysunek 2.5.4. Przypisanie indeksom symbolu & indeks6w poszczego6lnych
wektoréw w iloczynie wektorowym.

Jezeli chcemy obliczy¢ jakas wspotrzedng wektora c; powiedzmy wspohrzedng
druga (y-kowg) to w symbolu & przestawiamy wspotrzedng y-kowa na pierwsze
miejsce. W ten sposéb otrzymamy dwa mozliwe uporzadkowania pozostatych
indeksow: gx,=-1 oraz gn=1. Pierwszej mozliwo$ci odpowiada iloczyn
wspoOtrzednych asb, a drugiej aby. Kazdemu iloczynowi przyporzadkujemy
znak réwny znakowi odpowiadajacemu mu symbolowi & Tak wigc na druga

wspolrzedng wektora C otrzymamy wzor

Cx = ayby — a,by 2.4
Postepujac w ten sam sposdéb mozemy wyznaczy¢ wszystkie sktadowe wektora
C.

c| ayb, —a,b,;

Cx Cy c,

azby — azby; axby, — ay,by 2.5.5

Iloczyn wektorowy dwoch wektorow ma prostg interpretacje geometryczna.
lloczyn wektorowy wektora a i b jest rowny co do wartosci polu
rownolegloboku skonstruowanego z tych wektorow (rys. 2.5.5). Latwo jest
rowniez pokaza¢ rownowazno$¢ szkolnej definicji iloczynu wektorowego
z definicja wspohrzgdnosciowa (rys. 2.5.6). Podany wyzej fakt jest rowniez
prawdziwy w tréjwymiarowym przypadku. Wynika to z tego, ze dwa niezerowe
wektory o réznych kierunkach wyznaczajg plaszczyzng. Zawsze mozemy
wybraé tak uklad wspotrzednych, ze jego dwie osie, powiedzmy osie X 1y beda
lezaly w tej plaszczyznie. Wtedy rownolegltobok utworzony z tych dwoch

18
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wektorow rowniez bedzie lezal w tej plaszczyznie i calos¢ sprowadzimy do
przypadku dwuwymiarowego. Skorzystalismy tu z waznego faktu, ze pole
powierzchni figury nie moze zaleze¢ od uktadu wspotrzednych, czyli we
wszystkich poprawnie okreslonych uktadach wspotrzednych pole musi by¢ takie
samo. Podsumowujac ostatnig dyskusje mamy

Fakt 2.5.3.

lloczyn wektorowy dwéch wektorow jest liczbowo réwny polu powierzchni
rownolegtoboku utworzonego z tych wektorow.

P=|vusin(o)|=|uxv]|

-

~"h=|u sin(a)<O0|

Rysunek 2.5.5. Pole rownolegtoboku wyznaczonego przez dwa wektory u i v
liczymy jako sume pél dwoéch trojkatow zaznaczonych na rysunku na zétto
i szaro. Pole kazdego tréjkata wyraza sie tym samym wzorem 1/2hv =
1/2uvsin(a). Zatem pole réwnolegtoboku jest réwne P = uvsin(a). Ale
wzoér ten wyznacza rowniez wartosci wektora c¢ bedacego iloczynem
wektorowym wektorauiv; P = |c| = |[u X v]|.
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(Vavy)

X1 Ty,

v

P 4
X ¥

; (Vx+uxivy+uy)

A, \

. \
n

(u,u,) (u,u,)

Rysunek 2.5.6. Pole réwnolegtoboku utworzonego przez wektory u i v jest
réwne roznicy pol zottej figury na rysunku (a) i szarej figury na rysunku (b). Pole
zottej figury to suma pol prostokata i dwdch tréjkatow. Pole prostokata wynosi -
vyux pole trojkatow wynosza: matego (-1/2 wxvy), duzego 1/2uxuy. Pole Zottej
figury wynosi —( vyux+1/2vyxvy+1/2uxuy). Znak minus wstawiony jest przy
wspoétrzednych o ujemnych wartosciach, tak aby pola poszczegélnych czesci
z6ttej figury byty dodatnie. Pole szarej figury wynosi —( vxuy+1/2 vxvy+1/2uxuy).
Réznica warto$¢ pdl figury zoéttej i szarej to -vyux+ vxuy. Illoczyn wektorowy
wektora u i v wynosi vxu=-vxu =c(0;0; -vyux+ vxuy). Trzecia sktadowa jest co do
warto$ci taka sama jak obliczone tu pole figury wyznaczonej przez wektoru uiv.
Otrzymalismy zatem wzor na wartos¢ iloczynu wektorowego wektora u i v we

wspotrzednych.

\
\ (vx+ ux1Vy+ uy)

Dla

iloczynu wektorowego udowodniono wiele uzytecznych twierdzen.

Przytocze tu, bez dowodu, te ktére beda dla nas uzyteczne. Ich dowody mozna
znalez¢ w wigkszos$ci podrecznikdéw z algebry.

Twierdzenie 2.5.1: Iloczyn wektorowy trzech weKtorow

Jezeli a, b, ¢ sq weRtorami w przestrzeni o wymiarze 3, to spetniona jest zaleznosé

ax(bxc)=b(a-c)—c(a-b)

2.5.6

Twierdzenie to pozwala na wyrazenie iloczynu wektorowego trzech wektorow
przez kombinacje ich iloczynéw skalarnych.

Twierdzenie 2.5.2: Niejednoznacznost iloczynu wektorowego

Niech a, b, ¢ bedq wektorami w przestrzeni o wymiarze 3 i c=axb. Z faktu, Ze znamy
wektory ¢ i a nie wynika w jednoznaczny sposéb postac wektora b.

Wiasnos$¢ tg ilustruje rysunek (2.5.7)
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Rysunek 2.5.7. JeZeli c=axb, to réwniez c=axb’. Prosta L jest rownolegta do
wektora a. Latwo jest to wykaza¢ korzystajac ze szkolnej definicji iloczynu
wektorowego. Jak z tego wida¢, wektorom ¢ i a moze odpowiada¢ wiele

wektoréw b takich, ze c=axb

Wykorzystuja rachunek wektorowy w latwy sposéb mozna udowodnié
wiele twierdzen znanych ze szkoty. Oto przyktad

Twierdzenie 2.5.3: Twierdzenie cosinusow

W dowolnym trijRgcie na pfaszczyinie, Kwadrat dfugosci dowolnego boKu jest
rowny sumie Rwadratow dtugosci pozostatych bokow, pomniejszonej o podwojony
iloczyn dtugosci tych bokow i cosinusa Rgta zawartego miedzy nimi

Trojka na ptaszczyznie wyznacza trzy wektory (rys. 2.5.8)

Rysunek 2.5.8. Trzy wektory tworzace trdjkat sumuja sie do zera

Spetniona jest zaleznos¢

atb+c=0=c=-(a+b) 2.5.7
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Skoro c=-(a+b), to lewa strong mozemy przemnozy¢ skalarnie przez wektor C,
a prawa przez wektor —(a+b).

c-c=(+b)-(a+b)=|c|?

— |a|? + |b|? + 2/a||b|cos(6) 2.5.8

Patrzac sie¢ uwaznie na rysunek (2.5.8) wida¢, ze

lc|? = |a]? + |b|? — 2|al|b] cos(8) 2:59

2.6. Cosinusy kierunkowe

Wyrysuyymy wektor na plaszczyznie w zadanym ukladzie wspotrzednych
(rys. 2.6.1). Mozemy go reprezentowaé jako wektor jednostkowy przemnozony
przez liczbe réwng dlugosci tego wektora. Przez wektor jednostkowy rozumiem
tu wektor rownolegly do danego, o dtugosci jeden i skierowany zgodnie
z danym wektorem. Wspotrzedne takiego jednostkowego wektora sg rowne jego
rzutom na osie uktadu wspotrzednych. Poniewaz jednak wektor ma dtugos¢
jeden, rzuty te sa rowne cosinusom odpowiednich katow. Mozemy zatem wektor
jednostkowy zapisa¢ tak

n{cos(a,); cos(ay)} 2.6.1

Wida¢ z tego, ze cosinusy katéw wektora jednostkowego sa zarazem jego
wspoOtrzednymi. Poniewaz wskazujg kierunek wektora nazywamy je cosinusami
kierunkowymi wektora. Wszystkie wektory rownolegle do danego wektora

jednostkowego mozemy zapisaé tak

W = bn = W{b COS((Xx); b COS((Zy)} 2.6.2

Tutaj b jest liczbg dodatnig wskazujaca ile razy dany wektor jest dluzszy
(krotszy) od wektora jednostkowego, ktory jest do niego réwnolegly. Wynika
Z tego, ze cosinusy kierunkowe mozemy uzy¢ do okreslenia dowolnego wektora.
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\ 4

Rysunek 2.6.1. Wektor w moZemy przedstawi¢ poprzez jego cosinusy
kierunkowe. Cosinusy kierunkowe wektora w to po prostu wspotrzedne
wektora jednostkowego réwnolegtego do wektora w. Tutaj wektor jednostkowy
jest narysowany na czerwono.

To samo mozemy zrobi¢ w trzech wymiarach (rys.2.6.2) jak i N wymiarach,
Czego juz nie narysuje.

Zl

X

Rysunek 2.6.2. W trzech wymiarach wspoétrzedne wektora jednostkowego
(wektory czerwony) wyrazajg sie przez trzy cosinusy kierunkowe

Wspohrzedne dowolnego wektora W w przestrzeni trojwymiarowej mozemy
wyrazi¢, w danym uktadzie wspotrzednych, przez jego cosinusy kierunkowe.

w{lwl cos(a,); |w| cos(ay); |w| cos(az)} Sw 56.3
= |w| cos(a,) e4 + |w]| cos(ay) ey
+ |w| cos(a,) e,

Ogolnie w N-wymiarowej przestrzeni wektorowej, w danej bazie, kazdy wektor
mozemy wyrazi¢ przez jego cosinusy kierunkowe.
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N N
i=1 i=1

Teraz poszczegodlne wymiary oznaczytem indeksami liczbowymi: i=1,2,3...,N.
Poniewaz cosinusy kierunkowe s3 wspohrzednymi wektora o dtugosci jeden,
spetniona jest zalezno$¢

N

Z cos?(a;) =1 2.6.5

=1
W tréjwymiarowej przestrzeni warunek ten ma postaci

cos?(ay) + cos?(ay) + cos?(a,) =1 266
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