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1. Wprowadzenie

Rozwazmy proste zagadnienie znalezienia predkosci chwilowej pojazdu,
ktorego ruch opisany jest funkcjg czasu t

s(t)=a-t

gdzie a jest liczba rzeczywista o wymiarze predkosci. Powyzsze rownanie
okresla zmiang drogi w czasie. Oczywiscie, ze szukana predkos¢ chwilowa jest
rOwna parametrowi a, ale warto si¢ czasem przyjrze¢ prostym przyktadom nieco
blizej. Wykres zaleznos$ci drogi od czasu jest oczywiscie linig prostg (rys. 1.1).
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Rysunek 1.1. Droga jako funkcja czasu s(t) dla trzech réznych wartosci
a=0,5m/s (czerwona linia); a=1m/s (zielona linia); a=2m/s (niebieska linia).

Predkos¢ v moge policzy¢, wybierajac dwie chwile czasu t, i t; oraz
odpowiadajace im potozenia s(tp) i S(ti), jako iloraz przyrostu drogi As do czasu
At, w ktorym ten przyrost miat miejsce (rys. 1.2).
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Powyzej zapisatem to samo wyrazenie w dwoch roznych uzytecznych formach
Z rysunku (1.2) wida¢, dwie sprawy. Po pierwsze w naszym przykladzie nie ma
znaczenia, jak wybrane sa chwila poczatkowa t, 1 koncowa ty, 1 jak duze jest At.
Zawsze otrzymamy poprawng warto$¢ predkosci chwilowej. Po drugie
obliczona warto$¢ predkosci jest rowna tangensowi kata nachylenia wykres$lone;j
prostej do osi czasu.

As

v=a== tan(a) 1.3

Obliczajac predkos¢ w podany wyzej sposdb obliczamy, $cisle rzecz biorac,
predkos¢ $rednia jaka mial pojazd pomiedzy wybranymi chwilami czasu t, i t.
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W naszym konkretnym przypadku warto$¢ predkosci $redniej nie zalezy od
wyboru poczatkowej 1koncowej chwili czasu, wnioskujemy wigc, ze ruch
pojazdu odbywa si¢ ze stala predkoscig chwilowg. Za stalo$cig predkosci
chwilowej przemawia réwniez stato$¢ kata nachylenia wykresu s(t) wzgledem
osi czasu. Ruch jednostajny to jedyny przypadek kiedy predkos¢ chwilowa jest
stala, oraz predko$¢ S$rednia nie zalezy od wyboru chwili poczatkowe]
I koncowe;j.
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Rysunek 1.2. Dla ruchu jednostajnego warto$¢ predkosci (Sredniej lub
chwilowej) jest réwna ilorazowi przyrostu drogi As do odpowiedniego
przyrostu czasu At, przy czym iloraz ten jest niezalezny od konkretnego wyboru
pary przyrostu At.

A teraz rozwazmy funkcje
s(t) = b t?
Jej wykres nie jest linig prosta tylko parabolg. Mozemy wybra¢ dwie chwile
czasu t, i t i policzy¢ znane nam juz wyrazenie na predko$¢ Srednia.
_As st =5() 15
At ty — tp

14
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Tak obliczona pr¢dkos¢ $rednia bedzie zalezata od wyboru chwil t, i t, Widaé
rowniez, ze jezeli przeprowadzimy proste przez punkty o wspotrzednych
odpowiadajacych czasom t, i ty, to dla réznych wyboréw beda one mialy rozne
katy nachylenia (rys. 1.3). Dopowiedzmy sobie od razu, co to jest predkosé
Srednia.
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Definicja 1.1: Predkosé srednia
Predkos¢ Srednia ciata poruszajgcego sig od chwili t, do chwili tg, to taka stata
wartos¢ predRosci, z Rtorq to ciato przebyfoby tq samq droge w tym samym czasie.

(1)
S0k
an L

30+

20F

10+

Lt
]

o e

Rysunek 1.3. W ruchu niejednostajnym iloraz przyrostu drogi do przyrostu
czasu zalezy zaro6wno od wielkos$ci At, jak i od wyboru chwili poczatkowej tp.
Zrysunku wida¢, ze dla dwdch réznych chwil poczatkowych ikoncowych
(kropki czerwone to jeden przyktad, a niebieskie to drugi przyktad)
otrzymujemy dwie réznie nachylone proste. Tangens tego nachylenia jest
rowny predkosci Sredniej dla wybranych tu odcinkéw czasu.

Wyobraz sobie pojazd, ktory w czasie dwdoch godzin przejechat droge stu
kilometrow. Czasem jechat sto kilometréw na godzing, czasem dwadziescia
araz nawet przez kilka minut stat (jechal z predkoscig zero kilometrow na
godzing). Tg samg droge w tym samym czasie przejedzie drugi pojazd, ktory
jedzie ze statg predkoscig pigédziesigciu kilometrow na godzine, czyli
Z predkoscia $rednig dla tego pierwszego pojazdu.

Wida¢ z tego, ze obliczenie predkosci $redniej w ruchu zmiennym nie
stanowi problemu. Jak mozemy policzy¢ predkos¢ chwilowg w przypadku ruchu
zmiennego? Intuicja podpowiada nam, ze jezeli z chwilg tx bedziemy si¢ zblizali
do chwili t,, to male¢ bedzie przyrost czasu At i od pewnego momentu’ wartosé
predkosci sredniej bedzie si¢ zblizata do wartosci predkosci chwilowej, w chwili
t,. (rys.1.4). Zanim posuniemy si¢ dalej uscisle definicje siecznej i prostej
stycznej (krétko: stycznej) do krzywe;.

Definicja 1.2: Sieczna
Sieczna to prosta przecinajqca dang Rrzywq w co najmniej dwoch punKtach.

Przyktady siecznych pokazuje rysunek (1.4).

! Zastanow sie skad to dodatkowe zastrzezenie: ,od pewnego momentu”
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Definicja 1.3: Styczna do krzywej
Styczna do Rrzywej s w punkcie P jest to prosta, Rtora jest granicznym potozeniem
siecznych sg przechodzqcych przez punkty P i Py gdy punkt P dazy (zbliza sig) do
punktu P po Rrzywej K.
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Rysunek 1.4. Niech czerwony punkt przedstawia potozenia ciala w chwili ¢,.
Punkt niebieski, zielony i fioletowy (nazwe go wedrujacym punktem) potozenia
tego ciata w chwili tx dla tx lezacego coraz blizej t,. Trzy proste niebieska, zielona
i fioletowa wyznaczone s przez punkt czerwony i punkt o kolorze danej proste;.
Tangensy kata nachylenia tych prostych wyznaczajg predkos¢ srednig dla ciata
poruszajacego sie od chwili t, do odpowiedniej chwili konicowej. MoZemy sie
spodziewad, Ze jezeli tx dojdzie do t, to wedrujacy punkt spotka sie z punktem
czerwonym, a kolejne proste przejda w prosta styczng do krzywej na wykresie
w punkcie czerwonym. T3 prostg styczng narysowatem linig przerywang; jak
wida¢ ma ona tylko jeden punkt wspdlny z krzywa s(t). Predkosci chwilowa dla
danej chwili ¢, powinna by¢ rowna tangensowi nachylenia prostej stycznej do
punktu s(¢,) do osi czasu. Wyglada na to, Ze przynajmniej geometrycznie
potrafimy znalez¢ predko$¢ chwilowa w ruchu zmiennym.

Geometrycznie styczng do krzywej w punkcie P otrzymujemy zblizajac,
do niego, wzdhuz tej krzywej, jakis punkt A, tak jak to jest pokazane na rysunku
(1.4); przy czym przez punkt P i ruchomy punkt A przechodzi prosta. Pozostaje
pytanie czy metode geometryczng mozemy zastgpi¢ metoda rachunkowg?
Okazuje si¢, ze taka mozliwos¢ istnieje. Wykorzystuje si¢ tu pewng ciekawag
wlasnos¢ ciggow ilorazow dwoch liczb. Powiedzmy, ze mamy dzielenie: 2/20.
Teraz licznika i mianownik dzielimy przez dwa, co daje: 1/10. Cho¢ licznik
I mianownik sg dwa razy mniejsze ich iloraz nie zmienit si¢ i dalej jest rowny
jednej dziesigtej. Mozemy znowu 1znowu 1 znowu podzieli¢ licznik
I mianownik przez dwa i ich iloraz si¢ nie zmieni
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Mozemy wykona¢ to dzielenie tyle razy ile mamy ochote, a iloraz tych dwoch
liczb si¢ nie zmieni. Licznik i mianownik stajg si¢ coraz mniejsze, coraz blizsze
zera; mowimy, ze gdy liczba takich dzielen rosnie licznik 1 mianownik daza do
zera, ale ich iloraz jest ciggle rowny jednej dziesigtej. Wyobrazmy sobie teraz
iloraz dwoch funkcji f(x) i g(x), ktore dla x=0 sg rowne zeru. Czy ich iloraz gdy
X bedzie zblizalo si¢ do zera (co zapisujemy tak (Xx—0) bedzie zblizat si¢ do zera
lub moze do nieskonczonosci? Jak widaé z powyzszego przyktadu z dzieleniem
liczb wynik nie jest sprawa oczywistg. Graniczna warto$¢, gdy dzielna i dzielnik
daza do zera, wcale nie musi by¢ zerowa czy nieskonczona. Zapisujemy to tak

1.6

- fx)

lim —= = liczba 1.7

x=0 g(x)
Tutaj liczba moze by¢ kazda liczbg rzeczywista, cho¢ moze by¢ rowniez i tak,
ze iloraz (1.7) nie da si¢ sensownie obliczyé. Zapisze teraz nastepujace
wyrazenie

- s(t, + At) —s(t,) 18
At—0 At

To wyrazenie pojawilo si¢ juz W definicji predkosci (1.2); zatem jest to predkos¢
srednia dla przedziatu czasu [t,; t,+#At] w ruchu opisanym funkcja s(t). Z drugiej
strony gdy zmniejszamy At to zgodnie z rysunkiem (1.4) drugi punkt na krzywej
s(t,+At) zbliza si¢ do pierwszego punktu (tego czerwonego) s(t,), a prosta
przeprowadzona przez oba punkty staje si¢ prosta styczng do krzywej s(t)
W punkcie t,. Zatem jezeli powyzsza granica do si¢ obliczy¢, to warto$¢ tej
granicy powinna by¢ rowna predkosci chwilowej w punkcie t,, a geometrycznie
tangensowi kata nachylenia stycznej w punkcie t,,.

Przedstawione wyzej intuicje zostaly zamienione przez matematykow
W teorie, ktorg dzi§ nazywamy rachunkiem rézniczkowym. My musimy si¢ tego
rachunku nauczy¢ jako jego uzytkownicy — nie musimy zatem doktadnie
zglebia¢ tajnikow wyprowadzenia calej teorii. Warto jednak podac definicje
pochodnej funkciji.

Definicja 1.4: Pochodna funkc;ji
Niech f(x) bedzie funkcjq rzeczywistq zmiennej rzeczywistej X, oKreslong w
otoczeniu Xp. Pochodng funkeji f(x) w punkcie xp nazywamy granice o ile istnieje

. f(xo + Ax) — f(x0)
lim

1.9
Ax—0 Ax

Sprobujmy dla  éwiczenia policzyé granice dla funkcji  s(t)=a-t?
w dowolnym punkcie t,,.
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a(t, +At) —s(t at? + 2at, At + (At)? — a t?
Al ra)’—s() | atd+2ant+ @02 —ad
At—0 At At—0 At 1.9
= lim (2at, + At) = 2at,
At—-0

No proszg, obliczenia przeszly bezbolesnie. Ale nie dla kazdej funkcji jest tak
prosto. Poniewaz granice powyzsza mozemy obliczy¢ w dowolnym punkcie t,
uzyskany wynik ma posta¢ funkcji. Funkcje, ktorg uzyskujemy z zastosowania
procedury (1.8) do funkcji f, nazywamy pochodng funkcji f. Funkcje bedaca
pochodng innej funkcji zapisujemy tym samym symbolem ze znakiem prim.
Mamy zatem s'(t)=2a-t. Pochodna funkcji kwadratowej jest funkcjg liniowa
(rys. 1.5).

tan(a)=2t

\ 4

Rysunek 1.5. Wykres funkcji s(t)=t? oraz pochodnej tej funkcji s'(t)=2t.
W punkcie zaznaczonym czerwong kropka warto$¢ tej funkcji jest réwna
wartosci jej pochodnej, co oznacza, ze tangens kata o nachylenia stycznej do tej
funkcji w tym punkcie (styczna to czerwona linia) jest rowny wartosci funkcji
w tym punkcie.

Ponizej zapisatem tablicg pochodnych kilku podstawowych funkcji
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Funkcja Pochodna
x", dlan # —1 (n—1)x"1!
In(x) 1
X
sin(a x) a cos(a x)
cos(a x) —a sin(a x)
e* e*
tan(x) 1
cos?(x)
arcsin(x) 1
V1 — x?
arctan(x) 1
14 x2

Tabela 1.1. Pochodne wybranych funkcji

1.0.1 Uwagi o zapisie nazewnictwie i historii

Jak si¢ bedziesz mogt przekona¢ rachunek rozniczkowy wraz z rachunkiem
catkowym jest poteznym narzedziem, bez ktérego trudno sobie wyobrazi¢
wspoiczesng fizyke. Rodzit si¢ jednak w boélach. Glownym problemem na jakie
napotykali jego tworcy wigzal si¢ ze statusem wyrazen typu 0/0. Dwie gléwne
postacie dramatu powstania tego rachunku lzaac Newton i Gotfried Leibniz
mieli do sprawy odmienny stosunek. Newton oparl si¢ o wczesniejsze
osiggniecia sredniowiecznej szkoly matematyki z Oxfordu, tzw, Calculatores.
Calculatores zbudowali aparat pojeciowy, ktory pozwolil Newtonowi na
dokonanie przelomowego kroku, to jest siggnie¢cie po rachunek rozniczkowy.
Tak jak Calculatores, Newton postugiwat sie pojeciem fluksji i fluenty. Fluenty
to wielko$ci zmienne (ptynace); odpowiadaja im nasze funkcje. Fluksje to
predkosci z jakimi zmieniajg si¢ fluenty; odpowiadaja im nasze pochodne
funkcji. Newton przejmuje réwniez od Calculatoréw symbol ,,0”, ktory jest
eteryczny jak sama istota ruchu i po wykonaniu swojej pracy w tajemniczych
okoliczno$ciach znika z rachunkéw. Przyktadowo rozwazmy wyrazenie

X2 —axy+y:=0 1.10
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Gdzie a jest stata. Jaki jest zwigzek migdzy fluksjami dla tego wyrazenia?
W celu rozwigzania problemu wykonujemy podstawienia

xX—x+ox; y—y+oy 1.11

Symbole z kropka oznaczaja fluksje. Podstawienie prowadzi do wyrazenia

x2—axy+y* +20xx+o0*x*—aoyx—aoxy—ao’xy 1.12
0
+20yy+0%y?=0
Po skorzystaniu z (1.10) oraz dzieleniu przez o0 mamy
1.13

2xx+ox*—ayx—axy—aoxy+2yy+oy>*=0
Poniewaz, wedlug Newtona wyrazy z 0 (0 to odpowiednik nieskonczenie
matych) sg niczym, to je pomijamy i w efekcie otrzymujemy szukany zwigzek
migdzy fluksjami
2xitayi—axy+2yy=0 1.14
Policzmy pochodng tego wyrazenia zapisanego w postac
x*(t) —ax(®)y() + y*(t) =0
Wielkosci x iy, to fluenty, czyli wielkosci zmienne, co dzi§ uwidaczniamy
piszac je jako funkcje czasu t. Po obliczeniu pochodny mamy

1.15

2xx+ayx—axy+2yy=0 1.16
Czyli to samo wyrazenie, ktére otrzymaliSmy stosujagc metodg stosowang przez
Newtona. Najstabszym punktem rachunku Newtona bylo tajemnicze znikanie
symbolu o. Pehit on istotng rolg w samym rachunku, a potem, z niejasnych
powodow, nalezalo go po prostu usngé. Newton zdawat sobie sprawe z braku
Scistosci tak prowadzonych rachunkow. Probowat oprze¢ swdj rachunek na
pojeciu odpowiadajacym naszemu pojeciu granicy, ale nie zdotat osiggnac tu
wymaganej w matematyce $cistosci. Inng droga poszedt Leibniz.

Leibniz nie traktowat wielkosci nieskonczenie matych jak niechcianych
dzieci. Wrecz przeciwnie, nie tylko ze nie szukat metody na pozbycie si¢ ich, ale
opart na nieskonczenie matych wielkosciach wtasng filozofi¢ natury, a nawet
wprowadzit je do teologii. Nieskonczenie maly przyrost wielkosci X, oznaczal
jako dx ido dzi$ stosujemy jego notacj¢; przy czym wielko$¢ dx nazywamy
rézniczkg zmiennej X. Pochodna funkcji y(x), w zapisie Leibniza to dy/dx, czyli
iloraz nieskonczenie matego (rozniczki) przyrostu funkcji y(x) na skutek
nieskonczenie matego (r6zniczki) przyrostu argumentu dx.

dy

y' () = 1.17

Mimo, ze wielkosci nieskonczenie mate ktuly w oczy zapis Leibniza
okazal si¢ bardziej ptodny od zapisu Newtona. Dlatego osiemnastowieczni
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matematycy przejma zapis Leibniza; a raczej nalezatoby stwierdzi¢, ze ci ktorzy
przejma zapis Leibniza bgdg stanowili wiekszo$¢ w swej liczbie 1 znaczeniu dla
rozwoju analizy matematycznej. Dobrze dobrana forma zapisu w matematyce
moze mie¢ wazki wpltyw na jej rozwoj. Zauwaz, ze wzér (1.10) mozemy
przeksztatci¢ do postaci

dy =y'(x) dx 118
W danym punkcie x4 pochodna y’ ma konkretng warto$¢ — jest liczba, ktorg
oznacze jako a, teraz wzor (1.10) przejdzie w

dy = adx 119

Jest to rOwnanie prostej o nachyleniu «, takim ze tan(a)=a, napisane w jezyku
nieskonczenie matych przyrostow. Jak juz wspomnialem nieskonczenie mate
typu dx nazywamy rézniczkami

Definicja 1.5: Rozniczka zmiennej x
Nieskoticzenie mafy przyrost zmiennej X nazywamy rozniczRg wielRosci x
i oznaczamy dx,

Pojecie rozniczki (jako nieskonczenie malej) nie ma utrwalonego statusu
w matematyce. Wigkszos¢ matematykéw odrzuca je jako nie dajace si¢
zdefiniowaé w sposob $cisty i1 spojny z uznang czgscig matematyki. Nie mniegj
pojecie to jest wysoce wygodne w uzyciu 1 z tego powodu dalej powszechnie
stosowane mi¢dzy innymi w fizyce. Do tematu nieskonczenie matych wroce pod
koniec tego dodatku.
Zapisze, ponize] dwa rdéwnowazne sposoby jakimi bede oznaczal
pochodng funkcji f(x)
d , 1.20
—f(); f ()

Gdy analizowana funkcja bedzie funkcja czasu f(t), bede rowniez
stosowac notacje z kropka

£(¢) 1.21

1.1. Wybrane twierdzenia rachunku rézniczkowego

Wielka zaletg rachunku r6zniczkowego jest istnienie twierdzen, ktore pozwalaja
na obliczenie pochodnych nawet mocno zawiktanych funkcji, ztozonych ze
zbioru funkcji, ktorych pochodne juz znamy (na przyktad funkcji zebranych
w tablicy 1.1.1). Ponizej podaj¢ najwazniejsze z tych twierdzen

10
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Twierdzenie 1.1.1: Twierdzenie o liniowosci
Operacja obliczania pochodnej (rézniczRowania) jest liniowa, czyli

4 0+ b o) = a5 + b2 111
—(@fC0) + b g(0)) = a—fC0) + b——g(x) 1

Tutaj f(x) 1 g(x) to funkcje, ktérych pochodne znamy a a i b to liczby.
Z twierdzenia tego wyraznie wida¢, ze gdy pochodng obliczamy z sumy funkcji
1 ich iloczynu przez liczbe zawsze mozemy najpierw obliczy¢ pochodne tych
funkcji, a dopiero potem wykona¢ iloczyny i sumowanie.

Twierdzenie 1.1.2: Twierdzenie o pochodnej iloczynu
Pochodna iloczynu dwoich funkcji tej samej zmiennej, f(x) i g(x) jest rowna sumie
iloczynéw pochodnej pierwszej funkgji f'(x) i drugiej funkgji g(x) oraz pochodnej
drugiej funkgji g' (x) i pierwszej funkgji f(X)

d . ey d .
a( (x)g(x)) = (x)ag(x)+ Ix (x) |g(x)

Twierdzenie 1.1.3. Twierdzenie o pochodnej funkcji ztoZonej
Pochodna funkgji zfozonej f(g(x) wyraza si¢ jako iloczyn pochodnej funKcji
zewnetrznej f ', policzonej wzgledem g jako zmiennej oraz pochodnej funKgji
wewnetrznej g' (x)

d d d
o () = @) -8t 113

Ostatnie wyrazenie wymaga nieco komentarza. Funkcja f jest tutaj funkcjg
zewnetrzng wewnatrz niej siedzi funkcja g(x) ktora jest funkcja wewnetrzng.
Gdy ,,zapomnimy”, ze g jest funkcjg zmiennej X, to f staje si¢ funkcjg samego g
I mozemy wtedy liczy¢ pochodng funkcji f(g) po zmiennej g. To jest wiasnie
pierwszy sktadnik iloczynu z prawej strony (1.1.3). Drugi sktadnik to pochodna
funkcji g(x) po zmiennej x.

Przykiad 1.1.1
Obliczy¢ pochodna funkcji sin(ax®+x)

W naszym wyrazeniu argumentem funkcji sinus jest funkcja ax*+x, ktora jest
funkcja wewnetrzna: g(x)= ax’+x. Zgodnie z twierdzeniem o pochodnej funkgji
ztozonej najpierw oblicze pochodng funkcji sin(Q)

d
@sin(g) = cos(g) = cos(ax? + x) 1.1.4

11
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Teraz oblicze pochodng funkcji wewnetrznej g(X), tu korzystam z twierdzenia
0 liniowosci i traktuje funkeje g jako sume funkeji X* przemnozonej przez a oraz
funkcji x.

d(2+)— dz+d =2ax +1 1.15
I (X T X) =a x4k = 2ax 1.
Ostatecznie mozemy zapisac:

d

asin(ax2 + x) = (2ax + 1)cos(ax? + 1) 1.1.6

1.2. Kiedy nie mozemy obliczy¢ pochodnych?

Chciatem ci¢ ponownie ostrzec, ze ta powtorka z matematyki nie jest wyktadem
Z matematyki. Jest to skrécona informacja o aparacie matematycznym
uzywanym podczas wyktadu z fizyki. Nie dowodzg wiec wigkszosci twierdzen
I nie okreslam $ci§le ich stosowalnos$ci, koncentrujgc si¢ na intuicji oraz
interpretacji geometrycznej i fizycznej. Podam jednak trzy podstawowe kryteria
jakie muszg spetnia¢ funkcje aby mozna byto liczy¢ ich pochodne wedtug
podanych wyzej definicji.

10 - oo oo

[ 10 ®e

Rysunek 1.2.1. Przedstawiona tu funkcja ma wartoSci okreslone tylko dla
pewnych punktéw. Nie mozna dla niej wyznaczy¢ pochodnej, gdyz aby byto to
mozliwe w otoczeniu kazdego wybranego punktu funkcja musi mie¢ okreslone
wartoSci. Pamietaj, ze pochodna to nie tylko wtasnosci funkcji w danym
punkcie, ale rowniez wilasnosci tejze funkcji w sasiedztwie tego punktu. Na
rysunku przedstawione jest takie sgsiedztwo w postaci czerwonego kota. Gdyby
nasza funkcja wewnatrz kota byta zdefiniowana dla wszystkich argumentéow
(czarna linia reprezentuje przyktadowy wykres tak uzupetnionej funkcji) to
w punktach znajdujgcych sie wewnatrz tego kola moglibySmy obliczy¢
pochodna.

Po pierwsze jezeli chcemy zna¢ warto$¢ pochodnej funkcji f(x) w danym
punkcie x to funkcja ta musi by¢ rowniez okreslona na otoczeniu tego punktu.

12
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W przeciwnym razie nie b¢dziemy wiedzieli jak zmieniajg si¢ przyrosty funkcji
przy malejacych przyrostach argumentow (rys. 1.2.1).

Po drugie funkcja nie moze mie¢ przerw. Rysunek (1.2.2) przedstawia
funkcje, ktora ma skok wartosci w punkcie x=0. Jak wida¢ nie bardzo mozna
narysowac styczng do funkcji w tym punkcie. Nie wiadomo, ktora z czerwonych
linii to styczna. Definicja pochodnej wymaga aby styczna do krzywej w danym
punkcie rysowana z uwzglednieniem punktow lezacych na lewo od tego punktu
byla taka sama jak narysowana z uwzglednieniem punktow lezacych na prawo
od tego punktu. Funkcja na rysunku (1.2.2) na pewno tego warunku nie spehnia.

f(x) 4

\
-

-0.2 -0.1 0.1 0.2

><V

Rysunek 1.2.2 Funkcja f(x) ma w punkcie x=0 skok (tzw. nieciggtos$¢). Na
podstawie analizy sasiedztwa punktu x=0, mozemy z lewej i prawej strony tego
punktu okresli¢ dwie rézne styczne. Oznacza to, ze w tym punkcie nie ma
dobrze okreslonej pochodne;j.

Po trzecie funkcja nie moze mie¢ zadnych dziobow. Rysunek (1.2.3)
przedstawia funkcje z dziobem. Ponownie dla punktow lezacych na lewo od
punktu gdzie jest szczyt dzioba styczna wyglada inaczej niz dla punktow
lezacych po prawej stronie.

13
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f(X) A

1.4

1.2}

0.4

0.2

»

10 gl g N s 1.0 X

Rysunek 1.2.3. Kiedy funkcja ma w punkcie dziéb (nie jest w tym punkcie
gltadka) réwniez mamy ktopoty zjednoznacznym okresleniem stycznej do
krzywej w tym punkcie. Czerwone odcinki pokazujg przebieg dwoch mozliwych
stycznych, jedna jest wyznaczona dla lewego sasiedztwa kitopotliwego punktu,
a druga dla prawego sgsiedztwa tegoz punktu

1.3. Pochodne wyzszych rzedow

Jak juz stwierdzitem pochodna funkcji f(X) moze réwniez by¢ funkcjg — zwykle
oznaczang jako f'(x). Skoro tak, to mozemy obliczy¢ z niej pochodng (bedzie to
druga pochodna funkcji f(x)), ktora oznaczamy jako f''(x). Druga pochodna f(x)
rowniez moze by¢ funkcja. Jezeli jest ciggla, nie ma skokow 1 dziobow, to
I Zzniej mozemy obliczy¢é pochodng i tak dalej. W matematyce waznym
pojeciem jest tzw. klasa funkcji. Klasa moéwi nam ile razy mozemy obliczy¢
pochodng danej funkcji, przy czym sama pochodna musi by¢ funkcja ciagta.
Jezeli w ogble ani razu to mowimy ze funkcja ta jest klasy C°, czyli funkcja,
ktora ma dzioby, ale wymagamy aby byta ciaggta. Jezeli tylko raz to klasa tej
funkcji jest C*. A jezeli tyle razy ile tylko chcemy to klasa tej funkcji jest C*
i takie funkcje najbardziej lubimy. Przyktadem funkcji C* jest funkcja sin(x).
Pochodna funkcji sin(x) to funkcja cos(x) a funkcji cos(x) funkcja —sin(x),
a funkcji —sin(x) funkcja —cos(x), a funkcji —cos(x) funkcja —(-sin(x))=sin(x)
I wszystko mozemy zacza¢ od nowa. Zatem oblicza¢ pochodne z funkcji sin(x)
mozemy tyle razy ile nam si¢ podoba.

Definicja 1.3.1: funkcja klasy C"

Jezeli funkgja f ma w przedziale (a,6) n pochodnych i n-ta pochodna f ® jest
funkgjq ciggtq na (a,b) to funkge f nazywamy funkciq Rlasy Cv( (a,b) ). Przez
funkeje Rlasy C° rozumiemy funkgje ciggtq.

Funkcje klasy C* nazywamy funkcjami gtadkimi

14
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Definicja 1.3.2: funkcje gladkie
Funkeje Rlasy C* nazywamy funkcjq gtadRgq

Jak juz zaczalem o pochodnych wyzszych rzedow, to musze chyba
powiedzie¢ co$ jeszcze o notacji. Ponizej napisalem jak zapisujemy obliczanie
pierwszej, drugiej, n-tej pochodnej z funkgcji
P =L f) 100 = ) F () =
V= R PP AP

Przypomne, ze czasem dla uproszczenia zapisu w podrecznikach z fizyki
pochodng obliczong po zmiennych nie bedacych zmiennymi przestrzennymi (dla
nas zwykle bedzie to czas) oznacza si¢ przez kropke dla pierwszej pochodnej
lub dwie kropki dla drugiej pochodnej.

f(x) 1.3.1

2

e s(t) 1.3.2

d
s'(t) =5(8) = ;s(6); s' () =3(0) =

1.4. Pochodne funkcji o wartosciach wektorowych

Zdefiniujemy pochodng z nastepujacej funkcji

£(6) = (£.(6), £,(0))

Teraz, dla kazdego t wartoscig funkcji jest uktad dwoch funkcji £y, fy. Taki uktad
moze reprezentowa¢ na przyktad droge w plaszczyznie xXy. W kazdym
konkretnym punkcie t mamy dwie liczby fi(t) i f,(t), ktére mozemy traktowac
jako wspotrzedne wektora wyznaczone w pewnej bazie; to znaczy w pewnym
uktadzie wspotrzednych (rys. 1.4.1).

141

(1) foommmmns

\___—_‘_/

Rysunek 1.4.1. Punkt P porusza sie po pewnej krzywej lezacej w ptaszczyZnie.
W kazdej chwili t jego potozenie wyznacza funkcja o warto$ciach wektorowych;
to znaczy, Ze dla kazdego t warto$cig funkcji jest wektor r(t)

15
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Jak obliczy¢ pochodng takiej funkcji? Okazuje sig, ze istnieje naturalne i proste
rozszerzenie definicji (1.4) na ten przypadek. Pochodng funkcji f(t) liczymy
przez obliczenie pochodnych funkcji sktadowych

f,.(t, + At) —f,.(t f,(to + At) — £, (t
f’(t) = lim x( 0 ) x( 0), lim y( 0 ) y( O)
At—0 At At—0 At 149

Rozszerzenie wyrazenia (1.4.2) na funkcje f o dowolnej liczbie sktadowych nie
powinno sprawi¢ ci klopotu. W zapisie (1.20 lub 1.21) wyrazenie (1.4.2)
przyjmie postac

d d d ; '
() = (& fx<t),afy(t)> = (ro.f0) = (ko.ho) 243

Tak otrzymany wektor jest styczny do krzywej w punkcie, w ktorym obliczona
zostata pochodna. Dlaczego jest styczny? Styczng w danym punkcie do krzywe;j
zdefiniowanej na ptaszczyznie Xy definiujemy tak samo jak w przypadku funkcji
jednej zmiennej. Bierzemy punkt Q bliski punktowi P 1 rysujemy kawalek
prostej przechodzacej przez oba punkty. Teraz przesuwamy punkt Q w kierunku
punktu P 1 gdy jesteSmy juz nieskonczenie blisko sieczna staje si¢ styczng do
krzywej w punkcie P.

Twierdzenie o pochodnej iloczynu dwoch funkcji (1.1.2) ma zastosowanie
réwniez do iloczyndéw funkcji wektorowych. Podamy je tu bez dowodzenia

Twierdzenie 1.4.1: Twierdzenie o pochodnej iloczynu skalarnego dwoch
funkcji wektorowych

Pochodna iloczynu skalarnego dwdch funkcji wektorowych tej samej zmiennej, a(t) i
b(t) jest rowna sumie iloczyndw skalarnych pochodnej pierwszej funkeji & (¢) i
drugiej funkgji b(t) oraz pochodnej drugiej funkgji 6' ()i pierwszej funkcji a(t)

d ~ d d . 1.4.5
a(a(t) -b(t)) = a(t) PO+ (aa(t)> b(t)

Twierdzenie 1.4.2: Twierdzenie o pochodnej iloczynu wektorowego dwéch
funkcji wektorowych

Pochodna iloczynu wektorowego dwich funkeji wektorowych tej samej zmiennej,
a(t) i b(t) jest réwna sumie iloczynéw wektorowych pochodnej pierwszej funRcji

d (t)1 drugiej funkcji b(t) oraz pochodnej drugiej funkeji b' (t) i pierwszej funkgji a(t)

d d d 1.4.6
= (a(0) x b(®)) = a(t) x -b() + (aa(t)> X b(t)
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Jeszcze mam uwagi na temat rysowania. Gdy mamy prosta funkcje typu
f(t), to czesto przedstawiamy jg tak, jak juz to robilem na przyktad na rysunku
(1.4). Powiedzmy teraz, ze funkcja x= f(t) przedstawia jednowymiarowy ruch
jakiego$ ciala wzdluz osi X. Teraz o§ x-Ow przedstawia tor punktu. Do
wyrysowania ksztaltu toru nie potrzebujemy osi czasu. Tracimy jednak w ten
sposob informacje o predkosci punktu. Aby to uzupetni¢ moglibysmy w kazdym
punkcie toru podaé czas przej$cia przez ten punkt naszego ciata. Istnieje inna
mozliwos$¢, zamiast czasu mozemy kazdemu punktowi toru przypisa¢ wektor
predkosci jakg to cialo ma w tym punkcie. Inaczej méwiagc kazdemu punktowi
toru przypisujemy wektor styczny o dlugosci f'(t).

W N-wymiarowym przypadku mamy N funkcji (fi(t),....fn(t)), kazda
z tych funkcji odpowiada za jedng wspotrzedng punktu, w danej chwili t, na osi
odpowiednio pierwszej, drugiej, ..., n-tej. Catos$¢ obrazuje zatem tor punktu w N
wymiarowe] przestrzeni. W kazdym punkcie toru mozemy wyrysowac¢ wektor
styczny, reprezentujacy predkos¢ z jaka przemieszcza si¢ punkt. Wspotrzedne
tego wektora dane sg liczbami ((fi/(Y),....fN(t))). Jak to wyglada -
dwuwymiarowy przyktad pokazatem na rysunku (1.4.2). Wykreslamy krzywa
reprezentujaca tor ciata na plaszczyznie. Tor opisany jest funkcjami
(X(®)=f, (), y(t) = £, (t)) z przypisaniem kazdemu punktowi krzywej wektora

predkosei o wspéhzednych (£;(6), £ (¢)).

A

y

Y

1.0r

0.5¢

10 —05

—0.5}¢

—1.0k

Rysunek 1.4.2. W wybranych punktach dwuwymiarowego toru przypiatem
wektory styczne, ktére reprezentujg kierunek, zwrot i wartos$ci punktu
poruszajgcego sie po tym torze.

Kiedy przejdziemy do ruchu w trzech wymiarach musimy wykresli¢, dla
kazdego t, punkt o wspotrzednych (X(t)=f,(t), y(¢t) = £, (t),z(t) = £,(¢)).
W ten sposob mozemy zobrazowaé ksztatt toru tego punktu. Aby dodaé
informacje o predkosci musimy tak jak poprzednio poprzykleja¢ do punktdéw

17



Jan Masajada © — pomoce matematyczne

toru wektory styczne o wspotrzednych (f,’c(t), £, (t), fz’(t)). Przyktad pokazuje
rysunek (1.4.3)

Rysunek 1.4.3. Fragment krzywej o réwnaniu parametrycznym (sin(t) +

2
(t/S) ,2cosz(t),t/4). Poniewaz ksztatt toru nic nie méwi na temat predkosci

punktu, w wybranych punktach narysowane zostaty wektory predkosci.
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2. Wyznaczanie lokalnych ekstremow
funkcji

Pochodne s3 wygodnym narzedziem do wyznaczania lokalnych ekstreméw
funkcji; czyli lokalnych minimoéw i maksimow. Co rozumiemy przez lokalne
ekstremum pokazuje rysunek (2.1).

fix)

Rysunek 2.1. Rysunek przedstawia przebieg funkc;ji f(x)=(x/2+
1/2)sin(1/2x2+3x). Czerwone kropki wskazujg potozenia lokalnych

maksiméw, to jest punktéw, w ktéorych funkcja ma najwieksza wartos¢
w poroOwnaniu z sgsiadami. Niebieskie kropki wskazuja potozenia lokalnych
minimoéw, to jest punktéow, w ktérych funkcja ma najmniejsza wartos$¢
w poréwnaniu z sgsiadami. Lokalne maksima (minima) zwykle nie sg punktami
najwiekszej (najmniejszej) wartosci punktu, tylko takimi punktami, w ktérych
wykres funkcji osigga szczyt gorki (dno dolinki)

Do zagadnienia wyznaczenia lokalnych ekstreméw mozemy podejs¢ tak: Zrob
katalog mozliwie wielu funkcji z opisem potozenia ekstremdéw lokalnych. Taka
metoda jest bardzo pracochlonna, a ponadto jest prawdopodobne, ze funkcja,
ktéra nas wilasnie interesuje nie zostata uwzgledniona w katalogu. Drugie
podejscie polega na zdefiniowaniu ogolnej metody, ktérag mozemy zastosowac
do szerokiej klasy funkcji. Metoda taka istnieje 1 opiera si¢ na prostym
spostrzezeniu. W potozeniu ekstremum styczna do krzywej f(X) jest rownolegta
do osi x (rys. 2.2)
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()

Rysunek 2.2. Tam gdzie funkcja f(x) osigga lokalnie wartosci najwieksze
i najmniejsze styczne sg réwnolegte do osi x-6w. Dla maksiméw lokalnych
styczne narysowatem zielong kreska, a dla miniméw styczne narysowatem
czerwong kreska

Zastosujemy teraz ulubiong metode matematyki stosowanej, ktora polega na
zamianie zlozonego problemu na bardzo duzg liczbg, zwykle nieskonczenie
duza liczbe, prostszych zadan. Nasze pierwotne zadanie brzmi: dla danej
krzywej opisanej funkcja f(x) znajdz ekstrema lokalne. Rozwigzanie przebiega
tak. Zamien jedng krzywa f(X) na nieskonczenie duzy zbior prostych do niej
stycznych. Z calego zbioru tych prostych wybierz te, ktore sa rownolegle do osi
X (rys. 2.3). Mamy uniwersalng metod¢ znajdowania punktow, w ktérych
styczne sg rownolegle do osi x. Metoda ta pracuje dla wszystkich funkcji klasy
9 czyli dla wszystkich funkcji, dla ktorych mozemy obliczyé ciagla pochodna
'(X). Pochodna to nic innego jak warto$¢ kata nachylenia prostej stycznej do osi
X. Zatem aby znalez¢ te punkty trzeba rozwigza¢ rbwnanie

f'(x) =0
Niestety to nie koniec historii. Istniejg punkty, w ktérych spetniony jest
warunek (2.1), a funkcja nie ma tam ekstremum. Te punkty nazywaja si¢
punktami przegiecia. Przykladem funkcji majacej punkt przegigcia (rys. 2.4) jest
funkcja

2.1

f(x) = x3 2.2
Pochodna tej funkcji ma warto$¢ zero w punkcie x=0

Ale nie ma tym punkcie ani minimum ani maksimum.
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a fx)A
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i fx)h
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Rysunek 2.3. a) Do krzywej z rysunku (2.2) dodatem wiecej przykitadow
stycznych; b) krzywa mozemy zamieni¢ na zbior stycznych i szukac tych, ktére

sg rownolegte do osi x-6w.

0.5¢

~0.5}

~1.0f

Rysunek 2.4. Styczna do funkgji f(x)=x3 w punkcie x=0 jest r6wnolegta do osi x-
60w, cho¢ funkcja nie ma w tym punkcie ani maksimum ani minimum. Punkt taki

nazywamy punktem przegiecia funkgcji.
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Potrzebne jest kryterium pozwalajace stwierdzi¢, czy dana funkcja f(X), ma
w punkcie f '(Xo)=0 ekstremum czy tez punkt przegiecia. Jezeli funkcja ma druga
pochodng to sprawa jest prosta. Rysunek (2.5) pokazuje sytuacje w poblizu
minimum funkcji. Z lewej strony minimum funkcja ma pochodng o ujemnej
warto$¢ a z prawej pochodng o dodatniej wartosci. Stowem gdy jesteSmy
W matym otoczeniu punktu, gdzie funkcja ma minimum, to jej pochodna ros$nie
od warto$ci ujemnych do warto$ci dodatnich. Zatem pochodna, z tej pochodne;j
musi mie¢ warto$¢ dodatnia.

A
—
~ | - ()
T 10 -05 05 10 x
L

Rysunek 2.5. Przyktad funkcji f(x) posiadajgcej minimum. Pochodna z lewej
strony matego otoczenia minimum (tak matego, by funkcja na lewo od minimum
i na prawo od minimum byta monotoniczna) jest ujemna (tangens kata
wiekszego od 7/2 i mniejszego od rjest ujemny). Oznacza to, Ze pochodna jako
funkcja ro$nie monotonicznie w otoczeniu minimum, czyli druga pochodna jest
dodatnia w punkcie, w ktérym wypada minimum funkcji f(x).

Rysunek (2.6) pokazuje jak wyglada sytuacja dla maksimum. W przypadku
maksimum pierwsza pochodna maleje, druga pochodna ma warto$¢ ujemng.
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Rysunek 2.6. Przyktad funkcji f(x) posiadajacej maksimum. Pochodna z lewej
strony matego otoczenia maksimum (tak matego, by funkcja na lewo od
minimum i na prawo od minimum byfa monotoniczna) jest dodatnia, a z prawej
ujemna. Oznacza to, ze pochodna jako funkcja maleje monotonicznie w otoczeniu
maksimum, czyli druga pochodna jest ujemna w punkcie, w ktérym wypada
minimum funkcji f(x).

Gdy mamy punkt przegigcia, to przy przejSciu prze ten punkt znak pochodnej

zmienia si¢, w efekcie druga pochodna musi by¢ rowna zeru, tak jak to pokazuje
rysunek (2.7).

— f(x)
— )

X

Rysunek 2.7. Funkcja f(x) ma w punkcie zaznaczonym na czerwono punkt
przegiecia. Wida¢, Ze w tym punkcie jej pochodna ma minimum, co oznacza, ze
jej druga pochodna jest réwna zeru.

Podsumowujac, jezeli funkcja f(X) jest w punkcie xq dwukrotnie rézniczkowalna,
a jej pochodna jest rowna zeru f'(x)=0, to:
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e Jezeli druga pochodna jest réowna zeru, to funkcja ma w tym x, punkt
przegiecia

e Jezeli druga pochodna jest wieksza od zera, to funkcja ma w punkcie x,
minimum

e Jezeli druga pochodna jest mniejsza od zera, to funkcja ma w punkcie x,
maksimum.
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3. Wzor Taylora

Wielokrotnie bede korzystal z rozktadu funkcji na szereg potegowy, tzw. szereg
Taylora. Niech f(x) bedzie funkcjg klasy C*. Wtedy dla danego xo mamy
nastepujacy rozktad Taylora funkcji f wokot punktu Xo.

f(x) = f(xo) +¥(3€ — Xo) -I-f ;CO) (x —x9)% + -+
(")(;c) ' 3.1
+f—'0(x—x0)n+...__

Dowdd tego wzoru znajdziesz w kazdej ksigzce do analizy matematyczne;.
W praktyce obliczamy skonczong ilo§¢ wyrazdéw, przez co wzér Taylora staje
si¢ wzorem przyblizonym. Warto§¢ funkcji f(X) odtwarzana jest doktadnie
w punkcie xo. Im dalej odejdziemy od punktu xo, wokot ktorego rozwijamy dang
funkcje tym, przy danej liczbie wyrazow szeregu, z gorsza dokltadno$cia
obliczamy warto$§¢ funkcji. Dla punktu X,=0 otrzymujemy tzw. szereg
Maclaurina

’0 ”0
Fo0 = o) + 12 4 L0

Dla przyktadu szereg Maclaurina dla funkcji sinus ma postac

x3 XS x7 o (_1)nx2n+1 33
n=

xZ 44

(n)
f—'(O) xn + e 32

Przy czym x musi by¢ wyrazone w radianach. Rysunek (3.1) przedstawia
wykres funkcji sin(x) i jej kolejnych rozwinig¢. W pierwszym przyblizeniu
przyjmujemy, ze sin(X)=X (X musi by¢ wyrazone w radianach). Cho¢ wydaje si¢
to zgrubnym przyblizeniem to jest czesto ,,zatrudniane” przy wyprowadzaniu
roznych uzytecznych wzorow przyblizonych. Na przyktad znane ze szkoty
wzory opisujace relacje miedzy przedmiotem a obrazem tego przedmiotu
uzyskanym przez soczewke opieraja si¢ o takie przyblizenie funkcji sinus.
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Rysunek 3.1. Czarna linia pokazuje przebieg funkcji sinus. Linie barwne
pokazujg przebieg rozwiniecia w szereg Maclaurina funkcji sinus do rzedu n.
Widag, ze im wieksze jest n tym lepiej sprawuje sie przyblizZenie.

Programy CAS (§TI 5.1) dajag mozliwos¢ symbolicznego rozwijania
funkcji w szereg. Dla przyktadu rozwing, wokot punktu x=1, funkcje

3
f(x) = tan(x?) — 3.4
e

Obliczanie kolejnych pochodnych tej funkcji jest do$¢ zmudng czynnoscia.
Rozwinigcie do trzeciego rzedu ma postac

NORMAL[SERIES[TAN[X"2] X*3/E"X,{X,1,3}]] INSTRUKCJA

Tan[1]/e+((-1+x) (2+3 Tan[1]-Log[e] Tan[1]+2
Tan[1]"2))/e+(1/(2 e)(1+x0)"2 (14-4 Loglel+14| . .
Tan[1]-6 Log[e] Tan[1]+Log[e]"2 Tan[1]+14 Tan[1]"2-4 | | yni o J€S
Log[e] Tan[1]"2+8 Tan[1]*3)+(1/(6 e))(-1+x)"3 (70- | “O°¢ #1070y
42 Log[e]+6 Log[e]*2+102 Tan[1]-42 Log[e] Tan[1]+9
Log[e]*2 Tan[1]-Log[e]*3 Tan[1]+118 Tan[1]"2-42
Log[e] Tan[1]*2+6 Log[e]*2 Tan[1]"*24+96 Tan[1]"3-24
Log[e] Tan[1]*3+48 Tan[1]"4)

Tabela M3.1. Realizacja symbolicznego rozwiniecia w szereg potegowy
w programie Mathematica.

Na szaro zaznaczylem rzad zerowy i drugi. Nam obliczenie tych trzech rzedoéw
rozwini¢cia zajgtoby pewnie koto godziny, z duzym prawdopodobienstwem
popelnienia pomytki. Program Mathematica liczy to w niespelna sekundg
I raczej nie popelia bledow. Nastepnych kilka rzedéw rozwinigcia policzyltby
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w kilka sekund, tyle ze otrzymane wyrazenia bylyby bardzo, bardzo dhlugie.
Wprawnej osobie zajetoby to juz godziny.

W fizyce (i nie tylko) rozwinigcia w szereg potegowy sg bardzo czegsto
wykorzystywang technika. Przyktadowo w temacie VI bedziemy omawia¢ ruch
ciala z uwzglednieniem opordéw powietrza. Sity oporu powietrza zaleza od
predkosci ciata. Im wigksza predkos¢ tym wigksze sity oporu. Niech ciato
porusza si¢ wzdtuz osi X, wtedy mozemy zapisac

F(v) =F(0) + CF'(0) v+ D F"(0)v? + E F"""(0)v? + ---.

Dla zerowej predkosci opory sa réwne zeru, stad wyrazenie (3.5) przyjmie
postac

Fw)=—-Cv— Dv?—Ev3..

3.5

3.6

C=-CF(0), D=-DF'(0), E==EF"(0).., 3.6a
Wartos$¢ sity oporu powietrza w funkcji predkosci wyraziliSmy poprzez szereg
potegowy. Rozwinig¢cie funkcji F(v) ma zwykle posta¢ (3.6). Znak minus
uwidacznia fakt, ze opory powietrza sa przeciwnie skierowane do predkosci
ciala. State C, D,... zaleza od ksztaltu ciala 1 sg czesto wyznaczane
doswiadczalnie. Doswiadczenie wskazuje, ze dla matych predkosci mozna
odrzuci¢ wyrazy rzedu dwa 1 wyzszego, wtedy

F(v) = —Cv

Przy wickszych predkosciach wyraz z V* staje si¢ na tyle istotny, Ze nie mozemy
go pomija¢. Wraz z rosngcg predkoscia musimy uwzglednia¢ wyrazy
zawierajagce warto$¢ predkosci v, w coraz to wyzszych potegach. Modele
dziatajacych sit sg coraz to dokladniejsze 1 coraz bardziej skomplikowane.
Wida¢, ze rozwinigcie w szereg potggowy jest jedng z metod umozliwiajacych
postepowanie droga krowy (§TI 1). Zaczynamy od najprostszego rozwinigcia
W szereg potegowy, potem dodajemy kolejne rzedy i1 tak albo do utkniecia
w problemach rachunkowych albo do rozwigzania problemu.

3.7
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4. Nieskonczenie male

Nieskonczenie male nie majg ugruntowanego statusu we wspolczesnej
matematyce. Pochodna funkcji jest definiowana za pomocg poj¢cia granicy. Nie
mniej fizycy czesto liczg z uzyciem symboli rézniczki, czyli postuguja si¢
rachunkiem na nieskonczenie matych. Zasadniczym tego powodem jest wygoda
1 intuicyjno$¢ takiego rachunku. A poniewaz dla nas fizykow matematyka jest
narzedziem, wigc wygoda 1 przejrzystos$¢ jest wazkim argumentem.

Idea nieskonczenie matych ma bardzo dtugi rodowod. Wszystko zaczyna
si¢ wraz z pojawieniem si¢ koncepcji atomowych w greckiej filozofii. Atomy sa
najmniejszymi, niepodzielnymi czastkami materii. Dla greckich matematykow
nieskonczone oznaczaty réwniez tyle co najmniejsze niepodzielne elementy.
Idee atomowe pojawiaja si¢ jako lekarstwo na paradoksy (aporie) Zenona z Elei
(§TVI 1.1). Paradoksy Zenona wigza si¢ z zawitosciami na jakie natrafiamy
przy prdbie ogarnigcia pojecia ciggtosci 1 sum nieskonczenie wielu czynnikow.
Grecy nie stworzyli teorii nieskonczonych ciggéw i sum. Stworzyli natomiast
dwie geometryczne metody obliczania pél figur i objetosci bryt?, ktére mozna
uzna¢ za protoplastow rachunku catkowego. Jedna z nich nazwana zostata
metodg niepodzielnych 1 odwoluje si¢ do wielkosci niepodzielnych
(odpowiednika naszych nieskonczenie matych), druga to metoda
wyczerpywania, ktora przez matematykow uznana jest za znacznie solidniejsza
od metody niepodzielnych. Przykltadowo Archimedes obliczajac pole pod
parabolg traktowat jg jako zlozong z niepodzielnych paskow takich jak odcinek
XY narysunku (4.1).

o
x
" 1@

' J
B

Rysunek 4.1. Wyprowadzajagc wzor na pole powierzchni ograniczonej
wykresem paraboli Archimedes obliczat sume p6l zbioru niepodzielnych
odcinkow XY

Niepodzielne to w naszym rozumieniu nieskonczenie mate. Poniewaz
w wymiarze poprzecznym paski takie jak odcinek XY, z rysunku (4.1) sa

% Polecam tu dwie pozycje. Gruszecki L, U zrédet poje¢ mnogosciowych, Wydawnictwo KUL, Lublin
2005, oraz L. Gruszecki, A. Starucha i M. Zota, Wielkosci nieskonczenie mate w analizie
matematycznej — Studium historyczne, Wydawnictwo KUL, Lublin, 2012
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niepodzielne to nie maja w tym kierunku struktury. Nie mozna wigc moéwié, ze
konce paska XY maja jaki§ zdefiniowany ksztalt, gdyz takie wyrdznienie
wewnetrznej geometrii oznacza nadanie iIm wewngtrznej struktury wzgledem,
ktorej moga by¢ podzielona. Przez to przestalby by¢ niepodzielnymi. Cala
technika nieskonczenie matych zaktada istnienie takich elementow, ktore nie
maja struktury. Z drugiej strony zaktada sig, ze z takimi paskami mozna zapetnic
obszar pod kazdg krzywa i ze kazdy z nich ma niezerowe pole powierzchni.
Dzig¢ki temu, ze nie mozna mowic¢ o konkretnej geometrii niepodzielnie matych
(cienkich) paskéw nie ma sensu pytac, czy na swej szerokosci pasujag one do
przebiegu danej krzywej czy nie. One pasuja do przebiegu dowolnej krzywe;j
ciagle].

Sumujac niepodzielne Archimedes wykorzystatl sprytng analogie, ktora
pozwolita mu wykorzysta¢ proporcje opisujace dziatanie dzwigni dwustronne;.
Archimedes znalazt wzor na pole pod parabola. Majac juz wzér na pole pod
parabolg Archimedes udowodnil jego poprawnos¢ metoda wyczerpywania
opracowang przez Eudoksosa. Jak juz wspomnialem, metoda wyczerpywania,
solidna od strony matematycznej, byta stosowana do potwierdzenia poprawnos$ci
wzoréw uzyskanych z zastosowaniem znacznie bardziej intuicyjnej metody
niepodzielnych.

W czasach Sredniowiecza i Odrodzenia uczeni przejeli metodyke
niepodzielnych. Przez caly czas trwaly goragce dyskusje dotyczace natury
niepodzielnych. Zdawano sobie sprawe, ze to bardzo uzyteczne pojecie, jest
niedciste i zawiera wiele logicznych putapek. Prace Pierre Fermata przeniosty
niepodzielne na grunt arytmetyki. Arytmetyczne niepodzielne Fermata sg juz
bliskie naszym nieskonczenie matym oznaczanym symbolem  dx.
Niepodzielnymi postugiwali si¢ miedzy innymi Johannes Kepler, Blaise Pascal,
Evangelista Torricielli, 1zaak Newton, Gottfried Leibniz, Leonhard Euler. Z ich
pomoca uzyskano wiele podstawowych twierdzen analizy matematycznej, ktore
potem byly udowadniane z uzyciem definicji opartych o pojecie granicy. Jak juz
wspomnialem, do dzi$ fizycy (i nie tylko) korzystaja z niepodzielnych do
sprawnego prowadzenia rachunkow.

Odwotywanie si¢ do nieskonczenie matych (czyli niepodzielnych)
w dydaktyce fizyki jest przedmiotem dyskusji. Ja zdecydowalem si¢ na ich
uzywanie. Przewazyly wzgledny praktyczne i historyczne. Rachunek na
nieskonczenie matych przebiega sprawniej niz z zastosowaniem bardziej
scistych metod (to wzgledy praktyczne). Wiele wartosciowych wynikow
W przesztosci 1 dzi§ uzyskuje si¢ zaczynajac od rachunku z nieskonczenie
matymi. Daleki jestem od lekcewazenie tej wazkiej lekcji historii.

Doda¢ jeszcze wypada, ze wielko$ci nieskonczenie mate majg swoich
zwolennikow  wsrod  matematykéw. Obok glownego nurtu analizy
matematycznej istnieje tzw. analiza niestandardowa, w ktorej nieskonczenie
mate sg petnoprawnymi tworami matematycznymi.
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