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TEMAT V

ZASADA ZACHOWANIA
MOMENTU PEDU
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1. Moment ¢

Momenty roznych wielkosci fizycznych graja wazka role w fizyce. Definiuje si¢
je jako iloczyn wektorowy (MI; rozdziat 2.5) dwoéch wielkosci wektorowych
wektora r (nazywanego rowniez wektorem wodzacym) zaczepionego w danym
punkcie P 1 wskazujagcego punkt zaczepienie drugiej wielkosci wektorowej C
(rys. 1.1).

Definicja 1.1: Moment wielko$ci wektorowej C wzgledem punktu P
Momentem wielkosci weRtorowej C wyznaczonym wzgledem punktu @ nazywamy
iloczyn weRtorowy wektora r zaczepionego w punkcie P i wskazujqcego punkt
zaczepienia wektora C oraz wektora C

Moment C=rx C 11

Warto§¢ momentu wielkosci wektorowej C jest réwna iloczynowi wartosci

wektora wodzacego r i C razy warto$¢ sinusa kata miedzy tymi wektorami (rys.
1.1).

|Moment_C| = |r||C|sin(6) 1.2

Rysunek 1.1. Kat # miedzy wektoramiriC

Kierunek wektora jest prostopadly do plaszczyzny wyznaczonej przez wektor
potozenia i pedu, a zwrot tego wektora mozna wyznaczy¢ z reguly Sruby
prawoskretnej (rys. 1.2) i (Ml rozdziat 2.5).
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Moment_C
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Rysunek 1.2. [lustracja reguty sruby prawoskretnej

Gdy wektor wodzacy r jest rownolegly lub antyrownolegly do wektora C, wtedy
nie mozna jednoznacznie wyznaczy¢ plaszczyzny, w ktorej oba te wektory sa
zawarte. Jednak w takim przypadku warto$¢ iloczynu wektorowego réwna jest
zeru (Moment_C jest wektorem zerowym) i problem okre$lenia zwrotu
I kierunku wektora Moment_C nie istniej (wektor zerowy nie ma ani kierunku
ani zwrotu).

Wzér na moment wielko$ci wektorowej C mozemy rozpisa¢ do postaci
(rys. 1.3)

Moment C=rXxC=(r,+r)XC=r, xC+r xC 13
=0 '

=I'J_><C

W powyzszym wzorze I, jest skladowa prostopadia, a rj rownolegla wektora r
wzgledem wektora C (rys. 1.1).

Wielko$¢ r; nazywamy ramieniem dziatania wielko$¢ wektorowej C.
Definicja 1.2: Ramie¢ dzialania momentu wielko$ci wektorowej C

Ramie dziatania v, momentu wielkosci weRtorowej C wyznaczonej wzgledem
danego punKtu P jest rowne skfadowej prostopadtej, wektora wodzqcego 1, do
wektora C

Wartos¢ momentu wielko§¢ wektorowej C mozna zatem wyliczy¢ jako iloczyn
dhugo$ci ramienia dziatania r, i wartosci wektora C

1.1. Moment pedu

Do najwazniejszych wielkosci fizycznych nalezy moment pedu (rys. 1.1.1),
ktorym si¢ teraz zajmg¢. Czasem w literaturze polskiej mozna moment pedu
okresla si¢ stowem ,kret”. Ja rowniez bede uzywal tej nazwy na przemian z
nazwa ,,moment pedu”.
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Definicja 1.1: Moment pedu (kret)
Moment pedu (Rret) K to wektor réwny iloczynowi wektorowemu wektora
wodzqcego r i wektora pedu p

K=rxp 1.1.1

W

/ X

Z

Rysunek 1.1.1. Przez moment pedu (kret) rozumiemy wielko$¢ bedaca
iloczynem wektorowym wektora potozenia i pedu.

W uktadzie SI jednostka momentu pedu jest metr do kwadratu razy kilogram
przez sekunde

[J]

Podobnie jak w przypadku pedu jednostka ta nie ma nazwy.
Moment pedu jest wielkos$cia spetniajgca zasadg zachowania.

_ kgm?

1.1.2
S

Okreslenie 1.1.1: Zasada zachowania momentu pedu
W ukfadzie izolowanym moment pedu jest zachowany

Uktad izolowany oznacza w tym przypadku uktad przez, ktérego granice nie
wyplywa ani nie wptywa moment pedu (TIl rozdziat 1). Do momentu pgdu
mozemy stosowa¢ wszystkie uwagi dotyczagce momentu wielkosci wektorowe;.
Dla przyktadu rozwiaze¢ dwa proste zadania

Zadanie 1.1.1

Czlowiek siedzi na nieruchomym fotelu obrotowym i trzyma koto
rowerowe, ktore obraca si¢ tak, ze jego moment pedu wynosi K(0; 0; Ky).
Nastepnie koto zostaje obrocone ,,do géry nogami”. Oblicz moment pedu
uktadu czlowiek-fotel. Zaniedbujemy opory zwigzane z tarciem
w uktadzie.
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Rysunek 1.1.2. [lustracja do zadania 1.1.1.

Przed obrdceniem kota moment pedu cztowieka 1 fotela byt rowny zeru. Koto
miato tylko niezerowg z-towg wspotrzedna momentu pedu. Calkowita suma z-
towych sktadowych momentu pedu czlowieka i fotela oraz kota byta rowna z-
towe] skladowej momentu pedu kota Ky,. Po obréceniu kota z-towa sktadowa
jego momentu pedu jest rowna (-Ky,). Catkowity moment pedu wzdtuz osi z nie
moze si¢ zmieni¢. Oznaczajac przez K¢, z-towa skladowa momentu pedu uktadu
cztowiek fotel mamy rownanie.

Ky = — Ky + K, 113
Stad mamy
K., = 2Ky 1.14

Cztowiek z fotelem zacznie obracac si¢ tak, ze z-towa sktadowa moment pgdu
cztowieka 1 fotela bedzie dwa razy wigkszy od z-towej skladowej kota
rowerowego przed jego obroceniem.

Podobnie jak w przypadku pegdu, wektorowy charakter momentu pedu,
oznacza, ze gdy pewne cialo ma w chwili poczatkowej, w uktadzie izolowanym,
pedu réwny zeru, to moze podzieli¢ si¢ na dwa ciala, kazde o niezerowym
momencie pedu. Momenty pedu tych ciat muszg si¢ jednak sumowac do zera.

Czestym bigdem jest kojarzenie niezerowej wartosci momentu pedu
Z obrotem ciala, lub z jego ruchem po linii krzywej (,,z zakrecaniem”). Prowadzi
to do wniosku, ze czastki poruszajace si¢ po linii prostej maja moment pedu
réwny zeru. Konsekwentne wyliczenie momentu pedu takiej czastki pokazuje,
ze w 0golnym przypadku nie jest to prawda.

Orientujemy uktad wspotrzednych jak na rysunku (1.1.3). Jak widaé, tor czastki
omija poczatek uktadu wspotrzednych. Zgodnie z rysunkiem

b = r sin(0) 115

Parametr b oznacza odleglto§¢ miedzy torem czastki a poczatkiem uktadu
wspotrzednych. Gdyby w poczatku uktadu wspotrzednych byta druga czgstka, to
b byloby réwne parametrowi zderzenia (definicja TIV 4.1). Warto§¢ momentu
pedu wyraza si¢ wzorem
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K = mvr sin(0) 1.1.6

wektor pedu
czastki

tor czastki

Rysunek 1.1.3. Rysunek do zadania (1.1.2).

Warto$¢ momentu pedu jest zatem stala i zalezna od masy czastki jej predkosci
oraz warto$ci parametru b. Gdy b=0, to tor czgstki przechodzi przez poczatek
uktadu wspotrzednych i jej moment pedu jest rowny zeru, ale tak jest tylko
wtym przypadku. Wida¢ ztego, ze podobnie jak w przypadku energii
kinetycznej czy pgdu wartosci momentu pedu roéwniez zalezy od wyboru uktadu
wspoOtrzednych (TIV rozdziat 1I). Tu sprawa jest nawet bardziej zlozona.
W przypadku energii kinetycznej i pedu zamiana uktadu na inny ale nieruchomy
wzgledem wyj$ciowego nie zmienia wartosci ani pedu ani energii. Tu wida¢ ze
przesuniecie uktadu do innego punktu zmienia warto$¢ momentu pedu. Wynika
z tego, ze nie ma sensu pyta¢ jaki moment pedu ma czgstka (lub ogdlnie uktad
fizyczny) w sensie absolutnym, gdyz odpowiedz zalezy od wyboru uktadu
wspotrzednych. Mozemy korzysta¢ natomiast z faktu, ze w ustalonym uktadzie
inercjalnym moment pedu izolowanej czastki (lub ogdlnie izolowanego uktadu
fizycznego) bedzie staly.

1.2. Moment sity

Kolejnym wazkim momentem jest moment sity. W jezyku potocznym sita ma
rézne znaczenia. Moze by¢ to na przyklad sifa pienigdza, albo perswazji, czy
autosugestii. W fizyce sila ma wezsze znacznie. Jest centralnym pojeciem
mechaniki niutonowskiej, cho¢ oczywiscie samo pojecie znane bylo na dtugo
przed Newtonem. Kiedy postugujemy si¢ wielkosci fizyczng, taka jak sifa, to
chcemy mie¢ mozliwos¢ jej ujecia w iloSciowy sposob. Potrzebujemy jakies
wzorcowej sity, a jak wiemy zdefiniowanie wzorca wielko$ci fizycznej nie jest
tatwe (TI rozdziat 6). Definiowanie wzorca trzeba od czego$ zaczaé. Zwykle,
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Z powodu braku doswiadczenia i odpowiednich technik, sa to proby malo
subtelne, ale do pierwszych zastosowan wystarczajgce. Historia techniki i nauki
pelna jest takich ledwie wystarczajacych wzorcow wielkosci fizycznych.
Proponuj¢ zabawa w definiowanie wzorca sity w prosty i wystarczajacy na
pierwsze kroki w krainie fizyki.

Jezeli jaki$ czynnik dziala na koniec spr¢zyny w ten sposob, ze sprezyna
ta ulega rozciggnigciu to mowimy, ze czynnik ten jest zrodlem silty, a na
sprezyneg dziala sita. Przyktadem zrodia sity jest reka lub cigezarek (rys. 1.2.1).
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Rysunek 1.2.1. Sprezyna ulega wydtuzeniu pod wpltywem reki lub ciezarka.
Moéwimy, Ze na sprezyne dziata sita, ktérej Zrédtem jest reka (ciezarek).

Pod wptywem dziatania sity sprezyna rozcigga si¢. Zwracam uwage na fakt, ze
w fizyce sita musi mie¢ swoje zrodlo — nie moze mie¢ charakteru magicznego;
to znaczy bra¢ si¢ znikad.

Postulujemy teraz ze zrddto sity dziata w taki sam sposob na sprezyne jak
na inne obiekty. To znaczy, ze wielko$¢ konkretnej sity z konkretnego zrodta nie
zalezy od tego na co ta sita dziata (rys. 1.2.2). Co wiecej postulujemy réwniez,
ze jezeli dwa zrodta sity rozciggaja sprezyne na tg samg dlugosé, to oba zrédia
dziataja z taka samg silag. Bazujagc na naszym wrodzonym i zdrowym
sceptycyzmie, mozemy by¢ pewni, ze istnieja Sytuacje, w ktorych te postulaty sa
falszywe. Z drugiej strony na podstawie do§wiadczenh mozemy mie¢, duzg doze
pewnosci, ze w wielu waznych dla nas sytuacjach postulaty te sa speinione
Z wystarczajacg doktadno$cia 1 to nam musi wystarczy¢. Mozemy mie¢ nadzieje,
ze kiedy juz oswoimy si¢ z pojeciem sily, nabierzemy doswiadczen,
I rozwiniemy technike uda nam si¢ site zdefiniowaé w bardziej subtelny i ogolny
sposob. Dalej jednak bedzie to sposob niedoskonaty.

Musimy teraz wprowadzi¢ sit¢ wzorcowa. Niech bedzie dana masa rowna
0.102 kg. Przyjmujemy, ze sila ma warto$¢ jednego niutona jezeli dziala na
sprezyng tak samo jak ta masa (rys. 1.2.3).
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Rysunek 1.2.2. Sita z jaka ciezarek nacigga sprezyne jest tg samg sita, z ktorg
ten sam ciezarek ciggnie do dotu reke.

N

Dlaczego taka jednostka? Dlatego, ze kiedy podamy bardziej ogdlne okreslenie
sity, tak zdefiniowana jednostka okaze si¢ by¢ naturalna. Zatem od razu
zaczniemy od naturalnej jednostki, cho¢ na razie jej naturalno$¢ jest dos¢
problematyczna. Powiem od razu, ze w powszechnym uzyciu jest roOwniez
jednostka sity, ktora na pierwszy rzut oka zdaje si¢ by¢ bardziej naturalna. Niech
bedzie dany ci¢zarek o masie 1kg. Wtedy cigzarek ten rozcigga sprezyne Z sita,
ktora uznajemy za jednostkowa (rys. 1.2.3). Jednostka ta ma nazwe kilograma
sita [KG] 1 nie nalezy do uktadu SI. Mamy przy tym zalezno$¢

Fakt 1.1
1KG=9,81N

Podana definicja sity wzorcowej] wymaga przyjecia kolejnych
sensownych zatozen.

<> Dwie takie same masy sg przyciggane przez Ziemie z takg sama
sitg.

<> Dwa razy wieksza masa jest przyciggana przez Ziemie z dwa razy
wiekszg sitg.

Oba zatozenia s3 w sensowny sposob spetnione. Co to znaczy ,,w sensowny
sposob”? To znaczy, ze dla naszych obecnych celow niedoktadnosci zwigzane
Z powyzszymi zatozeniami i definicjami nie majg praktycznego znaczenia.
Dla porzadku wskaze jednak dwa przykladowe zrodlta klopotow
zwigzanych z tak okreslong silg 1 jej jednostka.
X Sita z jakg Ziemia przyciagga dang mase jest rézna w réznych
punktach powierzchni Ziemi. Te réznice sg niewielkie ale sg i gdy potrzebne
sg bardziej doktadne wartosci dziatajgcych sit te drobne réznice mogg mieé
znaczenie. Zatem definiujgc jednostke sity jako warto$¢ z jakg przyciagana

jest dana masa powinnismy powiedzie¢, w ktérym miejscu na Ziemi nalezy
dokona¢ pomiaréw wzorcowych.
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< Dwa razy wieksza masa niekoniecznie musi by¢ przyciggana z dwa
razy wieksza sitg. Przyktad na rysunku (1.2.4) pokazuje uktad dwoch
odwaznikow w dwoch roznych konfiguracjach. Taki uktad nie jest przyciggany
z takg samg sitg. To znaczy, ze jezeli jeden z tych podwojnych ukfadow jest
przyciggany z sitg doktadnie dwa razy wiekszg niz pojedynczy ciezarek, to
drugi uktad juz nie spetnia tego warunku. R6znice miedzy oboma uktadami sg
bardzo, bardzo mate, ale s3a.
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o Warto$¢ sity to
Wartosc sity to 1 kilogram sita
1 niuton
Rysunek 1.2.3. Z lewej strony - jezeli na sprezyne powiesimy ciezarek o masie
0,102kg, to ciezarek ten nacigga sprezyne z sitg jednego niutona. Z prawej strony
- ciezarek o masie 1KG nacigga sprezyne z sitg 1kilograma sita.

Podana definicja sity moze si¢ wydawaé nieco naciggana. Ale na dobrg sprawe,
gdyby$my zrobili wzorzec masy 0,102kg oraz wzorzec sprezyny i wszystko
umiescili w Miedzynarodowym Biurze Miar i Wag w Sévres (rys. T.1 6.1.2), tak
jak ma to miejscem ze wzorcem kilograma, to tak zdefiniowana jednostka sity
wcale nie bylaby mniej sensowna od uzywanego obecnie wzorca kilograma.
| niezaleznie od tego jak bardzo wyrafinowane metody stosujemy obecnie do
definiowania jednostek, to gdzie$s u ich podstaw leza zawsze pewne zatozenia,
oraz pewne wzorcowe zjawiska fizyczne (u nas byto to przycigganie ci¢zarka
przez Ziemig).
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Rysunek 1.2.4. Dwa takie same ciezarki, r6znie zawieszone beda rozciagaty
sprezyne z rozna sitg. Rézncie te beda bardzo niwielkie i w wiekszos¢
praktycznych pomiaréw niezauwazalne. W mojej definicji sity milczaco
przyjatem, Ze masy wzorcowe sg punktowe. Nie jest to prawda. Mozna by ta
definicje poprawi¢ podajac z czego i jak ma by¢ zrobiony ciezarek wzorcowy.
Nalezatoby réwniez podac z czego i jak ma by¢ zrobiona wzorcowa sprezyna.

Latwo si¢ przekonaé, ze sity nie da si¢ okresli¢ pojedyncza liczba; to
znaczy, ze sila nie jest wielkosci skalarng (rys. 1.2.5). Wiemy, ze jezeli jakas
wielko$¢ wyrdznia kierunek swojego dziatania, to mozemy sprébowac opisac ja
wektorem. Jak si¢ okazuje opis sity przez wektor daje oczekiwane wyniki.
Whioskujemy zatem, ze sita jest wielko$cig wektorowa.

Rysunek 1.2.5. Sita o tej samej warto$ci moze naciggac¢ sprezyne w rozne
kierunkach. Dlatego sita nie jest wielkoscig skalarna.

Spdjrzmy na rysunek (1.2.6). Dwie sprezyny ciggng w przeciwne strony
belke zaczepiong na osi. Belka moze si¢ wokot osi obracaé. Zajme si¢ jedna

10
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z sil, powiedzmy F_. Wyr6zni¢ punkt P; w naszym przypadku wygodnie bedzie
wyrozni¢ punkt, w ktorym znajduje si¢ o$ belki. Niech r_ bedzie wektorem
zaczepionym w punkcie P iwskazujacym punkt zaczepienia sity F_. Mam
wszystko co trzeba do obliczenia nowej wielkosci wektorowej — momentu sit

Definicja 1.2.1: Moment sil
Momentem sity F dziatajgcej na dany punkt, wzgledem danego punktu P
nazywamy iloczyn wektorowy wektora r zaczepionego w punkcie P i wskazujgcego
punkt zaczepienia sity F oraz wektora sity F

M= rxF 1.2.1

W oznaczeniach przyjetych na rysunku (1.2.6) moment sit dziatajacy na lewg

cz¢$¢ belki wynosi
M, =1 XF, 1.2.2
Cho¢ suma sit pokazanych na rysunku (1.2.6) jest rowna zeru, to belka, do
ktorej przyczepione sg spre¢zyny nie jest w stanie rownowagi. Aby uktad byt
w rownowadze, to znaczy aby jego poszczegdlne czeséci nie zmieniaty polozenia
wzgledem otoczenia to spetnione muszg by¢ dwa warunki.
Definicja 1.2.2: Warunki rownowagi statycznej

Aby ukfad znajdowat sie w stanie rownowagi statycznej muszq by¢ spetnione
nastepujqce warunki: i) suma wszystRich dziatajqcych na ukfad sit musi byc¢ rowna
zeru

z Fi=0 1.2.3

i=wszystkie

it) suma wszystKich dziatajgcych na ukfad momentow sif musi by¢ réwna zeru

Z M;=0 124

i=wszystkie
Podobnie jak moment pedu moment sit mozemy rozpisa¢ w postaci
M=(r+r)xF=(pxF=0)+r xF=r, xF 125

Tu, podobnie jak w przypadku momentu pgdu, r; nazywamy ramieniem
dziatania sity F.

11
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Rysunek 1.2.6. Uklad dwoch sprezyn ciggnie belke, zaczepiong na osi
przechodzacej przez jej $rodek, z sitg o takiej samej wartoSci, ale o przeciwnym
zwrocie. Cho¢ obie sity dodajg sie do zera, to belka nie bedzie nieruchoma, tylko
zacznie sie obraca¢ w kierunku wskazanym przez czerwong strzatke. Przyktad
ten jest powaznym ostrzezeniem moéwigcym, ze zerowanie sie dziatajacych sit
nie daje gwarancji r6wnowagi statycznej uktadu fizycznego.

Zdetiniowatem dwie wielkos$ci fizyczne nalezace do kategorii momentow:
moment pedu 1 moment sit. Moment pedu jest dla nas o tyle ciekawy, ze jest
trzecig wielko$cig fizyczng, podlegajaca prawu zachowania. Jest to zarazem
ostania wielko§¢ mechaniczna podlegajaca zasadom zachowania. Przy okazji
skompletowania wszystkich mechanicznych zasad zachowania warto w tym
miejscu uczyni¢ 0golng refleksje.

1.3. Przestrzen stanow &

Moja refleksja bedzie ogdlna, w tym sensie, ze dotyczy kazdej zasady
zachowania. Bedg¢ potrzebowal ogdlnej sceny, w ktorej bede mogh przedstawic
dzialanie kazdej zasady zachowania (i nie tylko). Za taka scen¢ postuzy mi
przestrzen stanéw, ktorg teraz zdefiniuje.

Zaczng od prostego przyktadu. Rysunek (1.3.1) pokazuje magiczne
pudetko. Pudetko jest uktadem fizycznym, ktory analizujemy. Niestety, nie
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mozemy zajrze¢ do srodka pudetka, co akurat jest do§¢ powszechnie spotykang
sytuacja w fizyce. Widzimy natomiast, ze pudetko zmienia swoj stan. Na gorne;j
Sciance co chwila wyswietla si¢ jedna z ze zbioru osmiu figur.

a b c

® /\

Rysunek 1.3.1. Na $ciance magicznego pudetka co chwila wyswietla sie obraz
innej figury.

Poza tym z pudetkiem nic si¢ nie dzieje. Z naszego punktu widzenia pudetko
wystepuje w osmiu stanach réznigcymi si¢ wyswietlanymi figurami. Mozemy
podejrzewaé, ze wewnatrz pudetka co$§ si¢ dzieje, a przez to dzianie si¢
zmieniajg si¢ wyswietlane figury. Ale poki co nie jesteSmy w stanie stwierdzi¢
zadnej zmiany w stanie pudetka procz tych wyswietlanych figur, wigc dla nas,
badaczy pudetka, pudetko moze przyja¢ osiem réznych stanéw. Te osiem
stanOw to wlasnie przestrzen stanoéw naszego pudetka. Osiem standéw stanowi
osiem punktow tej przestrzeni. PoszczegoOlne stany latwo od siebie odrdznié,
kazdy z nich charakteryzuje si¢ inng figurg. Zatem punktom przestrzeni standéw
mozemy przyporzadkowac osiem réznych figur.

Definicja 1.3.1: Przestrzen Stanow

Przestrzeniq stanow jest zbior wszystRich moZliwych stanéw w jakim moZe,
z punktu widzenia obserwatora, zaistnie¢ badany system fizyczny

Mozemy teraz obserwowa¢ zmian¢ stanu pudetka 1 wkreslic wykres
reprezentujacy dynamike badanego uktadu, tak jak to jest zrobione na rysunku
(1.3.2). W sumie tatwiej jest reprezentowa¢ dynamike w przestrzeni stanow
pudetka poprzez wyrysowanie w jednej linii kolejno pojawiajacych si¢ figur.

Pomys$lmy teraz o punkcie materialnym, ktéry moze porusza¢ si¢ wzdtuz
linii prostej z dowolng predkoscig. Wszystkie mozliwe stany tego prostego
uktadu fizycznego, to wszystkie mozliwe polozenia punktu. Musimy jednak
pamicta¢, ze w kazdym potozeniu punkt moze mie¢ dowolng predkosc.
Przestrzen stanow takiego ukladu moze byC¢ przedstawione w postaci
plaszczyzny (rys. 1.3.3).
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Rysunek 1.3.2. Przestrzen standéw pudetka sktada sie z o$miu rozréznialnych
punktéw, ktérym przypisujemy figury wyswietlane na pudetku. Strzatki
narysowane przerywanymi liniami pokazuja zaobserwowang sekwencje
pojawienia sie figur od momentu, kiedy na ekranie pojawit sie kwadrat. Z boku
historia wyswietlen narysowana jest w postaci rzedu kolejno pojawiajacych sie
figur.

Y

i

Rysunek 1.3.3. Przestrzen stanéw punktu materialnego poruszajacego sie po
linii prostej mozna wyrysowac na ptaszczyznie o osiach v i x. Czarna linia jest
przykladowa trajektorig punktu w przestrzenie stanéw. Kazdemu punktowi tej
linii odpowiadajg dwie wspdirzedne (x, v), ktore okreslaja potozenie i predkosc
czastki.

Wrdce do pudetka z wyswietlanymi figurami. Powiedzmy, ze zachowanie
pudelka jest bardziej skomplikowane. Dopoki pudetka nikt nie rusza na ekranie
wyswietlane sg albo figury z kraglosciami albo figury z naroznikami. Gdy
jednak pudetko sie¢ stuknie (przestaje by¢ uktadem izolowanym), to moze si¢
zdarzy¢ (ale nie musi), ze pudetko zmieni rodza; wyswietlanych cyfr. Mamy
tutaj typowa zasade zachowania, ktéra brzmi tak: dopoki pudetko jest uktadem
izolowanym dopdty wyswietla albo figury z kraglosciami albo figury
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z naroznikami. Zasada zachowania ograniczyta dynamike izolowanego pudetka
do podzbioru wszystkich mozliwych standéw (rys. 1.3.4).

Rysunek 1.3.4. Zasady zachowania dzielg przestrzen stanéw na podzbiory,
w tym wypadku na podzbiér figur z kragtosciami i figur z naroznikami. Tak
dtugo jak dtugo pudetko pozostanie izolowane, tak dtugo bedzie wyswietlato
figury z jednego podzbioru. Na rysunku pokazana jest przyktadowa dynamika
uktadu w podzbiorze figur z kragtoSciami i w podzbiorze figur z naroznikami.

Bardziej ogodlnie rzecz biorgc zasada zachowania podzielita zbior
mozliwych stanéw ukladu na podzbiory, a przejscie od podzbioru do podzbioru,
bez ingerencji z zewnatrz jest niemozliwe. Podobnie jest z poruszajaca si¢
wzdhluz linii izolowang czgstkg. Czgstka nie zmieni swojej predkosci, przez co
przestrzen standw zostanie rozbita na nieskonczenie wiele podzbiorow (rys.

1.3.5)

VA

XXV

Rysunek 1.3.5. Gdy poruszajaca sie w jednym wymiarze czastka jest izolowana,
przez caly czas zachowuje warto$¢ swojej predkosci (energii i pedu). W ten
sposéb zasada zachowania energii i pedu prowadzi do rozbicia jej przestrzen

stan6w na zbior prostych rownolegtych. Tutaj wyrysowane zostato kolorem
kilkanascie takich prostych.
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Rozwazmy jeszcze przyktad kulki, 0 masie m, poruszajacej si¢ w okraglej
misce, zakladajac brak sit tarcia. Zatézmy przy tym, ze catkowita energia kulki
nie przekracza wartosci Ec=mghma, gdzie hpax jest mniejsze od glebokosci
miski, tak ze kulka nie jest w stanie z niej wyskoczy¢. Przestrzen stanow ukladu
ztozonego z kulki i miski mozna przedstawi¢ w zmiennych v i h, gdzie v jest
chwilowa predkoscig kulki, a h jej wysokoscig nad dnem miski. Dwie zmienne
oznaczaja, ze przestrzen konfiguracyjna bedzie czgScig plaszcezyzny. Kulka,
ktéra ma zerowg energi¢ bedzie stala w punkcie rownowagi. Gdy bedziemy
zwigkszali calkowita energi¢ kulki bedzie si¢ ona poruszala w przestrzeni
stanow po rodzinie krzywych pokazanych na rysunku (1.3.6). Przy braku
oporéw ruchu, energia kulki bedzie stata

muv?
2

Przy danej energii catkowitej maksymalna wysokosci nad dnem miski jaka
moze osiaggna¢ kulka wynosi
EC

h =— 3.
max = oo 1.3.2

1.3.1

E. =mgh +

Maksymalna predko$¢ wynosi

2E, 1.3.3
Umax = m

Z rownania (1.3.1) otrzymujemy wzor na predkosci kulki w funkcji jej
wysokosci nad dnem miski

o(h) = i\/Z(Ek — ghm) 1.3.4

m

Znak + przed pierwiastkiem nie moze dziwi¢. Znak warto$ci predkosci zalezy
od tego po ktorej stronie dna miski jest kulka i od tego czy si¢ aktualnie wspina
do gory czy zjezdza w dot.

Krzywe te dzielg przestrzen fazowa uktadu nie nieskonczenie wiele podzbiorow.
Gdy uktad jest izolowany 1 przy braku sit tarcia kulka poruszajaca si¢ po jednej
z tych krzywych - nie moze jej zmieni¢ na inng, gdyz oznacza to zmian¢ energii
kulki. Aby taka zmiana mogla zaj$¢ uktad musi przesta¢ by¢ izolowany; co$
Z zewnatrz musi doda¢ kulce energii, lub tg energi¢ kulce odebracd.
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A
v[m/s]
E.=0,02J
. ‘ — E.=0,015J
— E.=0,01J
— E_=0,005J
005 o/ 0/5 y
7 h[m]
-1

Rysunek 1.3.6. Rozwazmy ruch kulki o masie m=0,01kg, w misce o ksztatcie
potéwki kuli. Niech miska ma taka gtebokos¢, ze kulka znajdujaca sie na jej dnie
potrzebuje energii wiekszej od 0.02], aby dojs$¢ do brzegu miski. Gdy catkowita
energia kulki jest mniejsza lub réwna 0,02], to kulka moze poruszac sie
wewnatrz obszaru narysowanego na niebiesko. Wyjscie poza ten obszar
oznaczatoby poruszanie sie z energie wiekszg od 0,02]. Przy niewystepowaniu
sit oporéw ruchu, kulka bedzie miata stata energie. Dla ré6znych wartoSci tych
energii kulka bedzie sie poruszata po ré6znych wzajemnie nie przecinajacych sie
torach.

Podsumujmy: zasady zachowania dzielg przestrzen stanow izolowanego
uktadu fizycznego na nieprzecinajace si¢ podzbiory. Uklad porusza si¢ po
punktach nalezacych do jednego z takich podzbiorow. I tak dtugo, jak dlugo nie
przyjdzie impuls z zewnatrz uktad nie moze wyj$¢ poza ten jeden podzbior.
Z poczynionych tu uwag zrobimy w przysztosci uzytek.
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2. Statyka ¢

Warunki (1.2.3) i1 (1.2.4) mozemy nazwa¢ podstawowymi rownaniami statyki.
Zalozymy nadto, ze pod wplywem dziatajacych sit ciato, na ktére te sity dziatajg
nie ulega deformacjom. W praktyce oznacza to, ze deformacje muszg by¢
zaniedbywalnie mate. Ciato takie nazywamy brytg sztywna.

Definicja 2.1: Bryla sztywna

Jezeli wzajemne potozenie punktow danego ciata nie zmienia si¢ w danym procesie
fizycznym, to ciafo to nazywamy brylq sztywnq.

Wiadomo, ze nie ma ciata sztywnego w absolutnym sensie. Kazdy obiekt
fizyczny mozna odksztalci¢, jest to tylko kwestia dziatajacych sil. Zawartem to
zastrzezenie, w powyzszej definicji, dodajac frazg ,,w danym procesie
fizycznym”. Moglbym w tym miejscu powiedzieé: ,,ot i cala statyka”. Zaraz
potem moégtbym napisa¢ uklad rownan Maxwella 1 rzec, ,ot 1 cala
elektrodynamika klasyczna”. Tak jednak nie robimy. Wiesz juz dlaczego.
Podstawowe prawa fizyki sg proste, ale w praktycznych zastosowaniach
wymagaja bardzo duzego wysitku obliczeniowego. Z drugiej strony kiedy
spojrzysz na uklad réwnan Maxwella nie zobaczysz w nich catego bogactwa,
czesto zaskakujacych cech uktadow elektrycznych i1 magnetycznych, gdyz
zobaczenie ich wymaga, no wlasnie, rozwigzania rOwnan. Ponadto Zzadna teoria
fizyczna nie jest zamknigta sama w sobie. Jej zastosowanie wymaga czegos
w rodzaju meta-wiedzy. Tg meta-wiedze zyskujemy rozwigzujac konkretne
problemy. Bo w fizyce obok $cistych regul i zasad mamy zawsze sporg doze
kucharstwa. A kucharstwa mozna nauczy¢ si¢ tylko przez praktyke. Dlatego
w ksigzkach do fizyki, lub specjalistycznych podrecznikach z mechaniki,
elektroniki, chemii itd., wiele miejsca poswieca si¢ technikom rozwigzywania
probleméw oraz omowieniu najwazniejszych i najciekawszych ukladow. A po
omowieniu podstawowych praw wyprowadza si¢ rowniez calg mase¢ mniej
podstawowych praw i regut, ktére maja wezszy zakres zastosowan, ale za to sg
prostsze w uzyciu. Typowym przykladem jest prawo zalamania lub prawo
odbicia $wiatla. Oba te prawa mozna wyprowadzi¢ jako konsekwencje
ogoblniejszej zasady - zasady Fermata. Jednak obliczanie uktadow optycznych
z wykorzystaniem zasady Fermata jest technicznie trudne. Latwiej jest uzy¢
prawa zalamania i1 prawa odbicia, ktore maja jednakze wezszy obszar
zastosowan. Jeszcze latwiej jest uzy¢ wzorow soczewkowych, ktore mozna
wyprowadzi¢ z prawa zalamania, ale ktore stosuja sie¢ tylko do soczewek i1 do
promieni $§wietlnych biegnacych prawie réwnolegle do osi optycznej. Wzory
soczewkowe majg wiec bardzo waski obszar zastosowan, ale za to sg proste
w strukturze 1 w uzyciu. Tak mocno wyspecjalizowane wzory bed¢ nazywat
wzorami inzynierskimi. Stuzg one glownie do sprawnego obliczania waskich
zagadnien technicznych.
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Definicja 2.2: wzory inzynierskie
Przez wzory inZynierskie rozumiem matematycznie zapisane regufy, Ktore
wyprowadzone zostajqg z teorii ogélnej w celu rozwiqzywania waqskiego Rregu
zagadnieri technicznych

Calg tg sytuacj¢ mozna poréwna¢ do postugiwania si¢ komputerem. Tu
U podstaw straszy jezyk maszynowy. Jezyk maszynowy jest najbardziej
elementarnym narzedziem programowania komputera. Teoretycznie za jego
pomoca mozna zrobi¢ wszystko to co robi si¢ na komputerze. Mozna na
przyktad napisa¢ list. Ale tylko teoretycznie, gdyz w praktyce napisanie listu,
z uzyciem jezyka maszynowego, tak aby pojawit si¢ na ekranie w formie tekstu,
jest koszmarnie ztozonym zadaniem. Uzywajac jezyka maszynowego tworzymy
narzedzia mniej uniwersalne, ale za to fatwiejsze w uzyciu. Przyktadem takiego
narz¢dzia jest jezyk programowania C. Uzywajac jezyka C piszemy jeszcze
latwiejsze w uzyciu narzedzia, ale o jeszcze bardziej zawg¢zonym zastosowaniu.
Wsrod nich sg programy do edycji tekstu. Programy te stuzg tylko do pisania
tekstow, ale pozwalaja uzytkownikowi na postugiwanie si¢ komputerem tak
jakby byt maszyna do pisanie. Naciskam liter¢ ,,p” 1 na ekranie wyskakuje —p-.
Mogg przy tym nie mie¢ bladego poje¢cia 0 programowaniu na poziomie jezyka
maszynowego, czy nawet jezyka C. Ba mogg¢ nie mie¢ wiekszego pojecia
0 budowie komputera. Niewiedza wcale nie przeszkadza w skutecznym pisaniu
tekstow. W swojej praktyce wielu inzynierow, a nawet naukowcoéw postuguje
si¢ wzorami inzynierskimi. Nie mniej bedac specjalista w danej dziedzinie
dobrze jest cho¢ raz spotka¢ si¢ z zasadami, ktore lezg u podstaw takich
wzorow. Kazde z tych narzedzi inzynierskich ma swoje istotne ograniczenia. Im
bardziej swobodnie uzywa ich inzynier lub uczony, tym wickszg musi mieé
swiadomos$¢ tych ograniczen. W tej sztuce poznanie praw podstawowych 1 ich
ograniczen jest bardzo cennym wsparciem.

Namadrzytem si¢ tyle, by usprawiedliwi¢ to co bedg robit teraz i1 przy
innych tematach. Wprowadz¢ podstawowe prawa, a potem przez wigkszo$¢
czasu zajmowa¢ si¢ bede omawianiem podstawowych lub ciekawych
przypadkow ich zastosowania. Begde réwniez wprowadzal wzory 1 reguly
inzynierskie, 0 mocno ograniczonej stosowalno$ci ale prostocie w uzyciu. Tak
postapie omawiajac statyke.

Przypomng, ze ograniczamy si¢ do statyki bryty sztywnej. Wprowadzg¢ na
poczatku kilka uzytecznych poje¢. Pierwsze z nich to rownowazne uktady sit.

Definicja 2.3: Réwnowazne uklady sil

Dwa ukfady sit nazywamy rownowainymi wtedy, gdy ich suma oraz suma ich
momentow obliczonych wzgledem wybranego punktu sq sobie réwne
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Uwaga 2.1:

Uktad sit rownowaznych musi sie skftadac z co najmniej dwoch zbiorow sit
oznaczmy je jako {F} i {G}. Ale nie oznacza to, ze oba zbiory muszg byc
rownoliczne. Pojecie to jest wprowadzone dla wypracowania metody redukcji liczby
sit tak aby nie zmieniac przy tym zachowania sie badanego uktadu fizycznego.

Latwo jest wykaza¢ nastepujacy fakt:

Fakt 2.1: moment sit ukladéw sit rownowaznych

Jezeli mamy dwa uktady sit réwnowaznych to suma momentéw tych sit jest taka
sama wzgledem dowolnego punktu.

Uwaga 2.2:

Fakt 2.1. oznacza, ze jezeli obliczamy sume momentow sit wzgledem punktu P dla
Jjednego uktadu sit i dla drugiego, to otrzymamy taki sam wynik. Jezeli teraz
policzymy sume momentow sit wzgledem innego punktu P,, to otrzymamy taki sam
wynik dla obu uktadow. Ale wynik dla punktu P niekoniecznie jest taki sam jak dla
punktu P5.

W uzasadnieniu faktu (2.1) pomocny bedzie rysunek (2.1). Zatozmy, ze mamy
ukfad sit rGwnowaznych o momencie M; obliczonym wzglgdem punktu P;.
Niech uklad ten sklada si¢ z dwoch zbiordéw sit {Fi} i {G;}. Niech M, bedzie
sumg momentow sit obliczonych wzgledem punktu P, dla zbioru sit {Fi}.

Xy

r1i=r2i+R

Rysunek 2.1. Wybrana sita F; ze zbioru {Fi}i jej promienie r1 i r2 wyznaczone
wzgledem dwoch punktéw, odpowiednio P11 P2 odlegtych o R.

Stosujac oznaczenia z rysunku (2.1) mamy

r; = R+1y 21
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M1=Zr1iXFi=Zr2iXFi+ZRXFi 2.2

i i i
=M, +RX Z F;
i
To samo mozemy wyrazi¢ przez rownowazny zbior sit

i i i 2.2a
i

Wiemy jednak, ze dla uktadu sit rownowaznych M; jest takie samo dla obu
zbiorow sit {Fi} i {G;}. Dla zbioréw sit rownowaznych spetniona jest rowniez,
na mocy definicji (2.3) zaleznos¢

ZFi=ZGi 23
i i

Stad wynika, ze

M, =M, 24
Zauwaz, ze w definicji (2.3) zadamy aby moment wypadkowy sit
rownowaznych byl rowny wzgledem jednego wybranego punktu. Fakt (2.1)
wskazuje, ze gdy jest tak wzgledem jednego punktu, to jest tak rowniez
wzgledem wszystkich innych punktow. Definicje staramy si¢ konstruowac
maksymalnie ascetycznie. Mogliby§my juz w definicji zazagda¢ aby moment
wypadkowy byt réwny wzgledem wszystkich punktow, ale bytoby to zadanie
nie potrzebne — nadmiarowe, dlatego tego nie robimy, dopowiadajac wszystko
inne w osobnych stwierdzeniach.

Z powyzszych rozwazan wyptywa prosty fakt:

Fakt 2.2:

Gdy suma sit zewnetrznych jest rowna zeru to suma momentéw tych sit jest
niezalezna od punktu wzgledem, ktérego ja liczmy.

Aby to pokazaé wystarczy przepisa¢ fragment rownania(2.2).

M1=M2+RXZFi=>M1=M2 25
i
=0
Pojecie ukfadu sil rownowaznych wprowadzamy z tych samych
powodow, dla ktéorych wprowadzamy pojecie oporu zastepczego przy analizie
obwodow elektrycznych. Gdy rozwazamy obwod elektryczny z wieloma
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potaczonymi opOrami, to mozna zredukowac¢ liczbe oporéw w obwodzie
obliczajac  opor opornika  zastepczego. Opornik  zastepczy  stawia
przeptywajacemu pradowi taki sam opor jak zastepowany uktad opornikdw.
Z drugiej strony obwodd z jednym opornikiem oblicza si¢ tatwiej niz z wieloma.
Powotatem si¢ na ten przyktad, gdyz sadze, ze wielu czytelnikow ma jakie$
do$wiadczenie z obliczaniem oporu zastgpczego. Ci, ktorzy si¢ z ta procedurg
nie spotkali niewiele na tym poréwnaniu zyskajg. Dodam zatem, ze zamiana
jednego uktadu sit na uktad rOwnowazny nie moze zmieni¢ warunkdéw na
rownowage statyczng ukladu mechanicznego, a z drugiej strona analiza tych
warunkow rownowagi jest zwykle, w przypadku uktadu zastepczego, tatwicjsza.
Jest to zatem trik techniczny majacy na celu utatwienie obliczania warunkow
rownowagi statycznej uktadow mechanicznych.
Kolejnym uzytecznym pojeciem jest para sit
Definicja 2.4: Para sil

Parq sif nazywamy ukfad dwich antyrownolegtych sif o tej samej wartosci; sify te
nie mogq lezec na tej samej prostej

F,
Rysunek 2.2. Para sit

Policzenie sumy momentow sit dla pary sit nie sprawi nam klopotu. Zauwazmy
na wstepie, ze suma sit nalezacych do pary jest rowna zeru. Zatem na mocy
faktu (2.2) nie ma znaczenia wzgledem jakiego punktu liczmy sume¢ momentow
tych sit. Wygodnym wyborem bedzie obliczenie tej sumy wzgledem punktu
zaczepienia jednej z sit (rys. 2.3).

Rysunek 2.3. Obliczanie momentu sit pary sit

M=I'><F2=I'J_><F2+I‘”XF2=I‘J_XF2 26
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Tak obliczony moment sit nazywamy momentem pary sit, a wielko§¢ I
nazywamy ramieniem pary sit.
Definicja 2.5: Zbiezny uklad sil
Zbieznym ukfadem sif dziatajgcym na bryle sztywnq nazywamy ukfad takich sif,
Rtérych Rierunki przecinajq sie w jednym punkcie.

Rysunek (2.4) pokazuje przykiad zbieznego uktadu sit

Rysunek 2.4. Zbiezny uktad sit

2.1. Przyktady

Czas zrobi¢ uzytek z wprowadzonych poje¢¢. Pokaze nastepujacy fakt

Twierdzenie 2.1.1: Pierwsze twierdzenie o przesunieciu sily dzialajace na
bryle sztywna
Site przytozong do bryfy sztywnej moina dowolnie przesungé wzdtuz prostej,
wzdtuz Rtorej ta sita dziata, nie zmieniajgc skutkRow dziatania tej sity na tq brytq

Na rysunku (2.1.1a) pokazane jest ciato. W punkcie P tego ciata przylozona jest
sita F. Przyloze teraz w punkcie B, takim ze lezy on na prostej wyznaczone]
przez kierunek dzialania sity F, pare sit rownowazacych si¢ F=Fa=-Fg. Zauwaz,
ze sile F zamienitem na réwnowazny uktad trzech sit { F; Fa; Fg }. Odejme
teraz z od uklad sily F i Fg, tak ze pozostanie tylko sita Fa. Operacja ta nie
zmieni warunkow rownowagi ciata, gdyz odjety uktad sit ma sume rowng zeru,
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ataczny moment sit tych dwoch sil, na mocy faktu (2.1), jest rowny zeru
wzgledem dowolnego punktu. Tak wigc sil¢ F zamienitem na sile Fg nie
zmieniajac ani sity wypadkowej ani momentu wypadkowego dziatajacego na
analizowany uktad.

1
1
1
a |
1
I

Rysunek 2.1.1. W punkcie A bryly sztywnej przytozona jest sita F; b) dodajemy
pare rownowazgacych sie sit Fa i Fg; ¢) Odejmujemy pare sit F i Fg, ktérych suma
i catkowity moment jest réwny zeru

Twierdzenie 2.1.2: Drugie twierdzenie o przesunieciu sily dzialajace na
bryle¢ sztywna
Site przylozong w dowolnym punkcie A bryfy sztywnej moina przesungé
rownolegle do punktu B, tak aby wektor przesunigty pozostawat w jednej
plaszczyinie z wyjsciowym, dodajgc przy tym pare sif o momencie rownym
momentowi sify wyjsciowej wzgledem punkiu B

Dowdd przedstawiony jest na rysunkach (2.1.2). Wprowadzone wyzej pojgcia
| fakty sg przyktadem dzialania na poziomie inzynierskim. Nie dajg one nowego
wgladu w podstawy fizyki, stanowig natomiast zespdt narzedzi znacznie
utatwiajacych analize¢ uktadow fizycznych. Prowadzenie takiej analizy pozwala
nie tylko na rozwigzywanie praktycznych problemow, ale rowniez stanowi
droge do odkrywania ciekawych, czasem zaskakujagcych cech badanych
uktadoéw (pamigtasz histori¢ odkrycia Neptuna (TI. rozdzial 4). Zatem stuza nie
tylko rozwigzywaniu probleméw praktycznych, ale posrednio, rowniez
przyczyniaja si¢ do poglebienia naszej wiedzy o ukladach fizycznych,
w obszarze znanych praw.
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Rysunek 2.1.2. a) dodanie w punkcie B dwéch réwnowazacych sie sit, takich, ze
jedna z nich (zielona) jest otrzymana przez przesuniecie réwnolegte sity
dziatajacej w punkcie A nie zmieni sumy sit. Jednocze$nie sita niebieska i czarna
tworzga pare sil, ktérych moment jest rowny rxF; b) poniewaz moment pary sit
jest taki sam wzgledem kazdego punktu, moZemy zamieni¢ wyj$ciowa parag sit na
dowolng inng o takim samym momencie.

Ta poszerzona wiedza, zdobyte doswiadczenia oraz wypracowane metody
matematyczne, potencjalnie przygotowuja nas do rozwigzywania problemow
lezacych poza obszarem waznosci znanych regut fizyki. W ramach nabywania
umiejetnosci 1 doswiadczen praktycznych rozwigzmy proste zadania (zawsze
zaczyna si¢ od prostych)

Zadanie 2.1.1

Obliczy¢ site w ciggnach AB i1 BC ukladu pokazanego na rysunku (2.6)
Przyjmij, ze uklad jest w rownowadze statycznej. Przyjmij, ze S=60°;
F1:4kN; F2:2kN

Uktad jest w rownowadze statycznej, co oznacza, ze spetnione sg warunki
(1.2.3) i (1.2.4). Na punktu B dziataja dwie sity F; 1 F,. Zgodnie z trescia
zadania uktad jest w rOwnowadze statycznej, co oznacza, ze sity dzialajace na
punkt B poprzez ciggna rownowaza sumg sit Fo 1 Fg. Ten wniosek jest
przyktadem zastosowania meta-wiedzy w stosunku do dwoch praw rownowagi
statycznej (1.2.3 i 1.2.4). Same warunki (1.2.3 i 1.2.4) nie daja podstaw do
wyciagniecia takiego wniosku. Przyjmuje po prostu, na bazie do§wiadczenia, ze
zrédlem sit rownowazacych zadany w treéci zadania uktad sit F; 1 F, musza by¢
ciegna. Przyjmuje rowniez, ze moge¢ ciggna zastgpi¢ uktadem sit Fa i Fc
réwnym sitg jakim ciggna dziataja na punkt B. To tez jest element mojej meta-
wiedzy. Ta meta-wiedza wydaje si¢ oczywista i trywialna, ale tak cz¢sto z meta-
wiedzg jest. Pamigta¢ jednak nalezy, ze oczywisto$¢ meta-wiedzy jest ztudna.
Jej oczywistos¢ wykuwa si¢ czesto poprzez praktyke. Na poczatku rozwoju
danej gatezi wiedzy, wiele aspektow pdzniejszej oczywistej meta-wiedza wecale
oczywista nie jest.
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Rysunek 2.1.3. [lustracja do zadania 2.1.1

Warto réwniez pamigta¢, ze z rozwojem fizyki pewne aspekty meta-wiedzy
zostajg podwazone. Tak stalo si¢ na przyktad z oczywistym z pozoru prawem
dodawania predkos$ci, ktore zostalo zastgpione, w ramach teorii wzglednosci,
nieoczywistym prawem dodawania predkosci. Korzystajac z meta-wiedzy
mozemy rysunek (2.1.3) narysowac tak

Rysunek 2.1.4. Rysunek (2.1.3) w wersji ,matematycznej”

To jest to co lubimy. Zadne ciegna, zaczepy czy inne takie. Same obiekty
matematyczne, to jest punkty, katy, wektory. Dodatkowo wybratem osie uktadu
wspotrzednych. Po tym przygotowaniu mozemy przystgpi¢c do rozwigzania
zadania. Rysunek (2.1.4) przedstawia zbiezny (do punktu B) ptaski uktad sit,
wigc jego rozwigzanie to zabawa. Warunek rdwnowagi ma postac

F1+F2+FA+FC=0 211
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Rozpisujac to rownanie we wspotrzednych mamy
F, + F;sin(a) — F.cos(B) = 0 2.1.2a

—F; — Fycos(a) + Fgsin(B) =0 2.1.2b
Rozwigzujac ten uktad rownan ze wzgledu na dlugosci wektorow sit Fa 1 Fc

I podstawiajac wartosci liczbowe mamy
F, = 7,46kN 2.1.3

F, = 8,93kN 2.1.30

To bylo proste zadanie. Nastepne bedzie nieco bardziej ztozone

Zadanie 2.1.2

W kratownicy pokazanej na rysunku (5.1.3) wszystkie diagonalne prety
maja dhugos¢ 1,5 metra, a wszystkie poziomie prety maja dtugos¢ 1,8
metra. Ktore zczlonow mozna zastapi¢ elastycznymi linkami bez
naruszenia rownowagi statycznej uktadu? W punkcie P kratownicy
podwieszony jest ciezar o masic m=100kg. Ci¢zar samej kratownicy
pomijamy.

Rysunek 2.1.5. Szkic kratownicy do zadania 2.1.4.

Oczywiscie rysunek (2.1.5) przedstawia model kratownicy, do ktorego
naszkicowania korzystamy z meta-wiedzy. W rzeczywistej kratownicy
poszczegdlne belki maja okreslony przekrd) (rys. 2.1.4) 1 wykonane sg
Z konkretnego materiatu o konkretnych wiasnosciach.
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Rysunek 2.1.6. Most kratownicowy, kolejowy. Poszczeg6lne belki kratownicy
wykonane sie z okre$lonych materiatéw, a geometria ich przekroju jest
bogatsza od geometrii cienkiego preta o przekroju kotowym. Poszczeg6lne belki
ztaczone sg réwniez w konkretny sposéb. W przyjetym w zadaniu (2.1.2)
modelu kratownicy wszystkie te ,detale” zostaly pominiete. Operujemy
modelem pozwalajacym sensownie wyznaczyc¢ sity dziatajace w poszczegdlnych
weztach i nic ponadto. Ale taki jest cel postawiony w zadaniu, wiec nie ma sensu
bawi¢ sie w bardzie ztozone modele. Zrédto zdjecia Wikipedia; Autor Leonard G.

Wszystkie te ,,detale” sg dla nas nieistotne. Nasza modelowa kratownica sklada
si¢ z cienkich niewazkich pretow, wykonanych z idealnie sztywnego materiatu.
Prety te przenoszg sity miedzy poszczegdlnymi weztami kratownicy. Za pomoca
tego modelu chcemy wyznaczy¢ te sity. Gdyby naszym celem byto wyliczenie
naprezen w pretach przy zmianie temperatury powietrza od 0°C do 25°C, to
model z rysunku (2.1.5) bylby zdecydowanie za ubogi.

Kratownica w zadaniu, jak réwniez na zdjeciu z rysunku (2.1.6), sktada
si¢ z elementow trojkatnych (rys. 2.1.7a). Taki element ma to do siebie, ze jest
sztywny, méwimy ze jest geometrycznie niezmienny. Element kratownicy
z rysunku (2.1.7a) nie jest nigdzie zaczepiony, czyli jest swobodny.

a b

Rysunek 2.1.7. a) kratownica ztozona z trzech pretéw o zadanych dtugosciach
moze utworzy¢ tylko jeden trojkat; b) kratownica ztozona z czterech pretow
o zadanych dtugosciach moze utworzy¢ wiele réznych czworobokéw, skutkiem
czego jest konstrukcja potencjalnie niestabilng. W przeciwienstwie do
kratownicy trojkatnej moze zmieni¢ swdj ksztatt, bez rozerwania potaczen.

Element trojkatny jest, jako element swobodny, geometrycznie
niezmienniczy. Dodanie jednej lub wigcej belek do oczka zasadniczo zmienia
sytuacje (rys. 2.1.7b). Element przestaje by¢ niezmienniczy, krotko rzecz
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ujmujac te same cztery belki pozwalajg ztozy¢ wiele r6znych czworobokow. Nic
dziwnego, ze element trojkatny jest najczescie] wykorzystywanym elementem
w kratownicach. Gdy mamy kratownice swobodng ztozong z jednego oczka, to
nie ma innego wyboru. Gdy kratownica jest zamocowana (usztywniona przez
zamocowanie, lub zbudowana z duzej liczby oczek wtedy mamy wigce)
swobody wyboru jej geometrii. Jeszcze jedna uwaga: by kratownica byla
stabilnie zamocowana, potrzebne sa przynajmniej trzy punkty wigzania.
Kratownica z rysunku (2.1.5) jest podparta w dwodch punktach, mialaby wigc
tendencje do przewracania si¢ na bok. Ale, idac z trescig zadania, faktem tym
nie martwimy si¢. Mozna sobie wyobrazi¢, ze narysowana kratownica jest
czgscig wigksze] konstrukcji, a naszym zadaniem jest analiza, przy podanych
warunkach, tylko tej jej czesci.

Oblicze sity reakcji podtoza; do tego celu jeszcze bardziej uproszcze
model kratownicy (rys. 2.1.8).

y Fp

F.
X
o

Rysunek 2.1.8. W celu obliczenia sit reakcji podp6r z lewej i prawej strony
mozemy jeszcze bardziej upro$ci¢ model analizowanej kratownicy. W tej czesci
zadania jest ona dla nas obcigzong, niewazka belka.

Uktad wspotrzegdnych zaczepiony jest w lewym koncu kratownicy. Warunki
rownowagi statycznej prowadzg do ukladu réwnan

FL+FP—mg:O=)FL=mg—FP 2.1.4a
2 2.1.4b
3aFp—2amg=0=FE, = 3Mg = 654[N]
Wstawiajac (2.1.4b) do (2.1.4a) mamy
1
F, = §mg = 327[N] 2.1.4c

W dalszej czesci potrzebne beda wartosci cosinusa kata a1 f.

2

6 -6

~ 0,909

cos(a) = 9
5

29



Jan Masajada - ©- 45 tematow z fizyki

3¢ 2.1.5b
cos(B) = 79~ 0,417

Z catej kratownicy wyodrebni¢ teraz wezet E. Dziataja w nim trzy sity:
Fe: Fep i Fep (ryS. 2198)

Rysunek 2.1.9. llustracja do wyznaczania sity w weztach a) E; b) Dic) P

Sity bede oznaczat z uzyciem dwu literowych indekséw. Pierwsza litera
oznacza wezel, na ktory dziata sita, a druga pret, ktory jest zrédtem tej sity.
Przyktadowo na wezet C dziata sita CB, ktorej zroédlem jest pret CB
(rys. 2.1.10).

FBC FCB

Rysunek 2.1.10. Na wezet C dziata sita CB, ktorej Zrodtem jest pret CB. Sita
skierowana jest w kierunku preta, co oznacza, ze sam pret jest rozciggany i na
zasadzie akcji i reakcji dziata na wezet sitg skierowang w przeciwng strone. Site
dziatajgca na wezet B, od preta BC oznaczam jako Fgc. Jest ona rowna co do
wartoSci sile Feg i jest przeciwnie skierowana.

Gdy wezet E jest w rdwnowadze statycznej to wtedy

2.1.6
Fp+FED+FEP=O
We wspotrzednych mamy
Fgpy + Fpy = 0 = Fgp, = —Fp, = —654,0[N] 2178
Fepl = 1222 719,5[N] 2.1.7b
cos(a)
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Moze zauwazyles, ze wspotrzedna Fpgy wpisalem ze znakiem przeciwnym niz to
jest zaznaczone na rysunku (2.1.9a). Ta nonszalancja wobec rysunku wynika
z faktu, ze przy rysowaniu rysunku nie znalem znaku tej wspotrzedne;.
Wszystkie nieznane wspotrzedne wpisuje wigc ze znakiem plus, nawet jak
rysunek pokazuje inaczej. Gdy si¢ pomyle co do przyjetego znaku, to wtedy
warto$¢ wspotrzednej bedzie ujemna. Rysunek (2.1.9) 1 podobne nalezy
traktowa¢ jako schemat pokazujgcy, ktore sity nalezy doda¢. W zadnym razie
takie rysunki nie mogga nam wskaza¢ zwrotu sil, ale wskazuja oczywiscie
kierunek dzialania tych sit.

Wynika z tego, ze

Fgpx = —|Fgplcos(B) =~ —300,0[N]
Wspotrzedne obu sit w uktadzie przedstawionym na rysunku (5.1.9a) wynosza
Fep(—300,0; 0)[N] = Fpg(300,0; 0)[N] 2.1.9a

2.1.8

Fgp(300,0; —654,0)[N] = Fpg(—300,0; 654,0)[N] 2.1.9b

Kierunek dziatania sity Fgp wskazuje na to, ze pret ED jest S$ciskany.
Przypominam, ze wyznaczamy sily dzialajace na wezet, na przyktad na wezet E.
Jezeli pret odpycha wezet to znaczy, ze sam jest $cis$nigty silg o takiej same;j
warto$ci z jakg sam odpycha wezel, ale przeciwnie skierowang (rys. 5.1.7).

Dla wezta D (rys. 5.1.9b), zgodnie z warunkiem (1.2.3) moge napisac

Fpc + Fog + Fpp =0 2.1.10

Rozpisujac to rownanie we wspotrzednych i korzystajac z (2.1.9) mam

2.1.11a
Fpex + 2Fppx = 0= Fpex = —2Fppx = 0 = Fpey
= 600,0[N]
2.1.11b
Fppx + Fpex + Fppx = 0 = Fppxy = —Fpex — Fpex = Fppx
= —300,0[N]
2.1.11c

FDPy + FDEy =0= FDPy = _FDEy = FDPy = _654‘,0[N]
Wspotrzedne sit Fpc | Fpp, w przyjetym uktadzie wspotrzednych, majg wartos¢
Fpc(600,0; 0)[N] = Fep(—600,0; 0)[N] 2.1.12a

Fpp(—300,0; —654,0)[N] = Fpp(300,0; 654,0)[N] 2.1.12b

Jak widaé, zle narysowatem zwrot sity Fpc. Wiasciwy kierunek tej sity jest
przeciwny do zaznaczonego na rysunku (2.1.9b), co oznacza, ze pret CD jest
sciskany. Pret DP jest natomiast rozciggany. W podobny sposob moge
wyznaczy¢ nieznane sity w wezle P (rys. 2.1.9c).
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Fpcy + Fppy =mg = 0 = Fpey = —Fppy + Mg = Fpcy 2.1.13a
= 327,0[N] 1.
|Fpc| = Frcyl _ 359,7[N] 2.1.13b
cos(a)
Fpcx = —[Fpclcos(B) » —150,0[N] 2.1.13c

Znak w wyrazeniu (2.1.13c) wynika z rysunku (2.1.9c). Przy dodatniej
sktadowej Fpcy, sktadowa Fpcy musi by¢ ujemna. Wspotrzedne sity Fpc wynosza

Fpc(—150,0; 327,0)[N] = F¢p(150,0; —327,0)[N] 2.1.14
Z kierunku sit wida¢, ze pret PC jest rozciggany. Site Fpr wyznacze z warunku

Fpcx + Fppx + Fppx + Fppxy = 0 = Fppy

2.11
= —Fpcx — Fppx — Fppx = —450,0[N] >

Wspoétrzedne sity Fpr wynosza
Fpr (—450,0; 0)[N] = Fgp(450,0; 0)[N] 2116
Oznacza to, ze pret PF jest rozciggany. Wezme sie za wezet C (rys. 2.1.11a)

Rysunek 2.1.11. llustracja do wyznaczania sity w weztach a) C; b) Aic) B

Site Fcp wyznacze z warunkow

2.1.17a
FCFy + FCPy =0= FCFy = _FCPy — FCFy — 327,0[N]
lFCFyl 2.1.17b
|Ferl = cos(a) ~ 359,7[N] 1.
Fery = |Fcplcos(B) ~ 150,0[N] 2.1.17c

Wspotrzedne sity Fcg wynosza
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Fcp(150,0; 327,0)[N] = Fgc(—150,0; —327,0)[N] 2.1.18
Pret CF jest Sciskany. Mogg teraz obliczy¢ sile Fcg

Fepx + Fepx + Fepx + Fepx = 0 = Fepy
= —Fcpx — Fepx — Fepx = 300,0[N]

2.1.19

Wspotrzedne sity Fcg wynosza
Fcg(300,0; 0)[N] = Fgc(—300,0; 0)[N] 2.1.20

Zatem pret CB jest Sciskany. Przejde na lewa strone uktadu, to jest do wezla A
(rys. 2.1.11b). Postepujac tak jak w przypadku wezta E otrzymuje

2.1.21
FABy + FLy =0= FABy = _FLy = FABy = —327,0[N] a
IFag| = Fapy 359,7[N] 2.1.21b
cos(a)
Wynika z tego, ze
Fpsx = —|Faglcos(8) ~ —150,0[N] 21228
2.1.22b

Fppx + Fapx = 0 = Fypy = —Fupx = Fapx = 150,0[N]
Wspotrzedne obu sit w uktadzie przedstawionym na rysunku (2.1.11b) wynosza
Far(150,0; 0)[N] => Fga(—150,0; 0)[N] 2.1.232

Fap(—150,0; —327,0)[N] = Fgs(150,0; 327,0) 2.1.23b

Kierunek dzialania sity Fag wskazuje na to, ze pret AB jest $ciskany. Kierunek
sity Far wskazuje na to, ze pret AF jest rozciggany. Zajme si¢ teraz wezlem B
(rys. 2.1.11c)

2.1.24a
Fgay + Fppy = 0 = Fppy = —Fpay = —327,0[N]
2.1.24b
|Fgr| = Fars] _ 554 7IN]
BFL™ cos(a) ’
Fppx = |Fgglcos(B) =~ 150,0[N] 2.1.24c
2.1.24b
Fpax + Fppx + Fpcx = 0 = Fpcx = —Fpax — Fprx
= —300,0[N]

Ale wspotrzedna Fgex juz policzytem; zobacz wzér (2.1.20). Ponownie
otrzymalem t3 samg warto§¢ co mozna potraktowac jako test poprawnosci
obliczen. Wspotrzedne sit Fgg w ukladzie przedstawionym na rysunku (2.1.11c)

Fgr(150,0; 0)[N] = Fgg(—150,0; 0) 2.1.25
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Pozostal jeszcze wezet F. Ale dziatajagce w nim silty zostaly juz wyznaczone przy
obliczaniu weztow sasiednich.

Z przeprowadzonej analizy wynika, ze prety AF, BF, CP, DP, EP 1 FP sg
rozciggane 1 moga by¢ zamienione na odpowiednio wytrzymate linki
(rys. 2.1.12)

Rysunek 2.1.12. Prety ktére s3a rozciggane moga zosta¢ zastgpione linkami,
o odpowiedniej wytrzymatoSci mechanicznej. Na rysunku prety te s3
zaznaczone na fioletowo.

Rozwigzane wyzej zadanie nie jest trudne ale wymaga ciggu prostych
przeliczen. Z doswiadczenia wiem, ze wielu moich studentow ma klopot
Z poprawnym wstawianiem sit, z uwzglednieniem ich znakow. Préba robienia
takiego zadania na szybko, bez dobrego i konsekwentnego oznaczenia liczonych
wielkosci zwykle konczy si¢ btedami. Niech to wiec bedzie przyktad prostego
technicznie zadania, ale wymagajacego cierpliwego obliczania.

Metody obliczania sit i warunkéw rownowagi w bryle sztywnej sg mocno
rozbudowane. To co zrobilem sprowadza si¢ do wyznaczenia zasad
podstawowych oraz podania przyktadow regut inzynierskich shluzacych
obliczaniu konkretnych ukladéw mechanicznych. Tych regut jest oczywiscie
znacznie wigcej. Dzieki nim mozna sprawnie wyznaczy¢ dzialajace sity
W znacznie bardziej ztozonych konstrukcjach od tych, ktore tutaj przedstawitem.
Na przyklad istnieje szereg szczegdlowych metod pozwalajacych na analize
ztozonych kratownic. Mam nadziej¢, ze zrozumiale§ wylozone tu zasady
I metody. Jezeli tak to bardzo dobrze. Nie jeste$s jednak przez to specjalistg od
rozwigzywania problemow ze statyki. To wymagatoby poglebienia wiedzy
szczegotowe] (specjalistycznej) oraz nabrania wprawy, przez ¢wiczenia,
W rozwigzywaniu problemoéw, réwniez z uzyciem szczegdlowych twierdzen.
Przyjmujac, ze zrozumiate§ wylozony tu materiat oraz metode prac wirtualnych
masz solidne podstawy by szybko opanowaé szczegdtowe techniki obliczania
zagadnien z zakresu statystyki, jezeli tylko zajdzie taka potrzeba.
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3. Rzecz o obrotach

Obrdt dostarcza wielu ciekawych ale trudnych w opisie efektéw. Z tego powodu
nie mozemy kwestii obrotow pozostawi¢ w dotychczasowym stanie. Potrzebne
nam sa efektywne pojecie 1 narzedzia matematyczne do opisu obrotow. Zaczng,
jak zwykle, od spraw prostych i jak mam nadziej¢ czeSciowo wam znanych
(przynajmniej ze styszenia).

3.1. Predkos¢ katowa

Niech punkt materialny porusza si¢ po okrggu o promieniu r (rys. 3.1.1).
Mozemy wyznaczy¢ predkos¢ liniowa tego punktu badajac przyrosty dlugosci
drogi, po tuku okregu, w czasie. Ruch punktu mozemy scharakteryzowaé
podajagc zmiang kata migdzy wybrang osig ukladu odniesienia i promieniem
zaczepionym w poczatku uktadu, o koficu w poruszajagcym si¢ punkcie. Zmiany
tego kata w czasie okres$lajg predkos¢ katowa punktu.
© =29 e 311
w(t) =—F—=0a 1.
Jezeli ruch jest staly to da mozemy zastapi¢ przez Aq, a dt mozemy zastapi¢
przez At =t - t,
Aa

(1)=E

3.1.1a

os$|obrotu

7N

o,

da o,

r
oo M

Rysunek 3.1.1. Predkos$¢ katowa punktu, to przyrost zakreSlonego przez
wektor wodzacy tego punktu kata w czasie

Definiujgc predkos¢ katowa wceale nie musimy ogranicza¢ si¢ do ruchéw po
okregu. Rysunek (3.2.) pokazuje przykiady trajektorii punktow dla ktorych
rowniez mozemy wyznaczy¢ predkos¢ katowa.

Predkos¢ katowa mozemy interpretowaé jako zmiane wspotrzednej
katowej czastki, w ukladzie biegunowym. Do pelnego opisania ruchu czgstki
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musimy jeszcze zna¢ zmiang warto$¢ wspotrzednej radialnej. Ogolnie predkosé
czastki w ukladzie biegunowym wyznacza para liczb {v, = 7; v, = @}. Ruch po
okregu jest szczegolnym przypadkiem, dla ktorego v,=0. Zatem, w ukladzie
biegunowym predkos¢ opisana jest przez dwie wielkosci, predkos¢ radialng
I katowa. Pamieta¢ jednak nalezy, ze ani para (I,¢) nie okresla wspdtrzednych
wektora polozenia ani para (7,¢) nie okreslaja wspotrzednych wektora
predkosci. Jak wiemy dla r=0 wspdéhrzedna ¢ nie jest okreslona.
W dwuwymiarowej przestrzeni wektorowej nie moze zdarzy¢ si¢ wektor
0 okreslonej tylko jednej wspotrzednej. Jak pamigtamy nie mozemy catkiem
swobodnie utozsamia¢ wspohrzednych punktow ze wspotrzednymi wektora
w zadanej bazie.

Rysunek 1.3.2. Wektor wodzacy poruszajacy sie po niebieskiej trajektorii
zmienia swdj kat nachylenia, co oznacza, Ze czastka poruszajgca sie po tej
trajektorii ma niezerowg predkos¢ katowa. Nawet czastka poruszajaca sie po
linii prostej (przykiad takiej trajektorii narysowany jest na czerwono) ma
zwykle niezerowa predkos¢ katowa. Tylko czastki poruszajace sie wzdtuz
promienia maja zerowa warto$¢ predkosci katowej. Zauwaz réwniez ze zmiana
uktadu wspoétrzednych oznacza zwykle zmiane predkosci katowej czastki.

Sprobuje znalez¢ graficzng reprezentacje predkosci katowej jako wektora.
W ruchu jednostajnym po okregu wida¢, ze kierunek predkosci liniowej zmienia
si¢ od punktu do punktu, ale trudno w ten sposodb reprezentowac ruch
odbywajacy si¢ ze statg predkoscig katowa (rys. 1.3.3). Obrét po okregu jest
okreslony przez os$ obrotu i warto$¢ predkosci katowe;.
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W ruchu jednostajnym po okregu

os|obrotu o$ obrotu
i wartos¢ predkosci
jest stata

e
S

Y

T

wektor predkosci liniowej
ma statg wartos¢ ale
zmienia kierunek

Rysunek 1.3.3. Ruch jednostajny po okregu okreslony jest przez ptaszczyzne
okregu i warto$¢ predkosci katowej. Spodziewamy sie, Zze uda nam sie
reprezentowac taki ruch przez niezmienng w czasie strzatke.

Jedyne co moze r6zni¢ ruchy po okrggu o tej samej wartosci predkosci katowe;j
to kierunek obiegu tego okregu oraz plaszczyzna w ktorej ten okrag lezy (rys.
1.3.4). Reprezentacja graficzna ruchu po okregu powinna zawieraé te dwie
informacje oraz informacj¢ o wartosci predkosci katowe;.

Rysunek 3.4. Na gorze - dwa okregi zawarte w dwoch réznych ptaszczyznach;
na dole - dwa rézne kierunki ruchu czastki po okregu.

Majac to na uwadze mozemy zapostulowac, ze strzatka predkosci katowej dla
ruchu po okregu jest prostopadia do plaszczyzny tego okregu, a jej diugosc
odpowiada wartosci predkosci katowej. Pozostaje jeszcze delikatna kwestia
zwrotu strzatki predkosci katowej. Ani sama plaszczyzna ani kierunek obiegu
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ani warto$¢ predkosci katowej nie daja podstaw do wyrdznienia ktorego$
z dwoch mozliwych zwrotow strzalki predkosci katowej. Nie pozostaje nam nic
innego, jak kwestie zwrotu zalatwi¢ poprzez ustanowienie konwencji. Nie
szukajac daleko zaadoptujemy regule Sruby prawoskretnej (rys. 1.3.5)

Rysunek 1.3.5. Zwrot strzatki predkosci katowej wyznaczamy z pomoca
konwencji Sruby prawoskretnej. Krecimy $ruba prawoskretng zgodnie
z kierunkiem obiegu okregu przez czastek. Kierunek przesuwu $ruby wskazuje
zwrot strzatki predkosci.

Czy tak zdefiniowana ,,strzatka”, predkosci katowej reprezentuje wielko$¢
wektorowa? W podrecznikach mowi si¢ czesto o wektorze predkosci katowej o.
Mimo to predkos¢ katowa nie jest wektorem. Jest to wielkos¢ podobna do
wektora ale podobna - to jeszcze nie wektor. Ze predkos$é katowa wektorem nie
jest $wiadczy fakt, ze dla znalezienia zwrotu strzatki predkosci katowe] ®
potrzebna byta konwencja. Relacje miedzy kierunkiem obiegu a zwrotem
strzalki predkosci katowej jest zatem przedmiotem umowy wyrazonej przez
regule Sruby prawoskretnej. Rownie dobrze moglibySmy przyjaé¢ regule sruby
lewoskretnej. Wida¢ z tego wyraznie, ze strzalka predkosci katowej nie jest
wektorem. Kazdy wektor ,,zna” zwdj zwrot i nie potrzebuje do tego zadnej
konwencji.

Za pomocag reguly Sruby prawoskretnej na site robimy ze strzalki
predkosci katowej wektor. Wyglada na to, ze az tak kochamy wektory, ze co si¢
da to na nie przerabiamy. Ale czy strzalce predkosci katowej jest to potrzebne
do szczesécia? Moze ma jednak jaka$ wlasng dobrze okreslong nature, a godzi si¢
by¢ niby wektorem tylko na skutek naszych niecnych dziatan. W podrecznikach
do fizyki mozna znalez¢ uwage, ze predko$¢ katowa nie jest prawdziwie
wielko$cig wektorowg i dlatego mowimy o niej jako o pseudowektorze. Mozna
I tak, ale to troche tak jakby delfina nazwac¢ pseudoryba. Nie jest to zbyt
eleganckie. Delfiny sa ssakami, a nie niedorobionymi rybami. Inne uzywane
okreslenie to wektory osiowe, co jest juz lepszym rozwigzaniem bo wskazuje na
to, ze strzatka predkosci katowej 1 podobne wielko$ci maja swoja wiasng nature
I zadnym ,,pseudo” wspomagaé si¢ nie musza. Za wczesnie jeszcze jest by
zgtebi¢ nature wektorow osiowych. Nie moge si¢ jednak oprze¢ pokusie by
zwrdocic Wam uwage na fakt, ze wektor osiowy wraz z dwoma
niewspolliniowymi wektorami w plaszczyznie toru czastki rozpinaja calg
przestrzen. Slowem suma wymiarOw przestrzeni wektorow na plaszczyznie
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| wymiaréw przestrzeni wektora osiowego jest rowna wymiarowi calej
przestrzeni. To wazny trop do ustaleniu prawdziwej natury wektoréw osiowych.

Mysle, zZe jest teraz rzecza oczywista, ze wektor predkosci katowej da sig
powigza¢ z wektorem wodzacym 1 predkosci poprzez iloczyn wektorowy.
Wystarczy zapisac

Xy 3.1.2

Inng uzyteczng relacjg jest wzor (sam mozesz ten wzor uzasadnic)

Ve wXr 3.1.3

Nie ma prostego przej$cia miedzy wzorami (3.1.2) 1 (3.1.3), co wigze si¢ z tym,
ze gdy w iloczynie wektorowym c=a xb dane sg wektory ¢ i b to wektor a nie
jest jednoznacznie wyznaczona (tw. Ml 2.5.2).

Przy odbiciu wzgledem $§rodka ukiad wspotrzednych wektory zmieniaja
zwrot (rys. 1.3.6).

P
=
>

<V

Rysunek 1.3.6. Wektor jasnozielony i wektor uzyskany przez przeksztatcenie
odbicia wzgledem poczatku uktadu wspoétrzednych - wektor ciemnozielony
majg przeciwne zwroty. Odbicie wzgledem danego punktu uzyskujemy ciggnac
proste (linie przerywane na rysunku) od poczatku i od konca wektora przez
punkt wzgledem, ktérego odbijamy. Nastepnie wyznaczamy odcinki od
poczatku i od konca wektora do punkty wzgledem, ktoérego odbijamy
(niebieskie odcinki) i odktadamy je po drugiej stronie tegoz punkty (czerwone
odcinki).

Dokonajmy odbicia wektora wodzacego i wektora predkosci liniowej dla czastki
poruszajacej si¢ po okregu

Z rysunku (1.3.7) wynika, ze odbicie obu wektoréw nie zmienia zwrotu wektora
osiowego predkosci katowej. Zauwaz, ze odbity wektor predkosci pokazuje ten
sam kierunek obrotu, a okrag odbity wzgledem swojego $rodka jest tym samym
okregiem (rys. 1.3.7). Nie ma zatem powodu do zmiany zwrotu (narzuconego
przez konwencj¢) strzatki predkos¢ osiowej. To samo wynika z rachunku

Weg=-TX-V=(-1--DrXv=rxv=w 3.14

39



Jan Masajada - ©- 45 tematow z fizyki

-V

(ONIQ]

Rysunek 1.3.7. Przy odbiciu wektory zmieniajg zwrot, w przeciwienstwie do
wektorow osiowych.

Wektory osiowe sg nieczute na odbicia 1 tym rowniez r6znig si¢ od wektorow,
ktore na skutek odbicia zmieniajg swdj zwrot.

Nietrudno teraz doj$¢ do wniosku, ze wszystkie wielko$ci wyrazone jako
iloczyn wektorowy dwoéch wektoréw sg wektorami osiowymi. W definicji
iloczynu wektorowego zawarta jest reguta $ruby prawoskretnej. W definicji
algebraicznej wazny jest porzadek w jakim ustawiamy mnozone wektory.
Zmiana tego porzadku zmienia zwrot odpowiedniej strzatki. Zdefiniowanie tej
kolejnosci jest niczym innym jak konwencja, potrzebng dla uczynienia z wyniku
iloczynu wektorowego wektora. Zatem moment pedu i1 moment sily s3
wielko$ciami reprezentowanymi przez wektory osiowe.

Fakt 3.1.1: iloczyn wektorowy a wektory osiowe

lloczyn wektorowy dwdch wektoréow jest wektorem osiowym

Jest oczywiste, ze w dwoch wymiarach predkos¢ katowa jest skalarem,
gdyz nie ma tam miejsca na wektor prostopadtly do ptaszczyzny. Inaczej rzecz
uyymujac w dwoch wymiarach istnieje tylko jedna ptaszczyzna w ktorej moze
leze¢ okrag, po ktorym porusza si¢ punkt. Niestety stwierdzenie, ze w dwodch
wymiarach predkos¢ katowa da si¢ wyrazi¢ przez skalar nie jest catkiem
poprawne. Skalary, podobnie jak wektory, maja dobrze okreslone wiasnosci.
Skalary sg wielkosciami, ktére nie ulegajg zmianie przy obrotach i odbiciach
uktadu wspoétrzednych. Przyktadem jest tu chocby masa czastki. Predkos¢
katowa zmienia znak przy transformacji odbicia wzgledem S$rodka uktadu
wspotrzednych, nie jest wigc prawdziwym skalarem. Jak si¢ mozesz domyslac,
w dwoch wymiarach, predko$¢ katowa nazywana jest pseudoskalarem, lub
skalarem osiowym. W bardziej zaawansowanej algebrze zbidr skalaréw traktuje
si¢ jako zerowymiarowa przestrzen wektorowg. Zauwaz, ze suma wymiarow
przestrzeni pseudoskalara i plaszczyzny jest réwna sumie wymiardw cale]
przestrzeni, podobnie jak to bylo w przypadku wektora osiowego.

Policzmy teraz nastepujacy przyktad. Mamy okrag o promieniu r=2m. Po
tym okregu porusza si¢ kulka ze stata predkoscig katowa w=1 rad/s. Jaka jest
warto$¢ predkos¢ liniowej tej kulki? Rozwigzujac to zadanie korzystamy
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z zaleznosci (3.1.3), ktora w naszym przykladzie (pytamy tylko o wartosé
predkosci liniowej) staje si¢ szczegodlnie prosta
rad m

v=wr=1—2m=2— 3.15
S S

Zrobmy to samo zadanie ale wyrazajac predko$¢ katowa w stopniach miary
katowej. Wyrazona w stopniach predkosc katowa naszej kulki to 57,32°/s. No to
liczmy

1 1
V=wr= 57,32°E2m = 114,64°§ 3.1.6

Oczywiscie uzyskany wynik jest do kitu. Pomgcz si¢ sam nad prawidlowsa
procedurg obliczeniowg, a przekonasz si¢, ze nawet w tak prostych obliczeniach
wygodniej jest postugiwaé si¢ radianami niz stopniami jako miarg wielko$ci
kata.

Majac zdefiniowang predkos¢ katowa nie powinniSmy mie¢ klopotu
z okresleniem wektora ( a raczej wektora osiowego) przyspieszenia katowego -
oznaczamy przez grecka litere € . Przez analogi¢ do przyspieszenia liniowego
definiujemy je jako przyrost wektora predkosci katowej po czasie
_dw
S odt

Juz ten krotki wstep pokazuje, ze z obrotami nie bedzie prosto. Przerwe w
tym miejscu dywagacje o obrotach osiowych i zajmeg si¢ wypracowaniem metod
matematycznych pozwalajagcych na efektywne obliczanie transformacji obrotu.

E=® 3.1.7

3.2. Rzecz o obrotach &

Powiedzmy, ze uktad wspotrzednych z rysunku (3.2.1) zostal obrocony o kat o
Jak wyraza si¢ wspotrzedne wektora wodzacego v punktu P w obroconym
uktadzie wspodtrzednych? Poniewaz wektor v zaczepiony jest w poczatku uktadu
wspotrzednych jego wspotrzedne sg zarazem wspodhrzednymi punktu P. Wige
mozemy réwnoczesnie intepretowaé ten obrot jako zmiane wspoétrzednych
punktu P, przy obrocie uktadu wspétrzednych. Przechodzac tak swobodnie od
transformacji wspotrzgdnych na transformacje wektorow, korzystam oczywiscie
z faktu, ze gdy juz wybior¢ wyrozniony punkt na ptaszczyznie to ptaszczyzne
euklidesowa moge utozsamié z przestrzenig wektorowa (TIV 3.2).

Przyjrzyj si¢ dobrze rysunkowi (3.2.1) aby dostrzec w nim nastepujace
zalezno$ci

{ Vyn = UxcCOS(a@) + vycsin(a)

2.1
Vyn = —Vycsin(a) + vy.cos(a) 3
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a A b A
N ) v : '
' v,.Sin(a)
Vi P Vo7 P
”,” I‘\‘ ' i\\‘

. "2 * Vi !
Vyn ! Vxn & ! Vxn*

A . o T\
V)(G X \VXC X

v,.cos(a)

Rysunek 3.2.1. a) zmiana wspo6trzednych wektora v przy obrocie uktadu
wspotrzednych o kat a. Uktad wyjSciowy narysowany jest na czarno. Uktad
obrécony narysowany jest na niebiesko; b) rysunek ilustrujacy pierwszy ze
wzorow (3.2.1)

Ta samg zmiang wspotrzegdnych punktu P otrzymam obracajac wektorem
wodzacym V (punkt jest przymocowany do swojego wektora wodzacego) o kat
-a. (rys. 3.2.2). Jest oczywiste, ze jezeli obrocimy uktad wspotrzednych o kat
-a, to wzory (3.2.1) przejdg w

{vxn = vyccos(a) — vy,sin(a)

3.2.2
Vyn = Uxcsin(a) + vycos(a)

Rysunek 3.2.2. Taka samg zmiane wspdirzednych mamy obracajagc wektor v
o kat -o.

Zaleznosci (3.2.1) i (3.2.2) mogg zapisa¢ wykorzystujac zdefiniowane w (MX
XX) mnozenie macierzy przez wektor. W tym celu na podstawie wzoréw (3.2.1)
zdefiniuje macierz

cos(a) sin(a)

—sin(a) cos(a) 3.2.3

R(a) =
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ktorg bede nazywal macierzg obrotu uktadu wspoétrzednych o kat «. Relacje
(3.2.1) opisujace zmiang wspotrzednych wektora, przy obrocie uktadu
wspohrzednych w zapisie macierzowym przyjmg postac

VUxn] _ [ cos(a) sin(a)] Vye
[”yn] B [—sin(a) cos(a) [Uyc] 3.2.4
lub po prostu
3.2.5

v, = R-v,

Wzor (3.2.5) jest zwarty ale nieco mylacy. Dla zapisu tego samego wektora
zastosowatem dwa rozne oznaczenia Vp 1 Ve. W ten sposob zaznaczylem, ze
wspotrzedne wektora wyznaczone s3 w roznych uktadach wspohrzednych-
niebieskim i czarnym. Podkreslam jednak, ze jest to ciggle ten sam wektor v
(rys. 3.2.1). Indeksy ,,.c” i ,n” wskazujag tu nie na wektor, a na uklad
wspotrzednych przed 1 po obrocie. Przed obrotem wyznaczamy wspotrzedne
wektora w ukladzie czarnym, po obrocie w ukladzie niebieskim; ale jest to ten
sam wektor.

Stwierdzilem réwniez, ze wspoOhrzedne zmieniajg si¢ tak samo, gdy
zamiast obraca¢ uktadem wspotrzednych o kat « obroce wektor o kat -a. Nalezy
jednak pamietac, ze cho¢ wspotrzedne zmieniajg si¢ tak samo, to obrot uktadu
wspolrzednych 1 obrot wektora oznaczajag dwie rozne sytuacje fizyczne.
Rozpatrzmy ruch todzi w czarnym uktadzie wspotrzednych. Obracamy ten uktad
wspoOtrzednych o kat o (rys. 3.2.3), w efekcie otrzymujemy niebieski uktad
wspotrzednych. Cho¢ wspotrzedne wektora predkosci ulegly zmianie, to sam
wektor pozostat ten sam i 10dZz ptynie w ta samg stron¢. Gdy jednak obroce
wektor predkosci todzi o kat -«, to bedzie on wskazywat inny kierunek ruchu
todzi. Gdy zatem moéwimy o tym, ze obracajac wektor o Kat -a mamy tg samg
zmiane jego wspoOtrzednych jak przy obrocie uktadu wspotrzednych o kat ¢,
nalezy pamigtaé, ze jest to czysto formalny trik dla uzyskania tego samego
efektu matematycznego. W ten sposodb rowniez uzyskujemy wspdirzedne
wektora w nowym ukladzie wspotrzednych. Sytuacja fizyczna nie ulegla
zmianie i wektor wskazuje ten sam kierunek, zwrot i wartos¢ predkosci todzi.
Chyba, ze naszg intencja jest opis zmiany kierunku wektora; na przyktad gdy
t6dz skreca. Wtedy wyznaczamy wspotrzedne obroconego wektora
W pierwotnym uktadzie wspotrzednych.
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A\
A\

Rysunek 3.2.3. a) Obro6t uktadu wspoétrzednych nie zmienia nic w uktadzie
fizycznym. Lodka dalej ptynie w tym samym kierunku, cho¢ obserwowana jest
w nowym (niebieskim) uktadzie wspoétrzednych, przez co obserwator wyznacza
inne warto$ci wspotrzednych niezmienionego wektora predkosci 16dki;
b) Obroét wektora predkoSci oznacza, Zze t6dka zmienita kierunku ruchu. Nowy
wektor predko$ci ma nowe wspéirzedne w starym uktadzie wspéirzednych

Poki co opisalem obrot na plaszczyznie. Teraz chce dokona¢ obrotu na
plaszczyznie, ale zanurzonej w przestrzeni 3D. Obraca¢ bede uktad
wspotrzednych wokoét osi z. Latwo sprawdzi¢, ze macierz obrotu przyjmie
postac

cos(a) sin(a) 0]
R(a) = |=sin(a) cos(a) 0 3.26
0 0 1.
Wzér (3.2.4) wyglada teraz tak
Uxn " cos(a) sin(a) 07 [Vxc
[”yn = |—sin(a) cos(a) O [vyc] 3.2.7a
vZTl O 0 1- ch

R,
Przez R, oznaczylem macierz obrotu uktadu wspéhrzgdnych wokot osi z.
Sprawdz, ze wspolrzgdna z pozostaje niezmieniona, czego oczekujemy przy

obrocie wokoét osi z (rys. 3.2.4). Analogicznie obrot w plaszczyznie yz, czyli
wokot osi X wyrazi si(; wzorem

[vyn] [ cos(a) sm(a)

—sm(a) cos(a)

i 27

vZC

Przez Ry oznaczyltem macierz obrotu wokot osi X. A obrot w plaszczyznie Xz,
czyli wokot osi y wyrazi si¢ wzorem
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ol =| 0 3.2.7¢

Vzn —sin(a) 0 cos(a)

Uxn cos(a) 0 sm(a)] [vxc]

vZC

Przez Ry oznaczylem macierz obrotu wokot osiy.

Rysunek 3.2.4. Obrét uktadu wspétrzednych wokét osi z. Obrét nie zmienia
potozenia osi z, zatem state pozostaja z-towe wspoéirzedne wektoréow. Na
zielona strzatka, narysowana przerywang linig, pokazuje rzut zielonego
wektora na ptaszczyzne xy. Wspotrzedne zielonego wektora wyznaczajg czarne,
rysowane przerywang kreska odcinki réwnolegte do osi x, y i z. Po obrocie
wokoét osi z, uktad przechodzi w uktad niebieski. Wspotrzedne wektora
wyznaczajg czerwone rysowane przerywang linia odcinki. Wida¢, ze
wspoirzedna z-towa wektora nie ulega zmianie.

Jezeli chcemy znalez¢ wspotrzgdne wektora v w ukladzie wspotrzednych
obroconym wokoét osi X o kat «, a nastepnie wokot osi y o kat S, to zapisujemy
to jako mnozenie macierzy reprezentujacych kolejne obroty

Vz = Ry(.B) ‘Ry(a@) - v

Vn

3.2.8

Tutaj V. oznacza wspotrzedne wektora v w ukladzie wyjsciowym, Vv, 0znacza
wspotrzedne wektora v wyrazone w ukladzie obroconym, w stosunku do
wyjsciowego o kat «, a v, oznacza wspotrzedne wektora Vv wyrazone w uktadzie
obréconym, w stosunku do wyjsciowego o kat najpierw ¢, a nast¢pnie p.
Oblicze iloczyn tych dwoch macierzy obrotu
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Ry(B) - Ry(a)

" cos(B) O sm(,B) 0

= 0 ” cos(a) sin(a)]
—sm([)’) 0 cos(,B) —sin(a) cos(a)
cos(B) —sin(B)sin(a) sin(B)cos(a)

= 0 cos(a) sin(a)
|—sin(B) —cos(B)sin(a) cos(B)cos(a)

Wspotrzedne wektora transformujg si¢ zgodnie ze wzorem

cos(,B) —sin(B)sin(a) sin(B)cos(@) | [Vxc
Uyz] = cos(a) sin(a) [
—sm(ﬂ) —cos(B)sin(a) cos(B)cos(a)|LVzc

Po obliczeniu tego iloczynu macierzy przez wektor mamy

Vyz = €0S(f) vy, — sin(f)sin(a) vy, + sin(f)cos(a)v,,
vy, = cos(a)vy, + sin(a)v,,
Uy, = —Sin(B) vy, — cos(B)sin(a)vy,. + cos(f)cos(a)v,,

3.2.9

3.2.10

I—I

3.2.10a
3.2.10b

3.2.10c

Mozemy oczywiscie dokona¢ obrotu wokot wszystkich trzech osi; powiedzmy
najpierw wokot osi z o kat y, potem wokot osi X o kat , a na koncu wokot osi y

o kat S. Macierz takiego obroty R,y wyrazi si¢ przez iloczyn
Ryxz = Ry(.B) *Ry(a) - R,(y)

3.2.11

Mnozenie tych trzech macierzy nie wyglada zachecajaco, ale od czego jest
Mathematica. W pierwszym kroku zdefiniuj¢ wszystkie trzy macierze

Rz = {{Cos[y], Sin[y],0}, {—Sin[y], Cos[y],0},{0,0,1}}
Rx = {{1,0,0}, {0, Cos[«], Sin[a]}, {0, —Sin[«], Cos[a]}}
Ry = {{Cos[£],0,Sin[f]},{0,1,0}, {—Sin[£],0, Cos[5]}}

Czas na mnozenie

Ry. Rx.Rz//TraditionalForm

cos (f)cos (y) + sin (a)sin (F)sin (y)  cos (B)sin (y) — cos (y)sin (a)sin (f)
—cos (a)sin (y) cos (a)cos (y)
cos (B)sin (a)sin (y) — cos (y)sin () —cos (B)cos (y)sin (a) — sin (B)sin (y)

(

macierz R,
macierz Ry

macierz Ry

instrukcj
a
mnoZeni

cos (a)sin (f Wynlk
sin (a) 3212

cos (a)cos ([
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Instrukcja TraditionalForm wymusza wyswietlenie wyniku w postaci
tradycyjnej.

Wazka cecha macierzy obrotu jest to, ze ich wyznacznik (MX xx) jest
rowny 1. Dla macierzy obrotu wokoétl jednej osi wykazanie tego jest proste
I powiniene$ cho¢ raz przeliczy¢ to na papierze. Ja przez oszczedno$é miejsca
zlece to zadanie programowi Mathematica. Dla przyktadu wyznacznik macierzy
Ry (3.2.7¢) jest rowny

Det[Ry]//Simplify instrukcja:  oblicz  wyznacznik
macierzy 1 dokonaj uproszczen
1 wynik

Korzystajac z twierdzenia o wyznaczniku iloczynu macierzy (MX_xx), ktore
mowi, ze wyznacznik iloczynu macierzy jest rowny iloczynowi wyznacznikow
tych macierzy stwierdzamy, ze wyznacznik dowolnej macierzy obrotu jest
rowny jeden.

Fakt: 3.2.1: Wyznacznik macierzy obrotu
Wyznacznik macierzy obrotu jest réwny 1.

Jak juz wiesz w zbiorze macierzy mozemy zdefiniowa¢ mnozenie
(MX xx). Mnozenie to jest takie same jak mnozenie liczb tylko wtedy, gdy
macierz ma rozmiar 1x1. Juz w zbiorze macierzy 2x2 mnozenie macierzy
ujawnia wlasne cechy. Mnozenie macierzy wymiaru dwa 1 wiekszego
w ogbélnym przypadku nie jest przemienne. Cho¢ brak przemienno$ci obrotow
czy macierzy 2x2 (lub 3x3) zdaje si¢ by¢ czysto matematycznym problem, to
niesie za sobg powazne konsekwencje fizyczne. Jedng z prostych i oczywistych
konsekwencji jest to, ze jak dwa kolejne obroty wykonamy w dwoch réznych
kolejnosciach to efekt koncowy bedzie rézny, co ilustruje rysunku (3.2.6).

Do tej pory korzystatem, bez podania ,,oficjalnej” definicji z powszechnie
przyjmowanej konwencji, wedtug, ktorej katy mierzone przeciwnie do biegu
wskazowek zegara uwazamy za dodatnie, a te mierzone zgodnie z ujemne.

Definicja 3.2.1: znak katow

Kaqty mierzone przeciwnie do Kierunku ruchu wskazowek, zegara uwazamy za
dodatnie, a mierzone zgodnie z KierunKiem ruchu wskazowek zegara uwazamy z
ujemne

Przyjecie dodatniego kierunku mierzenia katow jest takim samym krokiem jak
przyjecie dodatniego zwrotu osi X, y lub z.
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Rysunek 3.2.6. ZtoZenie obrotéw kostki do gry o z/2 nie jest przemienne.
Goérny rzad: pierwszy obrét ma miejsce wokot osi z, a drugo wokot osi y.
Kierunki obrotéw pokazane sa na rysunku; dolny rzad: zaczynamy z tego

samego potozenia kostki co w goérnym rzedzie, ale obroty wykonujemy
w odwrotnej kolejnosci. Pierwszy obrét wokot osi y, a drugi wokét osi z.
Koncowa pozycja kostki jest w obu przypadkach inna.

Aby wprowadzone tu macierze obrotu dzialaly jednoznacznie musimy

rozstrzygna¢ kwestie orientacji osi ukladu wspotrzgdnych. Dwie mozliwe
orientacje pokazuje rysunek (3.2.7)

a z bz
y X
X y

Rysunek 3.2.7. a) prawoskretny uktad wspoétrzednych; b) lewoskretny uktad
wspotrzednych.
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Definicja 3.2.2: Prawoskretny uklad wspélrzednych
Ukfad prawoskretny to taki ukfad w Rtdrym oS x mozemy natoZy¢ na o y poprzez
0brot o Rqt mniejszy od 7, w Rierunku przeciwnym do ruchu wskazowek, zegara.
Jednoczesnie ruch Sruby prawoskretnej zgodny z tym obrotem osi X poRazuje zwrot
0si 2.

Definicja 3.2.3: Lewoskretny uklad wspétrzednych
Ukfad lewosRretny to taki ukfad w Rtérym oS x moZemy natozyé na oS y poprzez
0br6t o kgt mniejszy od 7, w Rierunku ruchu wskazowek zegara. Jednoczesnie ruch
Sruby lewoskretnej zgodny z tym obrotem osi X pokazuje zwrot osi z.

Te dwa rodzaje ukladu wspotrzednych naleza do réznych kategorii w tym
sensie, ze nie istnieje taki obrot, czy to pojedynczy, czy zlozony z wielu
obrotow, ktéry przeksztalcalby jeden uktad wspotrzednych w drugi. Podane
wyze] definicje macierzy obrotow dotycza prawoskretnych ukltadow
wspotrzednych.

Fakt 3.2.2

Definicje macierzy obrotow podane w tym rozdziale ustalone sg w prawoskretnym
uktadzie wspotrzednych.

Chcialem wam zwréci¢ uwage na jeszcze jeden wazny fakt. W (TIV 3)
zdefiniowalem przestrzen wektorows 1 jej baze. Wiemy, ze niewiele trzeba aby
przestrzen euklidesowg utozsamié¢ z przestrzenia wektorowa. Trzeba wybrad
punkt, oznacze go przez a, ktory bedzie odpowiadat wektorowi zerowemu a—0.
Wtedy istnieje takie odwzorowanie h, ktore kazdemu punktowi (
przyporzadkowuje doktadnie jeden wektor v (rys. 3.2.8).

a

Y =

Rysunek 3.2.8. a) niech punkt a bedzie poczatkiem uktadu wspo6trzednych na
ptaszczyznie. Wtedy mozemy zdefiniowa¢ odwzorowanie h, takie, ze kazdemu
punktowi q odpowiada doktadnie jeden wektor v; b) powiedzmy, ze chcemy aby
wyrysowana linia byta osig x-6w uktadu wspétrzednych. Osi x-0w ma
odpowiada¢ wektor bazy €;. Musimy jednak zdecydowa¢, czy wektor bazy ma
by¢ przyporzadkowany punktowi lezagcemu na lewo od punktu a, na przyktad
punktowi q, czy tez punktowi lezagcemu na prawo od punktu a, na przyktad
punktowi p.
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Jednak odwzorowanie h mozemy skonstruowac¢ na wiele sposoboéw. Wybierzmy
W naszej przestrzeni wektorowej trzy wektory bazy €;;€,; €3. Zauwaz, ze na
razie wektory przestrzeni wektorowej nie wiedzg co to jest dlugos¢! Rysunek
(3.2.8) pokazuje lini¢, ktora ma by¢ osig Xx-6w naszego ukladu wspotrzednych.
Przytozymy do niej wektor €4; tylko jak go skierowac: w lewo czy w prawo? To
my dokonujemy wyboru. Jak wektor bazy skierujemy w lewo, to w lewo bgdzie
skierowana o$§ X-6w, a jak go skierujemy w prawo, to 0§ X-6w bedzie skierowana
w prawo. Podobnie jest ze skretnoscig uktadu. Mozemy tak utozy¢ wektory bazy
€1; €5; €3, ze otrzymamy uklad wspotrzednych, ktory bedzie prawo lub lewo
skretny. Same wektory bazy nie wiedzg co to zwrot osi uktadu wspotrzednych,
ani co to jest jego orientacja. Na zakonczenie tego krotkiego wprowadzenia do
sztuki obracania, zrobi¢ krotkie zadanie.

Zadanie. 3.2.1.

Wektor v ma wspotrzedne v(vy; Vy; 0). Wektor ten zostat obrocony o kat
o,=-71/3 wokot osi z; w ukladzie prawoskretnym. Nastepnie tak obrocony
wektor zostat obrocony o kat a=7/2 wokoét osi X. Udowodnij, ze wektor
bedacy wynikiem tych obrotow lezy w ptaszczyznie Xz.

Zerowa wspotrzedna z-towa mowi nam, ze wektor v lezy w plaszczyznie Xy.
Pierwszy obrdot wykonujemy wokot osi z, wobec tego obrocony wektor bedzie
rowniez lezal w plaszczyznie Xy. W zadaniu jest mowa o obracaniu wektoréw,
a nie uktadéow wspoétrzednych. Dlatego, aby obliczy¢ efekt obrotu wokot osi z
uzyjemy macierzy (3.2.7a), dla kata -o,=73.

cos(—a,) sin(—a,) O0][Vx
—sin(—a,) cos(—a,) O vy]
0 0 1lo 3.2.12
R,
cos(—a,)v, + sin(—a,)v,
= [=sin(—a,)vy + cos(—a,)v,
0
Wstawiajac warto$¢ kata -, otrzymamy
, _1 V3
Ve =5V~ 5y 3.2.13a
V3 1
U’y =+ 71?,6 + Evy 3.2.13b
v, =0 3.2.13c
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Jak wida¢ wspotrzedna z-towa obroconego wektora V' pozostaje réwna zeru, co
oznacza, ze wektor ten dalej lezy w plaszczyznie Xy. Aby obliczy¢ efekt
drugiego obrotu postuze sie; macierzg (3.2.7b) wstawiajac - ax=-72

0

1
T __ v x 01|V
0 cos( 2) sm 1| |v,
7T 0l o 3.2.14
> cos

n '1 i

Stad mamy
v”x — le 3.2.15a
v, =0 3.2.15b
v”z — v’y 3.2.15¢

Ze wzorow tych wynika, ze wektor V"' lezy w plaszczyznie xz, gdyz y-owa
wspolrzedna tego wektora jest rdwna zeru.

3.2.1. Odbicie
Macierz obrotu nie moze przeksztalci¢ uktadu lewoskretnego w uktad
prawoskretny, Co nie oznacza, ze nie istnieje odpowiednie przeksztalcenie.

Macierz przej$cia migdzy uktadami lewo 1 prawoskretnymi podaje wzoér
(3.2.16).

1 0 0
(0 1 0) 3.2.16
0 0 1

Nie jest to macierz obrotu, gdyz wyznacznik macierzy obrotu musi by¢ réwny
jeden. Jezeli warto$¢ bezwzgledna wyznacznika jest rozna od jeden i rézna od
zera, to wtedy zmienia si¢ dlugos¢ wektora, a wiemy, ze obrocony wektor nie
zmienia swojej dtugosci. A co jezeli wyznacznik macierzy jest rowny -1, tak jak
to jest wprzypadku macierzy (3.2.16)? Wtedy mamy do czynienia
z przeksztalceniem, ktore faczy sobie tzw. odbicie (czyli zmiang orientacji
uktadu wspotrzednych) i obrot. W szczegdlnym przypadku, gdy na diagonali sa
same jedynki i minus jedynki mamy do czynienia z czystym odbiciem.

Powiedzmy, ze wektor miat w pewnym ukfadzie wspohrzednych
wspotrzedne (0,a,0). Po przeksztalceniu macierzg (3.2.16) jego wspotrzedne sa
(0,-a,0). Rysunek (3.2.9) ilustruje calg sytuacje. Jak wida¢ uktad wspotrzednych
zmienit swojg skretnosc.
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Rysunek 3.2.9. Przed transformacjg uktadu wspétrzednych czerwony wektor
ma wspotrzedne (0,a,0). Uktad wspotrzednych jest uktadem prawoskretnym. Po
transformacji wspotrzedne wektora wynosza (0,-a,0), a uktad wspoétrzednych
jest uktadem lewoskretnym.

Pojawienie si¢ minus jedynek nie jest wyrdznikiem przeksztatcenia odbicia,
takim wyrdznikiem jest to, ze na diagonali sg jedynki lub minus jedynki,
awyznacznik macierzy przeksztalcenia jest rowny minus jednej; inaczej
mowigc jest nieparzysta liczba minus jedynek. Rozwazmy na przyktad macierz
(3.2.17), ktorej wyznacznik jest rowny jeden

-1 0 O
( 0 -1 0) 3.2.17
0 0 1

Jest to oczywiscie macierz obrotu wokot osi z.
Przy okazji moge zdefiniowa¢ przeksztalcenie ortogonalne

Definicja 3.2.4: Przeksztalcenie ortogonalne
Przeksztatcenie wektora (ukfadu wspofrzednych), Rtorego macierz ma wyznacznik,
rowny *1 nazywamy przeRsztatceniem orotgonalnym

Uktady wspotrzednych mozemy podzieli¢c na dwie klasy. Klase tworza
uktady, ktore przeksztalcaja si¢ w siebie za pomoca macierzy o dodatnim
wyznaczniku. Gdy wyznacznik macierzy jest dodatni ale rézny od jeden, to
odpowiednie przeksztatcenie jest zarowno przeksztalceniem obrotu jak i zmiang
dhugos$ci jednostkowych odcinkow, wyznaczajacych skale na osiach uktadow
wspohrzednych. Aby przejs¢ z jednej klasy do drugiej wyznacznik macierzy
przeksztatlcenia musi by¢ ujemny. To, ktora z obu klas nazwiemy klasg uktadow
lewoskretnych, a ktérg klasa uktadow prawoskretnych jest kwestia konwencji.
My przyjelismy powszechnie stosowang konwencje¢ (def. 3.2.2 1 3.2.3).

A jak jest w przypadku przestrzeni wektorowych? Doktadnie tak samo, to
znaczy, zbior baz przestrzeni wektorowej V mozemy podzieli¢ na dwie klasy.
Gdy przejscie od jednej bazy do drugiej wymaga macierzy, ktorej wyznacznik
jest dodatni to bazy te nalezg do tej samej klasy. Jezeli wyznacznik macierzy jest
ujemny to bazy naleza do dwoch réznych klas. Wiemy juz, ze to, ktorg klase
nazwiemy klasg baz lewoskretnych, a ktorag klasg baz prawoskretnych jest
kwestig wyboru. Jeszcze raz to przypomne¢. Pomysl, ze mamy zbidr trzech
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wektoréw bazowych (€4; €3; €3) przestrzeni trojwymiarowej. Baze tych trzech
wektoréw mozemy reprezentowac graficznie na dwa sposoby (rys. 3.2.10).

Rysunek 3.2.10. Dwa sposoby graficznego utozenia wektoréw bazy: a) uktad
prawoskretny; b) uktad lewoskretny

Ktory sposdb wybra¢? Sama struktura przestrzeni wektorowej nie da zZadnej
podpowiedzi. Przestrzeni wektorowej jest obojetnie, czy wyrysujemy wektory
bazy w ukladzie, ktory nazywamy uktadem lewo czy prawo skretnym. Nie
mniej kiedy przejdziemy do nowej bazy (—&;; €5; €3), to okaze sig¢, ze
wyznacznik macierzy przejScia jest ujemny. Zatem jezeli baze (€q; €3; €3)
wyrysujemy jako prawoskretng, to baze (—€q; €5; €3) musimy konsekwentnie
narysowac jako lewoskretng.

Podzial baz na dwie klasy ma swoje geometryczne implikacje. Rysunek
(3.2.11) pokazuje literke L i jej dobicie na plaszczyznie. Literek nie da si¢

a b

nalozy¢ na siebie przez przesuniecia (translacje) i obroty.
/"/ \\'\

Rysunek 3.2.11. a) Dwie literki L nie dadza sie na siebie natozy¢ poprzez
przesuniecia i obroty, ktére nie wychodza poza ptaszczyzne; b) jezeli mozemy
skorzystac z trzeciego wymiaru, to obrot pozwala na takie przeksztatcenie.

Podobnie dwoch uktadow wspotrzednych, w przestrzeni dwuwymiarowej, lewo
i prawo skretnej nie mozemy na siebie przeksztalci¢ przez obroty i przesuni¢cia
na plaszczyznie. Mozemy tego dokona¢ wykonujgc obrot w trzecim wymiarze.
W trzech wymiarach nie da si¢ na siebie przeksztalci¢ reki lewej 1 prawe;j
(jak réwniez uktadu lewo 1 prawo skretnego), oczywiscie ograniczajac si¢
wylacznie do obrotow 1 przesunie¢ w tej przestrzeni. Gdybysmy mieli dostgp do
operacji fizycznych w czwartym wymiarze bytoby to mozliwe; ale z punktu
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widzenia przestrzeni trojwymiarowej, jest to rOwnoznaczne z wyjsciem poza jej
strukturg, czyli stosowaniem metod niedozwolonych.

Konsekwencje fizyczne podanych faktéow geometrycznych sg bardzo
powazne. Na przykilad: w chemii wazny jest nie tylko sklad czasteczek, ale
roéwniez geometria ich ulozenia w przestrzeni. Istnieja zwigzki chemiczne, ktére
maja si¢ do siebie jak reka lewa do reki prawej. Takie czgsteczki nazywamy
chiralnymi.

Definicja 3.2.5: Chiralnos¢

Chiralno$¢ jest cechq czqsteczeR, chemicznych przejawiajgcq sie w tym, Ze
czqsteczRa i jej lustrzane odbicie nie sq identyczne.

Przyktadem powszechnie wystepujacego w naszej kuchni zwiazku chiralnego
jest kwas winowy (zwigzek ten wystepuje miedzy innymi w niektorych
owocach). Rysunek (rys. 3.2.12) pokazuje struktur¢ aminokwasoéw, ktore
réwniez sg chiralne

Rysunek 3.2.12. Aminokwasy sa czasteczkami chiralnymi// Zrédto Wikipedia

Definicja 3.2.6: Enancjomery
ZwiqzKi roznigce sig orientacjq nazywamy enancjomerami. Kazdy zwiqzek moze
miec tylko dwa réZne enancjomery.

Definicja 3.2.7: Racemat
Réwnomolowa mieszanina pary enancjomerow danego zwiqzRu

Réwnomolowa oznacza, ze w mieszaninie jest taka sama ilo$¢ obu
enancjomerow.

Chemia zycia jest w duzej mierze oparta o czasteczki chiralne. Dominuja
czasteczki lewoskretne (,,leworeczne™), cho¢ w znacznie mniejszym stopniu
organizmy zywe wykorzystuja rowniez czgsteczki prawoskretne. Lekcewazenie
lub nieSswiadomos$¢ tego faktu moga przynieS¢ dramatyczne skutki.
Sztandarowym przyktadem jest tu lek bazujacy na talidomidzie, organicznym
zwigzku chemicznym zsyntetyzowanym przez niemieckich chemikow w 1953
roku. Stosowany jako lek przeciwbdlowy, usypiajacy i przeciwwymiotny. Lek
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sprzedawany byl, bez recepty, jako srodek przeciwbolowy w latach 1957-1961.
Pierwotnie produkowany byt w postaci racematu (def. 3.2.7). Niestety
W dramatycznych okolicznoSciach, okazalo si¢, ze jeden z enancjomerow
(def. 3.2.6) silnie dziala na pldéd hamujac rozwdj naczyn krwiono$nych
w konczynach. Zanim wycofano lek jego ofiarami zostato ok. 15 000 ludzkich
ptodéw, w tym 12 000 zostato donoszone i urodzone jako dzieci z glgbokimi
wadami rozwojowymi. W 2001 roku ponownie uruchomiono produkcje lekow
na bazie talidomidu, gdyz wykazano jego istotne dziatanie antynowotworowe.
Lek jest produkowany bez szkodliwej sktadowej. Historia lekoéw opartych
o talidomid spowodowata, ze na catym $wiecie procedury rejestracji nowych
lekow zostaly istotnie zaostrzone.

Na zakonczenie chcialem pokaza¢ przyktad przestrzeni, gdzie nie ma
rozroéznienia na uktady lewo i prawo skretne. Rysunek (3.2.13) pokazuje tzw.
wstege Mobiusa

o ©

Rysunek 3.2.13. Z lewej - wstega Mobiusa; rysunek utworzony w programie
Mathematica na podstawie réwnania parametrycznego (cos(t)(3+r
cos(t/2)),sin(t)(3+r cos(t/2)),r sin(t/2)). Parametry zmieniajg sie w zakresie {r,-
1,1},{t,0,27}. Bez problemu wstege Mobiusa mozna sklei¢ z paska papieru.
Przesuwajac po powierzchni wstegi literke L z rysunku (3.2.11) po powrocie do
punktu wyjscia literka bedzie swoim lustrzanym odbiciem. Taka powierzchnie
nazywamy nieorientowalng. Wstega Mobiusa jest modelem dwuwymiarowej
nieorientowalnej przestrzeni. Nie mozemy jednak sobie wyobrazi¢ tak sklejonej
catej ptaszczyzny (dwu wymiarowej przestrzeni). Mozemy natomiast wyobrazic¢
to sobie ,matematycznie”; z prawej - na stylizowanej wstedze Maobiusa opiera
sie symbol recyclingu.
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Rysunek 3.2.14. U gory - Butelka Kleina jest przyktadem nieorientowalnej
bryly (rysunek wykonany w programie Mathematica). Mozna jg traktowac jako
podwojnie sklejong wstege Mobiusa. Niestety aby zobaczy¢ ja w pelnej krasie, to
znaczy bez samoprzecie¢, nalezy butelke Kleina zanurzy¢ w czterowymiarowej
przestrzeni euklidesowej; u dotu seria rysunkoéw pokazuje konstrukcje takiego
modelu butelki Kleina (z Wikipedii)

Wstega Mobiusa jest modelem graficznym przestrzeni, ktéra nie ma orientacji,
co oznacza, ze poprzez przesuni¢cie mozemy doprowadzi¢ do natozenia na
siebie dwoch literek L pokazanych na rysunku (3.2.11). Mowimy, ze taka
przestrzen jest nieorientowalna, co oznacza, ze rozrdznienie mi¢dzy dwiema
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klasami uktadow wspotrzednych nie ma istotnego znaczenia. Rysunek (3.2.14)
przedstawia graficzny model nieorientowalnej przestrzeni trojwymiarowe;.

3.3. Katy Eulera &
Dobra definicja wspotrzednych katowych w przestrzeni tréjwymiarowej nie jest
sprawa prosta. Sposrod roznych propozycji za najbardziej udang uwaza si¢
definicje tzw. katow Eulera (rys. 3.3.1).

Rysunek 3.3.1. llustracja trzech katow Eulera. Za pomocga tych katéw mozemy
okresli¢ dowolny obrét wektoréw lub uktadu wspoétrzednych.

Rysunek (3.3.1) pokazuje dwa obrocone wzgledem siebie uktady wspotrzednych
— czarny 1 niebieski. Ogolnie rzecz biorac dowolny obrot mozna skonstruowaé
jako zlozenie trzech niezaleznych obrotow wokol trzech roznych nie
wspotliniowych osi. Prosta s, nazywana osig wezldw, wyznacza przecigcie
ptaszczyzny xy 1 xy. Kat ¢ wyznaczony jest miedzy osia X a dodatnig pdlosia
weztow. Musimy wiedzie¢, ktora potos osi s jest dodatnia. W tym celu
dodajemy do osi s jednostkowy wektor €. Kat w wyznaczony jest migdzy osig
weztow a osig X obroconego uktadu wspotrzednych. Kat € wyznaczony jest
miedzy osig Z iosiag z nowego ukladu wspotrzednych. Katy te mierzymy
w kierunku dodatnim, czyli w kierunku przeciwnym do ruchu wskazéwek
zegara. Ponadto przyjmujemy, ze

0< <2 3.3.1a
0<y <2 3.3.1b
0<6<2n 3.3.1c

Widac z tego, ze kat ¢ reprezentuje obrot wokot osi z, kat y reprezentuje obrot
wokot osi z, a kat & reprezentuje obrot wokot osi weztdw S. Procedura
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obliczania wspotrzednych wektora w obroconym uktadzie wspotrzednych,
Z wykorzystaniem katoéw Eulera wyglada tak. Pierwszy obrot to obrot wokot osi
Z o kat. Obrot ten dany jest macierza (3.2.7a)

cos(p) sin(p) 0

R, = |-sin(p) cos(p) O

0 0 1

Rysunek (3.3.2) pokazuje nowe potozenie trzech wektorow osi obroconego

uktadu wspotrzgdnych po pierwszym obrocie. Wida¢, ze wektor osi X,
oznaczony jako €;przeszedt w wektor osi weztow .

3.3.2a

a b

N

X \\‘\ X

Rysunek 3.3.2. Po obrocie o kat ¢, wzgledem osi z wektor e1, ktéry reprezentuje
tu o$ x-6w pokrywa sie z osig weztéw s. Wektor e3 reprezentujacy o$ z-tow
pozostaje niezmieniony.

Drugi obrot to obrot wokot osi weztow s o kat 6. Opisujemy go macierzg

1 0 0
R, =(0 cos(6) sin(@)] 3.2.2b

0 —sin(@) cos(P)

Przy czym teraz role osi X-6w spetnia 0§ weztéw S. Rysunek (3.2.3) pokazuje jak
obracajg si¢ trzy wektory jednostkowe. Widaé, ze wektor €3 pokrywa si¢ teraz
Z niebieska osig z (rys. 3.3.1).
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Rysunek 3.2.3. Po obrocie o kat & wektor es3 przyjmuje swoje ostateczne
potozenie, reprezentujac 0§ z obréconego uktadu wspoétrzednych, a wektor eq
pozostaje nieruszony.

Trzeci obroét to obrot wokot nowej, niebieskiej osi z-6w o kat w. Opisujemy go
macierzg

cos(yp) sin(y) O

R, = [—sin(yp) cos(y) 0

0 0 1

W ten sposob trzy wektory z rysunku (3.2.2) przyjmuja nowe potozenie, ktore

pokrywa si¢ z polozeniem osi niebieskiego ukladu z rysunku (3.2.1). Po

przeprowadzeniu tych trzech transformacji opisanych wzorami (3.2.2)

dostajemy wspohrzedne wektora w obroconym uktadzie wspoétrzednych. Gdy

chcemy wyznaczyé wspotrzedne obroconego wektora w starym ukladzie
wspotrzednych to musimy zmieni¢ znaki wszystkich katow.

3.2.2¢

3.4. Czy wektory maja diugos¢? &

Przyznam, ze do tej pory bezprawnie korzystatem z pojecia dlugosci wektora.
Kiedy patrzymy na strzalk¢ narysowang na kartce papieru, fakt ze wektor ma
dlugo$¢ nie moze zaskoczy¢. Ale na dobra sprawe, kiedy wrécisz do definicji
przestrzeni wektorowej (def. TIV 3.1.1), to nie znajdziesz tam czego$ takiego
jak dlugo$¢ wektora. Z podanych wilasnosci przestrzeni wektorowej nie mozna
rowniez takiej wlasnosci wywnioskowaé. To znaczy, ze na dobrg sprawe, majac
wektor nie wiemy jaka ma on dlugos$¢, a to oznacza, ze nie wiemy z jaka
predkoscig porusza si¢ na przyktad samochod, nawet gdy mamy jego wektor
predkosci. Tak oczywiscie by¢ nie moze. Musimy wektory wyposazy¢
w dhugos$¢, czyli musimy wilasnos¢ dlugosci wektorow wsadzi¢ do przestrzeni
wektorowej rekami. Zaczne od wzbogacenia przestrzeni wektorowej o nowe
dziatanie (zobacz tez MI 2.4, gdzie opisane jest szkolne podejscie do iloczyny
skalarnego wektorow)
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Definicja 3.4.1: Iloczyn skalarny wektoréw.
Iloczynem skalarnym dwéch weRtorow z przestrzeni wektorowej V nad ciatem

liczb R, rzeczywistych (ub zespolonych C nazywamy odwzorowanie <-;->, Ktore
dwém dowolnym wektorom v,w z przestrzeni V przyporzqdkowuje, odpowiednio
liczbe rzeczywistq [ub zespolong

(V;w):VxV — Rlub C 3.4.1

Przy czym: i)
(v;w) =(w;v)dlaRIub (v;w) = (w;v)dlaC

Kreska nad ostrym nawiasem oznacza oznacza sprzezonq liczbe zespolong (MX

3.4.2

xx) 1) dla Razdej liczby a rzeczywistej (lub zespolonej) i dla dowolnych wektoréw
u,V,W z przestrzeni V mamy

(av; w) = a(v; w) 3.4.3a
(u+v;w) = (u+w) +(v+w) 3.4.3b
iii) dla kazdego wektora v z przestrzeni V
' 3.4.4a
(v;v) 20
3.4.4b

(v; vi=0=v=0

Latwo mozna sprawdzi¢, ze definicja iloczynu skalarnego podana w (Ml 2.4)
spetlnia warunki powyzszej, og6lniejszej definicji. Warunek (i) zada by iloczyn
skalarny byt przemienny w dziedzinie liczb rzeczywistych. W dziedzinie liczb
zespolonych zmiana kolejnosci wektorow daje sprzezona liczbg zespolong.
Znaczenie tego sprzezenia stanie si¢ jasne pozniej. Warunek (ii) oznacza, ze
iloczyn skalarny jest liniowy ze wzgledu na pierwszy argument. Trzeci warunek
nazywany jest warunkiem dodatniej okreslono$ci iloczynu skalarnego dwoch
wektorow.

Nietrudno jest udowodnié, ze iloczyn skalarny jest réwniez liniowy
wzgledem drugiego argumentu

(v; aw) = a{v;w)dlaR 3.4.5a
(v;aw) = a(v;w) dlaC 3.4.5b
3.4.5¢c

(v;u+w)=(v+u)+(v+w)dlaRidlaC

Zapisze iloczyn skalarny w nieco moze osobliwy sposob. Potem si¢
jednak okaze, ze jest to sposdb wcale wygodny 1 uniwersalny. Powiedzmy, ze
mamy macierz 3x3
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911 Y912 Y13
g=1921 Y22 Y23 3.4.6
931 Y932 Y33
Przy czym macierz g jest symetryczna to jest
_ 3.4.6a
9ij = Gji

Macierz g nazwe tensorem metrycznym. Dlaczego tak poetycko? Dlatego, ze juz
niedlugo spotkamy si¢ z tensorami na dobre 1 wtedy okaze si¢, ze to co
oznaczyliSmy jako ¢ jest rzeczywiscie tensorem, a nadto stluzy do obliczania
dhugosci. lloczyn skalarny dwoch wektorow bedzie si¢ teraz wyrazat, za pomoca
tensora metrycznego, tak

3 3
(V; w) = Z Z 9ijViW; 341

i=1j=1
My bedziemy si¢ w najblizszym czasie postugiwali tensorem metrycznym
W postaci

100
g=[0 1 0] 3.4.8

0 0 1

Gdy skorzystamy z (3.4.7) to iloczyn skalarny dwoch wektorow wyrazi sie
wzorem

(V; W) = vywy + v,wy + v3ws 3.4.9
Woystarczy teraz zamieni¢ indeks wedlug schematu: 1—x, 2—y, 3—z i mamy
szkolny wzor na iloczyn skalarny dwoch wektorow. Ale, ale nie skacz jeszcze
z rados$ci. Jest to prawda wtedy gdy wektory bazy majg dtugos¢ jeden, a my
ciggle jeszcze nie wiemy jak okresli¢ dlugos¢ wektoréw bazy.

Najpierw powiedzmy sobie jak matematycy definiujg metryke, czyli
funkcje, ktorej argumentami sg wspotrzedne dwoch punktow a wartoscia liczba,
ktoéra interpretujemy jako odlegto$¢ miedzy nimi.

Definicja 3.4.2: Metryka
Niech Py, P> i P; bedq trzema punktami nalezqcymi do niepustego zbioru X, a d
funkcjg nazywana metrykg, wtedy musi byc: i) d(P;,P;) = d(@P,P;), i) d(P;,P;)=0
wtedy i tylRo wtedy gdy Pi=P;, iii) d(P,P5)< d(P,P)+ d(Po,Ps) (nierownosé
trojkgta), iiii) d(Py, P, >0

Ta definicja odpowiada oczywiscie naszej intuicji dlugosci, inaczej mowigc
nasza intuicyjniec pojmowana odlegltos¢ migdzy punktami speinia definicje
metryki. I nic w tym dziwnego definicja metryki powstata na gruncie tego co
postrzegamy jako odleglos¢, czy dlugos¢. Matematycy postarali si¢
wyekstrahowa¢ z naszego pojmowania dilugosci to co istotne 1 zawarli to
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w definicji metryki. Na przyklad nie mierzymy dlugosci ujemnych, stad
wlasnos¢ (i1). Kiedy mamy zdefiniowang funkcje¢ o nazwie metryka, mozemy
definiowac¢ inne niz nasza intuicyjna metryki. Najprostsza metryka jest metryka
dyskretna

Definicja 3.4.3: Metryka dyskretna
Odlegtos¢ migdzy dwoma punktami wynosi zero gdy sq to te same punkty oraz
Jjeden w Razdym innym przypadRu

Sam mozesz sprawdzi¢, ze tak zdefiniowana funkcja spetnia warunki definicji
metryki. Moze si¢ to wyda¢ niezwykle nudna metryka. Ot, kazda odleglos¢
migdzy dwoma punktami wynosi jeden, a odlegltos¢ punktu od siebie wynosi
zero, co nawiasem mowigc bezposrednio narzuca warunek (ii) definicji metryki.
Innym przykladem jest tzw. metryka miejska (nazywana tez metryka Manhattan
lub taksoéwka). Oto jej definicja

Definicja 3.4.4: Metryka miejska (Manhattan, takséwka)
W przestrzeni R" metryka odlegfosci miedzy dwoma punRtami Py(Xps;1,. .., Xein)
Py(Xp2:15 - - - Xp2in) dana jest wzorem

n

d(Py, P;) = zlxpz;i - xPl;il 3.4.10
i=1
I znow nietrudno jest sprawdzi¢, ze definicja metryki miejskiej spetnia warunki
narzucone na metryke¢ przez definicje (3.4.2).

Jak wida¢ definicja metryki daje nam ogromne bogactwo mozliwosci.
Kazda funkcja speiniajaca definicje moze ,,postlugiwaé” si¢ mianem metryka.
Pojawia si¢ catkiem naturalne pytanie; dlaczego postugujemy sig, intuicyjnie,
takg, a nie inng postacig metryki? W naszej definicji metryki pojawiaja si¢
pierwiastki, co nawiasem méwigc komplikuje wiele obliczen. Sprobujmy dodac
odleglos¢ migdzy punktami P1 i P2 oraz P3 i P4 (rys. 3.4.1). Suma ich
odleglosci to suma pierwiastkow wyznaczajacych dlugos¢ kazdego odcinka
Z osobna.

\/(xl — %)%+ (yy —y2)?2 + \/(xg —x4)% + (y3 — ¥3)2 3.4.11

Mogliby§my zaproponowaé¢ prostsza definicje miary odlegtos¢. Na
przyktad taka funkcja

3.4.12
dnowa (X1; Y13 X25 ¥2) = (3 —x1) + (V2 — 1)
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yl}

P2(x,.y.)

Pﬂx’ﬁ P3(xN<x4,y4)

\ 4

Rysunek 3.4.1. Suma odlegtoSci miedzy punktami P1 i P2 oraz P3 i P4 to suma
dtugosci odcinkéw rozpietych miedzy tymi odcinkami

Tyle, ze ta funkcja nie spetnia definicji metryki. Zmiana kolejnos$ci punktow we
wzorze (3.4.12) daje liczbe o przeciwnym znaku (funkcja jest antysymetryczna),
a zgodnie z punktem (i) definicji metryki, metryka musi by¢ funkcja
symetryczng. A moze by tak metryka miejska (def. 3.4.4)? Dodawanie wartosci
bezwzglednych jest prostsze od dodawania pierwiastkdw. Metryka miejska jako
metryka jest w porzadku, podobnie jak metryka dyskretna, ale problem lezy nie
tylko w byciu metryka, ale rowniez w uzytecznosci. Zgédzmy si¢ dla préby na
metryke miejska. Na ptaszczyznie odleglosci bedziemy liczy¢ tak:

dnowaz (*1; Y15 %25 ¥2) = %2 — x4 | + |yz — ¥l
Niestety funkcja dnowaz ma jedng, ale za to bardzo istotng wade, co ilustruje
rysunek (3.4.2).

Powiedzmy, ze mamy odcinek ulozony wzdluz osi X ukfadu
wspotrzednych xy. Niech |x; — Xq| = 1 (rys. 3.4.2). Taka jest tez dtugo$¢ odcinka
wyznaczonego z twierdzenia Pitagorasa i funkcji dnowa, Obroémy teraz uktad
wspotrzednych o 45°. Dostaniemy w ten sposob nowy uktad wspotrzednych x ¥y
Teraz mamy

3.4.13

V2
|x'y —x'1| = —=— 3.4.14a
2
! ! \/E
ly'> — ¥4l =5 3.4.14b

Z twierdzenia Pitagorasa mamy

2 2

CRCE
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Y A
y X
X,
) \\\
X, .
\\
#X1 \#x2
' X
Y
Yo

Rysunek 3.4.2. Odlegtosci liczone, zgodnie z metryka miejska, zmieniajg sie
przy zmianie uktadu wspotrzednych

Zgodnie z wzorem (3.4.13) z funkcji dnowaz Otrzymujemy warto$¢é

Definicja oparta o twierdzenie Pitagorasa dala tg sama warto$§¢ w uktadzie
xy i x’y’. Niestety definicja dnowaz daje r6zne warto$ci w roéznie zorientowanych
uktadach wspotrzednych. Oznacza to, ze podajac dtugos¢ odcinka lub odleglosci
migdzy punktami musielibySmy okresli¢ rowniez uklad wspdhrzednych,
w ktorym te warto$ci zostaly wyznaczone. Byloby to ucigzliwe. Definicja oparta
o twierdzenie Pitagorasa nie zalezy od wyboru uktadu wspotrzednych i to jest jej
wielka zaleta. Co wiecej odleglo$¢ oparta o twierdzenie Pitagorasa nie zmienia
si¢ rowniez wtedy, gdy przechodzimy do ukladow poruszajacych si¢ nawet
z przyspieszeniem. Intuicyjnie rozumiemy odleglto§¢ wlasnie w ten
niezmienniczy sposob.

Mozesz tu trochg zaoponowac. Energia, ped i moment pedu czastki zalezg
od wyboru uktadu wspotrzednych i nie robimy z tego wielkiego problemu
(TIV 2). Dlaczego odrzuca¢ metryke miejska, biorgc pod uwage jej prostote,
tylko dlatego, ze nie jest niezmiennicza przy przeksztalceniach uktadu
wspohrzednych? Mo drogi w przypadku energii, pedu i momentu pedu nie
mamy wyboru. Tu mamy w reku niezmiennik geometryczny, to jest tak wielka
sprawa, ze w zasadzie nie ma o czym dyskutowaé. Poza tym nasza intuicja
rowniez dokonata wyboru niezmiennika. Trudno postugiwac si¢ metryka, ktora
nie jest zgodna z intuicja.

Przy okazji - taka wielko$¢ jak pitagorejska odleglto§¢ nazywamy
niezmiennikiem geometrycznym.
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Definicja 3.4.5: Niezmiennik

W matematyce przez niezmiennik rozumiemy wlasnosé, Rtora nie zmienia si¢ po
przeprowadzeniu okreslonego zbioru przeksztaftceti

Odlegtos¢ ,,pitagorejska” jest niezmiennicza, ze wzgledu na nastepujace
przeksztalcenia uktadu wspotrzednych: translacje, obroty, przej$cia do uktadow
poruszajacych si¢ ruchem jednostajnym prostoliniowym 1 przej$cia do uktadow
poruszajacych si¢ ruchem niejednostajnym krzywoliniowym.

Majac definicj¢ metryki moge zdefiniowaé przestrzenh metryczng.

Definicja 3.4.6: Przestrzen metryczna

Niech na niepustym zbiorze X zdefiniowana bedzie metryRa. Weedy przestrzeri X
nazywamy przestrzeniq metrycznq

Przeniesmy si¢ do przestrzeni afinicznej (TIV 3.2). Wiemy, ze
w przestrzeni afinicznej (A,V,h) kazdej parze punktow odpowiada jeden wektor
(rys. TIV 3.2.1). Dhugos¢ tego wektora stanowi tradycyjng miare odlegtosci
miedzy punktami. Dopuszczamy réwniez pary utworzone przez ten sam punkt.
Takiej parze odpowiada wektor zerowy, a odleglosci punktu od samego siebie
wynosi oczywiscie zero. Aby dokonczy¢ dziela wprowadzg pojecie dhugosci
w przestrzeni z iloczynem skalarnym

Definicja 3.4.5: dlugo$¢ wektora
Niech V bedzie przestrzeniq wektorowq z iloczynem skalarnym. dtugosciq wektora
w tef przestrzeni nazywamy liczbe c okreslong przez jego iloczyn skalarny przez
siebie

¢ = (v.v) 3.4.17

Nietrudno sprawdzi¢, ze tak zdefiniowana dlugos¢ wektora spetnia warunku
natozone przed definicje metryki.

Gdy przestrzen afiniczna zdefiniowana jest nad przestrzeniag wektorowa
Z illoczynem skalarnym to przestrzen ta jest przestrzenig metryczng.

Definicja: 3.4.6: metryka przestrzeni afinicznej
Przestrzeri  afiniczna  (A,V,h), zdefiniowana nad metryczng przestrzeniq
wektorowq V), jest przestrzeniq z metryRq. Odlegtos¢ migdzy dwoma punKtamip i
q ze zbioru A, takimi ze p=q+v, gdzie v jest wektorem z metrycznej przestrzeni
wektorowej V, nad Rtorq zdefiniowana jest ta przestrzeti afiniczna, jest rowna
dtugosci wektor v.

Teraz juz w petni legalnie moge postugiwaé si¢ pojeciem dlugosci zarowno
w przestrzeni wektorowej jak i w przestrzeni afiniczne;j.
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4. Zasada prac wirtualnych raz jeszcze &

Czas na glgbsze podejscie do zasady prac wirtualnych. Potozenie punktu
W przestrzeni mozna opisa¢ trzema kartezjanskimi wspotrzednymi (X, Yy, z), pod
warunkiem, ze wczesniej zdefiniujemy kartezjanski uktad wspotrzednych. Jezeli
do opisu potozenia punktu potrzebujemy trzech wspédtrzednych, to méwimy, ze
punkt ma trzy stopnie swobody. Na plaszczyznie do opisu punktu potrzeba
dwoch wspotrzednych, stad mowimy, ze punkt, na ptaszczyznie, ma dwa stopnie
swobody. Potozenie dwoch punktow w przestrzeni mozemy opisaé przez szes$c
wspotrzednych, po trzy wspohzedne na kazdy punkt (X1, Y1, Z1, X2, Yo, Z2).
Zamiast jednak mowi¢, ze opisujemy dwa punkty mozemy uznac, ze opisujemy
jeden punkt w sze$ciowymiarowej przestrzeni. Ten jeden punkt
W sze$ciowymiarowe]j przestrzeni nie reprezentuje zadnego pojedynczego ciata
w rodzaju matej kulki, moze natomiast reprezentowac potozenie dwoch matych
kulek w przestrzeni trojwymiarowej. Od strony matematycznej mozemy jednak
uzna¢, ze sze$¢ liczb, to wspotrzedne jednego punktu w szeSciowymiarowej
przestrzeni. Te sze$S¢ wspotrzednych jako funkcje czasu opisze trajektori¢
W sze$ciowymiarowej przestrzeni, ktora w jednoznaczny sposob odda ruch
dwoch czastek w tréjwymiarowej przestrzeni. Mozemy stwierdzi¢, ze ukilad
dwoch czastek w trojwymiarowej przestrzeni ma sze$¢ stopni swobody.
Rysunek (4.1) pokazuje jak to pracuje dla dwoch punktow w jednowymiarowej
przestrzeni.

Rysunek 4.1. a) Dwie czastki poruszaja sie w przeciwne strony wzdiuz tej
samej osi x; b) ruch tych dwodch czastek mozna reprezentowac poprzez ruch
jednego, matematycznego punktu w dwuwymiarowej przestrzeni (tor
narysowatem linig przerywang). Wspéirzedna x; opisuje ruch punktu zielonego,
a wspotrzedna x; opisuje ruch punktu czerwonego.

Dla N czastek mamy 3N wspotrzednych (stopni swobody). Ruch N czgstek
mozna przestawic jako ruch jednego punktu w 3N wymiarowej przestrzeni.
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Nie zawsze punkty reprezentujace uktad fizyczny sg swobodne. Rysunek
(4.2) przedstawia wahadlo. Punkt na koncu wahadta nie moze si¢ dowolnie
porusza¢. Konstrukcja wahadta ogranicza jego ruch do plaszczyzny; powiedzmy
ze jest to plaszczyzna z=0, to znaczy, ze ukltad wspotrzednych zostat wybrany
tak, ze plaszczyzna wahan jest prostopadla do osi z i przechodzi przez punkt
z=0. Nadto mozliwe potozenia punktu na koncu wahadta ograniczone sg do
okregu o promieniu ry.

Rysunek 4.2. Ruch punktu na koncu wahadta ograniczony jest do okregu
o promieniu rownym diugos$ci wahadta

W plaszczyznie Xy Mozemy napisa¢ rownanie tego okregu

x2+y?2—1r2=0 4.1
Moéwimy ze na punkt nalozone sg wigzy, a powyzsze roOwnanie Wraz
z warunkiem z=0 nazywamy rownaniami wiezow. Ile stopni swobody ma nasz
ograniczony przez wigezy punkt? W réwnaniu (4.1) mamy dwie zmienne, zatem
jedna z nich jest zalezna 1 ruch punktu mozna scharakteryzowa¢ jedna liczba.
Nasz punkt ma tylko jeden stopien swobody. Podane rownanie wigzoOw nie jest
najwygodniejsze. Szukajac zaleznosci miedzy X; 1Yy, otrzymujemy

y =% |1’ —x? 4.2

Rozwigzanie (4.2) nie jest jednoznaczne i kazdej wartosci X odpowiadaja dwie
wartosci y (rys. 4.3).
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XY

Rysunek 4.3. W ruchu po okregu kazdej wspéirzednej x odpowiadaja dwa
punkty, a co za tym idzie dwie wartos$ci wspoétrzedne;j y.

Mozemy jednak postluzy¢ si¢ innym ukladem wspotrzgdnych, uktadem
wspoétrzednych biegunowych (TIV 5.1.1) (rys. 4.4)

Rysunek 4.4. Potozenie punktu w ruchu po okregu daje sie tatwo przedstawic
we wspotrzednych biegunowych. Wspoétrzedna r jest stata i r6wna promieniowi
okregu, a wspotrzedna katowa ¢ jednoznacznie identyfikuje potoZenie punktu.

Teraz ruch punktu na koncu wahadla opisany jest jednoznacznie tylko jednym
parametrem ¢. Nie ma w tym nic dziwnego, kazda ciagla krzywa mozna
wyprostowaé do linii prostej, tak jak to pokazuje rysunek (TII 5.6).

Nieco bardziej ztozonym przyktadem jest wahadito podwojne. Sledzimy

ruch punktow na koncach kazdego z wahadel. Ruch obu punktéw jest ze soba
powigzany (rys. 4.5).
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Rysunek 4.5. Wahadto podwdjne sktada sie z dwdch potaczonych przegubowo
wahadel matematycznych.

Tym razem mamy trzy rGwnania wi¢zow.

(x1 —=x)° + (1 —y2)? =15 =0 4.3a
xP+yE—12=0 4-3b
4.3c

z=0

Cztery zmienne Xi, Y1, Xz, Y2 powigzane sg dwoma réwnaniami, mozemy Si¢
zatem spodziewac, ze analizowany uktad ma dwa stopnie swobody. Mozemy na
przyktad wyznaczy¢ wspohrzgdne y; 1 Y, jako funkcje wspotrzednych X; 1 Xo.
Ponownie nie bedzie to funkcja jednoznaczna. Na przykilad wspotrzednej X;
bedg odpowiadaty dwie wspotrzedne y; 1 nieskonczenie wiele wspodtrzednych y,
(rys. 4.6). Tak jak w przypadku pojedynczego wahadla matematycznego
wygodnie jest przejs¢ do uktadu biegunowego, a S$cislej rzecz biorac do
podwdjnego uktadu biegunowego.

x1 = 1r1cos(@q) 4.4a
Y1 = rlsin(§01) 4.4.b
= 4.4c

x, = 1ryc08(@q) + 1,c05(@3)
vy, = 1r18in(¢@,) + r,sin(@,) 4.4d
4.4e

z=20
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Rysunek 4.6. Kazdej wspdéirzednej x; wskazujacej potozenie przegubu wahadta,
odpowiadaja dwa potozenia tego przegubu identyfikowane przez dwie wartoSci
wspotrzednej y;. Ponadto kazdemu okreSlonemu potoZzeniu przegubu
odpowiadaja nieskonczenie wiele punktéw potozonych wzdtuz trajektorii
konca drugiego ramienia wahadta. Na rysunku narysowane sg dwie takie
trajektorie dla dwdéch przyktadowych potozen przegubu wahadta

Rysunek (4.7) pokazuje konstrukcje podwojnego uktadu biegunowego.

Rysunek 4.7. Uktad biegunowy podwdjny. Pierwszy uktad biegunowy
reprezentuje poprzez kat ¢; potozenie przegubu wahadta. Kazdej wartosci ¢s
odpowiada drugi uktad biegunowy, ktorego kat ¢ odpowiada potozeniu konica
drugiego przegubu wahadta, przy danym ¢;.

Wida¢ wyraznie, ze drugi uktad biegunowy wiezie si¢ na kole o promieniu r;.
Z punktu widzenia jednoznacznej identyfikacji potozenia obu wyrdznionych
punktow wahadla zmiana potozenia poczatku drugiego uktadu biegunowego nie
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ma znaczenia, czyli jest to dobrze okreslony uktad wspotrzednych. Poniewaz rq
I I sg stale, to ruch obu punktow opisujg tylko dwa parametry ¢ i ¢».

W przypadku  wahadla  prostego  naturalnym  przedstawieniem
geometrycznym jego ruchu jest okrag. Czy mozemy znalez¢é taka naturalng
reprezentacj¢ geometryczng dla wahadla podwojnego? Nie jest to takie trudne.
Przegub wahadta zakre$la okrag o promieniu r;. Dla kazde; wartosci
wspotrzednej katowej ¢y drugie rami¢ wahadta kresli swoj okrag o promieniu r.
Zatem kazdemu punktowi okregu pierwszego odpowiada kopia okregu
drugiego. Taka sytuacje¢ mozemy zilustrowa¢ figura nazywang torusem
(rys. 4.8). Jasne jest, ze rysunek (4.7) dobrze oddaje idee podwojnego uktadu
biegunowego. Jednak rysunek ten nie pokazuje powierzchni, a spodziewamy sie,
ze uktad dwuparametrowy powinien poruszac¢ si¢ po powierzchni. Co innego
torus. Kazdy punkt torusa jednoznacznie odpowiada jednemu potozeniu
wahadta podwojnego 1 na odwrot, kazde potozenie wahadta podwojnego ma
doktadnie jeden punkt, ktdry je reprezentuje na powierzchni torusa. Przy czym
ruch punktu na torusie odbywa si¢ bez zadnych sztucznych skokow, ktére by
mialy miejsce gdyby$my chcieli narysowaé wspotrzedne (¢1; @) na kartce
papieru.

Rysunek 4.8. Trajektoria dwdéch wyrdznionych punktéw wahadta podwdjnego
daje sie w naturalny sposob zilustrowac na powierzchni torusa. Wspoétrzedna ¢;
jednoznacznie okreSla potozenie przegubu wahadta, a dla kazdego ¢
wspotrzedna ¢z wyznacza potozenie konca wahadta.

Wroémy na moment do wahadta prostego. Jego ruch mozemy tadnie
reprezentowac na okregu (rys. 4.4). MoglibySmy sprobowac¢ zrobi¢ to na linii,
ale wigze si¢ to ze ztamaniem cigglosci ruchu po okrggu. To znaczy, chociaz
rzeczywisty ruch jest ciaggly, to wspolrzedne doznajag w jednym punkcie skoku
warto$ci po 27z Na podobne skoki wspotrzednych natrafimy rozcinajgc torus do
prostokata (rys. 4.9)
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Rysunek 4.9. Rozciety torus ma geometrie prostokata i nie zachowuje ciggtosci
ruchu podwoéjnego wahadta. W momencie gdy wspotrzedna katowa ¢; lub ¢2
dochodzi do warto$ci 2 7 nastepuje skok do poczatku uktadu wspoétrzednych.

Torus nie tylko jednoznacznie odwzorowuje ruch wahadla podwdjnego, ale
rowniez zachowuje cigglos¢ tego ruchu. Nie pozostaje nam nic innego jak
stwierdzi¢, ze torus jest geometryczng kwintesencja ruchu wahadta podwojnego.
Zanim pojde dalej w analizie wahadla podwdjnego musze stow kilka rzecz na
temat topologii

4.1. Pierwsze lizniecie topologii ¢

Czym si¢ zajmuje topologia i czy warto ja liza¢? Poniewaz w fizyce jest tej
topologii coraz wiecej to liza¢ jg warto. Jednak w pierwszym podejs$ciu nalezy
to czyni¢ ostroznie, gdyz zbyt zachtanne lizanie moze nas do topologii zrazi¢.
W najprostszym ujeciu glownym przedmiotem topologii jest klasyfikowanie
obiektow geometrycznych ze wzgledu na mozliwosci transformacji jednego
W drugi. Przy czym dozwolone przeksztalcenia to gigcie, rozcigganie
I kurczenie. Niedozwolone jest klejenie i cigcie. Takie przeksztalcenie nazywa
si¢ w matematyce homeomorfizmem. Rysunek (4.1.1) przedstawia okrag,
pogieta krzywa zamknigta, lini¢ prostg i lini¢ pogigta, oraz lini¢ nieciggla. Okrag
I pogicta krzywa zamknigta naleza, z punktu widzenia topologii, do tej same;j
klasy obiektéw geometrycznych. Mozna je wzajemnie przeksztalcaé w siebie
przez giecie. Podobnie, do jednej klasy nalezy prosta i pogieta prosta. Aby
jednak przeksztatci okrag w lini¢ prosta nalezy ten okrag gdzies$ przeciac, za co
topologia daje nam czerwong kartke. Podobnie przej$cie od linii do okregu
wymaga klejenia. Przejscie linia — linia nieciggla wymaga kilku ciec.
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Rysunek 4.1.1. a) dwa przyktady krzywych nalezacych do klasy okregu; b) dwa
przyktady krzywych nalezacych do klasy prostej; c) przyktad linii nieciagtej

Rysunek (4.1.2) przedstawia okrag, prawie okrag, lini¢ prosta, plaszczyzne
| plaszczyzne z dziurkg. Prawie okrag zostal pozbawiony jednego punktu
I Z wygladu zdecydowanie bardziej przypomina okrag niz lini¢ prosta. Jednak
topologia ma swoja logike, prawie okrag nalezy do tej samej klasy co linia
prosta. Brak cho¢by jednego punktu powoduje, ze nie trzeba cigé, by prawie
okrag przeksztalci¢ w lini¢. Aby plaszczyzne przeksztatci¢ w plaszczyzng bez
punktu, trzeba z niej wycig¢ punkt, a cigcie jest zakazane. Brak tego jednego
punktu wystarczy aby plaszczyzna i1 plaszczyzna bez punktu nalezaly do
r6znych klas topologicznych.

a wyciety

b c
punkt
Rysunek 4.1.2. Prawie okrag (b) nalezy do klasy linii prostej, a nie do klasy
okregu (a), choéby brakowato mu tylko jednego punktu. Ptaszczyzna z wycietym

punktem (c) nie jest topologicznie rownowazna ptaszczyZnie (d) bez takich
brakéw.

Topolodzy udowodnili, ze wsrod linii cigghlych, to jest takich, ktore sa
zamknigte, lub maja tylko dwa konce (rys. 4.1.2a-b). istniejg tylko dwie klasy
topologiczne. Reprezentantem jednej z nich jest linia prosta, a drugiej okrag.
W przypadku powierzchni sprawa si¢ komplikuje. Istnieje bez liku klas
powierzchni cigglych. Przykltadem reprezentantow rdéznych klas powierzchni
bez dziur 1 przerw sg znane nam: plaszczyzna, sfera 1 torus.

Ale co to ma wspolnego z fizyka? Wspohzedna kata ¢, we
wspohrzednych biegunowych nalezy do $wiata okrggu. Wspotrzedne X
wspotrzednych kartezjanskich nalezy do $wiata linii. Stad si¢ biorg ktopoty przy
przejSciu miedzy tymi wspoOtrzednymi. Rozbicie wzoru transformacyjnego
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mi¢edzy wspotrzednymi biegunowymi i kartezjanskim (TIV 5.1.2b) na kilka
czeSci wigze si¢ SciSle z konieczno$cig cigcia przy przeksztalceniu okregu
W prosta. Sprawa ma jednak daleko powazniejsze konsekwencje fizyczne.
Przedstawie je w postaci topologicznego dramatu romantycznego

4.1.1. Topologiczny dramat romantyczny

Kasia 1 Bobek sg parg 1 mitujg si¢ nawzajem. Niestety oboje maja cigzkie
charaktery co generuje problemy. Pewnego razu ostro si¢ poktocili, nastepnie
odwrocili si¢ do siebie plecami 1 kazde z nich powgdrowato w przeciwng strong.
Wersja dramatyczna

A, ze byli bardzo, bardzo uparci, to wedrowali, wedrowali 1 wedrowali, az
poschli z tesknoty, z zalu i z uptywu lat. Kasia uschta gdzie§ miedzy punktem
rozstania a punktem w minus nieskonczonosci, a Bobek usecht gdzie§ migdzy
punktem rozstania a punktem w plus nieskonczonosci (rys. 4.1.4).

do minus gdzies do plus L
nieskorczonosci tu sie nieskonczonosci
pokitocili
orientacyjne T orientacyjne
miejsce miejsce
uschme;cna uschniecia
Kasi Bobka

Rysunek 4.1.4. Swiat Kasi i Bobka ma topologie linii prostej. Niestety nie daje to
podstaw do optymizmu.

Wersja z happy endem

A, ze byli bardzo, bardzo uparci, to wedrowali, wedrowali 1 wedrowali, az ku
swojemu wielkiemu zdumieniu spotkali si¢ (rys. 4.1.5). Ten oczywisty cud
uznali za widoma oznake¢ woli boskiej, by wiedli wspolne, a zgodne zycie.
Poddali si¢ wiec woli Wyzszej, tym bardziej, ze mieli si¢ ku sobie mocno. I zyli
dlugo 1 szczesliwie 1 mieli dzieci 1 te wszystkie sprawy. Jednak od czasu do
czasu trudne charaktery skutkowaly w ostrych kiétniach, po ktoérych Kasia
I Bobek wedrowali w przeciwne strony, sprawdzajac czy niebiosa podtrzymujg
w ich sprawie swa wole. | zawsze, z radoScig odkrywali, Ze niebiosa s3
niezmienne w woli podtrzymania ich zwigzku.

74



Jan Masajada - ©- 45 tematow z fizyki

punkt spotkania

7]

.\

Kasia i Bobek
powiekszeni

1234566 razy
kierunek

wedrowki kierunek
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Rysunek 4.1.5. Swiat Kasi i Bobka ma topologie okregu (a). Kasia i Bobek tego
nie dostrzegaja, gdyZz w ich niewielkim horyzoncie widzenia sfera wyglada jak
kawatek prostej (b). Dlatego wzajemne spotkanie (c) jest dla nich ogromnym
i mitym zaskoczeniem.

Jak z tego widzisz topologia przestrzeni moze mie¢ wptyw na przebieg
zjawisk fizycznych 1 na trwato$¢ zwigzkéw miedzyludzkich. Jaka jest topologia
naszej przestrzeni? W malej skali jej topologi¢ trudno odr6zni¢ od topologii
przestrzeni plaskiej, a w duzej - w duzej sprawa nie jest rozstrzygnigta. Moze
W przyszlosci bedzie mozna co§ na ten temat powiedzie¢ bardziej
zdecydowanym tonem; poki co po prostu si¢ nie ktdcécie.

Tak lirycznie o topologii moze opowiada¢ tylko fizyk. Oczywiscie
topologie tworza matematycy, a to co stworza opisujag w ksigzkach. Wiadomo
jednak, ze ksigzki napisane przez matematykow lecza kazda postaé
bezsennosci'. Niestety bedziemy musieli rowniez siegnaé po bardziej
matematyczng forme¢ prezentacji topologii. Ale pierwsze spotkanie niech nam
uplynie calkowicie w nastroju topologiczno-romantycznym.

4.1.2 Torus
Przy analizie wahadta podwdjnego spotkali§my sie z torusem. W topologii torus
jest przedstawiany jako iloczyn kartezjanski dwoch okregdéw co oznacza si¢ tak
Gl % g1 41.1

Kazde S' oznacza okrag. Nie ma w tym nic magicznego na przyklad
plaszczyzna jest iloczynem kartezjanskim dwoéch prostych (rys. 4.1.6a) a walec
jako iloczyn okrggu i odcinka (rys. 4.1.6b). Iloczyn kartezjanski oznacza tyle, ze
wszystkie punktu danej przestrzeni sa identyfikowane przez przestrzenie

! Poza matymi wyjatkami potwierdzajgcymi regute — na przyktad Ksigzka Alexis w krainie liczb,
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sktadowe. I tak dwie proste identyfikuja dowolny punkt ptaszczyzny, a kazdy
punkt walca identyfikowany jest przez punkt odcinka i okregu.

R RxR

SxI=IxS

S

Rysunek 4.1.6. a) plaszczyzne mozna przedstawi¢ jako iloczyn kartezjanski
dwdch prostych R. Kazdy punkt plaszczyzny jest jedno-jednoznacznie
identyfikowany przez pare punktow na tych prostych; b) walec mozna
reprezentowac jako iloczyn kartezjanski odcinka I i okregu S, lub na odwrét
jako, Ze iloczyn Kkartezjanski jest przemienny. Kazdy punkt walca jest jedno-
jednoznacznie reprezentowany przez pare - punkt na odcinku i punkt na
okregu.

Drugim warunkiem jest to, ze jak wybierzemy punkt jednej ze skladowych
przestrzeni, to cata drugg przestrzen mozemy przewedrowac tak, ze rzut na
drugg sktadowg trafia ciggle w ten sam punkt. Oznacza to, ze w kazdym punkcie
jednej przestrzeni mamy peing kopi¢ drugiej przestrzeni. Rysunek (4.8)
przedstawia torus jako zlozenie okregu, na ktory natozone jest nieskonczenie
wiele okregow prostopadilych. Kazdy punkt pierwszego okregu ma swoj okrag
prostopadly. Mogliby§my rowniez postagpi¢ na odwrét. Kazdemu punktowi
jednego z mniejszych okregow przyporzadkowaé okrag prostopadly, tak ze
wszystkie takie okregi utworzyly by torus. Rysunek (4.1.7) pokazuje dwie
skosnie proste. Cho¢ taka para prostych tez identyfikuje jedno-jednoznacznie
punkty plaszczyzny, to poruszajac si¢ wzdluz jednej z nich rzut na drugg
przechodzi przez wszystkie punkty tej drugiej prostej. To nie jest iloczyn
kartezjanski prostych.

[loczyn kartezjanski przestrzeni mozemy traktowa¢ jako uogdlnienie
pojecia wektora. Wielko$ci wektorowe mozemy analizowa¢ wspoétrzedna po
wspotrzednej. Informacja, ze walec jest iloczynem kartezjanskim okregu
I odcinka oznacza, ze mozna si¢ po nim poruszac tak jakbySmy si¢ poruszali po
okregu, ale réwniez mozna znalez¢ taki kierunku ruchu, ze poruszamy si¢ po
nim jak po odcinku. Ta niezalezno$¢ skltadowych przestrzeni jest wysoce
wygodna. Jezeli potrafimy wykazaé, ze jaka§ nowa przestrzen da si¢
przedstawi¢ jako iloczyn kartezjanskich innych, znanych nam przestrzeni, to
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automatycznie wiemy wszystko o jej topologii. Znajac topologie okregu
i wiedzac, ze torus to S'xS! znamy topologie torusa.

Rysunek 4.1.7. Dwie sko$ne proste R tworzg uktad wspotrzednych, ktory
odwzorowuje ptlaszczyzne jedno-jednoznacznie. Jednak nie jest to iloczyn
kartezjanskich dwéch prostych R. Gdy punkt przesuwa sie wzdluz jednej
z prostych, to jego rzut na drugg prostg przebiega przez wszystkie punkty
drugie proste;j.

4.2. \Nspétrzedne uogélnione i przestrzen konfiguracyjna
*

W (Tl 5) stwierdzitem, ze kazda linie¢ mozemy ,,bezkarnie” rozprostowac nie
powodujac przy tym strat natury matematycznej. Teraz juz wiesz, ze nie jest to
do konca prawda. Prostujac okrag musimy go rozcigé, czyli zmieniamy
topologi¢ linii. Z dramatu topologicznego-romantycznego wiesz, ze moze miec
to dramatyczne skutki. Wystarczy prosty przyktad wahadta matematycznego,
ktérego punkt materialny biega w kotko. Mozemy to kotko rozcigé
| wyprostowac do linii (rys. 4.2.1). Klopot polega na tym, ze wahadto zblizajac
si¢ do konca takiej linii dokona gwattownego skoku na jej drugi koniec.
W ruchu wahadta zadnych tak dzikich skokow nie obserwujemy. Ruch wahadta
podwojnego opisuja dwa katy dla ktoérych naturalng przestrzenig jest torus.
Mozemy ten torus rozcigé, ale spowodujemy przez to wprowadzenie
niecigglosci w opisie ruchu wahadta (rys. 4.9). Przejs$cie na powierzchni¢ torusa
scharakteryzowanej wspolrzgdnymi ¢y 1 ¢, zalatwia sprawe poprawnego
oddania charakteru ruchu wahadta. Wida¢ z tego, ze zagadnienie opisu ruchu
mozna rozwigza¢ na dwa sposoby. Pierwszych z nich to zanurzenie problemu
w ,,standardowej” przestrzeni, takiej jak odcinek, plaszczyzna, czy ogodlniej
przestrzen FEuklidesowa wymiaru N. Uzywajac standardowej przestrzeni
spotykamy si¢ z problem nadmiarowych wymiaréw (na przyktad punkt porusza
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si¢ po dwuwymiarowe] sferze, a jego ruch opisujemy w przestrzeni
trojwymiarowej), oraz z nadmiarem punktow tej przestrzeni.
tu tniemy

a B A

N b
/

Rysunek 4.2.1. a) wahadto porusza sie po kole w sposéb ciggty; b) po rozcieciu
okregu miedzy punktami A i B i rozprostowaniu przy przej$ciu odcinka miedzy
punktami A i B, w punkcie rozciecia wahadto gwattownie przeskakuje na drugi
koniec odcinka a nastepnie porusza sie w kierunku punktu B. Z punktu
widzenia obserwatora na odcinku, w tym jednym momencie wahadto
zachowuje sie tak jakby cofneto sie o cata dtugos$¢ odcinka.

Musimy zatem dba¢ o to, by badany uklad nie ,skrecit” w kierunku
niedozwolonych punktow (na przyklad nie wyszedt poza sferg). Druga metoda
polega na znalezieniu ukladu wspotrzednych, ktore rozpinaja odpowiednig
przestrzen dla ruchu badanego uktadu. Dla wahadla podwdjnego sg to dwie
wspotrzedne katowe definiujace torus. Wszystkie wartosci tych wspotrzednych
odpowiadaja mozliwemu polozeniu obu punktéw wahadta, oraz wszystkie
mozliwe polozenia obu punktow wahadta maja swo6j odpowiednik w wartosci
obu zmiennych katowych. Nie ma obawy, ze wahadlo wyskoczy poza
dozwolony obszar, zmienne sg tak dobrane aby byto to niemozliwe. Te zmienne
okreslajace niestandardowe przestrzenie nazywamy zmiennymi uogdlnionymi.

Definicja 4.2.1: Wspélrzedne uogolnione

Niezalezne od siebie parametry, Ktore jednoznacznie opisujq potoZenie ukfadu w
przestrzeni Ronfiguracyjnej nazywamy zmiennymi uogolnionymi

No, tak nie powiedziatem czym jest ta przestrzen konfiguracyjna.
Najprostszym przyktadem przestrzeni konfiguracyjnej jest, w przypadku N
poruszajacych si¢ punktow FEuklidesowa przestrzen 3N, ktérg juz sie
postugiwatem.
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Definicja 4.2.2: Przestrzen konfiguracyjna

Przestrzeti Ronfiguracyjna to zbiér punktéw, Ktore reprezentujq wszystKie stany
w jakim moze, z punktu widzenia obserwatora, zaistnie¢ badany system fizyczny

Wypisz wymaluj przypomina to definicje (1.3.1) przestrzeni stanow. Te dwa
pojecia oznaczaja to samo 1 bede je uzywat wymiennie.

4.3. Wiezy &

Punkt na koncu pojedynczego wahadta porusza si¢ po okregu. Méwimy, ze na
punkt zostaty nalozone wigzy, a réwnanie okregu wyznaczajgcego mozliwe
potozenia punktu wahadta nazywamy rownaniem wiezoéw. Zaléozmy, ze wahadto
sktada si¢ ze sztywnego cienkiego preta z matg kulkg na jego koncu (rys. 4.3.1).

a b
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Rysunek 4.3.1. a) Mata kulka porusza sie na koncu sztywnego wahadta. Ruch
kulki ograniczony jest do okregu o promieniu rownym diugosci preta wahadta.
Jezeli pret jest sztywny to kazda ,préba” zejscia kulki z okregu kontrowana jest
przez pret, ktéry ,broni” sie przed rozciggnieciem lub skurczeniem. Kierunek
sity reakcji preta (linia czerwona) jest prostopadly do dozwolonego toru kulki.
Mozliwe kierunki dziatania sity reakcji preta pokazane sg przez wektor zielony
i niebieski; b) Mozemy teraz zapomnie¢ o wahadle i stwierdzi¢, ze kulka
uwieziona jest przez wiezy, ktorych réwnanie wyznacza okrag. Sity reakcji
wiezdw sa skierowane prostopadle do ich powierzchni. Wiezy sa wiec
abstrakcja w stosunku do rzeczywistej sytuacji. Abstrakcja ta pozwala nam
przej$¢ do modelu matematycznego analizowanego uktadu.

Gdy ruch kulki schodzi z okregu, kulka czuje sile reakcji wigzow. W naszym
konkretnym przyktadzie sita reakcji wigzoOw pochodzi od preta, ktoéry nie chee
si¢ ani rozciggnac€, ani skurczy¢. Sita ta jest skierowana prostopadle do okregu
wyznaczajacego dozwolone przez wiezy potozenia kulki.

Ogolniej rzecz ujmujac, niech zaleznos¢

f(x;y;2) = 0 43.1
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Wyznacza rownanie wiezoOw dla pewnego punktu. RoOwnanie to wyznacza
powierzchnie po ktorej punkt moze si¢ porusza¢. Z drugiej strony funkcja f
definiuje pole skalarne (def. TIl 7.1), to jest kazdemu punktowi przestrzeni
przypisuje liczbe. Warunek (4.3.1) wyznacza izopowierzchni¢ (powierzchnie
stalej wartosci) tego pola. Wiemy juz, ze gdy policzymy gradient z cigglego pola
skalarnego (wzor TII 7.3), to w efekcie otrzymamy wektor gradientu w, ktory
jest prostopadly do izopowierzchni przechodzacej przez dany punkt. We
wspotrzednych kartezjanskich mamy

of of af\
Vi(x;y;2z) = E;@;E 4.3.2

Wy Wy w,

Wektor w wskazuj kierunek dziatania sity reakcji wiezow. Nie mozemy uznac,
ze jest rowny sile reakcji wigzow, tylko tyle, ze ma ten sam kierunek. To jaka
jest warto$¢ wektora sity reakcji wigzow, oraz jaki jest jego zwrot zalezy juz od
konkretnej sytuacji fizycznej. Na szczeécie dla naszych dalszych rozwazan
wazny bedzie kierunek dziatania sity reakcji wigzow, zatem zaleznos$¢ (4.3.2)
traktujmy jaka znajdujaca ten kierunek.

Mozemy tu nawigza¢ do przykladu satelity orbitujacego w polu
grawitacyjnym Ziemi. Przyjmujac, ze pole grawitacyjne Ziemi jest idealnie
symetryczne, musimy uznaé, ze powierzchnie stalego potencjalu tworza
koncentryczne sfery (rys. 4.3.2). Niech satelita, ktory traktujemy jako punkt
materialny, krazy po orbicie o promieniu rs. Sita dosrodkowa utrzymujgca go
w ruchu po kole jest sitg grawitacji. Satelita jest uwieziony na powierzchni sfery
0 promieniu rs, Wtym sensie, ze nie moze jej opusci¢ bez zmiany wlasnej
energii potencjalnej. Aby to si¢ stalo musi zmniejszy¢ lub zwigkszy¢ wiasng
energi¢ kinetyczng, co wymaga wymiany energii z jakim§ zewnetrznym,
w stosunku do satelity, uktadem. Gdy takiej wymiany nie ma, dozwolone
przesunigcia Or satelity speiniajg warunek

Vo(x;y;z) - 8r =10 433
Dzieje si¢ tak dlatego, ze dozwolone przesunigcia sg styczne do powierzchni
ekwipotencjalnej w danym punkcie, czyli prostopadte do wektora gradientu
z pola ¢, a iloczyn skalarny dwoch prostopadtych wektorow jest rowny zeru.
Podobnie dla wiezow danych wzorem (4.3.1) mozemy zapisa¢ warunek na
przesunigcie nie powodujace reakcji wigzow (zgodne z wigzami)

of of af) _ 0
ax' dy'az) "
Mozliwe przesuni¢cie Or jest wektorem stycznym do powierzchni wiezdw
w danym punkcie.

Vi(x;y;z) - 6r = ( 4.3.4
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Rysunek 4.3.2. Satelita porusza sie po orbicie kotowej pod wptywem sity
dosrodkowej, ktora pochodzi od sily grawitacji. Orbita kotowa lezy na
sferycznej powierzchni ekwipotencjalnej. Zmiana wysokos$ci orbity wymaga
zmiany energii potencjalnej satelity. Satelita, ktéry porusza sie po powierzchni
ekwipotencjalnej nie zmienia wlasnej energii potencjalne;j.

Postuzylem si¢ skonczonym przesunigciem Or, zamiast nieskonczenie
matym dr z tych samych powoddw jakie zostaly przedstawione w (TX Xxx).
W kazdym punkcie powierzchni wigzoOw wystawiamy plaszczyzne styczng
(rys. 4.3.3). W kazdym punkcie tej plaszczyzny dziata sita reakcji wiezow
wyznaczonych przez kierunek wektora gradientu Vf. Ta sita reakcji wigzow jest,
poza punktem styczno$ci, nie rzeczywista — wirtualna. Ale poniewaz na
plaszczyznie stycznej wszystko jest stale, mozemy zamieni¢ nieskonczenie mate
dr na skonczone dr. Poniewaz wektor przesunigcia Or i kierunek dziatania
wektora gradientu, na plaszczyznie stycznej, sa wzajemnie prostopadle praca
wykonana przez sity reakcji jest rowna zeru, stad wyrazenie (4.3.4).

Definicja 4.3.1: Przesuni¢cie wirtualne (przygotowane)

Przesunigcie wirtualne w danym ukfadzie jest sRoticzonym przesunigciem Or
zgodnym co do Rierunku z dowolnym z mozliwych nieskoticzenie matych przesunieé
dr nie powodujgcych reakcji wigzéw tego ukfadu

Przesunigcia  wirtualne nie s3 przesunigciami rzeczywistymi, gdyz
wyprowadzaja punkt poza powierzchni¢ wiezdéw, co jest niezgodne z definicja
wiezoOw. Mozemy oczywiscie uznaé, ze na badany obiekt zadziatajg sity, ktore
spowoduja zerwanie wigzoOw (na przyktad zerwanie preta, na ktorym oscyluje
wahadlo), ale zmiana uktadu wiezéw jest dla nas rOwnoznaczna ze zniszczeniem
analizowanego ukladu fizycznego. W takim wypadku, trzeba zmieni¢ model
uktadu, na taki, ktéory odpowiada nowej sytuacji fizycznej, lub zbudowac
ogolniejszg teorig, ktora uwzglednia mozliwos¢ zmiany wiezow. Taka
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ogoblniejsza teoria moze kusi¢ swa — no wilasnie ogdlnoscia, ale w praktyce
oznacza to, ze teoria jest, czasem znacznie, bardziej ztozona.

Rysunek 4.3.3. Szara powierzchnia wyznacza powierzchnie wiezéw. Zétta to
kawatek ptaszczyzny stycznej do tej powierzchni w wybranym punkcie.
Przerywane czerwone linie wyznaczajg kierunek dziatania sit reakcji wiezéw;
ale dotyczy to tylko punktu stycznos$ci. Pozostate linie sg prostopadte do
powierzchni stycznej, ale zwykle nie s3 juz prostopadte do powierzchni wiezéw.
Wektor or dziala w ta samg strone i kierunku co nieskonczenie mate
przesuniecie dr. Ale wektor dr nie przesuwa punktu po powierzchni wiezéw,
tylko po powierzchni stycznej, na ktérej wszystko jest state. Dlatego mozemy
zastgpi¢ nieskoniczenie mate przesuniecia przesunieciami skoniczonymi.

Zaczynam zwykle od prostych przypadkow, czyli zakladamy, ze wiezy nie
zmieniajg si¢ w czasie, takie wiezy nazywa si¢ wigzami skleronomicznymi.

Definicja 4.3.2: wiezy skleronomiczne

Jezeli wiezy danego ukfadu fizycznego nie zmieniajq si¢ w czasie, to nazywamy je
wigzami skleronomicznymi

Powiedzmy teraz, ze mamy uklad N punktéw, na ktore natozono wigzy
skleronomiczne okreslone uktadem M réwnaniem

[ Y15 215 X205 Vo3 Zo5 s Xys Vs 2y) = 0; gdzie k 435
ef{l,.., M} 9.

Mamy tutaj podwoéjny klopot — po pierwsze zrobito si¢ N punktow, po drugie
wiezy nie sg okreslone rownaniem, a uktadem M réwnan. Chwilowo zdejme
sobie z glowy drugi klopot i przyjme, ze M=1, czyli mamy tylko jedno rownanie
wigzow skleronomicznych. W 3N wymiarowej przestrzeni los wszystkich N
punktow zawarty jest w trajektorii jednego N-wymiarowego matematycznego
punktu. Roéwnanie (4.3.5), jak to rownanie, pozwala wyrazi¢ jedng zmienng
przez pozostate, redukujac w ten sposob liczbe stopni swobody uktadu o jeden,
z N do 3N-1. Dla przyktadu w czterowymiarowej przestrzeni moglibySmy za
pomocg rownania wybra¢ trojwymiarowa ,,powierzchni¢”. Trojwymiarowa
powierzchnia czterowymiarowej przestrzeni, to brzmi troche ghipio. Aby
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unikng¢ tego swoistego dyskomfortu geometrycznego ukuto pojecie
hiperptaszczyzny

Definicja 4.3.3. Hiperplaszczyzna

Hiperptaszczyznqg w przestrzeni afinicznej o wymiarze N nazywamy
podprzestrzeri tej przestrzeni o wymiarze N-1

Dlaczego akurat przestrzeni afinicznej? Moj drogi przestrzen afiniczna stanowi
dla nas model klasycznej przestrzeni fizycznej, w ktorej si¢ obecnie poruszamy.
Nie sposob sobie wyobrazi¢ hiperptaszczyzng w  przestrzeni
szeSciowymiarowe], co nie oznacza, ze od strony matematycznej sprawy si¢
jakos¢ istotnie komplikujg. Matematyka dysponuje nieograniczong wyobraznia,
a kazdy kolejny wymiar traktuje tak jak inne. Zatem dla wigzow zdefiniowanych

przez rownanie (4.3.5) zbidr przesunie¢ wirtualnych musi spetni¢ warunek
(4.3.4)

Vf(x;y;z) - or
_(af of of of of of of of of

0x, ’ oy, ; 074 ; 0x, ; 0y, ; 0z, " ; oxy ’ Yy ; 0Zy

)-61‘ =0 436

Wspotrzedne wektora or, oznacze w nastgpujacy sposob

SE(8x1; 8y1; 8215 8%, 855 825 ... Sxy; SYn; 82y 4.3.1
Gdy skorzystamy z definicji iloczynu skalarnego wyrazenie (4.3.6) przyjmie
krétsza postaé

N

z(afs + 2L +af5)—o 6.3.8
Oxl- Xi ayl Yi aZi Zi) =

i=1

Wezmge si¢ teraz za drugi klopot to jest fakt, ze w ogdlnym przypadku
wigzy sg reprezentowane przez uklad rownan. Gdy rownan jest M wymiar
podprzestrzeni, w ktorej] moze poruszac si¢ uktad jest rowny N-M. Oczywiscie
nalezy zalozy¢, ze mamy do czynienia z poprawnie zdefiniowanym uktadem
rébwnan, to znaczy, ze M rownan wiezéw daje mozliwo$¢ wyznaczenia M
zmiennych jako funkcji pozostalych N-M. Zatozenie to jest sensowne, gdyz Zle
zdefiniowane ukltady réwnan nie moga opisywaé fizycznych wigzow. Teraz
przesuni¢gcie wirtualne musi leze¢ na kierunku wyznaczonym przez
nieskonczenie male przesunigcie styczne do hiperplaszczyzn wyznaczonych
przez wszystkie rownania wigzow. Stowem dla kazdego ke[1,...M] musi by¢

N
ofx ofx ofx
Vi (x;y;z) - 6r = Zl (a—xl ox; + a_yl&yl + a—ZiSZi) =0 4.3.9
1=
Czy jest to mozliwe? Nie bede si¢ bawil tu w dowody, a postuzg si¢ intuicja
graficzng (rys. 4.3.4)
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A co jezeli uktad opisujemy za pomoca wspotrzegdnych uogolnionych?
Powiedzmy, ze mamy N wspotrzednych uogdlnionych Qs,...0n, oraz zwiazki
miedzy wspotrzednymi kartezjanskimi a wspotrzednymi uogdlnionymi

4.3.10
xi = %i(qq, -, qn)s ¥i = ¥i(qu . qn); 2z = 2i(qe, -, qn)
Wyrazenie
N
0x;
dx; = a—ldqj 4.3.11
=10

Opisuje nieskonczenie maty przyrost dX poprzez nieskonczenie mate przyrosty
zmienny uogdlnionych. Poniewaz bede si¢ przemieszczat w plaszczyznie
stycznej do przestrzeni (takiej jak sfera czy torus, rys. 4.3.3) rownanie (4.3.11)
moge przepisa¢ dla skonczonych przyrostow.

ox 4.3.12

Rysunek 4.3.4. W przestrzeni trojwymiarowej przecinaja sie dwie
powierzchnie wiezéw. Punkt moze poruszac sie tylko po linii przeciecia (nie
moze zej$¢ ani z jednej ani z drugiej powierzchni). Wektor styczny do linii
przeciecia powierzchni (czerwona linia) jest zarazem styczny do obu
powierzchni, czyli spelnia warunek (4.3.9)

Przedstawione tu wzory mogg wydawac si¢ skomplikowane. Ale
spokojnie w gruncie rzeczy s to proste uogdlnienia elementarnych przypadkdéw
malowymiarowych. Jak si¢ temu dobrze przyjrzysz to zauwazysz, ze
rozmnozeniu uleglta liczba rownan 1 wymiaroOw. Sama idea stojgca za
poszczegdlnymi wzorami pozostala taka sama. Postgpujemy zgodnie z droga
wiadra (TI 3.36), czyli tak dlugo jak si¢ da formulujemy problem w ten sposéb
by nic istotnego si¢ nie zmienito.
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4.4. Sily uogolnione &

Zdefiniowalismy wspotrzedne uogolnione, a teraz idac za ciosem zdefiniujemy
sity uogodlnione. Wzor (4.3.12) pozwala nam wyrazi¢ przesuni¢cia wirtualne we
wspotrzednych Kartezjanskich przez przesunigcia wirtualne we wspotrzednych
uogoOlnionych. Praca uktadu sit {F;; ,,, ; Fn} przy zadanym przesunieciu
wirtualnym wynosi

oW = Z(Fl-xle- + Fin)’i + FiZSZi) 4.4.1

Po wstawieniu (4.3.12) mamy

N M M
axi 4.2
o313 7,5 13 2
: L 0q; dq;
i=1 ]:1 =

Sumowanie jest przemienne mozemy wigc zmieni¢ kolejno$¢ sumowania
w powstzym wyraZeniu

i p 9% 4.4.3

Wprowadze; oznaczenia

0y 0z; 4.45
F, +F L A
z ”‘a lyaq ¥ 0q;

Wzér (4.4.3) przybierze postac

M
S = Z 0, 54; 4.4.6
=1

Jest to posta¢ analogiczna do (4.4.1). Przez analogi¢ wielkosci Q; bedziemy
nazywac sitami uogolnionymi odpowiadajacymi wspotrzegdnym uogoélnionym
(A5 555 30m).

Definicja 4.4.1: Sily uogélnione

Sifa uogdlniona zdefiniowana jest rownaniem (4.4.5) gdzie F; sq sitami

rzeczywistymi a q; sq wspotrzednymi uogélnionymi.

Wiemy ponadto, ze gdy uktad ograniczony wigzami idealnymi i znajduje
si¢ w stanie rOwnowagi, to praca przygotowana sit dziatajacych w ukladzie jest
rowna zeru (okr. TII 5.2a). Warunek ten w odniesieniu do (4.4.6) przyjmuje
postac
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M
8W=2Qj6qj=0=>Q1=O,...,QM=0 4.4.7
=1

J
Czyli wszystkie sily uogdlnione s3 réwne zeru. Implikacja w powyzszym
wzorze bierze si¢ stad, ze przesunigcia wirtualne sg przesunigciami wzdluz
wspolrzednych uogolnionych, a te s3 od siebie niezalezne, to znaczy zZe nie
mozemy zadnej ze wspohrzednych uogoélnionych wyrazi¢ przez pozostale.
Oznacza to, ze kazda czynnik w sumie (4.4.7) musi by¢ réwny zeru.

Fakt 4.4.1

W potozeniu rownowagi nieswobodnego uktadu materialnego o wiezach idealnych
sity uogdlnione sg wszystkie rowne zeru

Rysunek (4.4.1) pokazuje sztywne cialo mogace si¢ obraca¢ wokot osi
przechodzacej przez punkt O.

v X

Rysunek 4.4.1. Ciato sztywne zawieszone jest na osi obrotu przechodzacej
przez punkt O i prostopadtej do ptaszczyzny rysunku. W punkcie A dziata sita F.

Sita F przylozona jest w punkcie A, odleglym o d od punktu O. Ruch wahadta
mozemy scharakteryzowac przez kat ¢, bedacy miarg odchylenia linii OA od osi
pionowej. Praca wirtualna (przygotowana) wyrazi si¢ wzorem

SW =F:6ér = Fsin(p) d S¢

B 4.4.8

Wyrazenie d d¢ wyraza dlugos¢ tuku okregu o promieniu d i sSrodku w punkcie
O przy kacie tuku 8¢. Sciste wyrazenie na przesuniecie styczne do tego tuku ma

postac

Gdzie @ jest jednostkowym wektorem stycznym do tuku w punkcie A. Ale jak
Jjuz wiesz przy przesuni¢ciach wirtualnych wychodzimy poza ograniczenia
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ukladu zamieniajac nieskonczenie mate przyrosty ich skonczonymi

przedtuzeniami. Stad
4.4.10

or =d 6@
Jezeli przyjmiemy, ze

Q, = Fdsin(¢p)
to praca wyrazona przez przesuni¢cie przygotowane (wirtualne) przyjmie postacé
(4.4.6)

W = Q,0¢

Wielkos¢ (4.4.11) mozemy wigc uzna¢ za sile uogdlniong. Ale wyrazenie
(4.4.11) jest wzorem na wartos¢ momentu sity F wzgledem osi obrotu
przechodzacej przez punkt A. Wynik ten da si¢ uog6lni¢

4.4.11

4.4.12

Twierdzenie 4.4.1
Gdy nieswobodne ciafo sztywne moze obracaé si¢ wokdt osi Oz, a za wspdtrzedng

uogélnionq przyjmiemy kgt obrotu ¢, wowczas praca sit zewnetrznych wyrazi sie
przez sumg momentéw sit liczonych wszgledem osi Oz, przemnoZonych przez

przesunigcie wirtualne d @

N
SW = 59”2 My, 4.4.13

=1

Fakt 4.4.2.

Sita uogdlniona odpowiadajgca katowi obrotu wokét osi Oz réwna jest sumie
momentéw peddw sit zewnetrznych wzgledem obrotu ciata wokoét tej osi

N
Qp = Z M, 4.4.14
i=1

Wréce do uktadu wahadita podwdjnego. Tym razem wahadlo zostanie
przytrzymane przez sife F tak jak to jest pokazane na rysunku (4.4.2).
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Rysunek 4.4.2. Na wahadlo podwdjne dziata sita F.

Poszukam warunkow réwnowagi dla takiego uktadu. Praca przygotowana jest
rOwna

SW = m,g - 8tpy + myg - Stpy + F - Srp3 4.4.15

Przesuni¢cia wirtualne muszg by¢ oczywiscie zgodne z wigzami, czyli styczne
do okregow po ktérych moga sie porusza¢ poszczegdlne punkty wahadla
(rys. 4.6). Rozpisanie iloczynow skalarnych w (4.4.15) daje

4.4.16
W = my96yp; + mpg8yp, + Fbxp3
Z rysunku(4.4.2.) wida¢, ze
51 51 2
Yp1 =7 c0s(@1); Ypz = cos(gq) + - cos(¢2) 4.4.17a
xpz = 115in(¢1) + 135in(g;) 44.17b
Przesunigcia wirtualne wyrazg si¢ przez wzory
.
8yp1 = — = sin(p1)8¢y; 4.4.18a
. r .
8ypy = —351n((ﬁ1)5<ﬂ1 - 351n(¢2)5<ﬂ2
4.4.18b

8xp3 = 11€08(91)8¢1 + 13c05(92) 8¢,
Wstawiajac wzory (4.4.18) do (4.4.16) mamy
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1
W = [F cos(¢pq) — (§m1 + mz) gsin(q)l)] r18¢01
4.4.19

1
+ (F cos(¢3) — EngSin(q’z)) 1280,

Przy przesunigciach uogdlnionych, zgodnie z wrazeniem (4.4.6), znajdujemy
sity uogolnione, stad

1

Qp1 = [F cos(¢p,) — (Eml + mz) gsin(gol)] T 4.4.20a
1

Qp2 = (F cos(¢;) — Engsm(fpz)>7'2 4.4.20b

Korzystajac ze wzoru (4.4.7) mamy dwa réwnania na warunki réwnowagi
uktadu

1
F cos(¢p,) — (Eml + mz)gsin(gol) =0 4.4.21a
1 .
F cos(¢p,) — Engsm(q)z) =0 4.4.21b

Dzielagc oba réwnania przez funkcje cosinus otrzymujemy wyrazenia na
tangensy obu katéw

P
tan(p,) = T 4.4.22a
(j my + mz) g
2P
tan(p,) = g 4.4.22b
2

Gdy spehione sg relacje (4.4.22) uklad jest w réwnowadze statycznej, co
oznacza, ze znajduje si¢, lokalnie rzecz biorgc, w stanie minimum energii
potencjalnegj.

4.5. Réwnowaga w zachowawczym polu sil &

Pole grawitacyjne jest przykltadem pola zachowawczego, to jest takiego,
w ktorym praca wykonana nad przesunigciem danego ciala jest funkcja
wspohrzednych punktu poczatkowego i koncowego i nie zalezy od trajektorii
ruchu. Mowitem juz o tym w (TII 7). Warto ten fundamentalny fakt jeszcze raz
tu przywota¢ (rys. 4.5.1).
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a b

Rysunek 4.5.1. a) niewielki obiekt o masie m, tak Ze mozemy go uznac¢ za
punktowy, przesuwamy po torze w ksztatcie ramki w kierunku pokazanym
strzatkg. Kierunek pola wskazywany przez wektor przyspieszenia
grawitacyjnego g (wektor natezenia pola) jest prostopadty do czerwony czeSci
toru. Oznacza to, Ze na czerwonych czeSciach toru sita przesuwajaca ciato nie
wykonuje nad nim pracy (energia potencjalna ciata nie rosnie), ani tez pole
grawitacyjne nie wykonuje pracy nad cialem (energia potencjalna ciata nie
maleje). Na zielonej czeSci toru sita zewnetrzna podtrzymuje cialo i dziata
przeciwnie do kierunku jego przesuniecia, tak ze ciatlo przesuwa sie ruchem
jednostajnym w doét. Prace wykonuje pole grawitacyjne przeciw sile
zewnetrznej, a energia potencjalna ciata maleje. Na niebieskiej czesci toru sita
zewnetrzna znéw réwnowazy site grawitacji, a ciato porusza sie jednostajnie do
gory. Teraz sita zewnetrzna dziatajac przeciw polu wykonuje prace, a energia
potencjalna ciata rosnie. Tyle ile energii ciato straci na zielonej czesci toru, tyle
zyska na jego cze$ci niebieskiej i po catym obiegu bilans wzrostéw i spadkéw
wyjdzie na zero; b) to samo ma miejsce dla dowolnego toru zamknietego.

W takim polu mamy prosty zwiazek (4.5.1) na relacje miedzy sita F dziatajaca
na ciato, a energia potencjalng E, tego ciata (TIl 7.10)

0E, 0E, _  0E,

* oax Y a9yt oz
Przypomne, ze operator gradientu V buduje z pola skalarnego wektor (tzw.
wektor gradientu), ktory jest prostopadty do izopowierzchni tego pola
I wskazuje kierunek jego najwickszego wzrostu (rys. TIl 7.5). Gdy pole skalarne
reprezentuje energi¢ potencjalng ciata w punkcie, wektor gradientu reprezentuje
site jaka w danym punkcie dziala na to ciato. Jest to, z punktu widzenia zasady
zachowania energii nader sensowne. Gdy idziemy wzdtuz linii rownej energii
potencjalnej nie powinniSmy wykona¢ zadne pracy, i1 rzeczywiscie wtedy
iloczyn skalarny sily i przesunigcia jest rowny zeru

Inaczej mowigc wektor sity nie ma prawa mie¢ skladowej rownoleglej do
powierzchni stycznej do powierzchni rownej energii potencjalnej. Czyli ma
kierunek wektora gradientu. A, ze ma rowniez jego warto$¢ wynika z tego, ze
zmiana energii potencjalnej powinna by¢ réwna sile razy przesunigcie, czyli,
w jednym wymiarze

45.1

_ __4E
dE, = —Fdx = F = 45.2
dx
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W wigkszej liczbie wymiarOw musimy rozpisa¢ dX na skladowe 1 przejs¢ do
pochodnych czgstkowych. Dostajemy wyrazenie (4.5.1). Znak minus we wzorze
(45.1) i (4.5.2) bierze si¢ stad, ze wektor gradientu pokazuje zwrot sity
grawitacji — sity pola. Przyrost energii potencjalnej obliczamy jako efekt
dziatania rownowazacej sity zewnetrznej, ktora musi by¢ przeciwnie skierowana
do sity grawitacji. Dlaczego sila zewngtrzna musi rownowazy¢, site grawitacji?
To proste, gdyby byla wigksza lub mniejsza, to ciato nie tylko zmienialoby
swoja energie potencjalng, ale rowniez kinetyczng.

Przejde teraz do wspohrzgdnych uogdlnionych ¢, ..., On. Energia
potencjalna jest funkcjg wspdlrzgdnych uogdlnionych. Odpowiadajace
wspotrzednym uogolnionym sity wyrazaja si¢ wzorem (4.4.5). Po wstawieniu do
(4.4.5) wyrazen (4.5.1) mamy

0 i (aE,, 0x; , 0, 0y;  OF, aZi) _ 0E, 45.3
J L\ 0x; dq; 0Jy; 0q; 0z; 0q; 0q;

1=1
Z warunku (4.4.6), mowigcym, ze w potozeniu réwnowagi wszystkie sity
uogolnione muszg by¢ réwne zeru mamy

aEp_ ' L
—=0;dlaj=1,...,N 45.4

Mozemy zatem stwierdzi¢, ze

Stwierdzenie 4.5.1: Energia potencjalna ukladu w réwnowadze
Energia potencjalna ukfadu fizycznego, (jako funkcja wspotrzednych uogolnionych)
w polozeniu rownowagi, ograniczonego wiezami idealnymi i znajdujqcego sig polu
sit zachowawczych spetnia warunki Ronieczne na istnienie ekstremum

4.5.1. Ruch po powierzchni
Zat6zmy, ze mamy punkt poruszajacy si¢ po powierzchni danej rownaniem
d(x; y;2) =0 4.5

Niech ta powierzchnia definiuje wigezy ideale dla naszego punktu. Wtedy sity
reakcji wigzOw muszg by¢ prostopadte do tej powierzchni. Mozemy wigc
potraktowa¢ powierzchni¢ dang rownaniem (4.5.5) jako ekwipotencjalng
powierzchni¢ dla potencjalu ®. Wektor prostopadly do tej powierzchnie jest
wyznaczony przez gradient @. Przesunigcia wirtualne dr(dx; dy; 6z) powinny
by¢ prostopadte do wektorow reakcji wigzow, stad mamy warunek (iloczyn
skalarny dwoéch prostopadlych wektoréw rowny jest zeru)
od od 0P

58x+38y+582=0 4.5.6
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Rownanie (4.5.6) definiuje przesuni¢cia wirtualne, w przypadku ruchu punktu
po powierzchni danej rownaniem (4.5.5). Na przyktad dla ruchu po powierzchni
sfery okreslonej rOwnaniem

x2+y2+22=0 45.7

Przesunigcia wirtualne majg musza spetnia¢ rGwnanie
2x0x + 2y0y + 226z = 0
Warunek (4.5.7) mozemy zapisa¢ we wspotrzednych uogdlnionych

N
0P 45.9
— 8. =0 s
Z aqs qS
s=1

Gdy wiezy zdefiniowane sg przez uktad warunkow

4.5.8

Op(x; ¥, 2)=0; k=1,...,.M 45.10
Warunek (4.5.9) przybiera ogdlniejsza forme
N
A 4511

0g;,=0; k=1,...M
— dqs

S
Wiemy juz, ze ukfady fizyczne moga by¢ w stanie rOwnowagi stalej,
chwiejnej Iub obojetnej (TII 5.1). Pokaze teraz, ze gdy uklad fizyczny
0 wigzach idealnych znajdujacy si¢ zachowawczym polu sil, jest w stanie
rownowagi trwatej, gdy jego energia potencjalna osigga minimum. Fakt ten
tatwo jest zilustrowa¢ na przyktadzie wahadta (rys. 4.5.2)

‘ Ep;rnax

©

‘ Ep;max

Rysunek 4.5.2. Wahadlo ztozZone z preta i kuli w gérnym potozeniu znajduje sie
w stanie réwnowagi chwiejnej, a jego energia potencjalna jest najwieksza.
W dolnym potozeniu znajduje sie w stanie rownowagi trwatlej, a jego energia
kinetyczna jest najmniejsza.
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Od przyktadu wahadta moge przejs¢ do ogoélnego uzasadnienia. Zatdozmy, ze
ukfad opisany zmiennymi uogdlnionymi (; ..., Oy znajduje si¢ w Stanie,
w ktorym osiggnat minimum energii. Korzystajac z faktu, ze energie potencjalng
definiujemy z dokladnosciag do statej (TIl 7.11) mozemy przyjac, ze ta
minimalna energia wynosi zero. Rozwazmy dynamike¢ uktadu w jego przestrzeni
konfiguracyjnej. Wtedy kazdemu stanowi ukladu odpowiada jeden punkt
przestrzeni konfiguracyjnej o wspotrzednych (qi; ..., qn). W ukladzie mozemy
dokona¢ translacji tak, by potozenie réwnowagi wypadlo w poczatku uktadu
wspoétrzednych (q:;=0; ..., qn=0). Gdy uklad jest w stanie rOwnowagi statycznej
jego energia kinetyczna jest oczywiscie rowna zeru. Wtedy w odpowiednio
matym otoczeniu poczatku uktadu wspétrzednych energia potencjalna uktadu
jest wigksza od zera. Niech teraz drobne zaburzenie dostarczy energii do ukfadu
1 spowoduje niewielkie jego odejscie od polozenia réwnowagi. Poniewaz wigzy
sg idealne 1 uktad znajduje si¢ w zachowawczym polu sit suma jego energii
Kinetycznej i potencjalnej musi by¢ stata

4.5.12
EpO + EkO - Ep + Ek

Tuta) Ep 1 Ex jest odpowiednio energia kinetyczna i potencjalna uktadu
W potozeniu réwnowagi réwng energii dostarczonej przez impuls zaburzajacy,
a Ep I Ex energia potencjalng i kinetyczna w sasiedztwie punktu réwnowagi, do
ktorego uktad zawedrowal w chwilg po zaburzeniu. Stad mamy

45.13
Ep = Epo + EkO - Ek

Energia kinetyczna jest réwna zeru lub dodatnia stad mamy

4.5.14
E, < Epo + Exg

Czyli energia potencjalna jest mniejsza od energii impulsu zaburzajacego

>

E,/

gr

Q.
SP

Rysunek 4.5.3. Niech uktad porusza sie w granicach ciemnego obszaru ,
zakreSlonego w ptaszczyznie wspotrzednych uog6lnionych gq;, qz. Kazdemu
punktowi tego obszaru przyporzadkowujemy warto$¢ energii potencjalnej
uktadu. W zaznaczonym obszarze energia ukladu rosnie, gdy odchodzimy od
$rodka uktadu wspéirzednych, gdzie energia potencjalna uktadu jest rowna
zeru. E, jest najwieksza wartoScia energii potencjalnej dla ukiadu
poruszajgcego sie wewnatrz zakreSlonego obszaru.
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Wida¢ z tego, ze jezeli zaburzenie wyprowadzajace uktad z potozenia
rownowagi dostarczylo mu energii mniejsze] niz warto$S¢ graniczna Eg
(rys. 4.5.3), to uklad nie begdzie mogt opusci¢ ,,dotka energii potencjalnej”.
Z nierdwnosci (4.5.14) wynika, ze jego energia potencjalna nie moze by¢
wieksza od wysokosci dotka. Oznacza to, ze male zaburzenie nie moze wytracié¢
uktadu z potozenia rownowagi.

Mysle, ze to dobry moment na przerwanie dywagacji dotyczacych prac
wirtualnych. Co nie oznacza, ze zupelnie si¢ z nimi rozstajemy. Nie, temat
ciggle nie jest jeszcze zakonczony. Nastepne spotkanie przewidziane jest
w temacie VII. Ostatnia cze$¢ tego tematu poswigce korepetycjom
z matematyki.

4.6. Pochodne czastkowe &

Mozesz si¢ czu¢ zdezorientowany nowymi symbolami, jakie pojawily si¢ na
przyktad we wzorach (4.4). Na szczg$cie sekret tych oznaczen nie zawiera
w sobie  jakich§  szczegdlnie  wyrafinowanych  nowych  koncepcji
matematycznych.

Rozwazmy funkcje dwoch zmiennych f(x,y). Niech to bedzie na przyktad
funkcja

f(x,y) = x cos(y) 4.6.1

Wykres funkcji przedstawia rysunek (4.6.1)

Rysunek 4.6.1. Wykres funkgcji (4.6.1)

Jezeli ustalimy warto$¢ zmiennej Y—>Yystaione, 10 Wtedy otrzymamy funkcje jedne;j
zmiennej f(X,Yustalone). Dla tak zdefiniowanej funkcji fatwo mozemy zdefiniowaé
pochodng. Aby jednak zaznaczy¢, ze jest to pochodna funkcji dwoch
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zmiennych, liczona wzdtuz kierunku X, zapisujemy ja, jak widaé¢ ponizej, na
kilka r6znych sposobow

af(x' yustalone)

= =a.f=f, 4.6.2
I nazywamy pochodng czagstkowg. Na przyktad dla Yystaone =1 mamy
o0f(x, 1)

f(x,1) = xcos(1) — = cos(1) 4.6.3

0x

Rysunek (4.6.2a) pokazuje ptaszczyzne Yustaione=0. Jej przecigcie z powierzchnig
dang wzorem (4.6.1) daje krzywa opisang wzorem

z(x) = x cos(0) 4.6.4

Wida¢, ze dla kazdego Yystaione Otrzymamy funkcje liniowg zmiennej X. Funkcje
te beda si¢ rozni¢ katem nachylenia prostej do osi X-ow.

Rysunek 4.6.2. a) wykres funkcji (4.6.1) jest ciety ptaszczyzna prostopadiy do
osi y, o rownaniu y=0. Cze$¢ wspolna krzywej i ptaszczyzny jest linig o réwnaniu
z=f(x,0). Pochodna czgstkowa fyx moze by¢ reprezentowana przez styczng do tej
linii (jest tangensem kata nachylenia tej stycznej); b) wykres funkcji (4.6.1) jest
ciety ptaszczyzna prostopadia do osi x, o réwnaniu y=0. Cze$¢ wspdlna krzywej
i ptaszczyzny jest linig o rownaniu z=f(0,y). Pochodna czastkowa f; moze by¢
reprezentowana przez styczng do tej linii

Podobnie, jezeli ustalimy warto$¢ zmiennej X—>Xystalone, t0 Wtedy otrzymamy
funkcje jednej zmiennej f(Xystaione,Y). Pochodna funkcji dwoch zmiennych,
wzdtuz kierunku y, mozemy zapisa¢ analogicznie do (4.6.2)
af(xustaloner y)
dy

=0,f=f, 4.6.5
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of(L, y)
oy

Rysunek (4.6.2b) pokazuje ptaszczyzng Xustaone=0. Jej przecigcie z powierzchnig
dang wzorem (4.6.1) daje lini¢ prostopadta do osi X-6w o rownaniu

f(1,y) = 1cos(y) — = —sin(y) 4.6.6

x =0 4.6.7
Rysunek (4.6.3) pokazuje wykresy przyktadowych funkcji dla statego y i statego
X. Przy ustalonym y wszystkie funkcje reprezentujg réznie nachylone linie
proste. Przy ustalonym X otrzymujemy funkcje liniowa dla x=0. Pozostate
funkcje maja posta¢ funkcji cosinus mnozonej przez warto$¢ liczbowa.
Pochodne czastkowe sa styczne do odpowiednich wykreséw w punktach,
w ktorych te pochodne liczymy. Narysowane wykresy mozna rdwniez otrzymac
tak jak na rysunku (4.6.2), to jest jako przekroje wykresu powierzchni przez
powierzchnie prostopadia do osiy lub x.

a A b

FOCYustaicne )

2 G y:f A x=-3
y—1 x=-1

= — x=0
—_— y=1.2 L

Rysunek 4.6.3. a) wykresy funkcji f(x, yustaione), dla wybranych wartosci y;
b) wykresy funkcji f(Xustaione, y), dla wybranych wartosci x.

Niech wektory (&,; €y; €,) bedg wektorami jednostkowymi w kierunku osi,
odpowiednio X, y i z. Wtedy zgodnie z (MX xx) rownanie prostej stycznej do
punktu x=a i y=b, w ktorym obliczona jest odpowiednia pochodna ma postaé

u==8,+£(xb)é, 4.6.8a

w =28, +£,(a,)8, 4.6.8b

Korzystajac ze wzoru (Ml 2x) na jednostkowy wektor normalny do
plaszczyzny rozpigte] przez dwa niewspotliniowe wektory, mozemy wyliczy¢
jednostkowy wektor normalny, w punkcie x=a i y=b, do ptaszczyzny stycznej,
rozpietej przez wektory styczne u i v w kierunku osi x iy
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uxw fy(a,b)€& + f,(a,b)&, — &,

\/ 1+ £2(a, b) + £2(a, b) 4.6.9

“lu X wi

W przypadku funkcji wielu zmiennych mozemy rowniez zdefiniowaé
rozniczke funkcji — tzw. rdzniczke zupeing.
Definicja 4.6.1: Rézniczka zupelna
Niech funkgja f(xy,...Xx) jest réZniczRowalna, to znaczy istniejq jej wszystkie
pochodne czqstkowe i sq one ciggte. Wredy réiniczRg zupefnq tej funRgji
nazywamy wyrazenie

of of
df:a—ijdeL + - +adx,\, 4.6.10
Z definicji (4.6.1) widaé, ze rézniczke zupelng mozna przedstawi¢ w postaci
iloczynu skalarnego wektora gradientu funkcji f i wektora dr
df = Vf-dr

Podobnie jak w przypadku funkcji jednej zmiennej, dla pochodnych
czastkowych funkcji  wielu zmiennych mozemy sformulowaé¢ regule
tancuchowa. Niech f bedzie funkcjg dwoch zmiennych f(x, y), przy czym x iy sa
funkcjami zmiennej t: f(x(t),y(t)), wtedy

df 6fdx+ of dy
dt  dxdt dydt

Wz6ér (4.6.12) mozna tatwo uog6lni¢ na funkcje wigcej niz dwoch zmiennych

4.6.11

4.6.12
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